
M
ilí
řešitelé,

řešitelky
a
řešitelčata!

N
a
tom
to
m
ístě
m
ěl
být
úvodník

velebící
konec

školního
roku,

ale
uznejte,

že
koncem

července
by
už
vypadalp

oněkud
p
ovadle.P

rázdniny
jsou

v
plném

proudu,hrošírodinky
se
p
ovalují

na
hladinách

rybníčků
a
p
ovídají

si
m
atfyzácké

p
ohádky

o
bájném

K
SP
čku.

A
ž
se
za
nim
i
p
ůjdete

p
odívat,

m
ůžete

si
na
cestu

vzít
tento

letáček
se
vzorovým

i
řešením

i
páté

série
teď
už
m
inulého

ročníku.
A
p
okud

jste
z
každé

série
dostali

asp
oň
5

b
odů,

p
osílám

e
vám

k
tom
u
propisku,

blok
a
tužku,

jak
jsm
e
slíbili

kdysi
dávno

v
září.

P
řejem

e
vám

aktuálně
nekonečné

prázdniny
V
aši
organ

izátoři

V
zorová

řešení
páté

série
dvacátého

šestého
ročníku

K
SP

26-5-1
M
ad
e
in
C
h
in
a

P
rvní

úloha
byla

trochu
netradiční

tím
,
že
správné

řeše-
ní
m
á
časovou

i
pam
ěťovou

složitost
konstantní.

Č
íslo
relé

totiž
dostanem

e
tak,

že
sp
očítám

e
bitový

x
o
r
ob
ou
sou-

řadnic
(p
očítám

e-li
od
nuly).

P
ro
jistotu

si
zopakujm

e,
jak
takový

x
o
r
funguje:

O
b
ě
čís-

la
zapíšem

e
p
od
seb
e
ve
dvojkové

soustavě
a
kdekoliv

se
p
od
seb
ou
ob
jevily

dvě
různé

číslice,
píšem

e
do
výsledku

jedničku,
všude

jinde
nulu.

T
akže

třeba

27
x
o
r
17
=
1
1
0
1
1
x
o
r
1
0
0
0
1
=
0
1
0
1
0
=
10.

Z
ajím
avější

je,
jak
se
na
takovou

věc
přijde.

P
okusím

e
se

zde
jeden

z
m
ožných

m
yšlenkových

p
ostup

ů
nastínit.

P
odívejm

e
se
na
jednotlivé

řádky
trochu

zvětšené
tabulky

ze
zadání:

0
1
2
3
4
5
6
7

1
0
3
2
5
4
7
6

2
3
0
1
6
7
4
5

3
2
1
0
7
6
5
4

4
5
6
7
0
1
2
3

5
4
7
6
1
0
3
2

6
7
4
5
2
3
0
1

7
6
5
4
3
2
1
0

N
ultý
řádek

odp
ovídá

usp
ořádaným

číslům
.N
a
prvním

jsou
sousední

čísla
prohozená.

D
ruhý

prohazuje
celé
dvojice

do-
hrom

ady.
T
řetí
kom
binuje

prohazováni
prvního

a
druhého

řádku.
Č
tvrtý

vym
ěňuje

celé
čtveřice

čísel.
A
tak
dál.

Č
íslo
řádku

nám
tedy

přím
o
udává,

jaký
je
vztah

m
ezi
čís-

lem
sloup

ce
a
sam
otným

relé.
N
ejsnazší

je
se
na
číslo

řádku
p
odívat

ve
dvojkové

soustavě.
K
aždá

jednička
představu-

je
jedno

prohazování
p
o
blocích

velikosti
odp
ovídající

pří-
slušné

m
ocnině

dvojky.
N
apříklad

pátý
řádek

(ve
dvojkové

soustavě
101)

prohazuje
p
o
blocích

velikosti
4
a
1.
V
šechna

čísla
tedy

budou
p
osunuta

nejdříve
o
4
a
následně

o
1.

C
hcem

e-liurčit
hodnotu

na
p
ozici[r,s],stačízjistit,na

jaké
p
ozici

je
stejné

číslo
na
nultém

řádku.
Z
p
ořadí

řádku
již

vím
e,o
kolik

budem
e
p
osouvat.Sm

ěr
p
oznám

e
p
o
celočísel-

ném
vyděleníčísla

s
daným

p
osunem

.L
ichá

čísla
p
osunem

e
doleva,

sudá
doprava.

K
dyž
se
trochu

zam
yslím

e
nad
uvedeným

dělením
,zjistím

e,
že
se
jen
dívám

e
na
hodnotu

jednoho
bitu

v
čísle

s.
P
rotože

p
osouvám

e
o
m
ocniny

dvojky,
tak
tím
vždy

m
ěním

e
hod-

notu
jenom

jediného
bitu.

K
aždém

u
bitu

z
čísla

s
zm
ěním

e
hodnotu

právě
tehdy,když

je
daný

bit
jedničkový

iv
čísle

r.
D
ostali

jsm
e
tak
přím

o
slib
ovaný

bitový
x
o
r
.

Jen
da
H
adrava

} ∑
K
dyby

vám
uvedený

p
ostup

přišelnedostatečně
form

ál-
ní
a
chtěli

jste
důkladný

důkaz,
m
áte
ho
m
ít.
B
udem

e
p
ostup

ovat
indukcí

a
v
i-tém

kroku
indukce

dokážem
e,
že

tabulka
velikosti

2
i×
2
i
p
opisuje

op
eraci

x
o
r
.

P
ro

i
=
0,
tedy

tabulku
1
×
1,
tvrzení

evidentně
platí.

N
yní
krok

od
i
k
i
+
1.
T
abulku

2
i+
1
×
2
i+
1
rozdělím

e
na

čtyři
p
odtabulky

velikosti
2
i×
2
i.
B
udem

e
jim
říkat

L
H
,

P
H
,
L
D
,
P
D
(levá

horní
atd.).

L
H
nezávisína

ostatních
p
odtabulkách,takže

p
odle

indukč-
ního

přep
okladu

odp
ovídá

x
o
r
u.
N
avíc

si
všim

nem
e,
že

v
každém

řádku
i
každém

sloup
ečku

této
p
odtabulky

le-
ží
všechna

čísla
od
0
do
2
i−
1.
(X
orování

čísel
0
až
2
i−
1

lib
ovolnou

konstantou
z
téhož

rozsahu
m
usítato

čísla
jenom

přeházet
p
o
dvojicích.)

N
yní
se
zam
ěřm
e
na
p
odtabulku

P
H
.
Shora

není
ničím

ovlivněna,
zleva

jsou
tabulkou

L
H
blokovaná

všechna
čísla

od
0
do
2
i−
1.Jsm

e
tedy

ve
stejné

situacijako
v
L
H
,jenom

je
ke
všem

číslům
přičteno

2
i.
A
nalogicky

v
tabulce

L
D
.

Z
bývá

p
odtabulka

P
D
.
T
a
m
á
od
L
D
i
od
P
H
zablokovaná

čísla
2
i
až
2
i+
1
−
1,
ale
žádná

nižší,
takže

op
ět
dopadne

stejně
jako

L
H
.

T
oto
chování

p
odtabulek

přitom
přesně

odp
ovídá

x
o
r
u:

L
H
a
P
D
m
ají
nejvyšší

bit
ob
ou
souřadnic

stejný,
takže

vypadají
stejně

jako
x
o
r
o
bit
kratších

čísel;
L
D
a
P
H
ho

m
ají
různý,

takže
oproti

x
o
r
u
kratších

čísel
přibude

ještě
nejvyšší

jedničkový
bit,
který

odp
ovídá

p
osunutí

hodnot
o
2
i.

M
artin

„M
edvědÿ

M
areš
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C
esta

p
ralesem

Ú
vodem

řešení
si
jdu
sypat

p
op
el
na
hlavu,

neb
oť
jsem

jako
autorka

úlohy
zap
om
něla

ohlídat,že
se
v
zadáníob

jeví
některé

předp
oklady.

P
ředně,

koeficienty
přehlédnutelnosti

jsou
vždy

nezáp
orné

(ale
většina

z
vás
naštěstí

předp
okládala,

že
až
tak
p
odlí

organizátoři
nejsou).

Z
adruhé,

v
zadání

m
ělo
být
asi
jasněji

ukázáno,
že
navzdo-

ry
b
ěžném

u
vním

ání
p
ojm
u
cesta

v
této

úloze
přip
ouštím

e
cesty,

ve
kterých

se
opakují

vrcholy,
dokonce

i
takové,

ve
kterých

se
opakují

(neorientované)
hrany.

O
m
louvám

se
všem

,
kterým

op
om
enuté

předp
oklady

zp
ů-

sobily
kom
plikace

při
řešení.

U
kažm

e
si
ještě,

že
ačkoli

je
neopakování

hran
a
vrcholů

obvykle
velice

přirozené,
v
naší

úloze
se
zopakování

skuteč-
ně
m
ůže
vyplatit.

P
ředstavm

e
si
následující

situaci
(první

číslo
je
přehlédnutelnost

při
průchodu

rovně,
druhé

při
od-

b
očení):

–
1
–



2
,
5

4
,
1

1
,
2

2
,
5

2
,
5

0
,
9

1
,
1

2
,
5

2
,
5

2
,
5

2
,
5

2
,
5

Z
atím

co
kdybychom

odb
očili

rovnou,
dostanem

e
přehléd-

nutelnost
9,
při
ob
ejití

p
olíčka

bude
přehlédnutelnost

p
ou-

ze
4.
T
o
vysvětluje

opakování
vrcholů.

A
kdy

se
vyplatí

zopakovat
i
hrany?

T
řeba

v
takovém

to
případě:

2
,
5

3
,
4

2
,
5

2
,
5

8
,
1

2
,
5

P
řím
ý
průchod

m
á
přehlédnutelnost

8,
při
„odskokuÿ

na
jiné
p
olíčko

dostanem
e
výslednou

přehlédnutelnost
6.

A
le
teď
už
honem

na
sam
otné

řešení.
N
a
hledání

v
grafech

(a
čtvercová

m
řížka

je
jen
trochu

sp
eciální

graf)
se
často

vyplatí
p
oužít

D
ijkstrův

algoritm
us,
který

m
ám
e
blíže

p
o-

psaný
v
kuchařce

o
cestách. 1

Jenže
p
oužitítohoto

algoritm
u

brání
fakt,

že
ohodnocení

závisí
na
tom
,
z
kterého

vrcholu
jsm
e
přišli.

P
otřebujem

e
tedy

vstup
nejprve

nějak
upravit.

K
aždý

vr-
chol

si
rozčtvrtím

e,
jednotlivé

čtvrtiny
budou

reprezento-
vat
právě

to,
odkud

jsm
e
do
daného

vrcholu
přišli.

V
šechny

čtvrtiny
pak
p
osp
ojujem

e
s
příslušným

i
čtvrtinam

i
soused-

ních
vrcholů,

hrany
ohodnotím

e
p
odle

toho,
zda
odb
očuje-

m
e,
neb
o
procházím

e
rovně.

P
ozor

na
to,že

v
této
fázim

usím
e
u
každé

čtvrtiny
vytvořit

také
hranu

odp
ovídající

situaci,
kdy
se
na
dané

křižovatce
otočím

e
čelem

vzad.
O
hodnocení

této
hrany

bude
odp
oví-

dat
koeficientu

přehlédnutelnosti
při
odb
očení.

Ještě
p
otřebujem

e
ošetřit

p
očáteční

a
koncové

p
olíčko.

V
y-

tvořím
e
dva

nové
vrcholy.

P
rvní

z
nich

sp
ojím
e
hranam

i
ohodnoceným

i
0
se
všem

i
čtvrtinam

i,
do
kterých

se
lze
do-

stat
z
p
očátečního

p
olíčka,druhé

sp
ojím
e
se
čtvrtinam

ip
o-

líčka
koncového.

V
takto

upraveném
grafu

(kde
se
na
čtvrtiny

dívám
e
jako

na
plnohodnotné

vrcholy)
už
jsou

všechna
ohodnocení

jed-
noznačná,m

ůžem
e
v
něm

tedy
p
oužít

D
ijkstrův

algoritm
us.

N
a
následujícím

obrázku
m
ůžete

sledovat,
jak
konstrukce

grafu
funguje.

N
akreslili

jsm
e
hrany

vedoucí
ze
čtvrtin

jed-
noho

vrcholu;plné
hrany

odp
ovídajíchůzirovně,čárkované

zab
očení.

Z
bývá

vyřešit
složitost.K

aždý
vrcholjsm

e
nahradiličtyřm

i,
v
novém

grafu
jich
tedy

m
ám
e
konstanta-krát

víc,
p
odobně

s
hranam

i.
Ú
pravu

grafu
bychom

zvládli
v
lineárním

čase,
složitost

D
ijkstrova

algoritm
u
je
(při
p
oužití

binární
haldy)

O
((N
+
M
)log

N
),kde

N
označuje

p
očet

vrcholů
a
M
p
očet

hran.

V
e
čtvercové

m
řížce

m
ám
e
hran

4
N
(a
v
našem

upraveném
grafu

16
N
),
celkovou

složitost
řešení

tak
m
ůžem

e
odhad-

nout
na

O
(N
log

N
).
P
am
ěťová

složitost
je
lineární,O

(N
).

P
rogram

(C
):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
6
-
5
-
2
.
c

K
arolín

a
„K
arryan

n
aÿ
B
urešová
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N
áh
rad
n
í
kab
el

P
řiznávám

e,
že
úloha

byla
trochu

složitější,
než
se
m
ohlo

p
odle

deseti
b
odů

zdát.
M
ožná

i
proto

dorazila
p
ouze

tři
řešení.

T
rochu

však
m
ohla

nap
ovědět

přiložená
kuchařka

o
vyhledávání

v
textu.

Jak
ale
p
oužít

textové
algoritm

y
k
p
orovnávání

strom
ů?

Inu,
budem

e
m
uset

každý
strom

nějak
p
opsat

p
om
ocí
tex-

tového
řetězce.

T
akovém

uto
p
opisu

obvykle
říkám

e
kód
da-

ného
strom

u.
R
ůzných

kódování
(tedy

zp
ůsob

ů,
jak
stro-

m
ům
přiřazovat

řetězce)
m
ůžem

e
vym
yslet

sp
ousty.N

a
dvě

z
nich

se
teď
p
odívám

e.

P
otřebujem

e,aby
v
kódu

bylo
zachyceno

p
ořadísynů.T

oho
m
ůžem

e
dosáhnout

tím
,
že
projdem

e
strom

do
hloubky,

v
každém

vrcholu
vždy

procházím
e
syny

p
ostupně

od
levého

k
pravém

u.
C
estou

si
budem

e
zaznam

enávat
každý

vrchol,
kterým

projdem
e,
a
to
i
když

už
se
do
něj
p
oněkolikáté

vracím
e.P
okud

prohledávánízahájím
e
z
jiného

vrcholu,do-
stanem

e
kód,

který
je
rotací 2

p
ůvodního.

T
o
platí

proto,
že

průchod
je
ekvivalentní

„ob
ejití

strom
u
p
o
obvoduÿ:

05 4

2
3

6
1

1
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
h
a
l
d
a
-
a
-
c
e
s
t
y

2
R
otace

znam
ená,že

nějaký
p
očet

znaků
přesunem

e
ze
začátku

na
konec.Jednou

z
rotacířetězce

a
b
c
d
e
f
je
například

c
d
e
f
a
b.

–
2
–
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4

0,0
77

,3
20.

O
ndřej

H
übsch

G
A
rabskáP

H
4

23
11

11
,0

73
,9

21.
Štěpán

H
ojdar

G
JírovcČ

B
4

9
3
1

4,9
73

,8
22.

A
nna
Steinhauserová

G
D
ačice

4
3

0,0
71

,7
23.

D
orian

Ř
ehák

G
C
oubT

áb
or

3
3

0,0
67

,5
24.

A
nna
G
ajdová

G
F
P
V
alM
ez

3
2

9
5

11
27
,3

55
,8

25.
Štěpán

T
rčka

G
Slavičín

3
9

0,0
54

,3
26.

Jonatan
M
atějka

SŠP
Č
B

4
17

0,0
50

,9
27.

Stanislav
L
ukeš

G
P
ísnickáP

H
1

1
7
6

5
8,8

37
,2

37
,2

28.–29.
D
alim
il
H
ájek

G
K
epleraP

H
3

14
0,0

34
,1

M
atěj
K
onečný

G
JírovcČ

B
3

1
9
8

5
4

34
,1

34
,1

30.
A
dam

Španěl
A
rcibisG

P
H

2
2

0,0
32

,0
31.

D
om
inik
R
oháček

SP
ŠL
egioJI

4
3

0,0
27

,0
32.

Jan
T
om
ánek

G
P
elhřim

ov
3

1
7
7

7
25
,2

25
,2

33.
A
ntonín

T
eichm

ann
G
Jeroným

L
I

4
2

0,0
22

,6
34.

Jan
P
avlovský

G
JiM

4
1

0,0
21

,3
35.

T
om
áš
M
arius

SŠkyb
ernH

K
1

1
9

2
,5

3
20
,6

20
,6

36.
M
arek

D
obranský

G
H
orM
ichal

4
6

0,0
20

,3
37.

A
neta

K
.
L
esná

G
Z
b
orovP

H
1

1
0,0

16
,8

38.
M
ichal

H
loušek

G
N
adŠtolP

H
1

1
0,0

16
,3

39.
P
řem
ysl
Šťastný

G
Ž
am
b
erk

0
3

0,0
16

,0
40.

P
etro

K
ostyuk

G
E
B
enešeK

L
4

2
0,0

12
,1

41.
R
adovan

Švarc
G
Č
T
řeb
ová

3
3

0,0
8
,0

42.
V
áclav

K
ončický

G
SO
Š
F
rM
ís

3
1

6
7,4

7
,4

43.
T
adeas

F
riedrich

G
O
hradníP

H
4

2
0,0

6
,3

44.
Jan
H
orešovský

G
M
ělník

4
2

0,0
6
,2

45.
M
ichal

M
artinek

G
H
avP
odl

3
1

0,0
6
,0

46.
Josef

Č
ech

G
JM
asar

JI
2

1
0,0

5
,7

47.
M
arek

Ž
idek

G
T
om
kovaO

L
4

1
0,0

4
,0

48.
L
adislav

T
lapák

G
B
řeclav

−
1

1
0,0

2
,5

49.
M
ichal

K
užela

G
Slavičín

2
4

0,0
2
,0

V
ítězi

26.
ročníku

K
SP
se
stávají

nejlepší
3
účastníci.

Ú
sp
ěšným

i
řešiteli

se
stávají

všichni,
kdo
získali

alesp
oň
150
b
odů.

–
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e
l
s
e
:
#
J
i
ž
n
e
n
í
z
á
v
o
r
k
a
n
a
p
r
a
v
o

z
a
v
o
t
k
a
=
0

#
3
.
P
o
č
í
t
a
d
l
o

i
f
l
e
v
y
.
p
r
e
n
o
s
=
=
1
:

p
r
e
n
o
s
=
p
o
c
i
t
a
d
l
o

p
o
c
i
t
a
d
l
o
=
(
p
o
c
i
t
a
d
l
o
+
1
)
%
2

i
f
l
e
v
y
.
p
r
e
n
o
s
=
=
-
1
:

p
r
e
n
o
s
=
-
1
*
p
o
c
i
t
a
d
l
o
;

p
o
c
i
t
a
d
l
o
=
(
p
o
c
i
t
a
d
l
o
-
1
)
%
2

#
4
.
Z
á
v
ě
r
e
č
n
á
k
o
n
t
r
o
l
a
p
o
č
í
t
a
d
l
a

i
f
l
e
v
y
.
s
i
g
n
a
l
:

i
f
p
o
c
i
t
a
d
l
o
=
!
0
:

v
y
s
t
u
p
=
0

s
t
o
p

e
l
s
e
:

s
i
g
n
a
l
=
1

P
řesunování

závorek
nám

na
každou

z
nich

zab
ere
2
kroky,

aktualizaci
p
očítadla

zvládnem
e
dělat

průb
ěžně

b
ěhem

p
o-

souvání
závorek,

a
nakonec

ještě
jednou

projdem
e
všechny

vrcholy.
D
ohrom

ady
tak
provedem

e
O
(N
)
kroků

výp
očtu.

Jirka
S
etn
ička

A
to
je
vše,
přátelé!

O
rganizátořiK

SP
vám
přejí

P
ěkné

P
rázdňiny!

(k
p
řá
n
í
se
p
říd
áv
á
sp
o
lek
tisk
a
řsk
ý
ch
šo
tk
ů
M
F
F
U
K
)

–
10
–

Ř
etězec

reprezentující
strom

na
obrázku

by
m
ohl
vypadat

následovně:

0
1
2
1
3
1
0
4
5
4
0
6.

M
ám
e
však

problém
.
C
o
když

nám
někdo

vrcholy
přečís-

luje?
V
tu
chvíli

by
se
nám

kódy
p
orovnávaly

dost
špatně.

Z
kusm

e
tedy

vrcholy
reprezentovat

nějak
jinak

než
jejich

číslem
.
M
ůžem

e
p
oužít

například
stupeň

.
T
o
je
číslo

udáva-
jící
p
očet

hran,
které

z
daného

vrcholu
vedou.

P
odívejm

e
se
op
ět
na
první

strom
:

3
3
1
3
1
3
3
2
1
2
3
1.

M
usím

e
si
ještě

rozm
yslet,

že
dva
odlišné

strom
y
nebudou

m
ít
nikdy

stejný
kód,jiným

islovy,že
z
každého

kódu
doká-

žem
e
sestavit

jednoznačně
p
ůvodní

strom
.
T
o
však

naštěstí
platí.

Stačí
si
při
vytváření

strom
u
pam
atovat,

kolik
hran

jsm
e
ve
kterém

vrcholu
již
p
oužili,

a
tedy

zda
m
ám
e
vytvá-

řet
nový

vrchol,
neb
o
se
už
vracím

e.
Z
kuste

si
to
nakreslit.

P
okud

m
ám
e
dva
strom

y
se
stejným

p
očtem

vrcholů,
sta-

čí
nám

každý
z
nich

projít
do
hloubky

a
vygenerovat

kód.
N
yní
jen
ověřím

e,
zda
je
jeden

rotací
druhého.

T
o
m
ůže-

m
e
provést

tak,
že
jeden

kód
napíšem

e
dvakrát

za
seb
e
a

ve
vzniklém

řetězci
se
p
okusím

e
najít

ten
druhý.

P
okud

hledání
usp
ěje,
představují

oba
strom

y
stejný

kab
el,
jinak

jsou
různé.

P
ro
sam
otné

vyhledávání
p
oužijem

e
algoritm

us
K
M
P
z
kuchařky.

C
elé
řešení

tak
pracuje

v
čase

i
prostoru

O
(N
),
tedy

lineárně
s
p
očtem

vrcholů.

P
orovnání

dvou
kab
elů
p
om
ocí
K
M
P
(C
+
+):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
6
-
5
-
3
-
k
m
p
.
c
p
p

H
ledání

dvojice
kab
elů

T
eď
um
ím
e
o
dvou

kab
elech

říct,
zda
jsou

stejné.
C
o
dě-

lat,
když

m
ám
e
více
kab
elů
a
chem

e
najít

dvojici
stejných?

M
ohli
bychom

p
oužít

algoritm
us
A
ho-C

orasickové
k
hledá-

ní
kódů

všech
strom

ů
najednou.

P
roblém

je
v
tom
,
že
m
á-

m
e
m
oc
velkou

ab
ecedu

–
stup
eň
vrcholu

m
ůže
nabývat

až
N

−
1
různých

hodnot
(představte

si
třeba

kab
ely
ve
tvaru

„hvězdičekÿ
s
různým

p
očtem

ram
en).

A
A
ho-C

orasicková
(alesp

oň
ve
verziz

kuchařky)
p
otřebuje

ab
ecedu

konstantně
velkou.

Slib
ovali

jsm
e
na
začátku,

že
ukážem

e
více

zp
ůsob

ů
kódo-

vání
strom

u
do
řetězce.

T
eď
je
ta
správná

chvíle
pro
druhý

z
nich.Je

vcelku
jednoduchý.Strom

projdem
e
op
ět
stejným

zp
ůsob

em
,
ale
tentokrát

si
budem

e
zaznam

enávat
průchod

p
o
hranách.

K
onkrétně

při
každém

průchodu
hranou

za-
píšem

e,
zda
se
p
ohybujem

e
dolů

(D),
tedy

přicházím
e
do

nového
vrcholu,

neb
o
nahoru

(N),
čili
se
vracím

e
z
již
pro-

hledaného
p
odstrom

u.
Strom

ze
zadání

tedy
vytvoří

kód

D
D
N
D
N
N
D
D
N
N
D
N.

K
ód
nám

přím
o
říká,

jak
m
ám
e
strom

kreslit.
N
estane

se
nám

proto,
že
by
m
u
odp
ovídaly

dva
různé

strom
y.
Je
tu

však
jiný
háček.

P
okud

začnem
e
prohledávání

z
jiného

vr-
cholu,

dostanem
e
jiný
kód.

P
otřeb

ovali
bychom

nějaký
zp
ůsob

volby
p
očátečního

vr-
cholu,

který
u
stejných

kab
elů
vyb
ere
stejný

vrchol.
Jed-

nou
z
m
ožností

je
najít

takzvané
cen
trum

strom
u.
Z
ískám

e
jej
tak,

že
ze
strom

u
p
ostupně

p
o
krocích

odeb
erem

e
vždy

všechny
listy.

N
a
konci

nám
zbude

buď
jeden

jediný
vrchol,

neb
o
dva
vrcholy

sp
ojené

hranou.
V
prvním

případě
m
ám
e

vyhráno.
V
e
druhém

danou
hranu

rozdělím
e
–
vytvořím

e

uprostřed
nový

um
ělý
vrchol.

T
ento

nový
vrchol

prohlásí-
m
e
za
centrum

.Snadno
sirozm

yslíte,že
shodné

kab
ely
(do-

konce
lib
ovolné

dva
izom

orfní
strom

y)
opravdu

m
ají
stejné

centrum
.

N
ejdříve

si
strom

y
rozdělím

e
do
skupin

p
odle

p
očtu

vrcho-
lů.
V
každé

skupině
pak
provedem

e
následující

kroky:

1.
N
ajdem

e
centrum

každého
strom

u.

2.
K
aždý

strom
projdem

e
do
hloubky

z
jeho

centra,
a
vytvo-

řím
e
tak
jeho

kód.

3.
Sestrojím

e
vyhledávácí

autom
at
A
ho-C

orasickové
pro
je-

helníček
tvořený

kódy
všech

strom
ů.
U
každé

jehly
si
navíc

m
usím

e
p
oznam

enat
(v
koncovém

vrcholu),ze
kterého

stro-
m
u
vznikla.

4.
P
ro
každý

ze
strom

ů
provedem

e:
•
N
apíšem

e
jeho

kód
dvakrát

za
seb
e,
a
takto

vzniklý
řetězec

p
oužijem

e
jako

seno,
na
které

spustím
e
výše

vytvořený
autom

at.
•
P
okud

autom
at
najde

výskyt
nějaké

jehly
(krom

ě
té,

která
odp
ovídá

aktuálním
u
strom

u),znam
ená
to,že

ak-
tuálníkód

je
jejírotací,tedy

jsm
e
našlidvojicistejných

kab
elů.

V
šechny

části
stihnem

e
op
ět
v
lineárním

čase
a
zab
erou

jen
lineárně

prostoru,
proto

je
i
celý

algortim
us
lineární

s
celkovým

p
očtem

vrcholů
ve
všech

strom
ech
dohrom

ady.

H
ledání

dvojice
kab
elů
(C
+
+):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
6
-
5
-
3
-
a
c
.
c
p
p

K
arolín

a
„K
arryan

n
aÿ
B
urešová

&
Jen
da
H
adrava

26-5-4
R
ozd
ělován

í
jíd
la

Z
adnání

si
m
ůžem

e
přeform

ulovat
také

tak,
že
chcem

e
vy-

brat
nějakou

m
nožinu

receptů
tak,

aby
dohrom

ady
sp
otře-

b
ovaly

surovin
co
nejvíc,ale

zároveň
nepřesáhly

určitou
m
ez

(dostupné
m
nožství).

T
o
se
náram

ně
p
odobá

problém
u
ba-

tohu
z
kuchařky

o
dynam

ickém
program

ování. 3

P
řesněji

pro
4
K
=
1
jde
přím

o
o
problém

batohu,
jehož

řešení
je
p
opsáno

v
kuchařce,

pro
vyšší

K
o
jakousi

„více-
rozm

ěrnouÿ
verzi.

T
u
vyřeším

e
analogicky:

p
ořídím

e
si

K
-rozm

ěrné
p
ole,
kde

na
p
ozici

(j
1 ,...,j

K
)
bude

nenulová
hodnota

právě
teh-

dy,
když

existuje
p
odm
nožina

receptů,
které

dohrom
ady

sp
otřebují

j
1
první

suroviny,
j
2
druhé,

...P
ole
naplňujem

e
stejně

jako
u
jednorozm

ěrné
verze:

p
ostupně

procházím
e

předm
ěty
(recepty)

a
zkouším

e
je
všem

i
m
ožným

i
zp
ůsoby

do
batohu

přidat.

A
lternativně

se
dá
na
recepty

dívat
jako

vektory,
které

kla-
sicky

vektorově
sčítám

e
a
snažím

e
se
je
naskládat

do
batohu

o
kapacitě

(m⃗
).N
aše
vícerozm

ěrné
p
ole
pak
m
ůžem

e
chápat

jako
p
ole
indexované

vektory.

K
uchařkové

řešení

P
ři
psaní

tohoto
řešení

jsem
nejdřív

zkusil
naprogram

ovat
verzi

přesně
p
odle

kuchařky
(tedy

opakované
procházení

celým
p
olem

odzadu
a
p
ostupné

zjišťování,
jakých

všech
m
ožných

zaplnění
batohu

lze
dosáhnout).

V
e
vícerozm

ěr-
ném

p
oli
„procházení

odzaduÿ
odp
ovídá

průchod
do
šířky

z
p
osledního

(„pravého
dolníhoÿ)

p
olíčka.

P
ozději

si
ukáže-

m
e,
jak
takový

průchod
dělat

efektivně.

3
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
d
y
n
a
m
i
c
k
e
-
p
r
o
g
r
a
m
o
v
a
n
i

4
P
řip
om
eňm
e
značení:

K
je
p
očet

surovin,
N
p
očet

receptů,
m

i
dostupné

m
nožství

i-té
suroviny

a
pro
daný

recept
je

a
i

m
nožství

i-té
suroviny

sp
otřeb

ované
tím
to
receptem

,
všechna

čísla
celá.

–
3
–



Z
důvodu

šetření
pam
ětí
neukládám

e
do
p
ole
čísla

receptů
jako

v
kuchařce,nýbrž

jen
jedničky

a
nuly,p

odle
toho,jestli

extistuje
tak
velká

m
nožina

receptů.
T
ím
přijdem

e
o
m
ož-

nost
zjistit,

z
jakých

receptů
se
m
nožina

skládá,
ale
ježto

nás
zajím

á
jen
celkové

m
nožství

sp
otřeb

ovaných
surovin,

nevadí
to.

L
eč
takovéto

řešení
úsp
ěšně

vyřešilo
jen
jeden

vstup
(kon-

krétně
osm
ý).

P
roblém

je
v
tom
,
že
kvůli

průchodu
do
šířky

čtem
e
na-

přeskáčku
z
různých

řádků
vícerozm

ěrného
p
ole,

a
tedy

z
různých

m
íst
v
pam
ěti.
A
zatím

co
při
teoretických

úva-
hách

pro
zjednodušenípředp

okládám
e,že

všechny
přístupy

do
p
ole
trvají

stejně
(konstantně)

dlouho,
u
opravdového

p
očítače

tom
u
tak
není.

U
kazuje

se,
že
číst
p
ole
sekvenč-

ně
od
začátku

do
konce

(u
vícerozm

ěrného
p
o
řádcích)

je
výrazně

rychlejší
než
neusp

ořádaně
a
napřeskáčku.

} ∑
P
okud

se
trochu

zajím
áte
o
fungování

p
očítačů,

m
ůže-

m
e
prozradit,

že
za
to
m
ohou

přinejm
enším

dva
jevy:

neefektivnívyužitíkeší
procesoru

(z
každého

načteného
ke-

šového
řádku

obvykle
p
oužijem

e
jen
jedno

číslo)
a
prefet-

chován
í.
O
ob
ojím

se
m
ůžete

dozvědět
např.

v
M
edvědově

textu
o
program

ování
s
ohledem

na
hardw

are. 5

K
uchařkové

řešení
„odpředuÿ

P
roč
vlastně

procházím
e
p
ole
odzadu?

P
ředstavte

si
na-

příklad,
že
m
ám
e
jednorozm

ěrnou
verzi

a
jediný

předm
ět

o
váze

2.
N
a
začátku

vypadá
p
ole
takto:

i
0
1
2
3
4
5

P
[
i
]
1
0
0
0
0
0
.

P
okud

ho
budem

e
procházet

odzadu,
dostanem

e
správný

výsledek.
A
le
při
průchodu

odpředu
získám

e:

i
0
1
2
3
4
5

P
[
i
]
1
0
1
0
1
0
,

tedy
stejný

předm
ět
jsm
e
vložili

do
batohu

několikrát.
T
o-

m
u
ale
m
ůžem

e
snadno

zabránit
tím
,
že
si
budem

e
do
p
o-

líček
m
ísto
jedniček

zapisovat
číslo

kroku,
ve
kterém

byla
vytvořena

(stejně
jako

to
dělá

originální
kuchařkové

řešení,
i
když

z
jiných

důvodů),
a
p
olíčka

vytvořená
v
aktuálním

kroku
ignorovat.

P
ak
už
m
ůžem

e
s
klidem

zvolit
průchod

hezky
p
o
řádcích

z
levého

horního
rohu.

T
o
ovšem

zvýší
pam
ěťové

nároky,
neb

si
v
p
oli
m
usím

e
pam
atovat

hodnoty
z
rozsahu

0
...N

,
tedy

pro
větší

N
nám

nebude
stačit

jeden
bajt

na
p
oložku.

A
překvapilo

m
ě,

jak
to
bylo

obtížné
nepřekročit

pam
ěťové

lim
ity
nastavené

v
C
odE
xu.
N
akonec

jsem
zjistil,

že
pro
dodržení

lim
itů
se

nedalo
naprogram

ovat
jedno

univerzální
řešení,

ale
m
use-

lo
se
rozlišit

několik
případů

p
odle

m
axim

ální
hodnoty

N
,

a
pro
každý

zvolit
jinak

velký
typ
p
oložek

v
m
atici

(pro
N

≤
255
stačí

jednobajtový,
pro
větší

dvoubajtový).
V
e

zdrojáku
je
toto

pro
přehlednost

jen
zm
íněno

v
kom
entáři.

T
akovéto

řešení
už
selhalo

jen
na
třech

vstup
ech
(vypršel

časový
lim
it).

P
roblém

ob
ou
algoritm

ů
je
také

v
tom
,že
receptů

je
m
álo,a

tudíž
hlavní

p
ole
je
zaplněné

velm
i
řídce

(na
drtivé

většině
m
íst
m
á
nuly).

A
náš
algoritm

us
stráví

sp
oustu

času
vytr-

valým
procházením

tohoto
m
oře
nul,

aby
m
ezi
nim
i
našel

tu
a
tam

nějakou
nenulovou

hodnotu.

T
om
uto
by
velice

p
om
ohlo,

kdybychom
si
pam
atovali,

kam
nejdál

jsm
e
se
v
p
oli
zatím

dostali.
A
le
to
jsem

již
ani
ne-

zkoušel
testovat

a
program

ovat.
Z
a
chvíli

si
ukážem

e
ještě

lepší
řešení

–
ale
nejdříve

slib
ované

odb
očka

o
průchodu

do
šířky.

P
růhod

do
šířky

Snadno
si
p
ovšim

nem
e,
že
při
prohledávání

dvourozm
ěrné

m
řížky

do
šířky

z
jednoho

jejího
rohu

projdem
e
v
i-té
fázi

právě
i-tou

diagonálu
v
p
ořadí

od
tohoto

rohu.
D
obře

je
to

vidět,
když

si
do
m
atice

napíšem
e
vzdálenosti

jednotlivých
p
olíček

od
pravého

dolního
rohu:

6
5
4
3

5
4
3
2

4
3
2
1

3
2
1
0

T
akže

vůb
ec
nep
otřebujem

e
frontu,

ale
průchod

ve
správ-

ném
p
ořadí

zajistím
e
vhodným

dop
očítáváním

souřadnic
na
diagonálách

(vizte
zdroják).

P
ro
více

rozm
ěrů
je
dobrý

m
ezikrok

dívat
se,
jak
by
to
do-

padlo
pro
krychli.

T
am
se
to
dá
představit

tak,
že
p
ostupně

ukrajujem
e
z
rohu.

N
yní
bychom

rádi
tento

p
ostup

zob
ecnili

do
více

dim
en-

zí.
P
odívejm

e
se
například

na
p
osloupnost

souřadnic,
které

projdem
e
ve
dvourozm

ěrné
tabulce

výše:

0
.
v
r
s
t
v
a
:
(
4
,
4
)

1
.
v
r
s
t
v
a
:
(
4
,
3
)
(
3
,
4
)

2
.
v
r
s
t
v
a
:
(
4
,
2
)
(
3
,
3
)
(
2
,
4
)

.
.
.

Snadno
si
všim

nem
e,
že
každou

vrstvu
tvoří

p
olíčka

se
stej-

ným
součtem

souřadnic
(ba
dokonce

všechna
s
takovým

součtem
),
a
tyto

součty
se
p
ostupně

o
jedničku

snižují.

T
o
není

žádné
velké

překvap
ení.
K
aždé

p
olíčko

se
do

i-té
vrstvy

dostane
tak,
že
je
v
nějaké

souřadnici
„levým

souse-
dem
ÿ
některého

p
olíčka

v
(i−
1)-ní

vrstvě,
tedy

příslušnou
souřadnici

m
á
o
jedničku

m
enší.

A
p
okud

m
á
právě

jed-
nu
souřadnici

o
jedničku

m
enší,

pak
i
součet

souřadnic
je

p
ochopitelně

o
jedničku

m
enší.

N
o
a
najít

k-tice
čísel

s
daným

součtem
už
je
snadné

pro-
gram

átorské
cvičení.

Ř
ešení

se
sp
ojákem

P
roblém

u
řídkého

p
ole
se
m
ůžem

e
vyhnout

tak,
že
si
bude-

m
e
udržovat

sp
ojový

seznam
nenulových

p
olíček.

P
ak
stačí

procházet
tento

seznam
m
ísto
toho,abychom

je
v
p
olidlou-

ho
hledali.

M
írnou

nevýhodu
m
ůže
představovat,

že
sp
oják

zab
ere
ně-

jakou
pam
ěť
navíc.

A
le
vzhledem

k
tom
u,
že
m
atice

je
za-

plněná
řídce,

m
oc
velký

nebude.
N
avíc

nyní
nám

op
ět
stačí

ukládat
si
do
m
atice

jen
jedničky

a
nuly, 6

pročež
nám

op
ět

stačí
jen
jeden

bajt
na
p
oložku

v
hlavním

p
oli
(stačil

by
i

jeden
bit,
ale
tím
nebudem

e
řešení

zbytečně
kom
plikovat).

Z
ávěr

D
oufám

,
že
jste
si
z
této

úlohy
odnesli

to,
že
asym

ptotická
složitost

není
vždy

ekvivalentní
s
tím
,
jak
rychle

program
p
ob
ěží.
A
že
více

im
plem

entací
ve
stejném

jazyce
a
se
stej-

nou
složitostí

se
m
ůže
výrazně

lišit
dob
ou
b
ěhu.

5
h
t
t
p
:
//
m
j
.
u
c
w
.
c
z
/
p
a
p
e
r
s
/
h
w
o
p
t
.
p
d
f

6
P
roblém

u
vícenásobného

přidávání
se
m
ůžem

e
vyhnout

třeba
tak,

že
budem

e
nová

p
olíčka

přip
ojovat

na
začátek

sp
ojáku.

N
eb
o
si
je
budem

e
skládat

do
p
om
ocného

sp
ojáku,

který
k
hlavním

u
přip
ojím
e
až
na
konci

každého
kroku.

–
4
–

d
e
f
p
r
e
d
e
j
T
o
k
e
n
(
)
:

f
o
r
i
i
n
r
a
n
g
e
(
K
)
:

i
f
S
[
i
]
.
n
a
v
s
t
i
v
e
n
o
=
=
0
:

#
P
o
š
l
e
m
e
t
o
k
e
n
t
í
m
t
o
s
m
ě
r
e
m

s
m
e
r
=
i

r
e
t
u
r
n

#
P
o
k
u
d
s
e
n
á
m
n
e
p
o
v
e
d
e
t
o
k
e
n
n
i
k
a
m

#
p
o
s
l
a
t
,
u
z
a
v
ř
e
m
e
t
e
n
t
o
v
r
c
h
o
l

u
z
a
v
r
e
n
o
=
1

s
t
o
p

#
1
.
N
a
s
t
a
r
t
u
m
u
s
í
m
e
p
o
č
k
a
t

i
f
s
t
a
r
t
=
=
1
:

s
t
a
r
t
=
2

e
l
i
f
s
t
a
r
t
=
=
2
:

s
t
a
r
t
=
0

p
r
e
d
e
j
T
o
k
e
n
(
)

#
2
.
S
l
e
d
u
j
e
m
e
,
j
e
s
t
l
i
n
a
m
n
e
k
d
o
n
e
c
o
n
e
p
o
s
l
a
l

e
l
i
f
n
a
v
s
t
i
v
e
n
o
=
=
0
:

f
o
r
i
i
n
r
a
n
g
e
(
K
)
:

#
J
e
s
t
l
i
u
k
a
z
u
j
e
n
a
n
á
s

i
f
S
[
i
]
.
s
m
e
r
=
=
P
[
i
]
:

n
a
v
s
t
i
v
e
n
o
=
1

p
r
e
d
e
j
T
o
k
e
n
(
)

#
3
.
P
o
k
u
d
u
ž
j
s
m
e
n
ě
k
a
m
t
o
k
e
n
p
o
s
l
a
l
i
,

#
s
l
e
d
u
j
e
m
e
,
j
e
s
t
l
i
s
e
n
á
m
n
e
v
r
a
c
í

e
l
s
e
:

i
f
S
[
s
m
e
r
]
.
u
z
a
v
r
e
n
o
:

p
r
e
d
e
j
T
o
k
e
n
(
)

Ú
kol
4

K
dybychom

m
ěli
k
disp
ozici

p
očítadlo,

byl
by
úkol

velm
i

jednoduchý.
Stačilo

by
jen
si
závorky

p
ostupně

p
osouvat

doleva
k
prvním

u
vrcholu,

zde
je
zpracovávat

a
p
očítat

p
o-

čet
otevřených

závorek.P
okud

bychom
se
někdy

dostalip
od

nulu,
skončili

bychom
s
chyb

ou,
stejně

jako
kdyby

na
konci

m
ělo
p
očítadlo

nenulovou
hodnotu.

V
šechnu

prácibudem
e
dělat

v
prvním

,označeném
,vrcholu.

V
ostatních

budem
e
jen
p
osouvat

závorky.
V
rchol,

který
bude

p
otřeb

ovat
závorku,

si
ji
vždy

nakopíruje
od
souseda

a
zapíše

v
nějaké

dom
luvené

prom
ěnné,

že
si
ji
vzal.

D
ruhý

vrcholse
p
odívá

na
tuto

prom
ěnnou

svého
souseda,zjistí,že

byl
„okradenÿ,

a
seb
ere
závorku

sousedovi
na
druhé

straně.

T
akto

lze
zařídit

p
ostupné

p
osunutí

všech
závorek

až
do

prvního
vrcholu,

kde
se
zpracovávají.

Jenom
m
usím

e
na

přesun
p
očítat

se
dvěm

a
kroky

výp
očtu:

v
prvním

seb
eru

závorku
sousedovi,

ve
druhém

teprve
soused

zjistí,
že
m
u

chybí,
a
seb
ere
ji
zase

svém
u
sousedovi.

Z
bývá

zařídit
p
o-

čítadlo.

P
očítadlo

siale
jednoduše

m
ůžem

e
vyrobit

jako
bitové

p
očí-

tadlo
kom
binací

vícero
vrcholů

–
nejblíže

prvním
u
vrcholu

budu
m
ít
nejnižší

bity
a
dále

bude
jejich

hodnota
vzrůs-

tat.
N
ejvětší

číslo,
které

budem
e
p
otřeb

ovat,
bude

N
–
to

zakódujem
e
do
log

N
bitů

a
vrcholy

nám
tak
b
ohatě

stačí.

N
a
začátku

výp
očtu

bude
p
očítadlo

ve
všech

vrcholech
na-

staveno
na
nulu.

P
ři
přičtení

jedničky
zvětším

e
p
očítadlo

v
aktuálním

vrcholu
o
jedna

a
kdyby

m
ělo
přetéct,

nastaví-
m
e
ho
na
nulu

a
do
dom
luvené

prom
ěnné

uložím
e
přenos.

Soused
se
p
odívá

na
našídom

luvenou
prom

ěnnou
a
případ-

ně
přenos

přičte
ke
své
hodnotě.

O
dčítání

bude
fungovat

ob
dobně:

P
okud

budu
m
ít
ve
svém

vrcholu
jedničku,

zm
ěním

ji
na
nulu

a
končím

,
p
okud

ale
budu

m
ít
nulu,

zm
ěním

ji
na
jedničku

a
sm
ěrem

dál
odešlu

přenos
s
hodnotou

m
ínus

jedna.
P
okud

takový
přenos

do-
jde
nazp

ět
až
k
prvním

u
vrcholu,

dostal
jsem

se
právě

do
záp
orných

čísel
a
vyhlásím

chybu.

P
oslední,

co
zbývá,

je
p
o
konci

výp
očtu

zkontrolovat,
že

nám
v
p
očítadlu

zbyly
sam
é
nuly.

T
o
udělám

e
jednoduše

tak,
že
vyšlem

e
z
prvního

vrcholu
signál,

který
když

cestou
narazí

na
jedničku,

vyhlásí
chybu.

P
okud

dojde
nazp

ět
až

k
prvním

u
vrcholu,

je
uzávorkování

správné
a
zahlásím

e
úsp
ěch.

#
P
r
o
m
ě
n
n
é
:

#
p
r
v
n
i
-
v
s
t
u
p
,
r
o
z
s
a
h
0
.
.
1

#
z
a
v
o
r
k
a
-
v
s
t
u
p
,
r
o
z
s
a
h
-
1
.
.
1

#
p
r
e
n
o
s
_
z
a
v
o
r
k
y
-
r
o
z
s
a
h
0
.
.
1
,
v
ý
c
h
o
z
í
0

#
p
o
c
i
t
a
d
l
o
-
r
o
z
s
a
h
0
.
.
1
,
v
ý
c
h
o
z
í
0

#
p
r
e
n
o
s
-
r
o
z
s
a
h
-
1
.
.
1
,
v
ý
c
h
o
z
í
0

#
v
y
s
t
u
p
-
r
o
z
s
a
h
0
.
.
1
,
v
ý
c
h
o
z
í
1

#
s
i
g
n
a
l
-
r
o
z
s
a
h
0
.
.
1
,
v
ý
c
h
o
z
í
0

l
e
v
y
=
S
[
0
]

p
r
a
v
y
=
S
[
1
]

#
R
e
s
e
t
h
o
d
n
o
t

p
r
e
n
o
s
=
0

s
i
g
n
a
l
=
0

i
f
p
r
v
n
i
=
=
1
:

#
1
.
P
o
č
í
t
a
d
l
o
p
ř
e
t
e
k
l
o
d
o
m
í
n
u
s
u
,
n
e
b
o
p
ř
i
š
e
l

#
s
i
g
n
á
l
s
c
h
y
b
o
u
-
>
c
h
y
b
a

i
f
l
e
v
y
.
p
r
e
n
o
s
=
=
-
1
o
r
l
e
v
y
.
v
y
s
t
u
p
=
=
0
:

v
y
s
t
u
p
=
0

s
t
o
p

#
2
.
Z
p
r
a
c
o
v
á
n
í
z
á
v
o
r
e
k
,
d
o
k
u
d
j
s
o
u

i
f
p
r
e
n
o
s
_
z
a
v
o
r
k
y
:

#
J
e
n
o
m
p
o
č
k
á
m
e
,
n
e
ž
s
o
u
s
e
d
b
u
d
e
m
í
t

#
p
ř
i
p
r
a
v
e
n
o
u
n
o
v
o
u
z
á
v
o
r
k
u

p
r
e
n
o
s
_
z
a
v
o
r
k
y
=
0

e
l
s
e
:

i
f
z
a
v
o
r
k
a
=
=
1
:

p
r
e
n
o
s
=
p
o
c
i
t
a
d
l
o

p
o
c
i
t
a
d
l
o
=
(
p
o
c
i
t
a
d
l
o
+
1
)
%
2

e
l
i
f
z
a
v
o
r
k
a
=
=
-
1
:

p
r
e
n
o
s
=
-
1
*
p
o
c
i
t
a
d
l
o
;

p
o
c
i
t
a
d
l
o
=
(
p
o
c
i
t
a
d
l
o
-
1
)
%
2

#
3
.
Z
á
v
o
r
k
y
d
o
š
l
y
,
s
p
u
š
t
ě
n
í
k
o
n
t
r
o
l
y

e
l
s
e
:

s
i
g
n
a
l
=
1

#
Z
k
o
p
í
r
u
j
e
m
e
s
i
z
á
v
o
r
k
u
z
p
r
a
v
a

z
a
v
o
r
k
a
=
p
r
a
v
y
.
z
a
v
o
r
k
a

p
r
e
n
o
s
_
z
a
v
o
r
k
y
=
1

e
l
s
e
:

#
R
e
s
e
t
h
o
d
n
o
t

p
r
e
n
o
s
_
z
a
v
o
r
k
y
=
0

#
1
.
P
o
k
u
d
p
ř
i
š
l
a
c
h
y
b
a
,
v
y
h
l
á
s
í
m
e
j
i
t
a
k
é

#
a
k
o
n
č
í
m
e

i
f
l
e
v
y
.
v
y
s
t
u
p
=
=
0
o
r
p
r
a
v
y
.
v
y
s
t
u
p
=
=
0
:

v
y
s
t
u
p
=
0

s
t
o
p

#
2
.
P
ř
e
n
o
s
z
á
v
o
r
e
k

i
f
l
e
v
y
.
p
r
e
n
o
s
_
z
a
v
o
r
k
y
:

#
P
o
k
u
d
j
e
š
t
ě
e
x
i
s
t
u
j
e
z
á
v
o
r
k
a
n
a
p
r
a
v
o

i
f
p
r
a
v
y
.
p
r
v
n
i
!
=
1
a
n
d
p
r
a
v
y
.
z
a
v
o
r
k
a
!
=
0
:

z
a
v
o
r
k
a
=
p
r
a
v
y
.
z
a
v
o
r
k
a

p
r
e
n
o
s
_
z
a
v
o
r
k
y
=
1

–
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Ú
kol
1

T
ento

úkolbylvelm
ip
odobný

druhém
u
ukázkovém

u
příkla-

du
–
vyslat

dva
signály

proti
sob
ě
a
tam
,
kde
se
p
otkají,

označit
vrchol.A

bychom
ale
označilivrcholve

třetině
kruž-

nice,m
uselby

jeden
ze
signálů

b
ěžet
dvakrát

tak
rychle

než
druhý.

Z
rychlit

signál
neum

ím
e
(m
usel

by
přeskakovat

najednou
přes

dvě
hrany,

což
ale
nejde,

protože
každý

autom
at
ve

vrcholu
vidí

p
ouze

do
svých

b
ezprostředních

sousedů),
ale

um
ím
e
jeden

ze
signálů

zp
om
alit
na
p
olovinu

a
tím
zařídit

stejný
efekt.

Z
p
om
alení

na
p
olovinu

udělám
e
tak,

že
signál

v
každém

vrcholu
na
jeden

takt
p
ozdržím

e
a
teprva

p
oté

p
ošlem

e
dál.

A
bychom

označilivrcholy
ve
třetině

a
dvou

třetinách,bude-
m
e
m
uset

na
začátku

vyslat
čtyři

signály.
N
a
jednu

stranu
signál

A
o
norm

álnírychlostia
signál

B
o
p
olovičnírychlos-

ti,na
druhou

stranu
naopak

(A
o
p
olovičnía

B
o
norm

ální).
A
p
oté,v

m
ístě
kde
se
p
otkajísignály

A
a
B
,tam

označím
e

výsledné
vrcholy

a
p
očkám

e
na
ustálení.

Signály
nám

tak
ob
ejdou

kružnici
jen
jednou

a
celkově

tak
vykonám

e
O
(N
)
taktů

výp
očtu.P

rogram
by
m
ohlvypadat

třeba
takto:

#
P
r
o
m
ě
n
n
é
:

#
x
-
r
o
z
s
a
h
0
.
.
1

#
s
i
g
n
a
l
A
,
s
i
g
n
a
l
B
-
r
o
z
s
a
h
0
.
.
1
,
v
ý
c
h
.
h
o
d
.
0

#
s
t
a
t
u
s
A
,
s
t
a
t
u
s
B
-
r
o
z
s
a
h
0
.
.
2
,
v
ý
c
h
.
h
o
d
.
0

i
f
x
=
=
1
:
#
V
y
š
l
e
m
e
ú
v
o
d
n
í
s
i
g
n
á
l
n
a
o
b
ě

#
s
t
r
a
n
y
a
s
k
o
n
č
í
m
e

s
i
g
n
a
l
A
=
s
i
g
n
a
l
B
=
1

s
t
o
p

#
D
o
s
t
a
l
i
j
s
m
e
s
i
g
n
á
l
z
o
b
o
u
s
t
r
a
n

i
f
S
[
0
]
.
s
i
g
n
a
l
A
a
n
d
S
[
1
]
.
s
i
g
n
a
l
A
:

x
=
1

s
t
o
p

#
A
p
r
o
t
i
s
m
ě
r
u
:
P
o
č
k
á
m
e
n
a
o
d
e
s
l
á
n
í
1
t
a
h

e
l
i
f
S
[
0
]
.
s
i
g
n
a
l
A
a
n
d
s
t
a
t
u
s
A
=
=
0
:

s
t
a
t
u
s
A
=
1

#
A
p
o
s
m
ě
r
u
n
e
b
o
j
i
ž
č
e
k
á
m
e
:
O
d
e
š
l
e
m
e
i
h
n
e
d

e
l
i
f
S
[
1
]
.
s
i
g
n
a
l
A
o
r
w
a
i
t
A
:

s
t
a
t
u
s
A
=
2
#
A
b
y
c
h
o
m
n
e
o
d
e
s
í
l
a
l
i
z
n
o
v
u

s
i
g
n
a
l
A
=
1

#
.
.
.
o
b
d
o
b
n
ě
p
r
o
s
i
g
n
a
l
B
a
s
t
a
t
u
s
B

Ú
kol
2

K
nalezeníkostry

grafu
p
oužijem

e
sim
ulaciprohledávánído

šířky.
Spustím

e
prohledávání

z
jednoho

vrcholu
a
budem

e
p
ostupně

přivěšovat
vrcholy,

které
patří

do
dosud

nena-
vštívené

části
grafu.

K
aždý

vrchol
přivěsím

e
za
právě

jednu
hranu,

tedy
nám

určitě
nikdy

nevznikne
cyklus

a
výsledný

graf
p
o
zastavení

bude
strom

.

P
okud

byl
p
ůvodní

graf
souvislý,

tak
ke
každém

u
vrcholu

existuje
od
p
očátečního

vrcholu
cesta.

V
e
chvíli,

kdy
zpra-

cujem
e
sousední

vrcholy,
navěsím

e
i
tento

vrchol
do
vzn-

kajícího
strom

u.
P
rotože

výsledný
strom

bude
obsahovat

všechny
vrcholy,

vznikne
nám

tak
kostra.

P
rohledávání

budem
e
dělat

tak,
že
každý

dosud
nezpraco-

vaný
vrchol

bude
sledovat

své
sousedy.

V
e
chvíli,

kdy
se

nějací
sousedé

stanou
součástí

vznikajícího
strom

u
(stanou

se
zpracovaným

i),
vyb
ere
si
z
nich

aktuální
vrchol

jednoho
a
s
tím
se
sp
ojí
hranou

(nastaví
odp
ovídající

prom
ěnnou

na
svojí

straně
na
jedničku).

K
ončit

budem
e
ustálením

.

#
P
r
o
m
ě
n
n
é
:

#
a
-
v
s
t
u
p
,
r
o
z
s
a
h
0
.
.
1

#
k
o
s
t
r
a
[
i
]
-
v
ý
s
t
u
p
,
r
o
z
s
a
h
0
.
.
1
,
v
ý
c
h
o
z
í
0

#
U
ž
j
s
e
m
v
k
o
s
t
ř
e
,
j
e
n
s
l
e
d
u
j
i
s
o
u
s
e
d
y
.

i
f
a
=
=
1
:

f
o
r
i
i
n
r
a
n
g
e
(
5
)
:

i
f
S
[
i
]
.
k
o
s
t
r
a
[
P
[
i
]
]
:

k
o
s
t
r
a
[
i
]
=
1

#
N
e
j
s
e
m
v
k
o
s
t
ř
e
.
P
o
k
u
d
j
e
n
ě
j
a
k
ý
s
o
u
s
e
d

#
v
k
o
s
t
ř
e
,
p
ř
i
p
o
j
í
m
s
e
k
n
ě
m
u
.

e
l
s
e
:

f
o
r
i
i
n
r
a
n
g
e
(
5
)
:

i
f
S
[
i
]
.
a
:

k
o
s
t
r
a
[
i
]
=
1

a
=
1

P
rohledání

grafu
do
šířky

trvá
asym

ptoticky
lineárně

dlou-
ho
a
tedy

icelý
program

pro
grafom

at
skončíp

o
ustáleníza

O
(N
)
kroků

(tím
,
že
je
graf

5-regulární,
by
šel
odhad

ještě
upřesnit,

ale
zlepším

e
ho
tak
p
ouze

o
konstantu).

Ú
kol
3

V
zadání

nám
uteklo,

že
graf

je
souvislý,

za
což
se
om
lou-

vám
e.
N
ikoho

z
řešitelů

to
však

nezm
átlo
a
všichni

správně
řešili

verzi
pro
souvislý

graf.

M
ezi
došlým

i
řešením

i
se
ob
jevil

nápad
všechny

autom
aty

hned
zastavit.

T
o
ale
trvá

právě
jeden

krok
výp
očtu

a
to

rozhodně
není

C
·
N
pro
nějaké

konstantní
C
(C
=
1N
,
což

určitě
není

konstanta),
tudy

tedy
cesta

nevede.

B
udem

e
p
otřeb

ovat
vym
yslet

řešení,
které

za
každý

vrchol
strávínějaký

konstantníčas,než
předá

prácidalším
u
vrcho-

lu.
K
tom
u
se
přím

o
nabízí

využít
D
F
S
neb
oli
prohledávání

do
hloubky.

Z
ačnem

e
v
označeném

startovním
vrcholu

a
p
ůjdem

e
p
o
do-

sud
nenavštívených

vrcholech
tak
dlouho,

dokud
to
p
ůjde.

V
e
chvíli,

kdy
narazím

e
na
slep
ou
uličku,

tak
se
vrátím

e
a

zkusím
e
to
jinudy.

P
o
každé

hraně
vzniklého

D
F
S
strom

u
tak
právě

jednou
sestoupím

e
dolů

a
právě

jednou
se
p
o
ní

vrátím
e,
skončím

e
op
ět
ve
startovním

vrcholu.

M
ůžem

e
si
to
představit

tak,
že
vrcholy

si
budou

předá-
vat
nějaký

token.
V
rchol,

který
drží

token,
si
vždy

vyb
ere

nějakého
ze
sousedů,

kterém
u
token

odešle
(nastaví

u
se-

b
e
prom

ěnnou,
které

si
pak
soused

v
dalším

taktu
všim

ne)
a
správný

soused
si
token

převezm
e.
P
ři
vracení

se
zp
ět

budem
e
navíc

vrcholy
zastavovat

a
výp
očet

grafom
atu
tak

ukončím
e
celkovým

zastavením
.

T
ím
,
že
ob
ejdem

e
graf
p
om
ocí
D
F
S,
nám

vznikne
strom

na
N
vrcholech.

T
en
m
á
ale

N
−
1
hran,

takže
celkově

výše
p
opsaný

p
ostup

provede
2N

−
2
kroků.

T
ím
,
že
na
začátku

p
očkám

e
právě

dva
kroky,

už
dosáhnem

e
přesného

p
očtu

2N
kroků.

P
rogram

m
ůže
vypadat

třeba
takto:

#
P
r
o
m
ě
n
n
é
:

#
s
t
a
r
t
-
v
s
t
u
p
,
r
o
z
s
a
h
0
.
.
2

#
n
a
v
s
t
i
v
e
n
o
-
r
o
z
s
a
h
0
.
.
1
,
v
ý
c
h
o
z
í
0

#
u
z
a
v
r
e
n
o
-
r
o
z
s
a
h
0
.
.
1
,
v
ý
c
h
o
z
í
0

#
s
m
e
r
-
r
o
z
s
a
h
0
.
.
K
,
v
ý
c
h
o
z
í
K

#
H
l
a
v
n
í
f
u
n
k
c
e
:
P
o
k
u
s
í
s
e
m
e
z
i
s
o
u
s
e
d
y
n
a
j
í
t

#
z
a
t
í
m
n
e
n
a
v
š
t
í
v
e
n
é
h
o
a
p
ř
e
d
a
t
m
u
t
o
k
e
n
,
p
o
k
u
d

#
a
l
e
t
a
k
o
v
é
h
o
n
e
n
a
j
d
e
,
u
z
a
v
ř
e
a
k
t
u
á
l
n
í
v
r
c
h
o
l
.

–
8
–

P
okud

m
áte
k
něčem

u
z
řešení

(případně
k
im
plem

entaci)
dotaz,

neb
ojte

se
zeptat

na
fóru,

rádi
odp
ovím

e.

V
erze

b
ez
sp
ojáku

od
konce

(C
):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
6
-
5
-
4
-
k
o
n
e
c
.
c

V
erze

b
ez
sp
ojáku

od
začátku

(C
):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
6
-
5
-
4
-
z
a
c
a
t
e
k
.
c

V
erze

se
sp
ojákem

(C
):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
6
-
5
-
4
-
s
p
o
j
a
k
.
c

V
ojta

S
ejkora

26-5-5
P
rů
jezd

tu
n
elem

V
řešení

budem
e
značit

W
šířku

a
H
výšku

ob
délníka.

H
odně

z
vás
v
m
nohoúhelníku

hledalo
prvnía

p
osledním

ís-
to,kde

je
m
nohoúhelník

vysoký
alesp

oň
H
,a
pak
zkontrolo-

valo,
jestli

jsou
tato

dvě
m
ísta
vzdálená

alesp
oň

W
.
T
akové

řešenívšak
nefunguje.N

ic
nám

nezaručuje,že
ob
ě
nalezená

m
ísta
se
nacházíve

stejné
výšce.D

obrým
protipříkladem

je
například

kosodélník.

M
y
si
ukážem

e
dva
m
ožné

přístupy
k
řešení.

Jeden
je
za-

ložen
na
technice

zam
etání

roviny
přím

kou, 7
kdy

m
noho-

úhelník
budem

e
zam
etat

zároveň
dvěm

a
svislým

i
přím

kam
i

vzdáleným
i
W
.
V
e
druhém

řešení
více

využijem
e
vlastnos-

tí
konvexnosti

a
získám

e
všechna

m
ožná

řešení
pronikáním

různě
p
osunutých

p
ůvodních

m
nohoúhelníků.

O
b
ě
řešení

budou
pracovat

v
čase

O
(n
),
kde

n
je
p
očet

b
odů
m
noho-

úhelníka.

P
rvní

zp
ůsob

řešení
si
pro
jednoduchost

p
opíšem

e
nejdříve

jen
pro
hledání

svislé
úsečky

dlouhé
H
.
N
a
to
nám

bude
stačit

jedna
zam
etací

přím
ka.

Z
am
etání

přím
kou

je
p
om
ěrně

ob
ecná

technika
pro
řeše-

ní
širokého

sp
ektra

geom
etrických

úloh.
Sp
očívá

v
tom
,
že

si
představujem

e
přím

ku
p
ohybující

se
sp
ojitě

napříč
geo-

m
etrickou

scénu,
která

sleduje,
co
se
děje

„p
od
níÿ
a
um
í

„ohlásitÿ,
když

narazí
na
něco

pro
nás
zajím

avého.

V
našem

případě
zam
etám

e
svislou

přím
kou,

která
se
p
o-

souvá
p
ostupně

přes
m
nohoúhelník

od
jeho

nejlevějšího
b
o-

du
p
o
nejpravější.

P
ro
každou

p
olohu

zam
etací

přím
ky
si

(m
yšleně)

sp
očítám

e,
jak
vysoký

je
v
daném

m
ístě
m
noho-

úhelník.
P
okud

zam
etací

přím
ka
projde

m
ístem

s
výškou

alesp
oň

H
,
ohlásí

na
výstup

příslušnou
x
-ovou

souřadnici
(stačí

jednou).

zametací
přímka

aktuální výška
T
ohle

je
dobrý

zp
ůsob,jak

siřešenípředstavit,ale
určitě

jej
nem
ůžem

e
takto

naprogram
ovat,

neb
bychom

m
useli

p
očí-

tat
výšku

m
nohoúhelníka

pro
každou

z
nekonečně

m
noha

x
-ových

p
ozic,

kterým
i
přím

ka
prochází.

V
šim
nem
e
si,
že
v
každý

okam
žik
(až
na
konečně

m
noho

výjim
ek)
protíná

zam
etací

přím
ka
právě

dvě
strany

m
no-

hoúhelníka.N
avíc
to,které

dvě
to
jsou,se

m
ěníp

ouze,když
přím

ka
projde

nějakým
vrcholem

m
nohoúhelníka.

M
ůžem

e
tedy

p
odle

x
-ových

souřadnic
vrcholů

rozdělit
m
nohoúhel-

ník
na
svislé

v
pásy,

v
každém

z
kterýchž

protíná
zam
etací

přím
ka
vždy

nějakou
p
evnou

dvojici
stran

m
nohoúhelníka.

V
rám
cijednotlivého

pásu
už
snadno

určím
e
m
ísto
s
výškou

alesp
oň

H
,
aniž

bychom
m
useli

zkoušet
všechny

m
ožnosti.

K
tom
u
se
nám

bude
hodit

m
alá
odb
očka

do
analytické

geom
etrie.

M
ám
e-li
dané

dva
b
ody

A
=
[x

A
,y

A
],B
=
[x

B
,y

B
],
pak

všechny
b
ody
na
úsečce

A
B
se
dají
vyjádřit

soustavou
rov-

nic:

x
=

x
A
+
t(x

B
−
x
A
)

y
=

y
A
+
t(y

B
−
y
A
)

t∈
⟨0
,1⟩

T
edy
p
o
dosazenílib

ovolného
t
z
intervalu

⟨0,1⟩
dostanem

e
souřadnice

b
odu
ležícího

na
úsečce

A
B
.M
ějm
e
nynísp

odní
úsečku

A
B
a
horní

úsečku
C
D
,
chcem

e
najít

souřadnici
x
,

kde
jsou

úsečky
od
seb
e
svisle

vzdálené
alesp

oň
H
.
T
u
zís-

kám
e
vyřešením

následující
soustavy

(ne)rovnic:

x
A
+
t(x

B
−
x
A
)
=

x
C
+
s(x

D
−
X

C
)

y
A
+
t(y

B
−
y
A
)≤

y
C
+
s(y

D
−
y
C
)−

H

N
eznám

ým
ijsou

prom
ěnné

s
a
t.P
okud

získám
e
řešení,kde

s,t
∈
⟨0,1⟩,

tak
jsm
e
našli

m
ísto,

kam
se
nám

vejde
svislá

úsečka
délky

H
.

Im
plem

entace
je
nyní

už
jednoduchá.

O
bvod

m
nohoúhel-

níka
si
rozdělím

e
na
horní

a
sp
odní

p
olovinu

–
tedy

části,
které

vedou
od
nejlevějšího

b
odu
k
nejpravějším

u
„horem

ÿ,
resp.

„sp
odem

ÿ.
V
šim
něte

si,
že
p
okud

existuje
víc
nejle-

vějších
(nejpravějších)

b
odů,

je
jedno,

který
si
vyb
erem

e.

N
yní
bychom

chtěli
p
ostupně

zleva
doprava

projít
všechny

pásy
a
pro
každý

z
nich

provést
nás
výp
očet

se
správnou

dvojicíúseček.T
o
udělám

e
tak,že

sibudem
e
průb

ěžně
udr-

žovat,
která

úsečka
je
aktuálně

horní
a
sp
odní.

N
a
začátku

jsou
to
strany

sousedící
s
nejlevějším

vrcholem
m
nohoúhel-

níka.
P
oté
p
ostupně

procházím
e
všechny

zbylé
b
ody
m
no-

hoúhelníka
v
p
ořadídle

x
-ové

souřadnice
a
s
každým

vym
ě-

ním
e
buď
horní,

neb
o
dolní

úsečku
za
jinou,

čím
ž
přejdem

e
do
sousedního

pásu.

Jelikož
úseček

je
celkem

n
a
každou

vym
ěním

e
m
axim

álně
jednou,

tak
celý

algoritm
us
m
á
časovou

složitost
O
(n
).

N
ynířešeníupravím

e
pro
hledáníob

délníka.N
a
to
nám

jen
jedna

zam
etací

přím
ka
stačit

nebude,
ale
budem

e
p
otřeb

o-
vat
dvě
od
seb
e
vzdálené

W
.
P
ro
ob
ě
přím

ky
si
budem

e
udržovat

horní
a
sp
odní

úsečku,
kterou

zrovna
prochází,

a
řešení

budem
e
přep
očítávat

vždy,
když

některá
z
přím

ek
projde

vrcholem
m
nohoúhelníka.

A
jak
se
bude

lišit
výp
očet?

P
otřebujem

e
najít

m
ísto,

kde
vzdálenost

výše
p
ostavené

sp
odní

úsečky
a
níže

p
ostavené

horní
úsečky

je
alesp

oň
H
.
T
o
sp
očítám

e
tak,

že
pravou

hornía
sp
odníúsečku

p
osunem

e
o
W
doleva.Jednoduchým

i
lineárním

i
nerovnicem

i
zjistím

e,
pro
jaké

intervaly
je
která

horní
(resp.

sp
odní)

úsečka
níže

(resp.
výše).

7
anglicky

plan
e
sw
eepin

g
či
sw
eep
lin
e

–
5
–



T
ím
se
nám

řešení
rozpadne

nejvýše
na
tři
intervaly,

pro-
tože

v
každé

dvojici
se
m
axim

álně
jednou

m
ůže
zm
ěnit,

která
úsečka

je
horní

(resp.
sp
odní).

P
ak
jen
pro
každý

ta-
kový

intervalp
oužijem

e
p
ůvodnívýp

očet
pro
svislou

úsečku
o
délce

H
.
Č
asová

složitost
tohoto

řešení
je
také

O
(n
),
pro-

tože
pro
ob
ě
zam
etacípřím

ky
udělám

e
m
axim

álně
n
vým
ěn

úseček
a
m
ezi
dvěm

a
vým
ěnam

i
provádním

e
jen
konstatně

dlouhý
výp
očet.

D
ruhý

zp
ůsob

řešenízde
p
ouze

naznačím
e.K
aždý

konvexní
útvar

m
á
tu
vlastnost,že

p
okud

v
něm

ležíb
ody

A
a
B
,tak

pak
v
něm

ležíicelá
úsečka

A
B
.Sp
eciálně

p
okud

v
m
noho-

úhelníku
najdem

e
um
ístěnívšech

rohů
ob
délníka,tak

v
něm

leží
i
celý

ob
délník.

O
p
ět
se
nejdříve

p
odívám

e,
jak
najít

svislou
úsečku

dél-
ky

H
.
T
aková

úsečka
m
ůže
m
ít
svůj

sp
odní

konec
ve
všech

b
odech,

které
splňují,

že
b
od
o
H
nad
nim
i
je
také

uvnitř
m
nohoúhelníka.T

akže
všechny

takové
b
ody
získám

e
tak,že

m
nohoúhelník

p
osunem

e
o
H
nahoru

a
určím

e
jeho

průnik
s
p
ůvodním

m
nohoúhelníkem

.

P
růnik

konvexních
m
nohoúhelníků

je
op
ět
konvexní

m
no-

hoúhelník.
T
en
teď
vezem

em
e
p
osunem

e
jej
o
W
doleva

a
znovu

naleznem
e
průnik.

T
ím
dostanem

e
konečný

m
no-

hoúhelník,který
obsahuje

právě
všechny

b
ody,kde

ob
délník

m
ůže
m
ít
svůj

levý
horní

roh.

Jak
provedem

e
onen

průnik
m
nohoúhelníků?

U
kážem

e
si

to
pro
první

průnik.
V
e
druhém

případě
nám

jen
stačí

si-
tuaci

otočit
o
90
stupňů

a
výp
očet

zopakovat.
Jelikož

jsou
oba

m
nohoúhelníky

shodné,
tak
nám

jen
stačí

najít
prv-

ní
a
p
oslední

průsečík
horní

části
sp
odního

m
nohoúhelníka

a
sp
odní

části
horního

m
nohoúhelníka.

P
ak
b
ody
m
ezi
tě-

m
ito
průsečíky

tvoří
obvod

výsledného
průniku.

N
a
hledání

příslušných
průsečíků

op
ět
p
oužijem

e
zam
etání

přím
kou
a
dostanem

e
řešení

fungující
v
čase

O
(n
).

K
arel
T
esař
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N
ejv
y
šší
stav

b
y

„H
ledání

m
axim

ve
2D
neb
o
dokonce

jen
1D
oblastech

m
a-

tice?
T
o
jsou

jasný
haldy,ÿ

řekne
si
kdekterý

K
SP
ák.
Jenže

v
optim

álním
lineárním

řešení
se
haldy

nep
oužívají,

jen
by

ho
zdržovaly.

P
om
ocí
hald

či
binárních

výhledávacích
stro-

m
ů
lze
dosáhnout

časové
složitostiO

(R
S
(log

r
+
log

s)),což
p
onechám

e
jako

cvičení
na
práci

s
těm
ito
strukturam

i.
L
i-

neární
řešení

však
nevyžaduje

krom
ě
pár
triků

žádnou
slo-

žitější
datovou

strukturu
než
sp
ojový

seznam
.

L
ehčí

varianta
fungovala

jako
náp
ověda,

proto
si
p
ojďm

e
nejprve

vyřešit
v
lineárním

čase
1D
oblasti.

P
ro

R
=

r
=
1

m
ám
e
tedy

p
osloupnost

S
čísela

chcem
e
zjistit

nejvyššíčís-
lo
v
každém

souvislém
úseku

délky
s.
V
prvním

,
nejlevěj-

ším
úseku

najdem
e
nejvyšší

číslo
snadno

tím
,
že
projdem

e
všechna

čísla
úseku.

P
oté
budem

e
p
osouvat

aktuální
úsek

o
jedno

číslo
doprava.

K
dyž
p
osunem

e
úsek

o
jedna

doprava,
jedno

číslo
nám

vy-
padne

a
jedno

přibude.
P
okud

je
nové

číslo
vyšší

než
do-

savadní
nejvyšší

číslo
úseku,

bude
i
nejvyšším

číslem
nové-

ho
úseku,

jinak
jím
zůstane

p
ůvodní

číslo.
P
roblém

nasta-
ne,
když

dosavadní
nejvyšší

číslo
z
p
osloupnosti

vypadne.
V
tom

případě
by
ho
m
ělo
nahradit

druhé
nejvyšší

číslo,
jež
však

také
m
usím

e
udržovat.

K
dyby

však
vypadlo

i
toto

náhradní
číslo,

tak
m
usím

e
m
ít
ještě

dalšího
náhradníka,

uvažte
třeba

klesající
p
osloupnost.

P
roto

si
budem

e
udržovat

seznam
kandidátů

na
nejvyšší

číslo,
reprezentovaný

ob
ousm

ěrným
sp
ojovým

seznam
em
.

P
rvním

kandidátem
bude

sam
o
nejvyšší

číslo
úseku,

dru-
hým

bude
nejvyšší

číslo
n
apravo

od
nejvyššího

čísla
úseku,

třetím
nejvyšší

číslo
napravo

od
druhého

kandidáta,
...

K
andidátibudou

tedy
tvořit

nerostoucíp
odp
osloupnost

ak-
tuálního

úseku.
U
kandidátů

si
navíc

budem
e
pam
atovat

jejich
p
oziciv

p
osloupnosti,abychom

věděli,
kdy
vypadnou

ze
seznam

u.

P
ři
každém

p
osunutí

úseku
o
jedna

doprava
nám

z
kan-

didátů
m
ůže
vypadnout

jen
první,

ten
největší,

a
v
tom

případě
se
nejvyšší

číslo
úseku

přesouvá
na
druhého

kandi-
dáta.

N
ové
číslo,

jež
přibylo

do
úseku,

přidám
e
do
sezna-

m
u
kandidátů.

N
avíc

z
tohoto

seznam
u
od
konce

sm
ažem

e
všechny

kandidáty
m
enší

neb
o
rovné

přidaném
u
číslu,

dí-
ky
čem
už
bude

seznam
kandidátů

klesající
p
odp
osloupnost

úseku.
P
oslední

číslo
aktuálního

úseku
tak
vždy

bude
kan-

didátem
.

Jaká
je
časová

složitost
tohoto

p
ostupu?

N
ejlevější

úsek
a

seznam
kandidátů

inicializujem
e
jistě

v
O
(s),nicm

éně
ip
o-

sun
úseku

m
ůže
zabrat

až
O
(s),
neb
oť
kandidátů

je
až

s
a

m
y
je
při
jednom

p
osunu

m
ůžem

e
všechny

sm
azat.

T
o
se

však
stane

jen
relativně

m
álo
často.

K
důkazu,

že
tento

algoritm
us
je
lineární,

nám
p
om
ůže

am
ortizovaná

složitost. 8
K
aždé

číslo
p
osloupnosti

totiž
do

seznam
u
kandidátů

jednou
přidám

e
a
m
axim

álně
jednou

ho
sm
ažem

e,
čili
celkový

p
očet

op
erací

vyjde
na

O
(S
).
D
oda-

tečné
pam
ěti
(b
ez
vstupní

p
osloupnosti)

p
oužijem

e
O
(s),

neb
oť
krom

ě
seznam

u
kandidátů

a
jejich

p
ozic

si
už
nep
o-

třebujem
e
nic
ukládat.

N
yní
zob
ecním

e
řešení

pro
těžší,

dvourozm
ěrnou

varian-
tu.
V
ýše
představený

p
ostup

pro
jeden

řádek
budem

e
dělat

najednou
pro
všechny

řádky.
N
ejprve

zpracujem
e
nejlevější

úseky
všech

řádek
a
získám

e
sloup

ec
m
axim

těchto
úseků,

na
něm
ž
provedem

e
stejný

p
ostup

jako
na
řádku,

akorát
s
param

etry
R
a
r
m
ísto

S
a
s.
T
ím
to
získám

e
m
axim

a
v
ob
délnících

sousedících
s
levým

okrajem
,
tedy

první
slou-

p
ec
výsledné

tabulky.

P
ak
p
osunem

e
úseky

v
každém

řádku
o
jedna

a
op
ět
dosta-

nem
e
sloup

ec
m
axim

,
na
kterém

provedem
e
algoritm

us
pro

jednorozm
ěrnou

variantu.T
oto
opakujem

e,dokud
nedojde-

m
e
s
řádkovým

i
úseky

k
pravém

u
okraji.

A
lgoritm

us
vrátí

správné
řešení,

neb
oť
m
axim

um
na
ob
délníku

p
očítám

e
ja-

ko
m
axim

um
z
m
axim

na
příslušných

úsecích
v
jednotlivých

řádcích.

P
osouvání

úseků
na
každém

řádku
zab
ere

O
(S
),
čili
celko-

vě
O
(R

S
).
Jeden

sloup
ec
m
axim

z
aktuálních

úseků
řádků

zpracujem
e
v
O
(R
),což

dává
op
ětO
(R

S
),takže

algoritm
us

je
lineární

s
velikostí

vstupu.
K
rom
ě
vstupní

m
atice

čísel
si

stačí
pam
atovat

kandidáty
pro
každý

řádek
a
pro
aktuálně

zpracovávaný
sloup

ec,
tedy

O
(R

s
+
r)
čísel.

P
rogram

(C
):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
6
-
5
-
6
.
c

P
avel

„P
aulieÿ

V
eselý

M
edvědí

pozn
ám
ka:
E
xistuje

ještě
jiný,

p
odobně

elegantní
zp
ůsob,

jak
vyřešit

jednorozm
ěrnou

verzi.
P
osloupnost

roz-
dělím

e
na
bloky

délky
s
a
pro
každý

z
nich

předp
očítám

e
prefixová

m
inim
a
(tedy

m
inim
a
od
začátku

bloku
do
kaž-

dého
jeho

prvku)
a
p
odobně

suffi
xová

m
inim
a
(od
prvku

do
konce

bloku).
P
ak
si
všim

nem
e,
že
každý

úsek
délky

s

8
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
m
i
n
i
m
a
l
n
i
-
k
o
s
t
r
a

–
6
–

je
buďto

blok,
neb
o
ho
lze
složit

ze
suffi
xu
jednoho

blo-
ku
a
prefixu

následujícího
bloku.

Stačí
tedy

v
konstantním

čase
zkom

binovat
nejvýše

dvě
přep
očítaná

m
inim
a.
P
okud

bychom
z
tohoto

algoritm
u
odvodili2D

řešení,bylo
by
stej-

ně
rychlé,

ale
p
otřeb

ovalo
by
pam
ěť
na
p
om
ocnou

m
atici.
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P
artie

p
išk
vorek

Ř
ešení

vybudujem
e
p
ostupně:

začnem
e
absurdně

zjedno-
dušenou

verzí
úlohy

a
p
ostupně

se
budem

e
všech

om
ezení

zbavovat.
H
racím

u
plánu

budem
e
říkat

m
řížka,

křížkům
a

kolečkům
sym
boly

a
souvislým

úsekům
stejných

sym
b
olů

lin
ie.
L
inii
nejde

ani
jedním

sm
ěrem

rozšířit,
z
ob
ou
stran

je
tedy

ohraničena
m
ezerou,

opačným
sym
b
olem

,
případně

okrajem
m
řížky.

Jeden
rozm

ěr,
jeden

sym
b
ol,
jedna

op
erace

P
rozkoum

ejm
e
nejprve

úlohu,v
níž
m
á
m
řížka

jediný
řádek

o
n
p
olíčkách,p

okládám
e
jenom

jeden
druh

sym
b
olů
(třeba

křížky)
a
navíc

je
nikdy

nem
ažem

e.

P
ostačí

udržovat
si
pro
každé

p
olíčko

m
řížky,

zda
na
něm

nějaká
linie

začíná
neb
o
končí,

a
p
okud

ano,
tak
kde
leží

její
opačný

konec.

N
a
p
očátku

výp
očtu

žádné
linie

neexistují.K
dykoliv

přidá-
m
e
křížek,

p
odívám

e
se,
zda
nějaká

linie
končí

těsně
před

ním
neb
o
začíná

těsně
za
ním
.
R
ozliším

e
čtyři

případy:

•
N
enastane

anijedno:tehdy
zakládám

e
novou

liniio
jednom

křížku
a
k
aktuálním

u
p
olíčku

napíšem
e,
že
na
něm

tato
linie

začíná
i
končí.

•
P
řed
nám
i
končí

linie,
za
nám
i
žádná

nezačíná:
tehdy

pro-
dlužujem

e
linii

před
nám
i
o
jedno

p
olíčko.

P
osunem

e
kon-

covou
značku

a
u
té
p
očáteční

přepíšem
e
inform

aci
o
konci.

•
Sym
etrický

případ,
kdy
za
nám
i
linie

začíná,
ale
před

nám
i

nekončí,
ošetřím

e
ob
dobně.

•
Z
bývá

případ,
kdy
nastane

ob
ojí
současně,

čili
naše

p
olíčko

prop
ojuje

dvě
linie.

T
ehdy

zruším
e
konec

levé
a
začátek

pravé,načež
začátek

levé
nechám

e
ukazovat

na
konec

pravé
a
naopak.

N
avíc
se
p
okaždé

p
odívám

e,zda
nově

vzniklá
linie

nenídelší
než
dosavadní

m
axim

um
.
T
o
vše
zvládnem

e
v
konstantním

čase,
navíc

ale
m
usím

e
přip
očíst

lineární
čas
na
inicializaci

p
ole
začátků

a
konců.

P
řidávám

e
m
azání

N
yní
strukturu

vylepším
e,
aby
um
ěla
křížky

m
azat.

O
p
ět

m
ohou

nastat
čtyři

případy:
buďto

byl
sm
azaný

křížek
osa-

m
ocený
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