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G
Č
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A
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Šeb
estíková

G
Č
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B
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T
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M
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G
Č
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M
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Z
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N
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H
4
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O
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B
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G
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O
3

2
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M
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G
R
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3
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D
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N
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L
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P
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M
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G
K
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K
SP
pro
vás
připravují

studenti
M
atem

aticko-fyzikální
fakulty

U
niverzity

K
arlovy.

W
eb
ové
stránky:

https://ksp.m
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E
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m
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D
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C
hcete-li

s
nám
i
kom
unikovat

b
ezp
ečně,

m
ůžete

si
ověřit

náš
h
t
t
p
s
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–
jeho
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K
oresp

on
d
en
čn
í
S
em
in
ář
z
P
rogram

ován
í

28.ročník
KSP

Srpen
2016

M
ilí
řešitelé,

řešitelky
a
řešitelčata!

Sedí
takhle

tři
hroši

u
táb
oráku

a
vyprávějí

si,
co
už
o
prázdninách

prožili.
A
když

už
zbývají

p
oslední

řeřavé
uhlíky,

vzp
om
ínají

také
na
vás
řešitele

a
je
jim
p
oněkud

stydno,
že
vám

ještě
nep
oslali

vzorová
řešení

p
oslední

série.

T
ož
tady

jsou,vonícíohýnkem
a
horským

iloukam
i,zářícíkapkam

irannírosy
ihvězdam

i
na
p
ůlnoční

obloze.

T
ím
je
28.
ročník

našeho
program

ovacího
sem
ináře

u
konce.

S
těm
i
nejlepším

i
z
vás
se

těším
e
na
viděnou

na
p
odzim

ním
soustředění

či
rovnou

na
M
atfyzu.

A
neb
ojte,

příští
rok
p
okračujem

e!
O
statně,

zádání
první

série
už
visí
na
w
ebu.

P
řejem

e
vám

příjem
né
p
očtení

a
krásný

zbytek
léta

V
aši
organ

izátoři
(též
organ

izátorky
a
organ

izátorčata)

Vzorová
řešenípáté

série
dvacátého

osm
ého

ročníku
KSP

28-5-1
Z
am
ěřován

í
m
ístn
osti

N
ejprve

si
všim

nem
e,
že
p
okud

ob
délník

existuje,
pak
něja-

ké
dva
b
ody
z
lib
ovolné

p
ětice

určují
jednu

stranu
ob
délní-

ku.T
o
vyplývá

z
tzv.D

irichletova
principu

(neb
oliprincipu

holubníku),který
v
tom
to
případě

říká,že
p
okud

m
ám
e
p
ět

b
odů,

které
leží
na
čtyřech

stranách,
tak
nutně

na
alesp

oň
jedné

straně
jsou

alesp
oň
dva
b
ody.

V
ezm
em
e
tedy

dva
b
ody
z
náhodně

vybrané
p
ětice

a
zku-

sím
e,
jestli

s
jednou

stranou
určenou

touto
dvojicí

b
odů

ob
délník

existuje.
(Jak

přesně
to
zjistím

e,
je
vysvětleno

v
následujícím

odstavci.)
K
dyž

chcem
e
vybrat

dva
b
ody

z
p
ěti,
m
ám
e
celkem

deset
m
ožností,

jak
to
udělat.

P
roč?

P
okud

znáte
kom
binační

čísla,
tak
jistě

dokážete
sp
očítat,

že
vybírám

e-li
dva
z
p
ěti
b
odů,

m
ožností,

jak
to
udělat,

je
deset.

P
okud

vám
kom
binační

čísla
nic
neříkají,

stačí
jednoduchá

úvaha:
je
p
ět
m
ožností,

jak
vybrat

první
b
od,
a
pro
každou

z
těchto

p
ětim

ožnostíjsou
ještě

čtyřidalší,jak
k
nim
vybrat

druhý
b
od.
P
ět
krát

čtyři
je
tedy

dvacet
m
ožností,

když
vím
e,
jaký

b
od
byl
vybrán

první
a
jaký

druhý.
N
ám
ale

na
jejich

p
ořadí

nezáleží
a
m
ůžem

e
je
m
ezi
seb
ou
zam
ěnit.

T
edy
dvacet

vydělím
e
dvěm

a
a
dostávám

e,
že
zp
ůsob

ů,
jak

vybrat
dva
z
p
ěti
b
odů,

když
nezáleží

na
p
ořadí,

je
deset.

T
eď
si
ukážem

e,
jak
s
lib
ovolnou

dvojicí
b
odů
p
ostup

ovat.
U
ostatních

b
odů
zkontrolujem

e,
zdali

neleží
na
této

první
přím

ce
také.

P
okud

ano,
m
ůžem

e
je
pro
teď
zap
om
enout.

P
ro
všechny

zbylé
b
ody

si
sp
očítám

e
vzdálenost

od
první

přím
ky.
B
ody
(neb
o
b
od)
s
největší

vzdáleností
budou

le-
žet
na
opačné

straně
ob
délníka

a
také

je
m
ůžem

e
pro
teď

odstranit.
Z
bylé

b
ody
by
tedy

m
ěly
ležet

na
nejvýše

dvou
přím

kách
kolm

ých
na
dosud

určené
přím

ky.
N
avíc

m
usí
být

tyto
kolm

é
přím

ky
od
seb
e
vzdálené

alesp
oň
tak,

jak
jsou

od
seb
e
vzdálené

krajní
b
ody
na
p
ůvodních

přím
kách,

tak
aby
tvořily

ob
délník.

P
ro
každou

dvojici
tedy

provedem
e
řádově

N
op
erací,

kde
N
je
p
očet

b
odů

celkem
.
R
ůzných

dvojic
je
celkem

deset,
složitost

je
tak
10

N
,
tedy

O
(N
)
–
lineární.

Z
bývá

vyřešit
případy,

kdy
je
b
odů

m
éně
než
p
ět.
P
okud

jsou
b
ody

tři
a
m
éně,

lze
ob
délník

sestrojit
vždy.

P
okud

jsou
b
ody

čtyři,
m
ůžem

e
si
p
om
oci
například

sestrojením
konvexního

obalu.
P
okud

na
něm

nějaký
b
od
neleží,

ob
dél-

ník
existovat

nem
ůže.

N
ěkteří

zvolili
k
celém

u
řešení

úlohy
sestrojení

konvexního
obalu

a
následně

jej
různě

využili
ke
zjištění,

zda
jde
o
ob-

délník,
neb
o
ne.
V
ětšina

nápadů
nebyla

špatná
a
fungovala

by,ale
sestrojit

konvexníobaltrvá
O
(N
log

N
),a
je
to
tedy

p
om
alejší

než
výše

p
opsané

lineární
řešení.

Jediný
řešitel,

který
správné

lineární
řešení

p
oslal,

byl
T
om
áš
D
om
es,
kte-

rého
tím
to
chcem

e
veřejně

p
ochválit.

Z
uzka

D
rázdová

28-5-2
M
ístn
í
p
řesu

n
y

N
ejprve

si
uvědom

ím
e,
že
se
žádný

b
od
nevyplatí

navštívit
dvakrát.D

ruhou
návštěvu

m
ůžem

e
vynechat,a

tím
sicestu

vždy
zkrátím

e:

A
B C

D

X
A

B C
D

X

Z
trojúhelníkové

nerovnosti|C
D
|
<

|C
X
|+

|X
D
|tedy

upra-
vená

cesta
m
usíbýt

kratší.H
ledám

e
tedy

nejkratšíham
ilto-

n
ovskou

cestu
v
úplném

grafu,jehož
vrcholy

jsou
naše

b
ody

a
hrany

úsečky
sp
ojující

každou
dvojici

b
odů.

T
o
je
cesta,

která
navštíví

každý
vrchol

právě
jednou.

P
ro
ob
ecné

grafy
je
její
nalezení

těžký
problém

, 1
ale
ukážem

e
si,
že
v
případě

vrcholů
v
konvexní

p
oloze

to
neplatí.

D
ále
si
všim

nem
e,
že
optim

ální
cesta

nikdy
nekříží

seb
e

sam
a.
U
važujm

e
lib
ovolnou

cestu,
na
které

se
kříží

nějaké
dvě
hrany

A
B
,
C
D
.O
značm

e
si
P
jejich

průsečík.I
takovou

cestu
snadno

zkrátit:

A

B
C

D
P

A

B
C

D
P

O
p
ět
z
trojúhelníkové

nerovnosti:
|A

C
|
<

|A
P
|
+

|C
P
|,

|B
D
|
<

|P
D
|+

|P
B
|.
Sečtením

dostávám
e
|A

C
|+

|B
D
|
<

1
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
t
e
z
k
e
-
p
r
o
b
l
e
m
y–
1
–



|A
P
|+

|P
B
|+

|C
P
|+

|P
D
|=

|A
B
|+

|C
D
|,
tedy

nová
cesta

je
kratší

než
p
ůvodní.

N
yní
k
sam
otném

u
algoritm

u.
Z
ačnem

e
tím
,
že
si
vrcho-

ly
očíslujem

e
v
p
ořadí,

v
jakém

leží
na
obvodu

konvexního
m
nohoúhelníku.

K
tom
u
m
ůžem

e
p
oužít

lib
ovolný

algorit-
m
us
pro
hledání

konvexního
obalu. 2

P
rotože

m
ám
e
b
ody

v
konvexníp

oloze,budou
všechny

patřit
do
nalezeného

kon-
vexního

obalu,
ten
nám

ale
navíc

určí
jejich

p
ořadí.

Z
vlád-

nem
e
to
v
čase

O
(N
log

N
).

O
číslování

budem
e
chápat

jako
cyklické

a
s
čísly

vrcholů
pracovat

m
odulo

N
,
tedy

např.
0−
1
=

N
−
1.
P
ak
sousedé

lib
ovolného

vrcholu
X
jsou

X
+
1
a
X

−
1.

O
značení

úlohy
jako

kuchařkové
nap
ovídá,

že
chcem

e
p
o-

užít
dynam

ické
program

ování. 3
A
bychom

to
m
ohli
udělat,

m
usím

e
úlohu

rozdělit
na
m
enší
p
odproblém

y,
z
řešení

kte-
rýchž

lze
p
oskládat

řešení
p
ůvodního

většího
problém

u.

N
a
první

p
ohled

se
zdá,

že
vhodným

p
odproblém

em
by

m
ohlo

být
hledánínejkratšícesty

p
okrývajícínějaký

souvis-
lý
úsek

vrcholů
m
nohoúhelníka.

T
akový

úsek
m
ůžem

e
iden-

tifikovat
dvěm

a
čísly

(a
,b)
udávajícím

i
p
očáteční

a
konco-

vý
vrchol.

P
ozor,

že
p
okud

jde
úsek

„přes
nulu“,

m
ůže
být

b
<

a.
N
a
následujícím

obrázku
je
zvýrazněn

úsek
(5,
2)

tvořený
vrcholy

5,
0,
1,
2
a
nejkratší

cesta
jej
p
okrývající:

0
1

2

3
4

5

p
okrývaný

úsek

N
a
obrázku

vidím
e
další

problém
:
takováto

nejkratší
cesta

je
nám

k
ničem

u,
protože

ji
nedokážem

e
b
ez
křížení

pro-
dloužit

na
nejkratšícestu

p
okrývajícínějaký

delšíúsek.A
by

se
na
cestu

dalo
ještě

něco
nap
ojit,

m
usí
m
ít
alesp

oň
jeden

konec
v
krajním

b
odě
intervalu

(zde
5
neb
o
2).

Z
kusm

e
si
tedy

zesílit
zadání:

pro
každý

úsek
(a
,b)
budem

e
hledat

hned
dvě
cesty.

P
rvní

z
nich

bude
nejkratší

cesta
navštěvujícívšechny

vrcholy
úseku

a
končícív

a.O
tom
,kde

m
á
druhý

konec,
nic
neříkám

e.
M
ůže
to
být
v
b,
ale
taky

někde
uprostřed

úseku.
O
značím

e
si
ji

P
1 (a

,b),
její
délku

pak
D
1 (a

,b).A
nalogicky

P
2 (a

,b)
bude

nejkratšíp
okrývající

cesta
končící

v
b.

Snadno
si
navíc

rozm
yslíte,

že
ani
jedna

z
těchto

cest
nikdy

nenavštíví
vrchol

m
im
o
p
ožadovaný

úsek
(protože

takovou
nep
ovinnou

návštěvu
m
ůžem

e
vynechat,

a
tím
cestu

zkrá-
tit).M

ůže
se
stát,že

P
1 (a

,b)
=

P
2 (a

,b),ale
ob
ecně

nem
usí.

V
še
je
vidět

na
následujícím

obrázku.

0
1

2

3
4

5

P
1 (5

,2
)

0
1

2

3
4

5

P
2 (5

,2
)

P
ro
jednoduchost

budem
e
p
očítat

jen
délku

nejkratší
cesty,

nalezení
cesty

sam
otné

se
snadno

doplní.
Jak

sp
očítám

e
např.

D
1 (a

,b)?

U
važujm

e
p
osledníhranu

cesty
P
1 (a

,b),končícív
a.T
o
m
ů-

že
být
buď
strana

m
nohoúhelníka,

neb
o
úhlopříčka.

P
okud

je
to
strana,

m
usí
vést

do
vrcholu

a
+
1
(na
obrázku

0).
V
r-

chol
a−
1
(4)
ležím

im
o
p
okrývaný

úsek
a
výše

jsm
e
ukázali,

že
takové

se
navštívit

nevyplatí.

P
o
odebráníp

osledníhrany
P
1 (a

,b)
dostanem

e
nějakou

ces-
tu
p
okrývající

o
jedna

kratší
úsek,

(a
+
1
,b),
která

navíc
končí

v
a
+
1.
A
m
usí
to
být
nejkratší

taková,
tedy

dlouhá
D
1 (a
+
1,b).

K
dyby

byla
delší,

m
ůžem

e
ji
zkrátit

vým
ěnou

za
P
1 (a
+
1
,b).

P
okud

je
p
oslední

hrana
úhlopříčka,

m
usí
naopak

vést
do

vrcholu
b.
K
dyby

vedla
kam
koli
jinam

,
rozdělí

nám
p
okrý-

vanou
část

m
nohoúhelníka

na
dvě
p
oloviny,

m
ezi
kterým

i
nelze

přejít
b
ez
křížení

cest.
P
ředstavte

si
na
obrázku

výše,
co
by
se
stalo,

kdyby
cesta

končila
hranou

(1,
5).
A
nalo-

gicky
p
o
odebrání

p
oslední

hrany
dostanem

e
nějakou

cestu
p
okrývající

zbylý
úsek,

ale
tentokrát

končící
v
b.

T
o
jsou

jediné
dvě
m
ožnosti,

jak
m
ůže

P
1 (a

,b)
vypadat.

P
ak
stačí

vybrat
tu
kratší:

0
1

2

3
4

5

D
1 (0

,2
)

0
1

2

3
4

5

D
2 (0

,2
)

D
ostávám

e
jednoduchou

rekurenci:

D
1 (a

,b)
=
m
in {

d(a
,a
+
1)
+

D
1 (a
+
1
,b)

d(a
,b)
+

D
2 (a
+
1
,b),

kde
d(x

,y)
značí

délku
příslušné

hrany.

P
ro

D
2
to
dopadne

analogicky.N
ynístačíhodnoty

D
1
a
D
2

sp
očítat

pro
všech

N
2
dvojic

dynam
ickým

prograováním
.

Jeden
výp
očet

trvá
konstantně

dlouho,
takže

vše
zvládne-

m
e
v
čase

O
(N
2).
N
akonec

stačí
z
nalezených

cest
p
okrý-

vajících
celý

m
nohoúhelník

(rozm
yslete

si,
že
to
jsou

právě
D
1 (a

,a
−
1)
a
D
2 (a

,a
−
1)
pro
všechna

a)
vybrat

tu
nej-

kratší.

Sp
otřebujem

e
též
kvadratické

m
nožství

pam
ěti.
A
le
p
okud
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na
každej

ceste
zo

z
do

k,
keďže

ako
jediný

spája
vrcholy

s
m
enším

i
číslam

i
ako
je
on
sám

a
s
väčším

i
číslam

i
ako
je
on
sám
.

O
stáva

nám
už
iba
p
opis

algoritm
ov
na
jednotlivé

časti
rozb
oru.

P
rečistenie

grafu
spravím

e
dvojitým

prehľadaním
grafu

do
hĺbky.

P
rvý
spustím

e
zo

z
a
označím

e
si
dosiahnu-

teľné
vrcholy

p
o
sm
ere
hrán.

D
ruhý

spustím
e
z
k,
ale
proti

sm
eru
orientácií

hrán,
čím
získam

e
vrcholy,

z
ktorých

sa
dá

dostať
do

k.
T
o
zvládnem

e
v
čase

O
(N
+

M
),
lineárne

od
p
očtu

hrán
a
vrcholov

v
G
.
T
op
ologické

zoradenie
vrcholov

acyklického
orientovaného

grafu
viem

e
uskutočniť

taktiež
v
čase

O
(N
+

M
),
napríklad

p
om
ocou

algoritm
u
z
našej

kuchárky
o
rovinných

grafoch. 4

V
p
oslednom

kroku
už
budem

e
m
ať
dostupný

top
ologicky

zoradený
zoznam

vrcholov
grafu

G
′.T
ento

zoznam
vrcholov

budem
e
p
ostupne

spracovávať
od
najm

enšieho
p
o
najväčší.

P
ri
spracovávaní

si
budem

e
pam
ätať

a
prieb

ežne
aktualizo-

vať
m
axim

álne
číslo

m
.
T
o
bude

reprezentovať
najvzdiale-

nejší
vrchol

od
začiatku,

na
ktorý

už
viedla

nejaká
hrana.

Spracovávanie
každého

vrcholu
začnem

e
p
orovnaním

čís-
la
tohoto

vrcholu
a
hodnoty

m
.
A
k
sú
hodnoty

rovnaké,
p
otom

bude
aktuálny

vrchol
kritický.

P
latí
to,
pretože

ne-
existuje

hrana
zo
žiadneho

vrcholu
s
m
enším

číslom
ako

m
do
vrcholu

s
väčším

číslom
ako

m
.
N
ásledne

sa
p
ozriem

e
na

všetkých
susedov

spracovávaného
vrcholu.

V
ždy,

keď
bude

číslo
niektorého

suseda
väčšie

ako
m
,
tak
zm
ením

e
m
práve

na
číslo

toho
suseda.

T
ým
to
docielim

e,
že
na
konci

spraco-
vávania

vrcholu,
bude

v
m
opäť

najväčšie
číslo,

do
ktorého

sa
viem

e
dostať.

A
by
sa
nám

spracovávanie
zoznam

u
vrcholov

nedostalo
do

nedefinovaného
stavu,

tak
si
na
začiatku

nastavím
e
hodno-

tu
m
na
1.
Z
ároveň

budem
e
ignorovať

inform
áciu,

že
kritic-

ký
vrchol

by
m
al
byť
aj

z
(rovný

1)
a
aj

k
(najväčší).

T
ie

v
skutočnosti

netvoria
uzly

sústavy
obvodov

zo
zadania.

P
osledný

krok
zvládnem

e
taktiež

v
čase

O
(N
+

M
),
keďže

každý
vrchol

a
každú

hranu
spracujem

e
práve

raz.
T
eda

celková
časová

zložitosť
bude

lineárna
od
súčtu

p
očtu

hrán
a
vrcholov

vo
vstupnom

grafe
G
.
A
k
p
oužijem

e
klasickú

reprezentáciu
grafu

G
a
G

′
ako
zoznam

susedov
pre
každý

vrchol,
tak
rovnako

bude
na
tom

aj
pam
äťová

zložitosť.

P
rogram

(C
+
+):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
8
-
5
-
3
.
c
p
p

P
ali
R
ohár
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Č
asop

rostorové
m
osty

P
ro
řešení

této
úlohy

existuje
p
om
ěrně

jednoduchý,
leč
ne-

efektivní
algoritm

us:
P
o
každém

odstranění
m
ostu

zkontro-
lujem

e
graf

prohledáním
vrcholů,

zda
se
kom
p
onenta

obsa-
hující

tento
m
ost
rozpadla

na
dvě.

T
ento

zp
ůsob

určitě
funguje,ale

je
velm

ip
om
alý.K

aždé
od-

stranění
m
ostu

znam
ená

O
(N
)
op
erací,

tedy
celkově

tento
algoritm

us
zab
ere
až

O
(M

·
N
)
času.

N
ejvíce

nás
zdržu-

je
právě

zjišťování,
zda
odstranění

daného
m
ostu

zp
ůsobilo

rozpad
kom
p
onent.

Jak
z
této

neefektivity
vybruslím

e?

P
ojďm

e
se
na
chvíli

p
odívat

na
algoritm

y
pro
hledání

nej-
m
enších

koster,konkrétnějiK
ruskalův

algoritm
us,o

kterém
se
lze
více

dočíst
v
kuchařce

o
kostrách. 5

Jeho
princip

sp
o-

čívá
v
tom
,že
p
ostupně

b
ere
nejlevnějšíhranu.P

oté
se
ptá,

zda
jejípřidánído

kostry
zp
ůsobísloučenídvou

kom
p
onent

do
jedné.

A
to
je
přesně

opačný
problém

.

K
tom
uto
problém

u
existuje

datová
struktura

U
n
ion
-F
in
d
,

která
p
oskytuje

dvě
hlavní

op
erace:

•
U
n
ion
sp
ojí
dvě
kom
p
onenty

určené
vrcholy

A
a
B
.

•
F
in
d
pro
dva
vrcholy

A
a
B
odp
oví,zda

tyto
vrcholy

leží
ve
stejné

kom
p
onentě

souvislosti.

O
tom
,
jak
tato

datová
struktura

funguje
a
jak
je
složitá,

si
m
ůžete

více
přečíst

ve
výše

zm
íněné

kuchařce.

Jak
nám

ale
tato

datová
struktura

p
om
ůže?

D
ělá
přece

opak
toho,

co
chcem

e.
N
ezoufejm

e
však,

jelikož
m
ůžem

e
p
oužít

chytrý
trik.

V
zhledem

k
tom
u,
že
znám

e
dopředu

p
osloup-

nost
odstraněním

ostů,m
ůžem

e
celý
p
ostup

obrátit.Z
ačne-

m
e
s
grafem

p
odle

toho,
jak
vypadá

p
o
odstranění

všech
m
ostů

a
p
ostupně

volám
e
op
erace

U
n
ion
a
F
in
d
.

F
in
d
em
zjistím

e,
zda
m
ost
vede

uvnitř
jedné

kom
p
onenty.

P
okud

ano,nem
usím

e
dělat

nic.Jinak
U
n
ion
em
kom
p
onen-

ty
sloučím

e,
sečtem

e
jejich

energie
a
součet

prohlásím
e
za

energiinové
kom
p
onenty.T

akto
p
ostupujem

e,dokud
nepři-

dám
e
všechny

m
osty.

N
akonec

vypíšem
e
výsledek

jednotli-
vých

op
erací

p
ozpátku.

C
elkově

nás
tedy

odebrání
(přidání)

jednoho
m
ostu

sto-
jí
tolik

času,
co
provedení

op
erací

U
n
ion
a
F
in
d
.
T
o
je

pro
dostatečně

slušnou
im
plem

entaci
této

datové
struktu-

ry
O
(log

N
).
D
ohrom

ady
m
á
tedy

celý
algoritm

us
časovou

složitost
O
(M
log

N
).

Jirka
S
etn
ička

&
V
áclav

K
on
čický

P
ozn
ám
ka
M
.M
.:
SložitostO

(log
N
)
pro
U
nion-F

ind
je
vel-

m
i
velkorysá.

V
e
skutečnosti

i
jednoduchá

im
plem

entace
struktury

p
om
ocí
strom

ečků,
kterou

p
opisujem

e
v
kuchař-

ce,pracuje
daleko

efektivněji.Složitost
lze
om
ezit
například

funkcíO
(log

∗).
T
ento

„hvězdičkový
logaritm

us“
je
defino-

vaný
jako

funkce
inverzní

k
takzvané

věžové
funkci:

2
↑
1
=
2,
2
↑
2
=
2
2,
2
↑
3
=
2
2
2,
2
↑
(k
+
1)
=
2
2↑

k.

F
unkce

log
∗
n
tedy

roste
velice

p
om
alu,

ale
ani
ona

není
nejlepší

m
ožná.

V
íce
už
zde
neprozradím

e
a
raději

vás
od-

kážem
e
na
detaily

v
kuchařce.

4
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
r
o
v
i
n
n
e
-
g
r
a
f
y

5
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
k
o
s
t
r
y

–
3
–
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K
alib
race

M
ám
e
p
ůvodně

setříděnou
p
osloupnost

N
čísel,

která
se

zrotovala
o
neznám

ý
p
očet

p
ozic,

a
přesně

tento
p
očet

by-
chom

chtěli
určit.

N
ež
se
do
toho

pustím
e,
p
odotkněm

e,
že

čísla
už
m
ám
e
skutečně

uložená
v
pam
ěti.
N
em
usím

e
se
te-

dy
starat

o
načtenívstupu

(to
v
praxiodp

ovídá
třeba

tom
u,

že
píšem

e
ne
celý

program
,
ale
nějakou

funkci).

P
ravděp

odobně
nás
záhy

napadne
p
oužít

nějakou
form

u
bi-

nárního
vyhledávání,

které
je
p
opsané

třeba
v
kuchařce

zá-
kladních

algoritm
ů. 6

C
o
s
ním

ale
budem

e
hledat?

Špatně
usp
ořádanou

dvojici
čísel.

M
ůžem

e
si
rozm

yslet,
co
dostanem

e,
když

zrotuje-
m
e
p
osloupnost

doprava.
N
a
začátku

bude
nějaký

správně
usp
ořádaný

kus,pak
špatně

usp
ořádaná

dvojice
(konkrétně

největší
prvek

následovaný
nejm

enším
)
a
pak
zase

správně
usp
ořádaný

kus.

B
udem

e
tedy

hledat
tohle

špatné
usp
ořádání,

přesněji
dru-

hé
z
těchto

špatně
usp
ořádaných

čísel.
Jeho

p
ozice

nutně
odp
ovídá

rotaci
(p
očtu

p
ozic,

o
které

byla
p
osloupnost

zro-
tovaná).

V
každém

kroku
se
dívám

e
na
úsek.

N
ejprve

p
orovnám

e
levý

krajníprvek
L
a
pravý

krajníprvek
R
tohoto

úseku.Je-
li
R

>
L
,úsek

je
správně

usp
ořádaný.P

okud
vím
e,že

v
něm

je
špatně

usp
ořádaný

prvek,
m
usí
být
hned

na
začátku

a
m
ůžem

e
vrátit

p
ozici

L
.

V
opačném

případě
se
p
odívám

e
na
prostředníprvek

M
.Je-

li
M

>
L
,
první

p
olovina

je
správně

usp
ořádaná.

P
roblém

tedy
bude

ve
druhé,

takže
se
zanořím

e
do
pravé

p
oloviny.

P
ro

M
<

L
naopak.

D
ostanem

e-li
se
k
úseku

velikosti
1,

určitě
je
problem

atickým
prvkem

právě
ten
jediný

v
něm
.

V
oilà,m

ám
e
algoritm

us,který
najde

problem
atickou

p
ozici.

Jelikož
vždy

rozdělím
e
aktuální

úsek
alesp

oň
na
p
olovinu,

skončím
e
nejp
ozději

p
o
log

N
krocích.

Č
asová

složitost
al-

goritm
u
je
tak

O
(log

N
).

P
am
ěťová

složitost
jeO
(N
),p
okud

uvažujem
e
uloženou

p
o-

sloupnost.
M
ůžem

e
ale
říct,

že
tak
jako

zanedbávám
e
na-

čtení
vstupu,

zanedbám
e
uložení

p
osloupnosti,

a
pak
je
pa-

m
ěťová

složitost
konstantní,O

(1).

K
arry

B
urešová
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S
loty

n
a
irid
iu
m

	
R
ozm
ísťování

iridia
do
slotů

se
ukázalo

být
zap
ekli-

tějším
problém

em
,
než
se
zprvu

zdálo.
V
ětšina

z
od-

vážných,
kdo
se
úloze

vydali
vstříc,

vyřešila
první

triviální
vstup,

ale
přes

druhý
už
se
dostal

jen
jediný

z
vás
(gratu-

lujem
e
tím
to
Jirkovi

Sejkorovi)
a
dál
už
se
nedostal

vůb
ec

nikdo.

V
stupy

se
p
ostupně

zvětšovaly,ale
některé

z
nich

m
ěly
ijis-

té
sp
eciálnívlastnosti.T

řeba
pátý

vstup
m
ělna

pár
m
ístech

veliké
m
ezery

a
neb
o
hned

třetí
vstup

m
ěl
všechny

dostup-
né
sloty

rozm
ístěné

jenom
v
jedné

p
olovině

obvodu.
Z
vlášť

m
ožností

využít
jen
jednu

p
olovinu

obvodu
se
úloha

p
ěkně

zjednodušila,
protože

se
pak
problém

choval
jako

rozm
ísťo-

vání
iridia

do
slotů

na
přím

ce
nam
ísto
kružnice.

V
yřešm

e
si
tento

jednodušší
problém

.

Sloty
na
přím

ce

P
okud

budem
e
m
ít
sloty

na
přím

ce,m
ůžem

e
b
ez
obav

um
ís-

tit
iridium

do
prvního

slotu,
protože

tím
nic
nep
okazím

e

(p
okud

by
v
nějakém

optim
álním

rozm
ístění

nebylo
první

iridium
v
prvním

slotu,
m
ůžem

e
ho
b
ez
zhoršení

m
inim
ál-

ních
vzdáleností

do
prvního

slotu
p
osunout).

N
yní
vyzbrojeni

tím
to
p
ozorováním

zkusm
e
vyřešit

úlohu
trošku

odlišnou
–
totiž

otázku,jestlipro
zadanou

m
inim
ální

vzdálenost
d
lze
rozm

ístit
iridium

do
slotů

tak,aby
byla

tato
m
inim
ální

vzdálenost
dodržena.

A
ž
vyřeším

e
tuto

úlohu,
ukážem

e
si,
jak
nám

p
om
ůže
vyřešit

p
ůvodní

problém
.

Z
p
ozorování

výše
vím
e,
že
první

iridium
m
ůžem

e
um
ístit

do
prvního

slotu
a
nic
si
tím
nep
okazím

e.
D
alší
iridium

m
ůžem

e
um
ístit
nejblíže

ve
vzdálenosti

d.T
akže

přeskočím
e

všechny
bližší

sloty
a
iridium

um
ístím

e
do
prvního

slotu,
který

m
á
vzdálenost

větší
neb
o
rovnou

d.

A
tím
to
zp
ůsob

em
p
ostupujem

e
dál,

plním
e
vlastně

sloty
hladově

zleva.
P
okud

se
nám

takto
p
ovede

všechno
iridi-

um
um
ístit,

zahlásím
e
úsp
ěch,

p
okud

nám
ale
dojdou

sloty
a
ještě

nám
bude

zbývat
neum

ístěné
iridium

,
tak
vím
e,
že

rozm
ístit

s
touto

vzdáleností
nejde

(žádné
iridium

již
nelze

p
osunout

více
doleva,

abychom
si
na
konci

uvolnili
nějaké

sloty).

V
čase

O
(S
)
tedy

um
ím
e
lineárním

průchodem
přes

sloty
vyřešit

tuto
p
odúlohu

(přip
om
eňm
e,
že

S
je
p
očet

dostup-
ných

slotů).
Jak
nám

to
p
om
ůže
se
řešením

p
ůvodního

pro-
blém

u?
M
ůžem

e
zkusit

najít
největšívzdálenost,pro

kterou
se
nám

ještě
iridium

p
ovede

rozm
ístit,a

toto
rozm

ístěnípak
vypsat.

H
ledání

největší
vzdálenosti

m
ůžem

e
dělat

p
ostup-

ným
zvětšováním

o
jedničku

a
zkoušením

,
ale
to
by
pro

obvod
O
trvalo

až
O
(O

S
)
a
to
je
m
oc
dlouho.

V
ím
e,že

se
tento

problém
hledánívzdálenostichová

lineár-
ně
–
když

pro
nějakou

vzdálenost
rozm

ístění
iridia

existuje,
tak
existuje

i
pro
všechny

m
enší

vzdálenosti,
když

naopak
neexistuje,

tak
neexistuje

ani
pro
žádnou

větší
vzdálenost.

M
ůžem

e
tedy

m
axim

álním
ožnou

vzdálenost
bin
árn
ě
vyhle-

dat.

B
udem

e
si
držet

m
inim
um
a
m
axim

um
zkoušeného

rozsahu
(m
inim
um
bude

na
začátku

1,
m
axim

um
bude

obvod
dě-

lený
p
očtem

kousků
iridia).

V
každém

kroku
se
p
odívám

e
na
vzdálenost

d
=

m
in
+
m

a
x

2
a
ozkouším

e
rozm

ístit
iridium

s
touto

m
inim
ální
vzdáleností:

•
P
okud

se
iridium

p
ovede

rozm
ístit→

hledaná
vzdálenost

je
větší

neb
o
rovna

d,
nastavím

e
m
in
=

d

•
P
okud

se
iridium

nep
ovede

rozm
ístit

→
hledaná

vzdále-
nost

je
m
enší

než
d,
nastavím

e
m
a
x
=

d
−
1

T
akto

p
okračujem

e,dokud
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e
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krok

velikostijed-
na.
P
ak
již
m
ám
e
vzdálenost

určenou
jednoznačně.
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inár-

ním
vyhledáváním

udělám
e
O
(log

O
)
kroků,

takže
celkově

dosáhnem
e
času

O
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log

O
).
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isťování
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na
obvodu
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e
úplně
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p
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ůžem

e
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olehnout

na
p
ozorování

o
um
ístění

prvního
iridia

do
prvního

slotu.
N
yní
totiž

jde
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o
vzdálenost

prvního
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p
osledního

obsaze-
ného

slotu.
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ůže
být
například

výhodné
prvních

pár
slotů
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nám

vzdálenost
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přizkoušení,jestliiridium

um
ím
e
rozm
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vzdáleností
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ůžem
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oznám
it
neúsp

ěch.P
o-

kud
se
nám

naopak
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prvním

a
p
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dostatečně
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velká,
m
ůžem

e
rovnou

oznám
it
úsp
ěch.

T
o
byly

ty
jedno-

dušší
případy.

Složitější
je,
p
okud

sice
všechno

iridium
rozm

ístím
e,
ale

vzdálenost
m
ezi
prvním

a
p
osledním

bude
příliš

m
alá.
P
ak

m
ůžem

e
zkusit

prvníp
osunout

p
o
obvodu

dáltak,abychom
tuto

vzdálenost
dostatečně

zvětšili.
P
okud

tím
nep
oruším

e
m
inim
ální

vzdálenost
k
dalším

u
obsazeném

u
slotu,

usp
ěli

jsm
e,
jinak

to
sam
é
opakujem

e
(op
ět
p
osunem

e
další

iri-
dium

tak
daleko,

aby
byla

dodržená
m
inim
ální
vzdálenost

a
opakujem

e).

T
oto
p
osouvání

zastavím
e
ve
chvíli,

kdy
se
nám

rozm
ístění

buď
p
ovede

opravit
(v
tom
případě

oznám
ím
e
úsp
ěch),neb

o
když

se
p
okusím

e
nějaké

iridium
um
ístit

op
ět
do
prvního

slotu.
V
tom

případě
totiž

op
ět
dostávám

e
stejnou

situaci,
jako

při
prvním

rozm
ístění,

a
zacyklili

jsm
e
se
b
ez
nalezení

fungujícího
rozm

ístění.

N
a
im
plem

entacitohoto
p
ostupu

se
m
ůžete

p
odívat

v
ukáz-

kovém
program

u,nyníse
zam
yslem

e
nad
časovou

složitostí.
H
lavní

p
ozorování

je,
že
se
při
p
osouvání

iridia
m
ezi
slo-

ty
p
okusím

e
vložit

iridium
do
každého

ze
slotů

m
axim

álně
dvakrát.

P
ři
druhém

p
okusu

o
vložení

do
stejného

slotu
totiž

dojde
k
tom
u,
že
se
i
všechny

zbylé
kousky

rozm
ístí

tak,
jak
byly,

a
dojde

k
zacyklení

(při
kterém

se
zastavím

e
s
neúsp

ěchem
).

Č
as
jednoho

kroku
jsm
e
si
tak
oproti

jednodušší
verzi

na
přím

ce
zhoršili

jen
konstantně

a
vnější

část
s
binárním

vy-
hledáváním

zůstává
stejná.
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tak
dosáhnem
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T
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á
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Z
opakujm
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D
ostanem

e
nějakou

m
agickou

op
eraci

⊗
a
p
osloupnost

a
1 ,...,a

n .
C
hcem

e
si
něco

předp
očítat,

abychom
um
ěli
vyhodnocovat

intervalové
do-

tazy
typu

a
i ⊗

a
i+
1 ⊗

...⊗
a
j
a
stačilo

nám
jediné

zavolání
op
erace

⊗
.

P
ochopitelně

si
m
ůžem

e
předp

očítat
výsledky

pro
úplně

všechny
intervaly

a
i ,...,a

j .
P
ak
při
odp
ovídání

na
dota-

zy
dokonce

nem
usím

e
⊗
volat

vůb
ec.
O
všem

předvýp
očet

trvá
časO

(n
2),což

nám
neprom

ine
seb
etrp
ělivějšíuživatel,

natož
pak
přísné

elektronické
oko
C
odE
xovo.

T
ak
zkusím

e
sáhnout

p
o
různých

standardních
technikách,

jako
je
třeba

rozklad
na
bloky

neb
o
intervalové

strom
y.
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řešení
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neb
o
p
odstrom
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sice
p
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m
alý
p
očet

volání
⊗
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ale

rozhodně
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než
p
ovolené

jedno.
P
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z
m
yšlenky

re-
kurzivního

rozkladu
na
p
odproblém

y
něco

vykřešem
e.T
edy

p
oslyšte...

R
ekurzivní

řešení

U
činím

e
m
yšlenkový

p
okus:

zadanou
p
osloupnost

rozdělí-
m
e
přibližně

uprostřed
na
levou

polovin
u
a
1 ,...,a

s
a
pra-

vou
polovin

u
a
s+
1 ,...,a

n .
D
otazy

rozdělím
e
na
dva
druhy

p
odle

toho,
zda
leží
přes

střed,
či
nikoliv.

P
okud

interval
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j
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přes

střed,
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se
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suffi
xu

levé
p
oloviny
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s )
a
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pro
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prefixy
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e
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zavolání
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celého
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p
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b
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R
ychlejší

řešení

N
evýhodou

předchozího
řešení

je,
že
vyhodnocení

dotazu
sice
volá

⊗
jenom

jednou,
ale
krom

ě
toho

tráví
logaritm

ic-
ký
čas
nalezením

správného
p
odintervalu,

přes
jehož

střed
zadaný

dotaz
leží.

T
o
lze
s
trochou

šikovnosti
zvládnout

i
v
konstantním

čase.

P
ředně

si
představujm

e,
že
délka

p
osloupnosti

je
m
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a
že
prvky

očíslujem
e
od
nuly:

a
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n
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P
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indexy
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p
odívám

e
ve
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soustavě,
v
levé

p
olovině

všechny
začínají

nulou,
v
pravé

jedničkou.
D
otaz

tedy
leží
přes

střed
právě

tehdy,
p
okud

se
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levý
a
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okraj
liší
v
nejvyšším

bitu.

R
ekurzivní

rozklad
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m
ůžem

e
elegantně

p
opsat
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nárním

strom
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h
-té
hladině
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h
-tý
nejvyšší

bit
čísla.N
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něm
ž
jde
dotaz

přes
střed,pak

odp
ovídá

nejvyšším
u
bitu,

v
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ž
se
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dotazu
i
a
j

liší.
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o
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jedničkový
bit
v
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o
r
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P
ro
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vání,
kde
leží
nejvyšší

jednička,
si
přitom

m
ůžem

e
snadno

předp
očítat

tabulku.
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r
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e
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h
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u
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R
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na
bloky

P
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zajím

avost
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e
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řešení

p
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kladu
na
bloky.

T
o
je
nejspíš

jednodušší
na
vym
yšlení,

ale
o
něco

p
om
alejší.

P
osloupnost

rozřežem
e
na

√
n
bloků

velikosti √
n
.
D
otazy,

které
leží
celé
uvnitř

jednoho
bloku,

předp
očítám

e
všechny.

Je
jich

O
(n
)
na
blok,

celkem
tedy

O
(n
3
/
2).

O
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bízí
se
předp
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