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resitel skola rocénik sérii | 5-1 5-2 5-3 5-4 5-5 5-6 5-7 5-8 | série celkem
David Blazek SPSUzlabPH 3 1 0,0 8,0
Lucie Kubickova GFXSaldyLI 2 1 0,0 8,0
Antonin Prantl G Strakon 3 1 0,0 8,0
Zuzana Svobodova G FrydINOs 4 2 0,0 8,0
Eliska Vlcinska GHladnov 1 1 0,0 7.7
Kristyna Moudra ~ GUstavniPH 3 1 0,0 6,9
Adam Husnik GArabskaPH 2 1 0,0 6,0
Luk4s Mican GCeskaCB 2 1 0,0 5,8
Lukas Beneda GCeskaCB 2 1 0,0 5,0
Anna Sebestikovda ~ GCeskaCB 1 1 0,0 5,0
Petra Stefanikova ~ GOlgHavl 4 1 0,0 4.8
Michael Bausano GTes 4 1 0,0 4,5
Jakub Maténa GCeskoliPH 4 4 0,0 4.3
Martin Zoula GNadKavaPH 4 4 0,0 3,7
Ondfiej Borysek GJaroseBO 3 2 0,0 3,3
Jifi Muller G_Roudnice 3 1 0,0 2,5
David Napravnik  GLitoméfPH 3 1 0,0 2,2
Peter Matta G KosiceS 4 1 0,0 1,0
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Mili resitelé, resitelky a Tesitelcata!

Sedi takhle tii hrosi u tdboraku a vypravéji si, co uz o prazdninach prozili. A kdyz uz
zbyvaji posledni Fefavé uhliky, vzpominaji také na vas fesitele a je jim ponékud stydno,

ze vam jesté neposlali vzorova feseni posledni série.

Toz tady jsou, vonici ohynkem a horskymi loukami, zafici kapkami ranni rosy i hvézdami

na pulnoéni obloze.

Tim je 28. ro¢nik naseho programovaciho seminafe u konce. S témi nejlepsimi z vés se

tésime na vidénou na podzimnim soustfedéni ¢i rovnou na Matfyzu. A nebojte, pristi
rok pokrac¢ujeme! Ostatné, zadani prvni série uz visi na webu.

Prejeme vam piijemné pocteni a krasny zbytek léta

Vasi organizdtori (téZ organizdtorky a organizdtorcata)

Vzorova feseni paté série dvacatého osmého roéniku KSP

28-5-1 ZaméFovani mistnosti

Nejprve si vS§imneme, Ze pokud obdélnik existuje, pak néja-
ké dva body z libovolné pétice urcuji jednu stranu obdélni-
ku. To vyplyva z tzv. Dirichletova principu (neboli principu
holubniku), ktery v tomto pfipadé fika, Ze pokud méame pét
bodi, které lezi na ¢tyfech stranédch, tak nutné na alespon
jedné strané jsou alespon dva body.

Vezmeme tedy dva body z ndhodné vybrané pétice a zku-
sime, jestli s jednou stranou urcenou touto dvojici bodu
obdélnik existuje. (Jak pfesné to zjistime, je vysvétleno
v nasledujicim odstavci.) KdyZ chceme vybrat dva body
z péti, mame celkem deset moznosti, jak to udélat. Proc?
Pokud znéate kombinac¢ni ¢isla, tak jisté dokazete spocitat,
ze vybirame-li dva z péti bodd, moznosti, jak to udélat, je
deset.

Pokud vam kombinacni ¢isla nic nefikaji, staci jednoducha
avaha: je pét moznosti, jak vybrat prvni bod, a pro kazdou
z téchto péti moznosti jsou jesté ctyti dalsi, jak k nim vybrat
druhy bod. Pét krat ¢tyfi je tedy dvacet moznosti, kdyz
vime, jaky bod byl vybran prvni a jaky druhy. Nam ale
na jejich poradi nezalezi a mizeme je mezi sebou zameénit.
Tedy dvacet vydélime dvéma a dostavame, ze zptisobi, jak
vybrat dva z péti bodi, kdyz nezélezi na poradi, je deset.

Ted si ukdzeme, jak s libovolnou dvojici bod postupovat.
U ostatnich bodi zkontrolujeme, zdali nelezi na této prvni
piimce také. Pokud ano, mizeme je pro ted zapomenout.
Pro vSechny zbylé body si spocitdme vzdélenost od prvni
pfimky. Body (nebo bod) s nejvétsi vzdalenosti budou le-
Zet na opa¢né strané obdélnika a také je mtzeme pro ted
odstranit. Zbylé body by tedy mély leZet na nejvyse dvou
primkach kolmych na dosud uréené pfimky. Navic musi byt
tyto kolmé pfimky od sebe vzdalené alespon tak, jak jsou
od sebe vzdalené krajni body na ptvodnich piimkach, tak
aby tvorily obdélnik.

Pro kazdou dvojici tedy provedeme fadové N operaci, kde
N je pocet bodu celkem. Riznych dvojic je celkem deset,
slozitost je tak 10N, tedy O(N) — line4rni.

Zbyva vyresit piipady, kdy je bodi méné nez pét. Pokud
jsou body t¥i a méné, lze obdélnik sestrojit vzdy. Pokud

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy
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jsou body ¢tyfi, muzeme si pomoci napiiklad sestrojenim
konvexniho obalu. Pokud na ném néjaky bod nelezi, obdél-
nik existovat nemuze.

Neéktefi zvolili k celému feSeni tlohy sestrojeni konvexniho
obalu a nasledné jej ruzné vyuzili ke zjisténi, zda jde o ob-
délnik, nebo ne. Vétsina napadi nebyla Spatné a fungovala
by, ale sestrojit konvexni obal trva O(N log N), a je to tedy
pomalejsi nez vySe popsané linearni feseni. Jediny Fesitel,
ktery spravné linearni feSeni poslal, byl Tomas Domes, kte-
rého timto chceme vefejné pochvalit.

Zuzka Drazdova

28-5-2  Mistni pfesuny

Nejprve si uvédomime, Ze se zadny bod nevyplati navstivit
dvakrat. Druhou navstévu mtizeme vynechat, a tim si cestu
vzdy zkratime:

D c D C

A B
X X

Z trojuhelnikové nerovnosti |CD| < |CX|+|X D| tedy upra-
vena cesta musi byt kratsi. Hledame tedy nejkratsi hamilto-
novskou cestu v iplném grafu, jehoz vrcholy jsou nase body
a hrany tsecky spojujici kazdou dvojici bodt. To je cesta,
ktera navstivi kazdy vrchol pravé jednou. Pro obecné grafy
je jeji nalezeni t&zky problém,! ale ukdZeme si, ze v piipadé
vrcholt v konvexni poloze to neplati.

Daéle si vSimneme, Ze optimdlni cesta nikdy nekiizi sebe
sama. Uvazujme libovolnou cestu, na které se krizi néjaké
dvé hrany AB, C'D. Oznac¢me si P jejich prusecik. I takovou

cestu snadno zkratit:
L]
P P
A D A D

Opét z trojuhelnikové nerovnosti: |[AC| < |AP| + |CP],
|[BD| < |PD| + |PB|. Se¢tenim dostavame |AC| + |BD| <



|AP|+|PB|+|CP|+|PD| = |AB|+|CD|, tedy nové cesta
je kratsi nez pivodni.

Nyni k samotnému algoritmu. Za¢neme tim, Ze si vrcho-
ly oc¢islujeme v pofadi, v jakém lezi na obvodu konvexniho
mnohothelniku. K tomu muZeme pouzit libovolny algorit-
mus pro hledani konvexniho obalu.? Protoze mame body
v konvexni poloze, budou vSechny patfit do nalezeného kon-
vexniho obalu, ten ndm ale navic ur¢i jejich poradi. Zvlad-
neme to v ¢ase O(N log N).

Ocislovani budeme chépat jako cyklické a s ¢isly vrchola
pracovat modulo N, tedy napt. 0 —1 = N — 1. Pak sousedé
libovolného vrcholu X jsou X +1a X — 1.

Oznaceni tlohy jako kuchatrkové napovida, ze chceme po-
uzit dynamické programovani.® Abychom to mohli udélat,
musime tlohu rozdélit na mensi podproblémy, z Feseni kte-
rychz lze poskladat feSeni pivodniho vétsiho problému.

Na prvni pohled se zda, ze vhodnym podproblémem by
mohlo byt hledani nejkratsi cesty pokryvajici néjaky souvis-
1y tisek vrcholit mnohothelnika. Takovy tisek mizeme iden-
tifikovat dvéma &isly (a,b) udavajicimi pocatecni a konco-
vy vrchol. Pozor, ze pokud jde tsek ,pfes nulu“, mize byt
b < a. Na nasledujicim obrazku je zvyraznén usek (5, 2)
tvofeny vrcholy 5, 0, 1, 2 a nejkratsi cesta jej pokryvajici:

4 3

pokryvany usek

Na obrazku vidime dalsi problém: takovato nejkratsi cesta
je ndm k ni¢emu, protoZe ji nedokdzeme bez kiiZeni pro-
dlouzit na nejkratsi cestu pokryvajici néjaky delsi asek. Aby
se na cestu dalo je$té néco napojit, musi mit alespon jeden

konec v krajnim bodé intervalu (zde 5 nebo 2).

Zkusme si tedy zesilit zadani: pro kazdy tsek (a,b) budeme
hledat hned dvé cesty. Prvni z nich bude nejkratsi cesta
navstévujici vSechny vrcholy tseku a konéici v a. O tom, kde
mé druhy konec, nic nefikdme. Mize to byt v b, ale taky
nékde uprostied useku. Oznacime si ji Pi(a,b), jeji délku
pak D (a,b). Analogicky P»(a, b) bude nejkratsi pokryvajici
cesta kondici v b.

Snadno si navic rozmyslite, Ze ani jedna z téchto cest nikdy
nenavstivi vrchol mimo pozadovany tusek (protoze takovou
nepovinnou navstévu mizeme vynechat, a tim cestu zkra-
tit). Mize se stat, ze Py (a,b) = P»(a,b), ale obecné nemusi.
Vse je vidét na nasledujicim obrazku.

Pro jednoduchost budeme pocitat jen délku nejkratsi cesty,
nalezeni cesty samotné se snadno doplni. Jak spocitame
napt¥. Dq(a,b)?

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrie
3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamika

Uvazujme posledni hranu cesty P (a, b), konéici v a. To mii-
%e byt bud strana mnohothelnika, nebo thlopticka. Pokud
je to strana, musi vést do vrcholu a+ 1 (na obrazku 0). Vr-
chol a—1 (4) lezi mimo pokryvany tsek a vyse jsme ukazali,
7e takové se navstivit nevyplati.

Po odebrani posledni hrany P, (a, b) dostaneme néjakou ces-
tu pokryvajici o jedna kratsi usek, (a + 1,b), kterd navic
konéi v a + 1. A musi to byt nejkratsi takova, tedy dlouhd
Dy (a+1,b). Kdyby byla delsi, miizeme ji zkratit vyménou
za Pi(a+1,b).

Pokud je posledni hrana uhlopficka, musi naopak vést do
vrcholu b. Kdyby vedla kamkoli jinam, rozdéli ndm pokry-
vanou ¢ast mnohothelnika na dvé poloviny, mezi kterymi
nelze prejit bez kiizeni cest. Pfedstavte si na obrazku vyse,
co by se stalo, kdyby cesta koncila hranou (1, 5). Analo-
gicky po odebrani posledni hrany dostaneme néjakou cestu
pokryvajici zbyly tsek, ale tentokrat koncici v b.

To jsou jediné dvé moznosti, jak mize P;(a,b) vypadat.
Pak staci vybrat tu kratsi:

Dostavame jednoduchou rekurenci:

d(a,a+1) + Di(a+1,b)
d(a,b) + Da(a+ 1,b),

kde d(z,y) znadi délku prislusné hrany.

D (a,b) = min ﬁ

Pro D5 to dopadne analogicky. Nyni sta¢i hodnoty D; a Dy
spoéitat pro viech N? dvojic dynamickjm prograovanim.
Jeden vypocet trva konstantné dlouho, takze vSe zvladne-
me v éase O(N?). Nakonec staci z nalezenych cest pokry-
vajicich cely mnohothelnik (rozmyslete si, Ze to jsou pravé
Di(a,a — 1) a Dy(a,a — 1) pro vSechna a) vybrat tu nej-
kratsi.

Spotiebujeme téz kvadratické mnozstvi paméti. Ale pokud
bychom si namisto nejkratsi cesty vystacili s jeji délkou,
muZzeme pamétovou slozitost zlepsit na linedrni. Viimneme
si totiz, ze kdykoli béhem vypoctu si staci pamatovat po-
sledni dvé patra rekurze. Kdyz poc¢itdme hodnoty pro tiseky
délky k, staci nam k tomu znat hodnoty pro useky délky
k — 1. V8echny kratsi mizeme zahodit.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-5-2.c

Filip Stédronsky

28-5-3 Trezor s alarmem

Schéma zapojenia alarmu predstavuje acyklicky orientova-
ny graf s dvomi vyznacenymi vrcholmi — pélmi. Tento graf
si ozna¢me ako G, zaporny zaciato¢ny vrchol ako z a klad-
ny koncovy ako k. Nasou tilohou je najst v grafe G kritické
vrcholy. Kriticky vrchol je ten, ktory lezi na kazdej jednej
moznej ceste zo z do k. Pocet vrcholov grafu G budeme
znacit ako N a podet hran ako M.

Aby sa nam lepsie s grafom pracovalo, tak ho na zac¢iatku
precistime. Odstranime si z neho vrcholy (a k nim pripojené
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(t&ch je téz O(n)), ale s tim narazime: na zodpovézeni dota-
zu bychom potiebovali slozit tfi mezivysledky, tedy zavolat
operaci ® dvakrat, coz je moc.

Proto si misto obycejnych suffixti pfedpocitame vsechny in-
tervaly, které vzniknou rozsifenim suffixu o néjaky pocet
celych blokt. Kazdy suffix méa \/n takovych rozsifeni, tpl-
né véechny suffixy pak O(n®/2). Pak staci skladat rozsifeny
suffix s obycejnym prefixem.

Ziskali jsme tedy feseni s pfedvypodtem v ase O(n?/?) a
dotazem v ¢ase O(1) s jednim voldnim operace ®.

Cesta jde porad dal a dal...

Na zavér jesté dodejme, Ze kdybychom povolili vétsi (ale
stéle konstantni) pocet pouziti ®, iloha by byla mnohem
zajimavéjsi, oviem také mnohem naro¢néjsi. Naptiklad pro
3 volani ® staé¢i predzpracovani v ¢ase O(nlog” n), kde log*
je funkce zminéna v feSeni ¢tvrté ulohy.

Martin ,Medvéd“ Mares

28-5-8 Neuronové sité

Ukol 1

Cilem prvni tilohy je nalézt co nejmensi neuronovou sit mo-
delujici XOR. Pfekvapilo nés, ze zadné ze zaslanych FeSeni
nebylo optimalni, takze tady je:

Diikaz minimality provedeme sporem. Kdyby byla sit jesté
mensi, méla by jen dva vstupni a jeden vystupni neuron bez
skryté vrstvy. Jeden neuron dokéaze, stejné jako perceptron,
v dvourozmérném vstupnim prostoru oddélovat dvé skupi-
ny vzoru piimkou, jak jsme psali v minulém dilu seridlu.
U funkce XOR ale vstupni vzory pfimkou oddélit nelze,
fikdme, Ze nejsou linedrné separovatelné. To ilustruji nasle-
dujici dva grafy linearné separovatelné mnoziny a mnoziny
moznych vstupt xoru.

(0.0)

(1,0)

Ukol 2

Druhym tkolem bylo implementovat neuronovou sit pro
klasifikaci kosatcti. Na nasledujicim odkazu si mizete stéah-
nout vzorové feSeni v jazyce Python. NS program vyuziva
neuronovou sit o 3 skrytych neuronech v jedné skryté vrstvé
a dosahuje pfesnosti klasifikace na valida¢ni mnoziné kolem
98% az 100%.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-5-8-2.py

Ukol 3

Posledni tlohu bylo mozné fesit pomoci zpétné propagace
nebo navrhnout sit pomoci analytické geometrie. Jelikoz

zpétnou propagaci jsme Fesili minulou tlohu a pouzivala ji
i vSechna vase feSeni, podivame se na geometricky piistup.
Kolem srdce zkonstruujeme ,obal“ z nékolik pfimek, které
budou oddélovat body uvniti obrazce od ostatnich. Tyto
pfimky pak pfevedeme na neurony, které budou délat totéz
v ramci neuronové sité.

Z analytické geometrie vime, ze pfimka ma rovnici y =
ax + b, také vime, Ze a se da spocitat pomoci thlu «, ktery
piimka svird s osou 2: a = tan(«). Hodnotu b pak mizeme
dopocitat dosazenim néjakého bodu na pfimce do rovni-
ce primky. Diky tomu muZeme spocitat rovnice vSech os-
mi v obrazku zakreslenych pfimek. Ukazme si to na pravé
spodni pfimce, kterd ma sklon 45° a lezi na ni bod [0; 0]:

a

tan(a) = tan(45°) =1
y=x+b

0=0+10

b=0

Tuto rovnici pfimky nyni mizeme upravit do tvaru 0 =
ax — 1y + b a porovnanim s rovnici neuronu 0 = £ = wix +
way + 0 z ni uréit jeho vahy w a prah . Pro nasi prvni
piimku y = 240 to bude w = [1;—1] a § = 0. VSimnéte si,
Ze nemame zajisténo, na které strané primky bude potencial
neuronu kladny a na které zaporny. V tomto pfipadé bude
kladny v oblasti mimo srdce. Pokud bychom chtéli hodnoty
prohodit, muzeme vynasobit uvedenou rovnici neuronu —1,
¢imz dostaneme vahy a prah také vynasobeny —1.

Timto postupem miZzeme urc¢it vahy a prahy neuront vsech
osmi piimek. Reknéme, ze tedy mame neurony s aktivacni
funkei signum, které maji pro body smérem dovnitf ob-
razce kladny vystup +1. Bod je uvniti srdce tehdy, kdyz
vSechny neurony maji kladny vystup, kromé dvou neuronti,
jejichz pfimky jsou na obrazku vykresleny prerusovanou ¢a-
rou. Z téch staci jeden s vystupem +1.

Abychom tuto podminku realizovali neurony, pofidime si
vrstevnatou neuronovou sit jako na nasledujicim obrazku.
Neurony pfimek jsou pouzity v prvni skryté vrstvé. Akti-
vaén{ funkce vSech neuront je signum. Nezakreslené hrany
muizeme v siti formalné ponechat s nastavenou vahou 0 (ilu-
strovano pierusovanou ¢arou).

Vystup

Jan Skoda

hrany), ktoré nelezia na ziadnej ceste zo z do k. Je zrejmé,
ze vrcholy na odstranenie budu prave tie, z ktorych nevedie
cesta do k, a tie, do ktorych sa zo z neda dostat. Ziadne
dalsie to byt nemozu, lebo vrchol, do ktorého sa da dostat
z0 z a zaroven z neho vedie cesta do k, tvori cestu zo z do k.
Graf, ktory ostane po tomto precisteni, si ozna¢me ako G’,
jeho pocet vrcholov N’ a hran M.

Graf G’ je nadalej orientovany a neexistuje v fiom ani ziaden
orientovany cyklus (odstratiovanim vrcholov a hran cyklus
vzniknit nemoze). Teda vrcholy grafu G’ je mozné topo-
logicky zoradif. To znamend, ze vrcholy sa ocisluju od 1
do N’, a to tak, ze kazda orientovand hrana bude viest
vzdy od vrcholu s mensim ¢islom do vrcholu s via¢Sim ¢is-
lom. Vsimnime si, Ze z dostane &islo 1 a k ¢islo N’, lebo

Ziaden vrchol nemoze byt viicsi ako k a Ziaden mensi ako z.

Posledny krok bude v grafe G’ néjst kritické vrcholy. Vr-
chol v bude kriticky prave vtedy, ked nebude existovat ziad-
na hrana vedtca od vrcholu s ¢islom mensim ako v do vr-
cholu s ¢islom viésim ako v. Ak by takato hrana existovala,
potom cesta zo z do k, ktora obsahuje tto hranu nemoéze
zéroveni obsahovat vrchol v (kvoli topologickému usporia-
daniu vrcholov). Zaroven vrchol, ktory neobchédza Zziadna
hrana, sa bude nachddzat na kazdej ceste zo z do k, kedze
ako jediny spaja vrcholy s mensimi ¢islami ako je on sam a

s vacsimi ¢islami ako je on sam.

Ostava nam uz iba popis algoritmov na jednotlivé casti
rozboru. Precistenie grafu spravime dvojitym prehladanim
grafu do hibky. Prvy spustime zo z a ozna¢ime si dosiahnu-
telné vrcholy po smere hran. Druhy spustime z k, ale proti
smeru orientacii hran, ¢im ziskame vrcholy, z ktorych sa da
dostat do k. To zvladdneme v éase O(N + M), linedrne od
poc¢tu hran a vrcholov v G. Topologické zoradenie vrcholov
acyklického orientovaného grafu vieme uskutoénit taktiez
v ¢ase O(N + M), napriklad pomocou algoritmu z nasej
kuchérky o rovinnych grafoch.*

V poslednom kroku uz budeme mat dostupny topologicky
zoradeny zoznam vrcholov grafu G'. Tento zoznam vrcholov
budeme postupne spracovavat od najmensieho po najvacsi.
Pri spracovavani si budeme pamétat a priebezne aktualizo-
vat maximdlne ¢islo m. To bude reprezentovat najvzdiale-
nejsi vrchol od zaciatku, na ktory uz viedla nejaka hrana.

Spracovavanie kazdého vrcholu za¢neme porovnanim ¢&is-
la tohoto vrcholu a hodnoty m. Ak st hodnoty rovnaké,
potom bude aktudlny vrchol kriticky. Plati to, pretoZze ne-
existuje hrana zo ziadneho vrcholu s mensim ¢islom ako m
do vrcholu s via¢sim ¢islom ako m. Nésledne sa pozrieme na
vSetkych susedov spracovavaného vrcholu. Vzdy, ked bude
¢islo niektorého suseda viicsie ako m, tak zmenime m préave
na ¢islo toho suseda. Tymto docielime, Ze na konci spraco-
vévania vrcholu, bude v m opit najvicsie ¢islo, do ktorého
sa vieme dostat.

Aby sa nadm spracovavanie zoznamu vrcholov nedostalo do
nedefinovaného stavu, tak si na zaciatku nastavime hodno-
tu m na 1. Zaroven budeme ignorovat informdciu, ze kritic-
ky vrchol by mal byt aj z (rovny 1) a aj k (najvacsi). Tie
v skuto¢nosti netvoria uzly sustavy obvodov zo zadania.

Posledny krok zvlddneme taktiez v ¢ase O(N + M), kedze
kazdy vrchol a kazda hranu spracujeme prave raz. Teda
celkova ¢asova zlozitost bude linedrna od stétu poctu hran
a vrcholov vo vstupnom grafe G. Ak pouzijeme klasickt

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rovinne-grafy
5 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/kostry

reprezentaciu grafu G a G’ ako zoznam susedov pre kazdy
vrchol, tak rovnako bude na tom aj pamétova zlozitost.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-5-3.cpp
Pali Rohdr

28-5-4 Casoprostorové mosty

Pro feSeni této ulohy existuje pomérné jednoduchy, le¢ ne-
efektivni algoritmus: Po kazdém odstranéni mostu zkontro-
lujeme graf prohledanim vrchold, zda se komponenta obsa-
hujici tento most rozpadla na dvé.

Tento zpisob uréité funguje, ale je velmi pomaly. Kazdé od-
stranéni mostu znamena O(N) operaci, tedy celkové tento
algoritmus zabere az O(M - N) ¢asu. Nejvice nds zdrzu-
je pravé zjistovani, zda odstranéni daného mostu zptisobilo
rozpad komponent. Jak z této neefektivity vybruslime?
Pojdme se na chvili podivat na algoritmy pro hled4ni nej-
mensich koster, konkrétnéji Kruskaliv algoritmus, o kterém
se lze vice doéist v kuchaice o kostrach.® Jeho princip spo-
¢iva v tom, ze postupné bere nejlevnéjsi hranu. Poté se pta,
zda jeji pfidani do kostry zptusobi slou¢eni dvou komponent
do jedné. A to je pfesné opa¢ny problém.

K tomuto problému existuje datova struktura Union-Find,
ktera poskytuje dvé hlavni operace:

® Union spoji dvé komponenty urcené vrcholy A a B.
e Find pro dva vrcholy A a B odpovi, zda tyto vrcholy lezi
ve stejné komponenté souvislosti.

O tom, jak tato datova struktura funguje a jak je slozita,
si muzete vice precist ve vySe zminéné kuchaice.

Jak nam ale tato datova struktura pomuze? Déla prece opak
toho, co chceme. Nezoufejme vsak, jelikoz miZeme pouzit
chytry trik. Vzhledem k tomu, Ze zname dopiedu posloup-
nost odstranéni mostti, mizeme cely postup obratit. Zacne-
me s grafem podle toho, jak vypadd po odstranéni vsech
mostll a postupné volame operace Union a Find.

Findem zjistime, zda most vede uvnitf jedné komponenty.
Pokud ano, nemusime délat nic. Jinak Unionem komponen-
ty slou¢ime, seCteme jejich energie a soucet prohlasime za
energii nové komponenty. Takto postupujeme, dokud nepfi-
dame vSechny mosty. Nakonec vypiSeme vysledek jednotli-
vych operaci pozpatku.
Celkové nas tedy odebrani (pfidani) jednoho mostu sto-
ji tolik casu, co provedeni operaci Union a Find. To je
pro dostatecné slusnou implementaci této datové struktu-
ry O(log N). Dohromady mé tedy cely algoritmus ¢asovou
slozitost O(M log N).

Jirka Setnicka & Viclav Koncicky

Pozndmka M.M.: Slozitost O(log N) pro Union-Find je vel-
mi velkorysa. Ve skutecnosti i jednoducha implementace
struktury pomoci stromecki, kterou popisujeme v kuchai-
ce, pracuje daleko efektivnéji. Slozitost 1ze omezit napfiklad
funkei O(log™). Tento ,hvézdickovy logaritmus® je defino-
vany jako funkce inverzni k takzvané vézové funkci:

211=2, 242=22, 213=2", 21 (k+1) =22
Funkce log® n tedy roste velice pomalu, ale ani ona neni

nejlepsi moznd. Vice uz zde neprozradime a radéji vas od-
kazeme na detaily v kucharce.



28-5-5 Kalibrace

Méme puvodné setfidénou posloupnost N ¢isel, kterd se
zrotovala o neznamy pocet pozic, a piesné tento pocet by-
chom chtéli urcit. Nez se do toho pustime, podotknéme, ze
¢isla uz mame skutecné ulozena v paméti. Nemusime se te-
dy starat o na¢teni vstupu (to v praxi odpovida tfeba tomu,
Ze piSeme ne cely program, ale n&jakou funkci).

Pravdépodobné nas zahy napadne pouzit néjakou formu bi-
néarniho vyhledévani, které je popsané tfeba v kuchaice za-
kladnich algoritmii.6

Co s nim ale budeme hledat? Spatné uspotadanou dvojici
¢isel. Mizeme si rozmyslet, co dostaneme, kdyz zrotuje-
me posloupnost doprava. Na zac¢atku bude néjaky spravné
uspofadany kus, pak §patné uspofadana dvojice (konkrétné
nejvétsi prvek nasledovany nejmensim) a pak zase spravné
uspofadany kus.

Budeme tedy hledat tohle $patné usporadani, presnéji dru-
hé z téchto Spatné usporadanych cisel. Jeho pozice nutné
odpovida rotaci (po¢tu pozic, o které byla posloupnost zro-
tovana).

V kazdém kroku se divame na tsek. Nejprve porovname
levy krajni prvek L a pravy krajni prvek R tohoto tseku. Je-
li R > L, tisek je spravné usporadany. Pokud vime, Ze v ném
je Spatné uspotfadany prvek, musi byt hned na zacatku a
muzeme vratit pozici L.

V opac¢ném piipadé se podivame na prostiedni prvek M. Je-
li M > L, prvni polovina je spravné uspotadana. Problém
tedy bude ve druhé, takze se zanoiime do pravé poloviny.
Pro M < L naopak. Dostaneme-li se k tseku velikosti 1,
urcité je problematickym prvkem pravé ten jediny v ném.

Voila, mame algoritmus, ktery najde problematickou pozici.
Jelikoz vzdy rozdélime aktudlni tsek alespon na polovinu,
skonéime nejpozdéji po log N krocich. Casova slozitost al-
goritmu je tak O(log N).

Pamétova slozitost je O(NV), pokud uvazujeme uloZenou po-
sloupnost. Mtzeme ale Tict, ze tak jako zanedbavame na-
¢teni vstupu, zanedbame uloZeni posloupnosti, a pak je pa-
métova slozitost konstantni, O(1).

Karry BureSovd

28-5-6 Sloty na iridium

Rozmistovani iridia do slot se ukdzalo byt zapekli-
téjsim problémem, nez se zprvu zdalo. Vétsina z od-
vaznych, kdo se uloze vydali vst¥ic, vyTesila prvni trividlni
vstup, ale pfes druhy uz se dostal jen jediny z vas (gratu-
lujeme timto Jirkovi Sejkorovi) a dal uz se nedostal viibec
nikdo.

Vstupy se postupné zvétsovaly, ale nékteré z nich mély i jis-
té specidlni vlastnosti. Tfeba paty vstup mél na par mistech
veliké mezery a nebo hned tfeti vstup mél vSechny dostup-
né sloty rozmisténé jenom v jedné poloving obvodu. Zv14st
moznosti vyuzit jen jednu polovinu obvodu se tloha pékné
zjednodusila, protoze se pak problém choval jako rozmisto-
véani iridia do slotil na pfimce namisto kruznice. Vyfesme

si tento jednodussi problém.
Sloty na pfimce

Pokud budeme mit sloty na pfimce, mtizeme bez obav umis-
tit iridium do prvniho slotu, protoze tim nic nepokazime

S http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy

—4 —

(pokud by v néjakém optimélnim rozmisténi nebylo prvni
iridium v prvnim slotu, mizeme ho bez zhorseni minimal-
nich vzdalenosti do prvniho slotu posunout).

Nyni vyzbrojeni timto pozorovanim zkusme vyfesit ulohu
trosku odlisnou — totiz otazku, jestli pro zadanou minimalni
vzdalenost d lze rozmistit iridium do slott tak, aby byla tato
minimélni vzdalenost dodrzena. Az vyfesime tuto tlohu,
ukazeme si, jak nAm pomize vyfesit ptivodni problém.

7 pozorovani vySe vime, ze prvni iridium muizZeme umistit
do prvniho slotu a nic si tim nepokazime. Dalsi iridium
muZeme umistit nejblize ve vzdélenosti d. Takze presko¢ime
vSechny bliz§i sloty a iridium umistime do prvniho slotu,
ktery mé vzdalenost vétsi nebo rovnou d.

A timto zptisobem postupujeme dél, plnime vlastné sloty
hladové zleva. Pokud se nam takto povede vSechno iridi-
um umistit, zahlasime Gspéch, pokud nam ale dojdou sloty
a jesté nam bude zbyvat neumisténé iridium, tak vime, ze
rozmistit s touto vzdalenosti nejde (Za4dné iridium jiz nelze
posunout vice doleva, abychom si na konci uvolnili néjaké
sloty).

V case O(S) tedy umime linedrnim priichodem pies sloty
vytesit tuto podalohu (pfipomeiime, Ze S je pocet dostup-
nych sloti). Jak ndm to pomtiZe se Fe§enim pivodniho pro-
blému? Muzeme zkusit najit nejvétsi vzdalenost, pro kterou
se nam jesté iridium povede rozmistit, a toto rozmisténi pak
vypsat. Hledani nejvétsi vzdalenosti miuzeme délat postup-
nym zvétSovanim o jednicku a zkousenim, ale to by pro
obvod O trvalo az O(OS) a to je moc dlouho.

Vime, Ze se tento problém hleddni vzdalenosti chova lineér-
né — kdyz pro néjakou vzdalenost rozmisténi iridia existuje,
tak existuje i pro vSechny mensi vzdélenosti, kdyz naopak
neexistuje, tak neexistuje ani pro zadnou vétsi vzdalenost.
Muzeme tedy maximalni moznou vzdalenost bindrné vyhle-
dat.

Budeme si drzet minimum a maximum zkouseného rozsahu
(minimum bude na za¢étku 1, maximum bude obvod dé-
leny poétem kousku iridia). V kazdém kroku se podivame
na vzdalenost d = E a ozkousime rozmistit iridium
s touto minimalni vzdéalenosti:

® Pokud se iridium povede rozmistit — hledana vzdéalenost
je vétsi nebo rovna d, nastavime min = d

e Pokud se iridium nepovede rozmistit — hledana vzdéle-
nost je mensi nez d, nastavime max = d — 1

Takto pokrac¢ujeme, dokud nedojdeme na krok velikosti jed-
na. Pak jiz mame vzdalenost ur¢enou jednozna¢né. Binar-
nim vyhledavanim udélame O(log O) kroki, takze celkové
dosdhneme ¢asu O(S log O).

Sloty na obvodu kruhu

Pii rozmistovani iridia do slott na obvodu kruhu pouzije-
me uplné stejny postup, jen se uz nemuzeme spolehnout
na pozorovani o umisténi prvniho iridia do prvniho slotu.
Nyni totiz jde i o vzdalenost prvniho a posledniho obsaze-
ného slotu. Muze byt napiiklad vyhodné prvnich par slotia
preskocit, aby nam vzdalenost vysla.

Jak si s tim poradit? Pokud nam p¥i zkousSeni, jestli iridium
umime rozmistit se vzdalenosti d, dojdou sloty pied rozmis-
ténim vSech kouskt, miizeme rovnou oznamit netispéch. Po-
kud se nam naopak iridium rozmistit povede a vzdalenost
mezi prvnim a poslednim obsazenym slotem je dostatecné

velkd, mtizeme rovnou oznamit uspéch. To byly ty jedno-
dussi piipady.

Slozitéjsi je, pokud sice vSechno iridium rozmistime, ale
vzdalenost mezi prvnim a poslednim bude pfili§ mald. Pak
muzeme zkusit prvni posunout po obvodu dél tak, abychom
tuto vzdalenost dostatecné zvétsili. Pokud tim neporusime
minimalni vzdélenost k dalsimu obsazenému slotu, uspéli
jsme, jinak to samé opakujeme (opét posuneme dalsi iri-
dium tak daleko, aby byla dodrZend minimalni vzdélenost
a opakujeme).

Toto posouvani zastavime ve chvili, kdy se ndm rozmisténi
bud povede opravit (v tom pfipadé ozndmime Gspéch), nebo
kdyz se pokusime néjaké iridium umistit opét do prvniho
slotu. V tom piipadé totiz opét dostavame stejnou situaci,
jako pri prvnim rozmisténi, a zacyklili jsme se bez nalezeni
fungujiciho rozmisténi.

Na implementaci tohoto postupu se miizete podivat v ukéaz-
kovém programu, nyni se zamysleme nad ¢asovou slozitosti.
Hlavni pozorovani je, Ze se pfi posouvani iridia mezi slo-
ty pokusime vlozit iridium do kazdého ze sloti maximélné
dvakrat. Pfi druhém pokusu o vloZeni do stejného slotu
totiz dojde k tomu, Ze se i vSechny zbylé kousky rozmisti
tak, jak byly, a dojde k zacykleni (pfi kterém se zastavime
s netispéchem).

Cas jednoho kroku jsme si tak oproti jednodussi verzi na
piimce zhorsili jen konstantné a vnéjsi ¢ast s bindrnim vy-
hledavanim ztstavéa stejnd. Celkové tak dosdhneme casové
slozitosti O(SlogO).

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-5-6.c

Jirka Setnicka

28-5-7 Tajemna operace
_m_ Zopakujme si zadani: Dostaneme néjakou magickou
operaci ® a posloupnost ag,...,a,. Chceme si néco
predpocitat, abychom uméli vyhodnocovat intervalové do-
tazy typu a; ® a;41 ® ... ®a; a stacilo nam jediné zavolani
operace ®.
Pochopitelné si mizeme predpocitat vysledky pro uplné
vsechny intervaly a;,...,a;. Pak pifi odpoviddni na dota-
zy dokonce nemusime ® volat viitbec. OvSsem piedvypocet
trva ¢as O(n?), coz ndm nepromine sebetrpélivéjsi uzivatel,
natoz pak piisné elektronické oko CodExovo.
Tak zkusime sahnout po ruznych standardnich technikach,
jako je tfeba rozklad na bloky nebo intervalové stromy.
Z téch také pouzitelné feseni nekdpne: na kombinovéni blo-
ki nebo podstromii sice postaci maly pocet volani ®, ale
rozhodné vice nez povolené jedno. Pfesto z myslenky re-
kurzivniho rozkladu na podproblémy néco vykieseme. Tedy
poslyste. ..
Rekurzivni FeSeni

U¢inime myslenkovy pokus: zadanou posloupnost rozdéli-
me piiblizné uprostfed na levou polovinu aq,...,as a pra-
vou polovinu g1, ..., a,. Dotazy rozdélime na dva druhy
podle toho, zda lezi pfes stied, ¢i nikoliv.

Pokud interval a;, ..., a; jde pfes stfed, sklada se ze suffixu
levé poloviny (to je n&jaky interval a;, a;y1,...,as) a prefi-
xu té pravé (as41, ..., a;). Pfedpocitame-li si tedy vysledky
pro vSechny suffixy levé poloviny a vSechny prefixy pravé,
umime je na jedno zavolani ® slozit do vysledku celého
dotazu.

A pokud interval nelezi pres stied, pfesuneme se do levé ¢i
pravé poloviny a tam rekurzivné aplikujeme tentyz postup.
Pojdme spocitat, jak je to efektivni.

Oznacme P(n) ¢asovou slozitost pfedvypoctu pro posloup-
nost délky n. Jisté plati, ze P(n) = 2-P(n/2)+O(n), nebot
pro interval délky n v ¢ase O(n) zpracujeme prefixy a suffi-
xy a rekurzivné predpocitdme zvlast levou a pravou polovi-
nu. Tuto rovnici pro P(n) miizeme vyfesit tfeba analyzou
stromu rekurze. Radéji pouzijeme prosty trik: vSimneme si,
Ze iplné stejné se chova znamy algoritmus MergeSort (t¥i-
déni slévanim) — také spotiebuje linedrni ¢as a pak rekur-
zivné zpracuje dva poloviéni podproblémy. MergeSort bézi
v ¢ase O(nlogn), takZe nas predvypoclet také.

Vyhodnocovéani dotazu budto skonéi ihned (jde-li dotaz pres
stfed), nebo se rekurzivné zavold na jednu z polovin. Bé-
hem O(logn) kroku tedy rekurze musi skonéit. Jelikoz kaz-
dy krok trva konstantné dlouho, ¢asova slozitost dotazu ¢ini
celkem O(logn). Podminku na nejvyse jedno pouziti ® jisté
spliiujeme.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-5-7-fast.c

Rychlejsi FeSeni

Nevyhodou predchoziho FeSeni je, Ze vyhodnoceni dotazu
sice vold ® jenom jednou, ale kromé toho travi logaritmic-
ky ¢as nalezenim spravného podintervalu, pfes jehoz stfed
zadany dotaz lezi. To lze s trochou Sikovnosti zvladnout i
v konstantnim case.

Predné si predstavujme, ze délka posloupnosti je mocnina
dvojky a ze prvky ocislujeme od nuly: ao,...,a,—1. Pokud
se na indexy prvkt podivame ve dvojkové soustavé, v levé
poloviné v8echny zac¢inaji nulou, v pravé jednickou. Dotaz
tedy lezi pres stied pravé tehdy, pokud se jeho levy a pravy

okraj lisi v nejvyssim bitu.

Rekurzivni rozklad intervalti mizeme elegantné popsat bi-
narnim stromem, ktery na h-té hladiné testuje h-ty nejvyssi
bit ¢isla. Nejvyssi interval, v némz jde dotaz pfes stied, pak
odpovida nejvyssimu bitu, v némz se okraje dotazu i a j
lisi. To je nejvyssi jednickovy bit v &isle i XOR j. Pro zjisto-

vani, kde lezi nejvyssi jednicka, si pfitom muzeme snadno
predpocitat tabulku.

Celkové tedy v konstantnim ¢ase spocitdme i XOR j, pomoci
tabulky zjistime hladinu A stromu rekurze, kam se chceme
podivat. A nejvyssich h bitu ¢isel ¢ a j nam Fekne, kolikaty
vrchol zleva nas na dané hladiné zajima. Vrcholy tedy mu-
zeme mit ulozené v poli a indexovat je téz v konstantnim
Case.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-5-T-faster.c

Rozklad na bloky

Pro zajimavost nadrtneme jesté jedno feSeni pomoci roz-

kladu na bloky. To je nejspis jednodussi na vymysleni, ale
0 néco pomalejsi.

Posloupnost roziezeme na /n bloki velikosti y/n. Dotazy,
které lezi celé uvnitt jednoho bloku, pfedpocitame vSechny.
Je jich O(n) na blok, celkem tedy O(n®/?).

Ostatni dotazy chceme skladat ze suffixu prvniho bloku,
né&jakych celych blokli a prefixu posledniho bloku. Suffixy
a prefixy si mizeme predpocitat (je jich celkem O(n)). Na-
bizi se predpocitat si také vSechny intervaly celych bloku



