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otázky

O
dpovědi

na vaše
kousavé

C
o

je
K

SP?
K
SP
je
K
oresp

ondenční
sem
inář

z
program

ování.
Jak
takový

sem
inář

funguje?
N
ěkolikrát

za
rok
vy-

dávám
e
série

obsahující
různé

úlohy
a
p
osílám

e
je

řešitelům
.

T
im
ajíněkolik

týdnů
na
vym
yšlenía

odevzdáníře-
šení.M

y
je
pak
opravím

e,okom
entované

a
ob
odova-

né
p
ošlem

e
zp
ět
a
zveřejním

e
autorská

řešení.
K
SP

m
á
dvě
kategorie:

Z
pro
začínající

řešitele
a
hlavní

kategorii
H
pro
ty
zkušenější,

kde
číhají

záludnější
úlohy.

K
do

sem
inářorganizuje?

O
rganizátoři

jsou
studenti

M
atem

aticko-fyzikální
fakulty

U
niverzity

K
arlovy

v
P
raze

(M
F
F
U
K
),vět-

šinou
bývalí

řešitelé.

C
o

najdu
v

zadání?
M
ůžeš

řešit
teoretické

a
praktické

úložky.
V
ždy
je

důležité
vym
yslet

p
ostup

(návod)
jak
nalézt

řešení,
například

jak
m
ůže
p
očítač

rychle
najít

nejkratší
cestu

z
K
ocourkova

do
P
rčic.

Součástízadáníjsou
istudijnítexty,jejichž

přečtení
T
i
dá
nástroje

k
řešení

úloh.
K
uchařky

jsou
krátké

texty
o
různých

tém
atech.Seriálpro

zm
ěnu
prob

ere
v
průb

ěhu
roku

jedno
tém
a
do
hloubky.

Jak
úlohy

vypadají?
V
teoretických

úlohách
je
třeba

p
ostup

slovně
p
o-

psat
a
odevzdat

nám
ho,m

y
jejpak

opravím
e
a
oko-

m
entujem

e.

V
praktických

úlohách
nejde

o
p
opis,ale

o
výsledek.

U
úloh

(jsou
op
en-data)

si
stáhneš

vstupní
data,

která
zpracuješ

T
eb
ou
zvoleným

zp
ůsob

em
,
nejlé-

p
e
program

em
v
lib
ovolném

program
ovacím

jazy-
ce.
V
ýstup

odevzdáš
a
ihned

vidíš,
zda
je
výsledek

správný.

V
ym

ýšlením
inejde,co

s
tím

?
V
K
SP
-Z
je
také

m
ožné

odevzdat
praktické

úlohy
p
o

term
ínu
–
ještě

týden
p
o
zveřejnění

slovních
p
opisů

řešenílze
odevzdávat

úlohy
za
třetinu

b
odů.T

eprve
p
oté
se
ob
jeví
i
zdrojové

kódy.

Proč
m

ám
K

SP
řešit?

B
ěhem

řešení
K
SP
se
naučíš

program
ovat.

T
o
se
T
i

m
ůže
v
životě

hodit,
obzvlášť

p
okud

se
chceš

stát
program

átorem
.
;)

D
íky
K
SP
m
ůžeš

p
oznat

inform
atiku

v
celé
jejíkrá-

se
–
m
ocné

program
y,
m
agické

datové
struktury...

prostě
to,
co
se
ve
škole

nedozvíš.

T
o
m
ůže
být
užitečné

nejen
při
řešení

m
atem

atické
olym

piády
kategorie

P
.N
avíc
nejlepšířešitele

zvem
e

na
soustředění,

kde
m
ůžeš

p
oznat

nové
kam
arády.

T
aké
p
okud

se
staneš

úsp
ešným

řešitelem
hlavníka-

tegorie,
vezm

ou
T
ě
na
M
atfyz

b
ez
přijím

aček.

H
m

m
m

...soustředění?
Jsou

dvě,jarnípředevším
pro
řešitele

K
SP
-Z
a
p
od-

zim
ní
pro
řešitele

hlavního
K
SP
.
O
b
ě
jsou

týdenní
akcí

plnou
přednášek

a
zážitků,

kterou
určitě

stojí
za
to
zažít.

D
ostanu

iněco
hm

otnějšího?
A
no,
p
okud

se
dostaneš

m
ezi
ty
nejlepší.

T
ři
nejú-

sp
ěšnějšířešitelé

sibudou
m
ocivybrat

jako
odm
ěnu

knížku
neb
o
například

tričko,
hrneček,

hrocha.

V
ůbec

nevím
,jak

začít...
Inu,

žádný
učený

z
neb
e
nespadl,

chce
to
studovat

a
zkoušet.
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D
obrým

odrazovým
m
ůstkem

m
ůže

být
naše

E
ncyklop

edie,jejíž
součástíjsou

ikuchařky
včetně

úplných
základů.

S
výb
ěrem

T
im
ůže
p
om
ociib

odování–
lehčíúlohy

bývají
většinou

za
m
éně
b
odů.

N
apadá

m
ě

jen
špatné

řešení
T
ak
prostě

odevzdej
i
to.
:)
Špatné,

p
om
alé
neb
o

neúplné
řešení

je
lepší

než
žádné.

Z
a
nedokonalá

ře-
šení

u
teoretických

úloh
hlavy

rozhodně
netrhám

e.
N
aopak,p

okusím
e
se
T
ip
oradit,co

zlepšit.U
prak-

tických
úloh

zase
bývá

několik
vstup

ů
m
alých,takže

za
ně
získáš

část
b
odů
i
s
jednodušším

řešením
.

C
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když
m

iněco
neníjasné?

K
lidně

se
nás
ptej.

N
a
dotazy

k
úlohám

se
nejvíc

hodí
naše

diskusní
fórum

.
P
odrobnosti

o
fungová-

ní
sem
ináře

nalezneš
na
w
ebu.

A
budeš-li

m
ít
stále

nějakou
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e
m
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a
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e
na
F
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ooku.
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N
aopak

nem
á
sm
ysl
trávit

předvýp
očtem

řádově
více
času,

než
by
trval

sam
otný

výp
očet

b
ez
p
oužití

předp
očítaných

hodnot.

Jako
příklad

uvažujm
e
problém

o
velikosti

n
,u
kterého

m
á-

m
e
tři
m
ožnosti,

které
m
ůžem

e
zvolit.

M
ůžem

e
buď

před-
výp
očet

úplně
vynechat

a
na
každý

dotaz
odp
ovídat

v
čase

O
(n
),
neb
o
provést

předvýp
očet

v
čase

O
(n
log

n
)
a
p
oté

odp
ovídat

na
každý

dotaz
v
čase

O
(log

n
),
neb
o
provést

předvýp
očet

v
čase

O
(n
2)
a
pak
odp
ovídat

v
čase

O
(1)
na

dotaz.

K
dy
se
nám

co
hodí?

•
P
okud

bychom
dostali

jen
jeden

dotaz,
nem
á
sm
ysl
si

cokoliv
předp

očítávat
a
odp
ovím

e
jednou

v
čase

O
(n
).

•
P
okud

bude
dotazů

řádově
n
,
m
á
sm
ysl
p
oužít

první
předvýp

očet.
P
ak
budem

e
m
ít
čas
na
předvýp

očet
i
na

sam
otný

výp
očetO

(n
log

n
),
což
je
optim

um
.

•
N
aopak

p
okud

by
dotazů

bylo
řádově

n
2
neb
o
víc,
tak

se
nám

již
první

předvýp
očet

nevyplatí,
dostali

bychom
se
totiž

na
čas
O
(n
2
log

n
).
Z
de
se
hodí

p
oužít

druhý,
delší

předvýp
očet

a
pak

se
dostat

na
časovou

složitost
O
(n
2
+
n
2·1)

=
O
(n
2).

H
ladové

algoritm
y

V
ěřte
neb
o
ne,ale

ip
očítač

se
někdy

cítíhladový.P
o
nam
á-

havé
práci

m
u
m
ůžem

e
dopřát

to
p
otěšení,

aby
si
ukousl

co
největší

kus
dat.

A
ukážem

e,
že
někdy

je
to
i
ku
prosp

ěchu.
Ř
eč
bude

o
hladových

algoritm
ech
.

T
akovým

i
algoritm

y
rozum

ím
e
ty,
které

hledají
řešení

ce-
lé
úlohy

p
o
jednotlivých

krocích
a
splňují

následující
dvě

p
odm
ínky:

•
V
každém

kroku
zvolí

lokálně
nejlepší

řešení.
•
P
rovedené

rozhodnutíjiž
nikdy

neodvolává
(tedy

neback-
trackuje).

L
okálně

nejlepší
řešení

je
takové,

které
v
aktuálním

kroku
vyb
ere
tu
m
ožnost,

která
nám

na
tom
to
m
ístě
nejvíce

p
o-

m
ůže
(b
ez
jakéhokoliv

ohledu
na
globální

stav).
M
ůže
to

být
třeba

nejvyšší
hodnota,

neb
o
nejkratší

cesta
v
grafu.

P
okud

ale
od
hladového

algoritm
u
chcem

e,
aby
nám

našel
globálně

nejlepší
řešení,

m
usí
naše

úloha
splnit

předp
oklad,

že
si
výb
ěrem

lokálně
nejlepšího

řešení
nezhorším

e
to
glo-

bální.
T
ento

předp
oklad

se
nedá

form
ulovat

ob
ecně

a
je

nutné
se
nad
ním

zam
yslet

zvlášť
u
každé

úlohy.

P
říklady

hladových
algoritm

ů

P
rvní

hladovou
úlohou

bude
(jak

jinak)
autom

at
na
jídlo

vracející
m
ince.

A
utom

at
by
m
ěl
vracet

p
eníze

nazp
ět
tak,

aby
vrátil

daný
obnos

v
co
m
ožná

nejm
enším

p
očtu

m
incí.

P
ro
náš
m
ěnový

systém
(m
ám
e
m
ince

hodnot
1,
2,
5,
10,

20
a
50
K
č)
lze
tuto

úlohu
řešit

hladovým
algoritm

em
–

v
každém

kroku
algoritm

u
vrátím

e
tu
největším

inci,kterou
m
ůžem

e
(tedy

pro
vrácení

42
K
č
to
bude

42
=
20
+
20
+

2
K
č).

M
ěnové

systém
y
většiny

států
jsou

p
ostavené

tak,
aby
fun-

govaly
takto

p
ěkně,

neplatí
to
ale
ob
ecně.

Z
kusm

e
si
vrátit

42
K
č,p
okud

bychom
m
ělijen

m
ince
hodnoty

20,10
a
4
K
č.

Správným
řešením

je
42
=
20
+
10
+
4
+
4
+
4
K
č,
hladový

algoritm
us
by
ale
zkusil

vrátit
42
=
20
+
20
+
...
a
tady

by
selhal.

D
ále
se
velm

i
často

dají
hladovým

algoritm
em
řešit

něja-
ké
úlohy

přidáváníneb
o
odebíránískupin

prvků.T
ypickým

příkladem
je
třeba

rozvržení
naplánovaných

přednášek
do

učeb
en.
Seřadím

e
si
začátky

přednášek
p
odle

času
a
p
o-

stupně
b
erem

e
jednu

za
druhou

a
um
ísťujem

e
je
do
volných

učeb
en
s
nejnižším

číslem
.

T
ím
jsm
e
si
určitě

nic
nerozbili,

protože
v
nějaké

učebně
přednáška

být
m
usí.
U
rčitě

budem
e
p
otřeb

ovat
tolik

uče-
b
en,kolik

je
m
axim

álně
přednášek

v
jeden

čas,a
díky

tom
u

si
um
ístěním

přednášky
do
nějaké

učebny
nezablokujem

e
m
ísto
pro
jinou

přednášku,
jelikož

nám
vždy

zbude
dosta-

tek
volných

učeb
en.

K
dybychom

ale
naopak

m
ěli
p
evně

zadaný
p
očet

učeb
en

a
chtěli

jsm
e
do
nich

um
ístit

co
m
ožná

nejvíce
přednášek,

tak
se
již
nejedná

o
úlohu

řešitelnou
hladovým

algoritm
em
,

v
takovém

případě
je
p
otřeba

zvolit
nějaký

chytřejšíp
ostup.

Z
ávěr

D
oufám

,
že
jste
si
z
tohoto

rozsáhlého
textu

odnesli
nějaké

nové
znalostia

p
oznatky,které

vám
p
om
ohou

nejen
v
řešení

K
SP
.

P
okud

jste
začínajícím

i
řešiteli,

zkuste
s
p
om
ocí
kuchařky

vyřešit
několik

lehčích
úloh

a
jejich

řešení
p
oslat

–
nově

na-
byté

znalostije
totiž

nejlepšíco
nejdříve

protrénovat.N
ic
si

nedělejte
z
toho,

p
okud

nap
oprvé

nevyřešíte
všechno,

s
p
o-

stupným
zkoušením

se
budou

vaše
znalosti

jen
zlepšovat.

Z
kušenější

řešitelé
m
ožná

v
kuchařce

nalezli
nějaké

ujasně-
ní
p
ojm
ů,
či
si
některé

techniky
osvěžili.

A
p
okud

tento
text

p
ovažujete

za
dobrý,

budem
e
jen
rádi,

p
okud

ho
dop
oručíte

svým
kam
arádům

a
sp
olužákům

,kteří
chtějí

s
program

ováním
začít.

Ú
vodn

ím
kurzem

vařen
í
pod
le
kuchařky

vás
proved

l

Jirka
S
etn
ička

K
SP
pro
vás
připravují

studenti
M
atem

aticko-fyzikální
fakulty

U
niverzity

K
arlovy.
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E
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–
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M
ilí
řešitelé,

řešitelky
a
řešitelčata!

D
vacátý

devátý
ročník

hlavní
kategorie

K
SP
právě

začíná
a
do
ruky

se
vám

dostal
první

leták.
L
etos

bude
každá

série
obsahovat

7
úloh,

z
nichž

jedna
bude

praktická
op
endatová

úloha
(dřívější

praktické
C
odE
xové

úlohy
jsm
e
se
rozhodliv

tom
to
ročníku

nep
oužívat)

a
p
oslednívždy

bude
seriál.

D
o
celkového

b
odového

hodnocení
se
z
každé

série
zap
očítá

5
nejlép

e
vyřešených

úloh.

Z
a
úsp
ěšné

řešeníK
SP
je
m
ožno

být
přijat

na
M
F
F
U
K
b
ez
přijím

acích
zkoušek.Ú

sp
ěšným

řešitelem
se
stává

ten,
kdo
získá

za
celý
ročník

(této
kategorie)

alesp
oň
50
%
b
odů.

Z
a
letošní

rok
p
ůjde

získat
m
axim

álně
300
b
odů,

takže
hranice

pro
úsp
ěšné

řešitele
je
150.

M
aturanti

p
ozor,

p
okud

chcete
prom

inutí
využít

letos,
m
usíte

to
stihnout

do
konce

čtvrté
série,

pátá
už
bude

m
oc
p
ozdě.

K
aždém

u
řešiteli,

který
v
tom
to
ročníku

z
každé

série
dostane

alesp
oň
5
b
odů,

darujem
e
K
SP

propisku,
blok,

placku
a
m
ožná

i
další

překvap
ení.

P
okud

budete
m
ít
jakoukoliv

otázku,
neváhejte

se
zeptat.

K
ontaktní

adresy
najdete

v
patičce

na
konci

letáku.
P
řejem

e
hodně

štěstí!

T
erm
ín
série:

10.
říjn
a
2016

v
8:00

O
d
ev
zd
áván

í:
P
řes
w
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https://ksp.m
ff
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i.cz/subm

it/
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T
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úloha
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zkušené

�
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�
Ú
loha,

u
které

dop
oručujem

e
začíst

se
do
kuchařky

O
d
m
ěn
a
série:

K
aždém

u,kdo
vyřešítřilib

ovolné
úlohy

na
plný

p
očet

b
odů,p

ošlem
e
sladkou

odm
ěnu.
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devátého
ročníku

KSP
„N
epovídej

m
i,
že
m
ám
e
zase

m
ísto
placek

chlebové
uh-

lí!“
pozn
am
en
al
n
aoko

výhružn
ě
W
arin

a
poklepal

si
n
a

m
eč
zavěšen

ý
za
pasem

.
S
am
ozřejm

ě
to
n
em
yslel

vážn
ě,
ale

s
R
heou

se
rádi

n
avzájem

škád
lili.
Z
n
al
se
s
n
í
déle

n
ež

s
kým
koliv

jin
ým
z
jejich

m
alé
družin

ky
a
prožili

toho
spolu

již
hodn

ě
–
on
jako

rytíř
řádu,

on
a
jako

n
adan

á
kouzeln

ice.
Z
bytek

jejich
družin

y
n
acházející

se
v
severské

pustin
ě

tvořili
ještě

n
adan

ý
zloděj

a
lukostřelec

G
orf
a
druhý

rytíř,
m
ladý

L
ian
.
D
o
této

prapodivn
é
skupin

ky
je
sved
l
důležitý

úkol
a
už
více

n
ež
týden

putovali
daleko

za
zn
ám
ým
i
a
bez-

pečn
ým
i
cestam

i
království.

T
eď
ale
byl
jejich

hlavn
í
starostí

ukrutn
ý
hlad.

P
řipálen

é
placky

sice
n
ejsou

zrovn
a
lahůdka,

ale
když

se
z
n
epřipálen

é
stran

y
n
am
ažou

m
áslem

,
tak
se
jíst
dají.

Jen
om
při
rych-

lém
sun
daván

í
z
ohn
ě
je
R
hea
poskládala

n
áhodn

ě
n
a
jedn
u

hrom
ádku.

29-1-1
P
řip
álen

é
p
lack
y

8
b
o
d
ů

M
ám
e
na
sob
ě
p
oloženou

sp
oustu

placek,
každá

z
nich

je
z
jedné

strany
připálená

a
z
druhé

strany
krásně

dozlato-
va.
R
ádi
bychom

všechny
placky

otočili
nepřipálenou

stra-
nou
nahoru,

abychom
je
pak
m
ohli
všechny

rychle
nam
azat

m
áslem

.

B
ohuželplacky

jsou
ještě

příliš
horké

na
to,abychom

je
bra-

lido
rukou.Jediné,co

m
ůžem

e
dělat,je

p
odebrat

siněkolik
vrchních

placek
pánvičkou

a
celou

tuto
část

otočit.
Jak
to

vypadá,
si
m
ůžete

prohlédnout
na
následujícím

obrázku.

D
ostanete

zadáno,
jak
vypadá

hrom
ada

placek
(p
osloup-

nost
říkající,

které
z
placek

leží
nahoru

připálenou
stranou

a
které

nepřipálenou).
V
aším

úkolem
je
najít

co
nejkratší

p
osloupnost

p
odebrání

a
otočení

takovou,
aby
se
p
o
jejím

provedení
všechny

placky
nacházely

nepřipálenou
stranou

nahoru.

D
alší
den
rán
o
uklidila

družin
a
chvatn

ě
své
ležen

í
a
vy-

dala
se
dál
k
úbočí

kopce,
který

se
před

n
im
i
rýsoval.

N
a-

cházelo
se
zde
jedn
o
z
těch

sam
ostatn

ých
m
ěst
vzdorujících

m
ístn
í
divočin

ě
a
občasn

ým
n
ájezdům

goblin
ů.
T
ohle

vypa-
dalo,

že
i
docela

prosperuje.
P
rotože

jim
docházely

zásoby
a
n
avíc

potřebovali
zjis-

tit
n
ějaké

in
form

ace,
vydal

se
W
arin

s
ostatn

ím
i
k
m
ěstské

brán
ě.
W
arin

s
L
ian
em
schovali

svá
brn
ěn
í
do
n
en
ápadn

ých
ran
ců
n
a
n
ákladn

ím
m
ezku

a
štíty

se
sym
boly

řádu
zakry-

li
plátn

em
.
B
ezpečn

ější
bylo

tvářit
se
jako

n
ějací

n
áhodn

í
dobrodruzi.
K
dyž
u
m
ěstské

brán
y
uplatili

strážn
ého

dvěm
a
zlaťá-

ky
vtiskn

utým
i
do
d
lan
ě,
n
em
useli

an
i
odpovídat

n
a
žád-

n
é
otázky

a
byli
vpuštěn

i
dovn

itř.
P
o
přiblížen

í
se
k
tržišti

se
ale
družin

ka
stala

svědky
n
ějaké

hádky.
S
kupin

a
m
ístn
ích

kupců
se
dohadovala,

kdo
m
á
kom
u
co
zaplatit.

R
hea
se
roz-

hod
la,
že
se
m
ezi
n
ě
vetře,

zkusí
jim
poradit

a
přitom

získat
n
ějaké

in
form

ace.

–
3
–
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K
u
p
ecké

p
o
čty

11
b
o
d
ů

Skupina
kup
ců
se
sp
olečně

p
odílela

na
jedné

velké
investi-

ci.
K
aždý

platil
nějakou

část,
některé

z
nich

to
stálo

více
a
některé

naopak
m
éně.

N
yní
by
si
chtěli

všechny
náklady

rovnom
ěrně

rozdělit
tak,aby

ve
výsledku

investovalivšichni
stejně.

K
up
ci
se
m
ohou

vyrovnat
tím
,
že
ti,
kteří

platili
m
álo,
dají

nějaký
obnos

těm
,
kteří

platili
hodně.

O
každém

předání
p
eněz

se
ovšem

m
usejí

dělat
záznam

y
v
účetních

knihách,
a
tak
by
kup
cichtěliprovést

těchto
převodů

p
eněz

co
m
ožná

nejm
éně.

N
avíc

se
ale
žádný

z
kup
ců
nechce

zadlužit
více,

než
už
je,

neb
o
se
naopak

nechat
přeplatit

víc,
než
už
přeplacený

je.
N
ení
tak
třeba

m
ožné

kup
ci,
který

m
á
dostat

100
zlatých,

dát
120
zlatých,

protože
by
se
tím
stal
o
20
zlatých

přepla-
cený.

Stejně
tak
není

m
ožné

p
oslat

jakékoliv
p
eníze

kup
ci,

který
ostatním

dluží
(zadlužil

by
se
ještě

víc).

V
ym
yslete

p
ostup,

který
pro
zadané

částky
zaplacené

jed-
notlivým

i
kup
ci
sp
očítá,

kdo
kom
u
m
á
kolik

dát
tak,

aby
byla

resp
ektována

uvedená
pravidla

a
převodů

bylo
m
álo.

Sp
očítat

řešení
s
úplně

nejm
enších

p
očtem

převodů
je
těž-

ký
problém

a
tak
to
p
o
vás
ani
nechcem

e
(jako

dobrovolné
cvičení

si
však

m
ůžete

zkusit
rozm

yslet,
proč

je
to
těžký

problém
).
K
vyřešení

úlohy
stačí,

když
vym
yslíte

p
ostup

vedoucí
k
m
axim

álně
dvojnásobném

u
p
očtu

převodů
p
e-

něz,
než
je
optim

um
.
D
ůležitou

částí
je
i
důkaz,

že
uděláte

nejvýše
dvojnásob

ek
převodů,než

je
nezbytně

nutné
udělat.

R
hea
se
rychle

prodrala
davem

a
využila

svého
přiroze-

n
ého
půvabu

k
tom
u,
aby
si
od
kupců

získala
pozorn

ost.
T
u

prohodila
n
ějaké

slovo,
jin
de
poradila

a
kupci

se
rychle

do-
stali

k
vzájem

n
é
dohodě.

Z
a
n
ecelých

dvacet
m
in
ut
se
R
hea
opět

vyn
ořila

u
zbytku

skupin
ky
a
vítězoslavn

ě
zahlásila:

„T
o
byla

hračka,
to
m
ě

bavilo.
O
d
tam
toho

obchodn
íka
s
kožešin

am
i
jsem

se
do-

zvěděla,
kdo
by
m
ohl
vědět

víc
o
té
potvoře.

Je
to
stopař,

kterého
n
ajdem

e
prý
v
kasárn

ách
m
ěstské

gardy.“
V
ydali

se
tedy

do
kasáren

stojících
u
východn

í
m
ěstské

brán
y.
Jak
už
to
tak
v
těchto

m
alých

m
ěstech

bývá,
výzbroj

m
ístn
ích
gardistů

byla
dost

různ
orodá

–
od
různ
ě
d
louhých

m
ečů
přes

všelijaká
kopí

až
k
n
áhodn

ě
vypadající

sbírce
ha-

laparten
.
C
o
ale
oba
rytíře

příjem
n
ě
překvapilo,

byla
dů-

sledn
ost,
se
kterou

se
m
ístn
í
velitelé

věn
ovali

výcviku.
T
eď

zrovn
a
cvičili

gardisté
s
kopím

i.

29-1-3
S
tříd
án
í
zb
ran
í

12
b
o
d
ů

G
ardisté

m
ěstské

gardy
m
ají
k
disp
ozici

přesně
tolik

kopí,
kolik

jich
v
gardě

slouží.
K
aždé

kopí
je
ale
jinak

dlouhé
a
jednotliví

gardisté
jsou

také
různě

vysocí.

K
dyž
sigardisté

vybírají,se
kterým

kopím
p
ůjdou

b
ojovat,

jsou
ochotni

si
vzít

jenom
kopí

nanejvýš
tak
dlouhé,

jak
jsou

oni
vysocí

(neb
oli
gardista

nem
ůže
m
ít
delší

kopí,
než

je
jeho

výška).

P
ři
výcviku

dbají
velitelé

na
to,
aby
si
co
nejvíce

gardistů
zkusilo

b
ojovat

s
co
nejvíce

různým
i
kopím

i.
Z
ajím
alo
by
je

tedy,kolik
existuje

různých
m
ožností,jak

sigardisté
m
ohou

rozdělit
kopí

tak,
aby
každý

dostal
právě

jedno
a
to
nebylo

vyšší,
než
je
on
sám
.
V
aším

úkolem
to
je
pro
zadané

délky
kopí

a
výšky

gardistů
sp
očítat.

P
říklad:

P
ro
kopí

o
délkách

7,3,6
,1
a
pro
gardisty

vyso-
ké
3,7,4,8

existují
celkem

4
m
ožnosti,

jak
si
kopí

m
ohou

rozdělit.
G
ardisté

ve
výše

uvedeném
p
ořadí

dostanou
kopí

délek
(1
,6
,3,7),

(3
,6
,1
,7),
(1
,7,3

,6)
neb
o
(3
,7,1,6).

N
a
dvoře

kasáren
se
rozdělili

a
začali

se
co
n
ejn
en
ápad-

n
ěji
vyptávat

osam
ocen
ých
gardistů.

N
echtěli

m
oc
rozhlašo-

vat
svoji

příslušn
ost
ke
královském

u
rytířském

u
řádu,

to
by

tady
daleko

v
severn

ích
krajích

m
ohlo

způsobovat
problém

y.
L
epší

bylo
zůstat

n
ezn
ám
ým
i
pocestn

ým
i.

G
orfovo

pískn
utí
je
po
chvíli

všechn
y
svolalo

dohrom
ady.

N
a
jedn
é
stran

ě
n
ádvoří

G
orf
objevilm

alého
chlapíka,

který
odpovídal

popisu
od
kupce.

„P
rý
jsi
zahléd

l
n
ějakou

velkou
potvoru,“

spustil
W
arin

a
vtiskl

m
uži
do
ruky

pár
zlaťáků.

M
už
si
W
arin
a
n
ervózn

ě
prohléd

l
a
pak
je
všechn

y
posun

kem
vyzval,

aby
ho
n
ásledo-

vali
za
roh.

T
am
jim
začal

líčit
své
setkán

í
s
drakem

.
P
opsal

jim
,
že
procházel

m
ístem

,
kudy

už
předtím

šel
m
n
ohokrát,

když
tu
se
přes

skaln
í
převis

n
ad
n
ím
přehn

ala
obrovská

potvora
–
drak.

C
hvíli

se
před

n
ím
schovával

a
po-

zoroval
ho
ukrytý

ve
křoví,

čekající
n
a
příležitost.

A
když

se
n
askytla,

tak
vyběhl,

jak
n
ejrychleji

doved
l.
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Z
b
ěsilý

ú
těk

10
b
o
d
ů

	
Stopaře

překvapil
v
divočině

drak,
a
tak
se
před

ním
dal
na
útěk.

Stopař
m
á
představu

o
tom
,
jak
vypadá

okolní
terén,

takže
si
naplánoval

dostatečně
klikatou

trasu
na
zm
atení

draka.
O
kolí
se
skládá

buď
z
norm

álně
prostup-

ného
terénu,

neb
o
ze
strašideln

ých
hustolesů

.

Stopařova
trasa

je
tvořena

lom
enou

čárou
(neb
oli
na
seb
e

navazujícím
i
úsečkam

i),
která

m
ůže
procházet

i
skrz

hus-
tolesy,

ale
v
takovém

případě
v
nich

stopař
zvládne

b
ěžet

jen
p
oloviční

rychlostí.
H
ustolesy

jsou
ob
délníkové

oblasti,
které

budou,stejně
jako

stopařova
trasa,zadány

na
vstupu.

N
avíc
m
ám
e
slíb
eno,že

každou
úsečku

na
trase

protíná
nej-

výše
jeden

hustoles
a
že
hustolesů

je
zhruba

stejně
m
noho,

jako
úseček

trasy.
P
ředstavu

m
ůžete

získat
třeba

z
obrázku

níže.
V
aším

úkolem
bude

sp
očítat,

jak
dlouho

bude
stopa-

řovi
prob

ěhnutí
celé
trasy

trvat.

x

y

P
ři
řešení

by
se
vám

m
ohlo

hodit
nahlédnout

do
geom

et-
rické

kuchařky. 1

T
oto
je
praktická

op
en-data

úloha.
V
odevzdávacím

sys-
tém
u
si
necháte

vygenerovat
vstupy

a
odevzdáte

příslušné
výstupy.

Z
áleží

jen
na
vás,

jak
výstupy

vyrobíte.

1
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
g
e
o
m
e
t
r
i
e

–
4
–

H
odí
se
na
úlohy,

které
se
dají

dělit
na
p
odúlohy,

které
jsou

sip
odobné

a
m
ohou

se
opakovat.V

ýsledky
takovýchto

p
odúloh

sip
oté
ukládám

e
a
přidotazu

na
stejnou

p
odúlohu

vrátím
e
jen
uložený

výsledek
a
výp
očet

již
neprovádím

e.

P
ro
další

prohloub
ení
znalostí

m
ůžete

na
našem

w
ebu
na-

hlédnout
do
další

kuchařky,
tentokrát

nesoucí
(překvapivě)

název
D
ynam

ické
program

ování. 1
0

P
refixové

součty

V
elm
i
často

se
nám

hodí
si
ještě

před
sam
otným

výp
očtem

předp
očítat

a
uložit

nějaké
hodnoty,

které
p
oté
p
oužijem

e.

P
ředstavm

e
si
například

problém
nalezení

souvislého
úseku

s
největším

součtem
v
nějaké

p
osloupnostikladných

izáp
or-

ných
čísel.

Ž
e
to
není

úplně
jednoduchý

příklad,
si
ukažm

e
na
následující

p
osloupnosti:

1,−
2,4,5,−

1,−
5,2,7

M
ám
e
zde
dvě
ryze

kladné
souvislé

p
osloupnosti,

každou
se

součtem
9
(4,5

a
2,7).

A
le
přesto

je
výhodnější

vzít
i
ně-

jaké
záp
orné

hodnoty
a
vytvořit

tak
souvislou

p
osloupnost

o
součtu

12
(zkuste

ji
nalézt).

M
ohlo

by
nás
napadnout,

že
prostě

zkusím
e
vzít

všechny
m
ožné

začátky
a
všechny

m
ožné

konce.T
o
nám

dáváO
(n
2)

m
ožných

p
osloupností

(m
ám
e
n
m
ožných

začátků
a
ke
kaž-

dém
u
z
nich

řádově
n
m
ožných

konců),pro
každou

p
osloup-

nost
sisp
očtem

e
součet

(to
zvládnem

e
v
O
(n
))
a
budem

e
si

pam
atovat

ten
největší

nalezený.
C
elý
náš
p
ostup

tak
trvá

O
(n
3).

T
o
není

pro
takhle

jednoduchou
úlohu

zrovna
ten
nejp
ěk-

nější
čas,
zkusm

e
ho
zlepšit.

U
kážem

e
si,
jak
vyp
očítat

sou-
čet
lib
ovolné

p
osloupnostiv

konstantním
čase.C

elý
princip

je
vlastně

až
kouzelně

jednoduchý,ale
zároveň

velm
im
ocný.

N
a
začátku

výp
očtu

si
do
p
om
ocného

p
ole

P
stejné

délky
jako

p
osloupnost

na
vstupu

(té
říkejm

e
S
)
uložím

e
takzva-

né
prefi
xové

součty:
i-tý
prefixový

součet
je
součet

prvních
i
+
1
prvků

S
,
neb
oli

P
[i]=

S
[0]+

S
[1]+

...+
S
[i].

P
ro
náš
ukázkový

případ
a
pro
vstupní

p
ole
označené

S
by

to
dopadlo

takto:

i
−
1
0
1
2
3
4
5
6
7

S
[i]

1
−
2
4
5
−
1
−
5
2
7

P
[i]

0
1
−
1
3
8
7
2
4
11

P
ole
prefixových

součtů
um
ím
e
získat

v
linerárním

čase
–

prostě
jen
od
začátku

procházím
e
vstupní

p
ole,
p
očítám

e
si
průb

ěžný
součet

a
ten
zapisujem

e.

Součet
lib
ovolného

úseku
a
...b

pak
získám

e
v
konstantním

čase
jako

prefixový
součet

od
začátku

do
indexu

b
m
inus

prefixový
součet

od
začátku

do
indexu

a.
Z
apsáno

progra-
m
ově
to
pak
je:

s
o
u
c
e
t
=
P
[
b
]
-
P
[
a
-
1
]
;

T
o
nám

um
ožňuje

snížit
čas
p
otřebný

na
řešení

této
úlohy

naO
(n
2).T

o
je
už
lepšíčas,prozradím

e
však,že

tuto
úlohu

lze
řešit

dokonce
v
lineárním

čase,
ale
to
je
již
nad
rám
ec

této
kuchařky.

D
vourozm

ěrné
prefixové

součty

P
refixové

součty
se
dajízob

ecnit
ido
více
rozm

ěrů,ale
prin-

cip
je
vždy

stejný.N
apříklad

dvourozm
ěrné

prefixové
součty

u
m
atice

fungují
tak,

že
si
předp

očítám
e
součty

p
odm
atic

začínajících
levým

vrchním
p
olíčkem

a
končící

na
indexu

[x
,y].

Z
toho

je
vidět,

že
prefixový

součet
zpravidla

obsadí
stej-

ně
velký

prostor
jako

p
ůvodní

data,
v
tom
to
případě

tedy
budem

e
m
ít
m
atici

hodnot
prefixových

součtů
končících

na
zadaných

souřadnicích.
Jak
ale
získat

součet
nějaké

p
od-

m
atice,

která
se
nachází

někde
„uprostřed“

naší
m
atice?

P
oužijem

e
stejný

princip
jako

u
jednorozm

ěrného
případu:

P
řičtem

e
větší

část,
kterou

chcem
e
zap
očítat,

a
odečtem

e
od
ní
části,

které
zap
očítat

nechcem
e.
P
ro
případ

p
odm
ati-

ce
začínající

vlevo
nahoře

na
p
ozici

[x
,y]
a
končící

napravo
dole

na
[X

,Y
]
to
ilustruje

následující
obrázek:

[0
,0]

[x
,
y
]

[X
,
Y
]

[X
,
y
]

[x
,
Y
]

A
B

C

N
ejdříve

přičtem
e
celý

prefixový
součet

končící
na
p
ozici

[X
,Y
].
T
ím
jsm
e
ale
zap
očítali

i
části

A
,
B
a
C
z
obrázku,

které
zap
očítat

nechcem
e.
T
ak
odečtem

e
prefixové

součty
končící

na
indexech

[X
,y]
a
[x
,Y
].
A
le
p
ozor,

teď
jsm
e
ode-

četli
jednou

A
+
B
a
jednou

A
+
C
,
tedy

část
A
(prefixový

součet
končící

na
p
ozici

[x
,y])
jsm
e
odečetli

dvakrát,
m
usí-

m
e
ji
proto

ještě
jednou

přičíst.

C
elý
vzorec

tedy
vypadá

takto:

s
o
u
c
e
t
=
P
[
X
,
Y
]
-
P
[
X
,
y
]
-
P
[
x
,
Y
]
+
P
[
x
,
y
]
;

T
ento

princip
přičítánía

odečítáníse
dá
zob
ecnit

ipro
lib
o-

volné
vyššírozm

ěry,ale
chce

to
již
trošku

představivosti,co
se
m
á
přičíst

a
kolikrát.

Ř
íká
se
tom
u
také

prin
cip
in
kluze

a
exkluze

a
najde

p
oužití

nejen
u
vícerozm

ěrných
prefixo-

vých
součtů.

V
yvážení

délky
předvýp

očtu
a
hlavního

výp
očtu

Správně
vyvážit,

kolik
času

m
ůžem

e
věnovat

na
předvýp

o-
čet
a
kolik

času
na
hlavní

výp
očet,

je
velice

důležitá
věc

a
sp
ousta

i
zkušenějších

řešitelů
v
tom

ob
čas
chybuje.

P
ři-

tom
to
při
troše

p
očítání

není
vůb
ec
nic
složitého.

Jako
první

je
p
otřeba

vědět,
kolikrát

nám
předvýp

očet
b
ě-

hem
b
ěhu
program

u
p
om
ůže.

P
ředvýp

očtem
si
totiž

vybu-
dujem

e
za
nějaký

čas
určitou

datovou
strukturu,

p
om
ocí

které
pak
dokážem

e
rychle

odp
ovídat

na
zadané

dotazy.

O
značm

e
si
p
očet

takovýchto
dotazů,

které
program

za
b
ě-

hu
dostane,

jako
Q
.
B
uď
to
m
ůže
být
hodnota

přím
o
ze

zadání
typu

„Z
konstruujte

datovou
strukturu

pro
n
hod-

not,
která

zvládne
rychle

odp
ovídat

na
dotazy

daného
ty-

pu,
a
očekávejte

řádově
m
dotazů“,

neb
o
se
m
ůže
jednat

o
nějaký

interní
dotaz

v
rám
ci
b
ěhu
program

u
(příklad

in-
terního

dotazu
je
třeba

výše
uvedený

algoritm
us
na
hledání

souvislé
p
odp
osloupnosti

s
co
největším

součtem
,
který

se
za
b
ěhu
ptal

na
součty

nějakých
úseků).

D
ále
si
označm

e
jako

O
p
čas,
který

nám
zab
ere
předvýp

o-
čet
a
jako

O
q
čas,
který

nám
ušetří

každý
předvyp

očítaný
dotaz.

C
elkový

čas,
který

ušetřím
e,
je
pak
vlastně

Q
·O

q .
P
okud

je
tento

čas
řádově

většínežO
p ,pak

m
á
předvýp

očet
sm
ysl.

1
0
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
d
y
n
a
m
i
c
k
e
-
p
r
o
g
r
a
m
o
v
a
n
i

–
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•
A
nalogicky,

je-li
m
enší
než

k,
m
ůžem

e
hledat

jen
v
pravé

p
olovině.

K
dyž
tím
to
p
ostupným

dělením
problém

ů
na
m
enší
dojde-

m
e
až
k
p
oli
o
velikosti

jednoho
prvku,

stačí
tento

prvek
jenom

p
orovnat,

dál
už
se
p
ole
nep
okouším

e
rozdělovat.

Jelikož
se
nám

každým
krokem

problém
zm
enší

na
p
olovi-

nu,
tak
se
m
axim

álně
p
o
log

n
krocích

dostanem
e
na
p
ole

velikostijedna.Ř
íkám

e,že
algoritm

us
m
á
logaritm

ickou
ča-

sovou
složitost,

píšem
e
O
(log

n
). 8

P
rakticky

p
ostup

provádím
e
tak,že

siudržujem
e
levý

a
pra-

vý
okrajaktuálně

zpracovávaného
úseku

a
p
ostupně

je
k
so-

b
ě
přibližujem

e.

U
kázka

hlavní
sm
yčky

v
C
:

i
n
t
p
o
l
e
[
]
=
{
1
,
2
,
5
,
7
,
1
2
,
1
6
,
4
2
}
;

i
n
t
h
l
e
d
a
n
e
=
8
;

i
n
t
L
=
0
,
R
=
6
;

i
n
t
x
;

d
o
{
i
n
t
p
r
o
s
t
r
e
d
n
i
=
(
L
+
R
)
/
2
;

x
=
p
o
l
e
[
p
r
o
s
t
r
e
d
n
i
]
;

i
f
(
x
=
=
h
l
e
d
a
n
e
)

p
r
i
n
t
f
(
"
P
o
l
e
o
b
s
a
h
u
j
e
h
l
e
d
a
n
e
\
n
"
)
;

e
l
s
e
i
f
(
x
<
h
l
e
d
a
n
e
)

L
=
p
r
o
s
t
r
e
d
n
i
+
1
;

e
l
s
e
R
=
p
r
o
s
t
r
e
d
n
i
;

}
w
h
i
l
e
(
L
<
R
&
&
x
!
=
h
l
e
d
a
n
e
)
;

i
f
(
x
!
=
h
l
e
d
a
n
e
)

p
r
i
n
t
f
(
"
H
l
e
d
a
n
e
n
e
n
i
v
p
o
l
i
\
n
"
)
;

U
kázka

v
P
ythonu

jako
funkce

vracející
index

prvku
neb
o

−
1,
p
okud

hledané
číslo

nenalezne:

d
e
f
b
i
n
_
v
y
h
l
e
d
(
p
o
l
e
,
h
l
e
d
a
n
e
,
L
=
0
,
R
=
N
o
n
e
)
:

i
f
R
i
s
N
o
n
e
:

R
=
l
e
n
(
p
o
l
e
)

w
h
i
l
e
L
<
R
:

p
r
o
s
t
r
e
d
n
i
=
(
L
+
R
)
/
/
2

x
=
p
o
l
e
[
p
r
o
s
t
r
e
d
n
i
]

i
f
x
<
h
l
e
d
a
n
e
:

L
=
p
r
o
s
t
r
e
d
n
i
+
1

e
l
i
f
x
>
h
l
e
d
a
n
e
:

R
=
p
r
o
s
t
r
e
d
n
i

e
l
s
e
:r
e
t
u
r
n
p
r
o
s
t
r
e
d
n
i

r
e
t
u
r
n
-
1

#
Z
a
v
o
l
á
n
í
:

p
r
i
n
t
b
i
n
_
v
y
h
l
e
d
(
[
1
,
2
,
5
,
7
,
1
2
,
1
6
,
4
2
]
,
8
)

D
alší
aplikace

D
alší
typickou

aplikací
p
ostupu

rozděl
a
panuj

je
například

tříděníp
osloupnostip

om
ocíM

ergesortu
.T
en
v
základu

fun-
guje

tak,
že
každou

p
osloupnost,

kterou
dostane

k
setřídě-

ní,
rozdělí

na
p
oloviny

a
každou

z
nich

setřídí
rekurzivním

zavoláním
seb
e
sam
a.
Z
anořování

se
zastaví

ve
chvíli,

kdy
třídím

e
p
osloupnost

délky
jedna

(ta
už
je
z
p
odstaty

setří-
děná).P

ak
jen
v
každém

kroku
ze
dvou

setříděných
m
enších

p
osloupností

vyrobí
jejich

sléváním
setříděnou

p
osloupnost

dvojnásobné
délky.

V
íce
se
o
m
etodě

R
ozděl

a
panuj

m
ůžete

dozvědět
ve
stej-

nojm
enné

kuchařce. 9

P
ředp

očítané
m
ezivýsledky

M
otivacík

této
kapitole

je
následujícím

otto:„P
roč
p
očítat

něco
vícekrát,

když
nám

to
stačí

sp
očítat

jednou
a
zapa-

m
atovat

si
to?“.

V
elm
ičasto

se
totiž

setkávám
e
s
tím
,že
něco

p
očítám

e
stále

dokola.
Jako

příklad
si
m
ůžem

e
vzít
naši

rekurzivní
im
ple-

m
entaci

p
očítání

F
ib
onacciho

čísel
z
kapitolky

R
ekurze.

K
dyž
se
p
odívám

e
na
výp
očet

čísla
f
i
b
(
5
),
vidím

e,
že
pro

nějvolám
e
f
i
b
(
4
)
a
f
i
b
(
3
),
f
i
b
(
4
)
volá

f
i
b
(
3
)
a
f
i
b
(
2
),

f
i
b
(
3
)
volá

f
i
b
(
2
)
a
f
i
b
(
1
)
a
tak
dále.

V
šim
li
jste
si,
ko-

likrát
se
nám

tyhle
výp
očty

opakují?
N
ěkterá

F
ib
onacciho

čísla
sp
očtem

e
totiž

zbytečně
m
nohokrát.

f
5

f
4

f
3

f
2

f
1

f
0

f
1

f
2

f
1

f
0

f
3

f
2

f
1

f
0

f
1

K
dybychom

si
je
nam
ísto
opakovaného

p
očítání

někde
pa-

m
atovali,

m
ohli

bychom
pak
odp
ověď

na
dotaz

na
již
vy-

p
očtené

číslo
vytáhnout

jako
králíka

z
klob
ouku

v
konstant-

ním
čase.

Z
avedením

jednoho
globálního

p
ole,
ve
kterém

si
tyto

hodnoty
pro
jednotlivá

n
budem

e
pam
atovat,nám

sní-
ží
časovou

složitost
z
O
(2

n)
na
p
ěkných

O
(n
).
T
akovém

u
p
ostupu

se
ob
ecně

říká
dyn
am
ické

program
ován

í.

D
ynam

ické
program

ování

N
ejprve

uveďm
e
na
pravou

váhu
výraz

„dynam
ické“

v
ná-

zvu.
N
evystihuje

tak
úplně

p
odstatu

této
techniky

a
jeho

historické
p
ozadí

je
celkem

složité,
avšak

dnes
je
tento

ná-
zev
již
tak
zažitý,

že
se
už
pravděp

odobně
nezm

ění.

Slovo
„dynam

ické“
částečně

odkazuje
na
to,
že
se
dynam

ic-
ky
(za
b
ěhu
program

u)
p
ostupně

staví
řešení

jednodušších
problém

ů,
která

jsou
následně

p
oužita

pro
řešení

složitěj-
ších.

Jeho
hlavní

p
odstatou

je
tedy

ukládání
a
op
ětovné

p
oužití

již
jednou

vyp
očtených

údajů.

8
P
okud

není
řečeno

jinak,
znam

ená
pro
nás
v
inform

atice
značka

log
dvojkový

logaritm
us,
což
je
funkce

opačná
k
funkci

2
n

a
roste

o
hodně

p
om
aleji

než
funkce

lineární.
P
ro
velká

n
platí:

1
<
log

n
<

n
a
například

log
2
=
1,log

8
=
3
,log
1024

=
10.

9
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
r
o
z
d
e
l
-
a
-
p
a
n
u
j–
16
–

F
orm
át
vstupu:

N
a
prvním

řádku
vstupu

dostanete
tři
celá

čísla
oddělená

m
ezerou:

N
ejprve

rychlost
stopaře

v
norm

ál-
ním

terénu
V
vyjádřenou

v
m
etrech

za
sekundu.

D
ále
pak

číslo
N
udávající

p
očet

b
odů

na
stopařově

trase
(m
ezi
tě-

m
ito
b
ody
se
stopař

p
ohybuje

p
o
úsečce)

a
nakonec

číslo
H

udávající
p
očet

hustolesů
(p
ozor,

jeden
hustoles

m
ůže
za-

sahovat
i
do
více

úseček).

N
a
dalších

N
řádcích

naleznete
vždy

dvě
čísla,

každá
dvo-

jice
udává

souřadnice
jednoho

z
b
odů

na
stopařově

tra-
se.
A
nakonec

na
dalších

H
řádcích

najdete
vždy

4
čísla

a
x
,a

y ,b
x
,b

y
udávající

souřadnice
levého

dolního
a
pravého

horního
rohu

daného
hustolesa.

V
šechny

souřadnice
jsou

zadány
v
m
etrech.

F
orm
át
výstupu:

N
a
výstup

vypište
p
očet

sekund,
za
které

stopař
překoná

celou
trasu,

zaokrouhlený
na
celé
sekundy.

U
kázkový

vstup:

1
0
5
2

1
0
0
1
0
0

3
5
0
3
5
0

5
0
0
5
0
0

1
1
0
0
5
0
0

1
1
0
0
1
0
0

1
0
0
2
0
0
1
3
0
0
3
0
0

4
0
0
4
0
0
6
0
0
6
0
0

U
kázkový

výstup:

2
0
5

Stopař
celkově

ub
ěhne

cca
1566

m
,
z
toho

cca
483
m
husto-

lesem
.

P
o
setkán

í
se
stopařem

se
G
orf
vydal

zařizovat
n
ěco
do

m
ěsta,

m
ožn
á
se
zkon
taktovat

s
m
ístn
ím
cechem

zlodějů,
což
byl
také

velm
i
dobrý

zdroj
in
form

ací.
Z
bytek

družin
y
se

usadil
v
krčm

ě
a
n
ad
džbán

kem
probíral,

co
dál.

B
yli
sem

vyslán
i,
aby
zjistili

více
o
záhadn

ém
n
ebezpečí

ze
severu.

V
království

už
n
ějakou

dobu
kolovaly

historky,
že
n
a
severu

se
sbíhají

n
ějaké

tem
n
é
síly,

ale
zatím

an
i
král,

an
i
řád
n
em
ěli
žádn
é
důkazy.

Jen
spoustu

m
lhavých

příběhů
od
obchodn

íků.
Ž
ivého

draka
n
ikdo

n
eviděl

po
n
ěkolik

set
let.
V
ětšin

u
z
n
ich
pobili

za
dávn

ých
dob
drakobijci,

a
pokud

n
ějací

draci
přežili,

tak
se
m
yslelo,

že
spí
n
ekon
ečn
ým
spán
kem

ve
svých

hlubokých
slujích.

T
en
hle
jeden

ale
rozhodn

ě
n
evypadal

n
a

to,
že
by
byl
vyhuben

,
an
i
n
a
to,
že
by
spal

n
ekon
ečn
ým

spán
kem
.
M
usela

ho
probudit

n
ějaká

veliká
tem
n
á
síla.

W
arin

se
zam
yslel

n
ad
jejich

n
yn
ější
situací

a
přitom

se
přes

svůj
džbán

ek
zahleděl

n
a
druhou

stran
u
stolu.

S
úsm
ě-

vem
si
všim
l,
jak
L
ian
pokukuje

po
R
hee.

R
heu

zn
al
už

spoustu
let
a
vždycky

ji
vn
ím
al
jen
jako

dobrou
přítelky-

n
i.
A
le
m
usel

uzn
at,
že
je
to
okouzlující

kouzeln
ice
a
vůbec

se
n
edivil,

že
m
ladý

rytíř
z
n
í
m
ůže
m
ít
hlavu

v
oblacích.

R
hea
sam
otn
á
si
toho

pravděpodobn
ě
byla

vědom
a,
ale
vy-

padalo
to,
že
jí
to
vůbec

n
evadí.

Jen
kdyby

ji
L
ian
pořád

n
eoslovoval

„M
ylady“

...
T
ok
W
arin
ových

m
yšlen

ek
přerušil

G
orf,

který
rozrazil

dveře
do
krčm

y,
doběhl

k
jejich

stolu
a
polohlasem

pron
esl

„W
arin
e,
R
heo,

L
ian
e,
n
a
severn

í
hradby

útočí
drak!“

W
arin

se
n
erozm

ýšlel
m
oc
d
louho

a
poslal

G
orfa

s
R
he-

ou
přím

o
n
a
hradby,

aby
pom
ohli

obrán
cům
.
O
n
společn

ě

s
L
ian
em
se
zatím

rozeběhli
ke
stájím

,
kde
m
ěli
svého

n
á-

kladn
ího
m
ezka,

aby
se
převlékli

do
brn
ěn
í.
B
yli
sice

jen
čtyři,

ale
všichn

i
byli
zatracen

ě
dobří

bojovn
íci.

G
orf
s
R
heou

doběhli
n
a
hradby

právě
ve
chvíli,

kdy
se

n
ad
n
im
i
přehn

al
drak,

spálil
jeden

dům
těsn
ě
za
hradba-

m
i
a
začal

se
otáčet

k
dalším

u
kolečku.

P
roti
n
ěm
u
vylétlo

sporadicky
n
ěkolik

šípů,
ale
bylo

jich
m
álo
a
n
avíc

se
n
ezku-

šen
í
lukostřelci

ohrožovali
spíše

n
avzájem

,
n
ež
aby
trefovali

draka.
G
orf
stáhl

ze
zad
svůj

luk
a
začal

je
organ

izovat.
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L
u
čištn

íci
10
b
o
d
ů

L
učištnícistojícív

řadě
na
hradb

ě
m
ajívyhlédnuté

své
cíle.

K
aždý

z
nich

m
íří
lukem

na
nějaké

m
ísto,

ale
je
neúčinné

a
neb
ezp
ečné,

aby
všichni

stříleli,
jak
se
jim
zachce.

R
ádi

by
svou

palbu
koncentrovali

a
navíc

by
m
ěli
střílet

jen
ti,

jejichž
dráhy

palby
se
nekříží.

L
učištníky

m
ůžem

e
p
opsat

p
om
ocíb

odů,na
které

m
íří.N

a-
příklad

na
obrázku

níže
nultý

lučištník
m
ířína

b
od
2,první

na
b
od
0,
druhý

na
b
od
3,
třetí

na
b
od
1,
čtvrtý

na
b
od
5,

pátý
na
b
od
4
a
šestý

na
b
od
6.

00

11

22

33

44

55

66

Z
e
všech

lučištníků
chcem

e
vybrat

co
největšískupinu,jejíž

dráhy
střelby

se
nekříží.

V
uvedeném

příkladě
jsou

to
třeba

lučištníci
0,
2,
4
a
6
(zvýraznění

plným
i
čaram

i).
Stejně

tak
by
fungovali

třeba
lučištníci

1,
2,
5
a
6.

N
avrhněte

algoritm
us,který

takovou
skupinu

najde.P
okud

existuje
více

řešení,
stačí

oznám
it
lib
ovolné

jedno
z
nich.

V
e
chvíli,

kdy
n
a
hradby

doběhli
W
arin

s
L
ian
em
v
těžké

kroužkové
zbroji

s
bílom

odrým
i
štíty,

už
létaly

šípy
v
m
o-

hutn
ých
salvách.

D
rak
se
raději

držel
dál,
ale
z
lesa
n
aproti

m
ěstské

brán
ě
začali

vybíhat
goblin

i.
„K
do
k
sakru

jste?“
vykřikl

překvapen
ě
kapitán

m
ěstské

stráže,
když

se
k
n
ěm
u
W
arin

a
L
ian
rozeběhli.

„R
ytíři

A
l-

varezova
řádu,

pokud
si
chcete

zachrán
it
m
ěsto,

poslouchej-
te
n
ás!“
P
rotože

oba
ozbrojen

ci
vypadali,

že
jsou

m
n
ohem

boje-
schopn

ější,
n
ež
kdokoliv

z
jeho

m
užů,

n
em
luvě

o
těžké

vý-
stroji,

kterou
n
esli,

tak
kapitán

bez
větších

n
ám
itek
souhla-

sil.
G
oblin

i
začali

dorážet
n
a
hradby

pom
ocí
žebříků

a
část

z
n
ich
se
pokoušela

i
o
proražen

í
brán
y.

L
ian
si
vzal
n
a
starost

obran
u
vrš-

ku
hradeb

a
W
arin

začal
šikovat

gar-
disty

dole
pod
hradbam

i,
aby
se
při-

pravili
n
a
prolom

en
í
brán
y.

D
rak
se
ale
n
evzdával.

Jakoby
ho

m
odrobílé

postavičky
obou

rytířů
vy-

burcovaly
k
ještě

větší
bojechtivosti,

začal
se
střem

hlavě
vrhat

n
a
hradby

a
svým

m
ocn
ým
dechem

je
začal

spa-
lovat

tak,
až
pukal

kám
en
.

R
hea
se
ale
také

čin
ila.
P
řipravo-

vala
si
štítové

kouzlo
a
n
yn
í
ho
začala

rozprostírat.

–
5
–
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Š
títové

kou
zlo

10
b
o
d
ů

N
a
m
ěstské

hradby
útočí

drak
a
p
ostupně

je
ničí.

M
ěstské

hradby
si
m
ůžem

e
představit

jako
řadu

různě
vysokých

ku-
sů.
D
rak
při
každém

svém
náletu

ub
ere
všem

nechráněným
kusům

hradeb
jednu

jednotku
výšky.

N
íže,
než
úplně

do
základů,

je
ale
spálit

nem
ůže
(výška

hradeb
nem
ůže
jít
do

záp
orných

čísel).

H
radby

m
ůžem

e
chránit

p
om
ocí
štítového

kouzla,
ale
kou-

zelnice
R
hea
um
í
roztahovat

štít
vždy

jen
o
jeden

kus
hra-

deb
m
ezi
každým

i
dvěm

a
drakovy

útoky.
N
avíc

chráněná
oblast

hradeb
m
usí
být
souvislá.

Z
ačnem

e
tedy

tvořit
štít
nad
lib
ovolným

kusem
hradeb,kte-

rý
je
od
této
chvíle

chráněn
a
již
se
neničí.V

každém
dalším

kroku
ho
m
ůžem

e
rozšířit

o
jedna

doleva,
neb
o
doprava.

V
aším

cílem
je
pro
zadané

výšky
hradeb

p
oradit

kouzelnici
R
hee,

kde
m
á
začít

a
jak
m
á
štít
p
ostupně

rozšiřovat,
aby

se
v
součtu

uchránilo
co
nejvíce

hradeb
(tedy

aby
součet

zbylých
výšek

hradeb
byl
co
největší).

P
říklad:

P
ro
hradby

vysoké
5
,1,1,1,4,4

,1
je
nejlepší

začít
se
štítem

nad
předp

osledním
úsekem

hradeb
a
pak
ho
rozši-

řovat
sm
ěrem

doleva.
T
ím
se
nám

p
ovede

uchránit
celkově

7
dílů
hradeb.K

dybychom
začalina

páté
p
ozicia

rozšiřovali
doprava,

uchráním
e
stejně

dílů
hradeb,

kdežto
kdybychom

začali
se
štítem

nad
nejvyšší

hradb
ou,
tak
se
nám

p
ovede

uchránit
nejvýše

5
dílů

hradeb
–
vysoké

hradby
na
opačné

straně
padnou

dříve,
než
nad
ně
stihnem

e
rozšířit

štít.

N
a
obrázku

jsou
znázorněny

výšky
hradeb

a
části,

které
z
nich

zůstanou,
p
okud

začnem
e
stavět

štít
nad

předp
o-

slední
hradb

ou
a
roztáhnem

e
ho
doleva

(další
stavění

štítu
pak
už
nic
jiného

nezachrání).

Jeden
z
posledn

ích
drakových

útoků
ved
l
n
a
část

hra-
deb,

kde
L
ian
odrážel

útočící
goblin

y.
T
ěsn
ě
předtím

,
n
ež
se

i
zde
zhm
otn
il
štít,
pron
ikl
drakův

útok
skrz

a
sm
etl
všechn

y
obrán

ce
společn

ě
s
hrom

adou
sutin

dolů.
R
hea
se
vyděše-

n
ě
ohléd

la,
L
ian
a
však

n
ikde

n
eviděla.

N
esm
ěla
ale
polevit

v
posilován

í
štítu,

n
a
zachraň

ován
í
bude

čas
později!

M
ěstskou

brán
u
m
ezitím

prorazili
goblin

i,
ale
an
i
ve
sn
u

n
ebyli

připraven
i
n
a
m
odrobílý

uragán
,
který

se
m
ezi
n
ě
vr-

hl.
W
arin

rozdával
rán
y
n
a
všechn

y
stran

y,
m
ěstští

gardisté
se
sice
také

sn
ažili,

ale
úrovn

ě
cvičen

ého
alvarezského

rytíře
dosáhn

out
n
em
ohli.

D
rak
už
m
ezitím

utrpělpříliš
m
n
oho
zran
ěn
í
od
šípů

a
vi-

děl,
že
jeho

útoky
jsou

odrážen
y
štítem

,
a
tak
s
m
ocn
ým
za-

řván
ím
svůj

pokus
vypálit

m
ěsto

vzdal
a
dal
se
n
a
ústup.

V
e

spojen
í
s
krvavou

lázn
í
u
m
ěstské

brán
y
to
n
a
goblin

y
bylo

asi
m
oc.
V
ětšin

a
z
n
ich
zpan
ikařila

a
začala

utíkat
n
azpět

do
lesa.

P
o
n
ecelých

deseti
m
in
utách

už
n
a
dohled

od
brán
y

n
ezůstal

jedin
ý
živý

goblin
.

K
dyž
se
W
arin

vrátil
s
gardisty

zpět
za
m
ěstskou

brán
u,

uviděl,
jak
R
hea
a
G
orf
usilovn

ě
odhazují

trám
y
a
kusy

zdiva
u
jedn
é
zřícen

é
části

hradeb,
R
hea
m
ěla
slzy
v
očích.

H
n
ed

m
u
bylo

jasn
é,
co
se
stalo.

O
d
ložil

zbran
ě
a
dal
se
také

do
odhrabován

í.
V
yprostili

n
ěkolik

živých
a
bohužel

i
n
ěkolik

m
rtvých

vojáků,
když

tu
pod
sutin

am
i
zahléd

li
m
odrou

a
bí-

lou.
P
o
odhozen

í
pár
trám

ů
L
ian
a
kon
ečn
ě
m
ohli
vytáhn

out.
N
ehýbal

se.
P
ak
se
n
áhle

ostře
n
adechl,

otevřel
oči
a
rozkašlal.

R
hea

ho
beze

slova
sevřela

do
n
áruče

tak
siln
ě,
až
m
u
m
álem

vy-
m
áčkla

dech.
Z
ase
byli
všichn

i
čtyři

pohrom
adě
a
živí
a
če-

kala
je
tady

n
a
severu

určitě
ještě

spousta
dobrodružství.

T
řeba

o
n
ich
ještě

uslyším
e
...

P
říběh

pro
vás
vyprávěl

Jirka
S
etn
ička
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S
trom

y
kolem

n
ás

15
b
o
d
ů

�
P
ojďte,v

letošním
seriálu

sp
olu
budem

e
zkoum

at
stro-

m
y.
N
e
snad

že
bychom

vás
chtěli

přeučit
na
b
otaniky

–
p
ůjde

nám
o
strom

y
ryze

abstraktní,m
atem

atické.A
ještě

více
o
algoritm

y
pro
práci

s
nim
i.

K
líč
k
určování

strom
ů

D
efinicistrom

u
najdete

v
kuchařce

této
série:je

to
souvislý

graf
b
ez
kružnic.

T
o
zní
učeně,

ale
kup
odivu

je
to
i
velm

i
praktické:

příklady
takových

strom
ů
p
otkávám

e
všude

ko-
lem
seb
e.

H
ierarchie

–
kupříkladu

továrna
m
á
továrníka,pak

ředitele,
ten
své
nám
ěstky,

jejich
p
odřízeným

i
jsou

šéfové
oddělení,

jim
p
odléhají

m
istři

v
dílnách,

a
tak
dále

až
k
řadovým

dělníkům
.
P
říslušný

strom
sestává

z
vrcholů

(což
jsou

za-
m
ěstnanci)

a
hran

(vztahy
„být

přím
ým
p
odřízeným

“). 2

T
o
v
á
rń

ık

Ř
ed

itel

Š
éf

p
ro

d
eje

S
ek

retá
řk

a
Š

éf
v
ý
ro

b
y

V
ed

.
sk

la
d

u
V

ed
.

rek
la

m
y

V
ed

.
d́
ıln

y
V

ed
.

zk
u
šeb

n
y

S
k
la

d
ń

ık
T

lu
čh

u
b

a
D

ělń
ık

D
ělń

ık

Strom
y
p
opisující

nějakou
hierarchii

m
ají
většinou

jeden
význačný

vrchol
–
v
našem

příkladě
je
to
pan

továrník,
ob
ecně

se
m
u
říká
kořen

strom
u.
Jakm

ile
nějaký

kořen
zvo-

lím
e,
hned

je
jasné,

kterým
sm
ěrem

je
to
ve
strom

u
n
ahoru

(ke
kořeni)

a
kterým

dolů
.N
enechte

se
prosím

zm
ást
tím
,že

na
rozdíl

od
biologů

m
atem

atici
kreslívají

strom
y
kořenem

nahoru.P
odle

sm
ěru
také

m
ůžem

e
sousedy

každého
vrcholu

rozdělit
na
otce

(sm
ěrem

ke
kořeni,

v
našem

příkladě
nad-

řízený)
a
syn
y
(sm
ěrem

od
kořene,

tedy
p
odřízení).

K
ořen

nem
á
otce,

ostatní
vrcholy

m
ají
právě

jednoho
otce.

L
isty

jsou
ty
vrcholy,

jež
nem
ají
syny.

L
ib
ovolný

vrchol
v
sp
olu
se
všem

i
svým

i
p
otom

ky
(to
jsou

jeho
synové,

pak
synové

synů,
atd.)

tvoří
podstrom

,
jehož

kořenem
je

v.

2
Sám

název
hierarchie

p
ochází

z
byzantské

řečtiny:
hieros

znam
ená
svatý,

z
toho

hiereus
je
kněz;

arché
značí

m
oc,
vládu.

Jak
to
souvisí:

P
ůvodně

se
hierarchií

nazývaly
složité

vztahy
p
odřízenosti

m
ezi
církevním

i
hodnostáři.

–
6
–

p
ostup

em
převedem

e
každou

rekurzivní
funkci

na
nerekur-

zivní.

Ještě
doplním

e
p
oznám

ku,
že
ve
většině

program
ovacích

jazyků
každé

volání
funkce

stojí
nějaký

čas,
sice
m
alý,
ale

když
se
volání

provádí
opakovaně,

tak
se
to
už
nasčítá.

P
ro

reálnou
im
plem

entacije
tedy

nejlepšíp
okusit

se
rekurzipře-

vést
na
nerekurzivní

volání,
p
okud

to
nějak

rozum
ně
jde.

O
b
čas
to
jde
dokonce

i
jednodušeji

a
b
ez
zásobníku.

P
odí-

vejte
se
na
alternativní

variantu
výp
očtu

F
ib
onacciho

čísel
níže

a
rozm

yslete
si,
co
dělá.

V
jazyce

C
:

i
n
t
f
i
b
2
(
i
n
t
n
)
{

i
f
(
n
=
=
0
)
r
e
t
u
r
n
0
;

e
l
s
e
i
f
(
n
=
=
1
)
r
e
t
u
r
n
1
;

i
n
t
a
=
0
;
i
n
t
b
=
1
;

f
o
r
(
i
n
t
i
=
2
;
i
<
=
n
;
i
+
+
)
{

i
n
t
c
=
a
+
b
;

a
=
b
;

b
=
c
;

}r
e
t
u
r
n
b
;

}V
P
ythonu:

d
e
f
f
i
b
2
(
n
)
:

i
f
n
=
=
0
:
r
e
t
u
r
n
0

e
l
i
f
n
=
=
1
:
r
e
t
u
r
n
1

a
=
0
;
b
=
1

w
h
i
l
e
n
>
1
:
(
a
,
b
)
=
(
b
,
a
+
b
)

n
-
=
1

r
e
t
u
r
n
b

Jak
vidíte,

je
i
tato

funkce
elegantní

a
navíc

b
ěhá
m
no-

hem
rychleji,

než
její
rekurzivní

varianta.
T
ato
funkce

b
ěhá

vO
(n
),kdežto

rekurzivnívarianta
p
očítala

stejné
věcim

no-
hokrát

dokola
(zkuste

sinakreslit
nějaký

strom
volánípřed-

chozífunkce,případně
se
p
odívat

dopředu
do
kapitoly

P
řed-

p
očítané

m
ezivýsledky).

R
ekurzivní

varianta
tedy

b
ěžela

až
v
časeO

(2
n),
což
je
pro

velká
n
m
nohem

p
om
aleji

než
O
(n
)
(avšak

šla
by
celkem

snadno
zachránit,aby

b
ěžela

také
v
O
(n
),zkuste

sirozm
ys-

let
jak).

B
acktracking

S
rekurzí

silně
souvisí

i
p
ojem

backtrackin
g,
česky

by
se

snad
dalo

říci
„m
etoda

p
okusu

a
om
ylu“.

T
ím
to
p
ojm
em

označujem
e
proces,

kdy
p
ostupně

zkouším
e
všechny

m
ož-

nosti,
jak
vyřešit

nějaký
problém

.

M
etoda

p
okusu

a
om
ylu
se
tento

proces
nazývá

proto,
že

p
okud

již
nem
ůžem

e
p
okračovat

dál
(třeba

v
případě,

že
v
bludišti

dojdem
e
do
slep
é
uličky),

vrátím
e
se
kus
zp
ět

a
zkusím

e
jinou

(zatím
nevyzkoušenou)

m
ožnost.T

akto
p
o-

stupně
zkusím

e
každou

m
ožnost,a

buď
naleznem

e
nám
ihle-

dané
řešení,neb

o
se
vrátím

e
až
na
výchozíp

ozicia
zjistím

e,
že
řešení

neexistuje.

B
acktracking

bývá
často

realizován
p
om
ocí
rekurze,

uká-
žem
e
si
to
na
příkladu

hledání
rozkladu

zadané
částky

na
m
ince
o
hodnotách

5
K
č
a
3
K
č
(všim

něte
si,že

v
takto

om
e-

zeném
p
eněžním

systém
u
nejde

složit
třeba

částka
7
K
č).

N
aše
funkce

dostane
jako

param
etr
zbývající

částku
a
zku-

sí
rekurzivně

provést
rozklad

na
jednotlivé

m
ince:

V
jazyce

C
:

b
o
o
l
r
o
z
l
o
z
(
i
n
t
c
a
s
t
k
a
)
{

/
/
K
o
n
c
o
v
á
p
o
d
m
í
n
k
a
r
e
k
u
r
z
e

i
f
(
c
a
s
t
k
a
=
=
0
)
r
e
t
u
r
n
t
r
u
e
;

e
l
s
e
i
f
(
c
a
s
t
k
a
<
0
)
r
e
t
u
r
n
f
a
l
s
e
;

e
l
s
e
i
f
(
r
o
z
l
o
z
(
c
a
s
t
k
a
-
5
)
)
{

p
r
i
n
t
f
(
"
5
K
c
"
)
;

r
e
t
u
r
n
t
r
u
e
;

}
e
l
s
e
i
f
(
r
o
z
l
o
z
(
c
a
s
t
k
a
-
3
)
)
{

p
r
i
n
t
f
(
"
3
K
c
"
)
;

r
e
t
u
r
n
t
r
u
e
;

}
e
l
s
e
r
e
t
u
r
n
f
a
l
s
e
;

}V
P
ythonu:

d
e
f
r
o
z
l
o
z
(
c
a
s
t
k
a
)
:

i
f
c
a
s
t
k
a
=
=
0
:

r
e
t
u
r
n
T
r
u
e

e
l
i
f
c
a
s
t
k
a
<
0
:

r
e
t
u
r
n
F
a
l
s
e

e
l
i
f
r
o
z
l
o
z
(
c
a
s
t
k
a
-
5
)
:

p
r
i
n
t
"
5
K
c
"

r
e
t
u
r
n
T
r
u
e

e
l
i
f
r
o
z
l
o
z
(
c
a
s
t
k
a
-
3
)
:

p
r
i
n
t
"
3
K
c
"

r
e
t
u
r
n
T
r
u
e

e
l
s
e
:

r
e
t
u
r
n
F
a
l
s
e

V
každém

kroku
zkusím

e
nejdříve

p
oužít

p
ětikorunovou

m
inci
a
zavolám

e
se
na
zbylou

částku,
a
když

náš
rozklad

nevyjde,zkusím
e
v
tom
to
kroku

p
oužít

ještě
tříkorunu.T

ak-
to
se
rozhodujem

e
v
každém

kroku
rekurze

a
případně

se
vracím

e
z
neúsp

ěšných
větvívýp

očtu
a
zkouším

e
dalším

ož-
nosti.

T
akovým

p
ostup

em
ale
vyzkouším

e
až
exp
onenciálně

m
no-

ho
m
ožností

(O
(2

n)),
což
není

m
oc
rychlé.

P
roto

je
dop
o-

ručováno
se
backtrackování

raději
vyhnout,

neb
o
ho
nějak

chytře
vylepšit.

Je
však

dobré
o
backtrackování

vědět,
pro-

tože
existují

problém
y,
které

efektivněji
řešit

neum
ím
e.

R
ozděl

a
panuj

Jednou
ze
základních

technik
je
rozdělení

složitějšího
pro-

blém
u
na
m
enší
části,

které
op
ět
m
ůžem

e
rozdělit

na
m
enší

a
tak
dále,dokud

se
nedostanem

e
k
problém

ům
tak
m
alým

,
že
je
už
um
ím
e
triviálně

vyřešit.

B
inární

vyhledávání
v
p
oli

P
ředstavte

si,
že
m
ám
e
seřazené

p
ole

n
prvků

a
chcem

e
zjistit,

jestli
se
v
něm

nachází
prvek

s
hodnotou

k.
U
rčitě

m
ůžem

e
projít

celé
p
ole
v
lineárním

čase
(tím
,
že
budem

e
brát

jeden
prvek

za
druhým

a
kontrolovat,

zda
je
roven

hodnotě
k),
ale
to
je
zbytečně

p
om
alé
a
nevyužívá

toho,
že

m
ám
e
p
ole
seřazené.

M
ůžem

e
totiž

začít
s
velkým

problém
em
a
ten
p
ostupně

zm
enšovat

na
stále

m
enšía

m
enší.N

ejdříve
hledám

e
k
v
ce-

lém
p
oli.
P
odívám

e
se
na
jeho

prostřední
prvek:

•
P
okud

je
roven

k,
jsm
e
hotovi.

•
Je-li

větší
než

k,
vím
e,
že
se

k
m
usí
nacházet

nalevo
od

něj.
M
ůžem

e
tedy

hledat
znovu,

ale
tentokrát

se
om
ezit

jen
na
levou

p
olovinu

p
ole.

–
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P
okud

je
strom

zakořeněný,
m
ůžem

e
v
něm

m
luvit

o
hloub-

ce
každého

vrcholu,
neb
oli
o
jeho

vzdálenosti
od
kořene.

H
loubka

celého
strom

u
je
pak

nejdelší
ze
vzdáleností

od
kořene

k
nějakém

u
z
listů

(tak
říkám

e
vrcholům

,
které

již
nem
ajížádné

syn
y
,tedy

vrcholy,které
by
z
nich

vyrůstaly).
P
odle

hloubky
p
oté
m
ůžem

e
vrcholy

strom
u
usp
ořádat

do
jednotlivých

hladin
.

V
elm
i
často

p
oužívám

e
strom

y,
které

jsou
nějak

pravidelné.
P
říkladem

jsou
třeba

bin
árn
í
strom

y
,
které

m
ají
v
každém

vrcholu
m
axim

álně
dva
syny

(říkám
e
jim
levý

a
pravý

pod-
strom

).
R
eprezentovat

se
dají

buď
ob
ecně

jako
každý

jiný
strom

(v
každém

vrcholu
sp
ojový

seznam
p
odstrom

ů),neb
o

velm
i
p
ěkně

i
v
p
oli.

Stačí
si
p
om
yslně

doplnit
binární

strom
na
úpln
ý
(to
je

takový,
který

m
á
všechny

své
hladiny

plné)
a
pak

ho
od

kořene
sm
ěrem

dolů
p
o
hladinách

očíslovat
(kořen

dostane
číslo

nula,
jeho

synové
čísla

jedna
a
dva,

další
hladina

čísla
tři
až
šest,

atd.).

M
ůžem

e
si
všim

nout,
že
p
okud

si
v
takovém

očíslování
vez-

m
em
e
jakýkoliv

vrchols
číslem

(indexem
)
i,tak

jeho
synové

jsou
právě

vrcholy
s
indexy

2i+
1
a
2
i+
2.
D
o
p
ole
níže

je
zapsaný

binární
strom

z
obrázku

výše.

in
d
ex
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

h
od

n
ota

8
3
12
1
5
9
14
−
−
4
7

Jak
plyne

z
očíslování,

pro
úplný

binární
strom

je
uložení

v
p
oliefektivnía

neplýtvám
e
m
ístem

.P
okud

ale
strom

úpl-
ný
nebude,zůstanou

nám
v
p
olivolná

m
ísta.U

loženív
p
oli

se
tedy

vyplatí
jen
pro
strom

y,
které

se
od
úplných

příliš
neliší.

Sp
eciálním

případem
binárních

strom
ů
jsou
pak
ještě

bin
ár-

n
í
vyhledávací

strom
y
.Jsou

to
norm

álníbinárnístrom
y,pro

něž
navíc

platí,
že
ať
si
vezm

em
e
lib
ovolný

vrchol,
budou

hodnoty
vrcholů

v
jeho

levém
p
odstrom

ě
m
enší

než
hod-

nota
tohoto

vrcholu,
a
hodnoty

v
jeho

pravém
p
odstrom

ě
naopak

větší.

V
takovém

strom
ě
pak
zvládnem

e
snadno

vyhledávat.
B
u-

dem
e
ho
p
ostupně

procházet
od
kořene

a
v
jednotlivých

vr-
cholech

budem
e
p
orovnávat

hledanou
a
aktuální

hodnotu
a
p
odle

toho
sestup

ovat
do
správného

p
odstrom

u.
P
odob-

ná
technika

je
detailněji

p
opsaná

ve
druhé

části
kuchařky,

v
kapitolce

R
ozděl

a
pan
uj.

N
a
složitějšídatové

struktury
stavějícína

těchto
základních

(haldy,
intervalové

strom
y,
...)

se
m
ůžete

p
odívat

do
ně-

které
z
našich

dalších
kuchařek,

na
jejichž

přehled
jsm
e
vás

už
odkázali

o
kapitolu

výše.

Č
ástdruhá:Program

átorské
techniky

T
ato
část

by
m
ěla
sloužit

jako
rychlý

přehled
a
ukázka

růz-
ných

technik,
které

se
dají
p
oužít

při
řešení

úloh
z
K
SP
čka,

neb
o
při
program

ování
ob
ecně.

R
ekurze

R
ekurze

je
velm

i
důležitá

program
átorská

technika.
V
p
od-

statě
znam

ená
definování

nějaké
věci

(ať
už
je
to
nějaký

ob
jekt
či
p
ostup

výp
očtu)

p
om
ocí
seb
e
sam
a.

R
ekurzivně

m
ůže
být
například

zadána
nějaká

datová
struk-

tura.
N
apříklad

strom
y
jsou

p
ěkným

příkladem
rekurzivně

definované
datové

struktury
–
každý

vrchol
strom

u
m
ůže

m
ít
syny,

a
každý

z
těchto

synů
je
sám

o
sob
ě
strom

(tedy
i
osam

ocený
vrchol

b
ez
synů

je
strom

em
).

P
rakticky

je
to
realizováno

tak,
že
každý

vrchol
m
á
svou

hodnotu
a
pak
ještě

seznam
ukazatelů

vedoucích
na
další

případné
p
odstrom

y.
S
ukazateli

jsm
e
se
již
p
otkali

a
s
je-

jich
p
om
ocíjsm

e
sip
ostavilisp

ojový
seznam

.A
přesně

tak,
sp
ojový

seznam
je
také

ve
své
p
odstatě

rekurzivní
datová

struktura.

M
im
o
rekurzivních

datových
struktur

se
ale
často

p
otkává-

m
e
i
s
rekurzivním

p
ostup

em
výp
očtu

nějakého
program

u,
nejčastěji

realizovaným
ve
form

ě
funkce,

která
volá

sam
a

seb
e
(většinou

s
jiným

i
param

etry,
jinak

by
to
asi
nem
ělo

sm
ysl),

takové
funkci

se
říká

rekurzivn
í
fun
kce.

U
rekurzivních

funkcíje
nejdůležitějšívěc

definovat
nějakou

kon
covou

podm
ín
ku
,
tedy

p
odm
ínku,

při
níž
už
se
rekurze

zastaví.
Jinak

by
se
totiž

m
ohlo

stát,
že
by
rekurze

b
ěžela

donekonečna.

P
řesněji

rekurze
by
se
i
tak
v
nějakou

chvíli
zastavila,

ale
skončila

by
chyb

ou,protože
by
jídošla

pam
ěť
–
každá

volání
funkce

sitotiž
ukousne

kus
pam
ěti(m

usísipam
atovat,kam

se
p
o
skončením

á
vrátit)

a
p
okud

m
á
rekurzivnífunkce

ješ-
tě
nějaké

lokálníprom
ěnné,m

usím
e
siněkde

uložit
všechny

lokální
prom

ěnné
funkcí,

z
kterých

jsm
e
se
dop
osud

nevrá-
tili.

R
ekurzivní

funkce
a
převod

na
nerekurzivní

cyklus

T
ypickým

příkladem
rekurzivní

funkce
je
výp
očet

F
ib
o-

nacciho
čísel.

T
a
jsou

definována
tak,

že
f
0
=
1,

f
1
=
1

a
n
-té
F
ib
onacciho

číslo
je
součtem

dvou
předchozích

(f
n
=

f
n
−
1
+
f
n
−
2 ).T

o
nám

dává
p
osloupnost

čísel0,1,1,2,3,5,
8,
13,
...
p
okračující

donekonečna.
P
okud

toto
přepíšem

e
do
program

ového
kódu,

tak
dostávám

e
následující

zápisy:

V
jazyce

C
:

i
n
t
f
i
b
(
i
n
t
n
)
{

i
f
(
n
=
=
0
)
r
e
t
u
r
n
0
;

e
l
s
e
i
f
(
n
=
=
1
)
r
e
t
u
r
n
1
;

e
l
s
e
r
e
t
u
r
n
f
i
b
(
n
-
1
)
+
f
i
b
(
n
-
2
)
;

}V
P
ythonu:

d
e
f
f
i
b
(
n
)
:

i
f
n
=
=
0
:
r
e
t
u
r
n
0

e
l
i
f
n
=
=
1
:
r
e
t
u
r
n
1

e
l
s
e
:

r
e
t
u
r
n
f
i
b
(
n
-
1
)
+
f
i
b
(
n
-
2
)

Jak
vidím

e,
je
přepis

celkem
přím

očarý.
P
okud

by
se
nám

však
rekurze

v
nějakém

případě
nelíbila,

m
ůžem

e
se
kaž-

dé
rekurze

zbavit.
R
ekurzivní

volání
totiž

m
ůžem

e
šikovně

přepsat
na
nějaký

cyklus
se
zásobn

íkem
.

P
ak
jen
v
cyklu

odebírám
e
prvky

ze
zásobníku,

dokud
není

prázdný,a
za
každé

rekurzivnízavolánído
zásobníku

přidá-
m
e
param

etry,
se
kterým

i
bychom

naši
funkci

volali.
T
ím
to

–
14
–

A
ritm
etický

výraz
–
m
ějm
e
nějaký

výraz
s
čísly

a
aritm

e-
tickým

i
op
eracem

i,
třeba

1
-
2
*
(
3
+
4
)
+
5.
P
ořadí,

v
jakém

se
jednotlivé

op
erace

vyhodnocují,
m
ůžem

e
p
opsat

strom
em
:

+

−
5

1
∗

2
+

3
4

L
isty
odp
ovídají

zadaným
číslům

,
ostatní

(vnitřní)
vrcholy

jednotlivým
p
odvýrazům

.V
každém

vnitřním
vrcholu

bydlí
jedna

op
erace,

která
dostane

m
ezivýsledky

ze
svých

synů
a

p
ošle

svůj
výsledek

otci.
V
kořeni

pak
získám

e
výsledek

celého
výrazu.

Jelikož
b
ěžné

op
erace

pracují
s
právě

dvěm
a

čísly,p
ůjde

o
strom

bin
árn
í
–
tedy

každý
vrcholkrom

ě
listů

bude
m
ít
právě

dva
syny.

M
ěstečko

lakom
ců
–
m
apu

nějakého
m
ěstečka

si
m
ůžem

e
představit

jako
ob
ecný

graf:
hrany

odp
ovídají

ulicím
,
vr-

choly
křižovatkám

;slep
é
konce

budem
e
p
ovažovat

za
sp
eci-

ální
případ

křižovatek.
P
okud

ale
je
pan
starosta

držgrešle
a
chce

udržovat
co
nejm

éně
silnic,

brzy
z
m
ěstečka

zbude
jen
kostra,

tedy
strom

prop
ojujícívšechny

křižovatky.T
o
je

příklad
strom

u,který
nem
á
žádný

přirozený
kořen.M

ůžem
e

ho
tedy

zakořenit
lib
ovolně,

třeba
na
nám
ěstí
s
radnicí.

Ú
kol
1
[1b]:

N
ajděte

nějaký
další

p
ěkný

příklad
strom

u.
Č
ím
m
éně
bude

p
odobný

těm
našim

,
tím
lép
e.

R
eprezentace

strom
u

Jak
strom

y
reprezentovat

v
pam
ěti
p
očítače?

Z
ajisté

m
ů-

žem
e
p
oužít

totéž,
co
u
ob
ecných

grafů:
vrcholy

očíslujem
e

a
pro
každý

z
nich

si
zapam

atujem
e
seznam

čísel
sousedů.

Jiným
i
slovy,

každý
vrchol

si
pam
atuje

seznam
všech

hran,
které

z
něj
vedou.

Z
akořeněné

strom
y
obvykle

prohledávám
e
od
kořene

dolů.
T
ehdy

si
stačí

v
každém

vrcholu
pam
atovat

seznam
jeho

synů.
N
ěkdy

se
hodí

zapam
atovat

si
navíc

i
otce

vrcholu
(případně

inform
aci,
že
jde
o
kořen).

Snadno
odvodím

e,
že
strom

o
n
vrcholech

m
á
přesně

n
−
1

hran:
Z
akořením

e
ho
v
lib
ovolném

vrcholu
a
všim

nem
e
si,

že
z
každého

vrcholu
krom

ě
kořene

vede
právě

jedna
hrana

do
otce.

T
ak
jsm
e
každou

hranu
zap
očítali

právě
jednou.

B
udem

e
se
proto

snažit,
aby
všechny

algoritm
y
pro
práci

se
strom

y
b
ěžely

v
čase

O
(n
),
kde

n
je
p
očet

vrcholů.
T
o

p
ostačína

projitívšech
vrcholů

a
hran,ale

už
ne
na
cokoliv

náročnějšího.

P
rohledávání

do
hloubky

C
hcem

e-li
navštívit

všechny
vrcholy

strom
u,
m
ůžem

e
to

udělat
třeba

prohledáván
ím
do
hloubky.

Z
ačnem

e
v
koře-

ni,
a
kdykoliv

přijdem
e
do
nějakého

vrcholu,
rekurzivně

se
zavolám

e
na
všechny

jeho
syny.

P
řesněji

řečeno,
nejprve

se
zavolám

e
na
prvního

syna,
až
se
z
rekurze

vrátím
e
(pro-

hledali
jsm
e
p
odstrom

p
od
tím
to
synem

),
zavolám

e
se
na

druhého
syna,

a
tak
dále.

A
bychom

lép
e
viděli,

jak
prohledávání

do
hloubky

probíhá,
doplním

e
do
něj
výpis

levé
závorky

při
vstupu

do
vrcholu

a
pravé

při
jeho

opuštění.

D
F
S(v):

1.
V
ypíšem

e
(.

2.
P
ro
všechny

syny
s
vrcholu

v:
3.

Z
avolám

e
D
F
S(s)

4.
V
ypíšem

e
).

Spustím
e-li
algoritm

us
D
F
S
(tak

se
m
u
říká
p
odle

anglické-
ho
názvu

depth-fi
rst
search

)
na
náš
příklad

strom
u
výrazu,

vypíše
(
(
(
)
(
(
)
(
(
)
(
)
)
)
)
(
)
).
V
šim
něte

si,
že
jsm
e
strom

jakoby
„ob
ešli
p
o
obvodu“

–
kdykoliv

jdem
e
p
o
hraně

do-
lů,
píšem

e
levou

závorku,
kdykoliv

nahoru,
pravou.

N
avíc

přidám
e
jeden

úplně
vnější

pár
závorek.

C
elý
průchod

strom
em
trvá

O
(n
):v
každém

vrcholu
stráví-

m
e
časO

(1
+
p
očet

synů).P
okud

to
p
osčítám

e
přes

všechny
vrcholy,

jedničky
se
sečtou

na
n
a
p
očty

synů
na

n
−
1.

B
ěhem

procházení
strom

u
m
ůžem

e
také

zpracovávat
hod-

noty
uložené

ve
vrcholech,

třeba
je
zase

vypisovat.
M
ůžem

e
je
vypsat

hned
při
navštívení

vrcholu
(tom

u
se
říká

preor-
der
neb
oliprefi

xový
výpis),neb

o
až
přiopuštění(postorder,

postfi
xový

výpis),případně
m
ezinávštěvam

isynů
(in
order,

in
fi
xový

).
P
orovnejm

e,
jak
to
dopadne:

prefixový
(
+
(
-
(
1
)
(
*
(
2
)
(
+
(
3
)
(
4
)
)
)
)
(
5
)
)

p
ostfixový

(
(
(
1
)
(
(
2
)
(
(
3
)
(
4
)
+
)
*
)
-
)
(
5
)
+
)

infixový
(
(
(
1
)
-
(
(
2
)
*
(
(
3
)
+
(
4
)
)
)
)
+
(
5
)
)

Infixový
zápis

tedy
(až
na
přebytečné

závorky)
odp
ovídá

tom
u,jak

obvykle
výrazy

zapisujem
e.A
by
se
hodnoty

v
lis-

tech
neztratily,sam

ozřejm
ě
je
vypisujem

e
přím

o,ikdyž
m
e-

zi
žádným

i
syny

neleží.

P
ostfixový

zápis
m
á
zase

tu
hezkou

vlastnost,
že
je
jedno-

značný
i
b
ez
závorek.

I
z
očesaného

1
2
3
4
+
*
-
5
+

m
ůžem

e
rekonstruovat

celý
strom

.
P
odobně

pro
prefixový

zápis.

Ú
kol2

[2b]:V
ym
yslete

algoritm
us,který

vytvořístrom
z
je-

ho
p
ostfixového

výpisu
b
ez
závorek.V

yzkoušejte
sito

třeba
na
výrazech.

Ú
kol
3
[1b]:

U
kažte

dva
různé

binární
strom

y
se
stejným

infixovým
zápisem

b
ez
závorek.Jak

vypadá
jejich

prefixový
a
p
ostfixový

zápis?

V
ýp
očty

p
om
ocí
D
F
S

Sp
oustu

vlastností
strom

ů
m
ůžem

e
p
očítat

rekurzivně:
sta-

čí
je
um
ět
sp
očítat

pro
listy

a
pak
říci,

jak
z
výsledků

pro
p
odstrom

y
stanovit

výsledek
pro
celý

strom
.
T
akový

výp
o-

čet
jde
jednoduše

zabudovat
do
D
F
S.
Z
ačněm

e
triviálním

příkladem
.

–
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P
očet

listů
–
stačí

vracet
z
listů

jedničku
a
ve
vnitřních

vrcholech
hodnoty

sčítat:

P
očetL

istů(v):
1.
Je-li

v
list,
vrátím

e
1.

2.
ℓ←
0

3.
P
ro
všechny

syny
s
vrcholu

v:
4.

ℓ←
ℓ
+
P
očetL

istů(s)
5.
V
rátím

e
ℓ.

Jelikož
jsm
e
každý

krok
prohledáváníjenom

konstanta-krát
zp
om
alili,

algoritm
us
m
á
op
ět
lineární

složitost.

H
loubka

strom
u
–
tak
se
říká

délce
nejdelší

cesty
z
kořene

do
listu

(délka
cesty

se
m
ěří
v
hranách).

O
p
ět
ji
sp
očítá-

m
e
úpravou

D
F
S:
nahlédnem

e,
že
hloubka

strom
u
je
o
jed-

na
více

než
m
axim

um
z
hloub

ek
p
odstrom

ů
(nejdelší

cesta
z
kořene

do
listu

m
usí
vést

z
kořene

do
některého

p
odstro-

m
u
a
pak

p
okračovat

nejdelší
cestou

uvnitř
p
odstrom

u).
H
loubka

listu
je
0.
L
ineární

algoritm
us
následuje:

H
loubka(v):
1.
Je-li

v
list,
vrátím

e
0.

2.
h
←
0

3.
P
ro
všechny

syny
s
vrcholu

v:
4.

h
←
m
ax(h

,H
loubkaStrom

u(s))
5.
V
rátím

e
h
+
1.

Ú
kol
4
[4b]:

V
ym
yslete,

jak
sp
očítat

prům
ěr
strom

u.
T
ak

se
říká
délce

nejdelší
cesty.

P
ozor,

není
to
totéž

jako
hloub-

ka
strom

u,
protože

nejdelší
cesta

nem
usí
vést

„shora
dolů“

(v
příkladu

s
továrnou

jedna
taková

vede
m
ezi
skladníkem

a
některým

z
dělníků).

V
yhodn

ocen
í
výrazu

–
výraz

reprezentovaný
strom

em
m
ů-

žem
e
snadno

vyhodnotit:
kdykoliv

se
vracím

e
z
vrcholu,

sp
očítám

e
výsledek

příslušného
p
odvýrazu.

P
ro
list
vrátí-

m
e
číslo

v
něm

uložené,
ve
vnitřních

vrcholech
vezm

em
e

hodnoty
ze
synů

a
aplikujem

e
na
ně
op
eraci

uloženou
ve

vrcholu.

S
trážn

íci
–
ve
„strom

ovém
“
m
ěstečku

bujízločin
(lidé

kreslí
křídou

na
chodníky

karikatury
radních!).

Starosta
chce

na
vybrané

křižovatky
rozestavět

strážníky
tak,
aby
každá

uli-
ce
byla

z
alesp

oň
jedné

strany
hlídaná.

Jak
už
ale
vím
e,
je

to
skrblík.

P
ro
každou

křižovatku
proto

zjistil,
kolik

m
u-

sí
zaplatit

strážníkovi,
aby
tam

byl
ochoten

stát,
a
hledá

celkově
nejlevnější

rozestavění
strážníků.

F
orm
álně
řečeno,hledám

e
p
odm
nožinu

vrcholů
strom

u,kte-
rá
z
každé

hrany
obsahuje

alesp
oň
jeden

vrchol
a
navíc

je
součet

cen
vrcholů

v
m
nožině

nejm
enší

m
ožný.

9
4

2

1

3
1 1

11

N
abízí

se
op
ět
zapřáhnout

D
F
S
a
vracet

z
p
odstrom

ů,
jak

nejlaciněji
je
jde
ohlídat.

Jenže
pak
nedovedem

e
z
výsled-

ků
pro
p
odstrom

y
zkom

binovat
výsledek

pro
celý

strom
.

P
om
ůže,

když
si
pro
každý

p
odstrom

m
ísto
jednoho

čísla
sp
očítám

e
rovnou

dvě.
B
udem

e
jim
říkat

h
a
o.
T
o
první

(„hlídaná
cena“)

bude
udávat,

kolik
nejm

éně
stačí

zapla-
tit
na
ohlídání

hran
p
odstrom

u
za
p
odm
ínky,

že
v
kořeni

p
odstrom

u
bude

stát
strážník.N

aopak
o
(„opuštěná

cena“)
hlásá

m
inim
ální
cenu

za
p
odm
ínky,

že
kořen

je
opuštěný.

V
listu

je
triviálně

h
rovno

ceně
listu

a
o
=
0
(p
odstrom

nem
á
žádné

hrany,
takže

není
p
otřeba

nic
hlídat).

N
yní
se
p
odívejm

e
na
ob
ecný

p
odstrom

s
kořenem

v
ce-

ny
c
v
se
syny

s
1 ,...,s

k ,
pro
které

už
znám

e
h
1 ,...,h

k

a
o
1 ,...,o

k .P
očítejm

e
h
:p
okud

je
kořen

hlídaný,jeho
stráž-

ník
ohlídá

všechny
hrany

vedoucí
do
synů.

V
synech

si
pro-

to
m
užem

e
vybrat,

zda
tam

um
ístím

e
strážníka

či
nikoliv,

takže
pro

i-tý
p
odstrom

p
ostačí

m
in(h

i ,o
i )
p
eněz.

C
elkově

tedy
h
=

c
v
+ ∑

ki=
1
m
in(h

i ,o
i ).

A
nyní

o:
Jestliže

do
kořene

strážníka
nedám

e,
m
usí
být

strážníci
ve
všech

synech
(jinak

by
některá

z
hran

do
synů

nebyla
hlídaná).

P
roto

o
= ∑

ki=
1
h
i .

V
šechna

h
a
o
tedy

hravě
sp
očítám

e
p
om
ocí
D
F
S
v
čase

O
(n
).
O
dp
ověď

na
starostovu

otázku
pak
získám

e
jako

m
i-

nim
um
z
h
a
o
kořene.

Strážníci(v):
1.

c
v ←

cena
vrcholu

v

2.
Je-li

v
list,
vrátím

e
(c

v ,0).
3.

h
←

c
v ,

o←
0

4.
P
ro
všechny

syny
s
vrcholu

v:
5.

(h
s ,o

s )←
Strážníci(s)

6.
h
←

h
+
m
in(h

s ,o
s )

7.
o←

o
+
h
s

8.
V
rátím

e
(h
,o).

Ú
kol
5
[4b]:

Strážníci
si
p
ořídili

drony
a
dokáží

hlídat
i
„za

jeden
roh“.

P
řesněji

řečeno,
ulice

je
hlídaná,

p
okud

stojí
strážník

na
alesp

oň
jedné

z
krajních

křižovatek,
neb
o
na

křižovatce,která
s
krajnísousedí.P

om
ozte

najít
nejlevnější

rozestavění
strážníků

pro
ohlídání

všech
ulic.

V
andalská

indukce
a
centrum

strom
u

U
kážem

e
si
ještě

jeden
zp
ůsob,

jak
zkoum

at
strom

y.
T
ento-

krát
je
budem

e
procházet

od
listů

sm
ěrem

„dovnitř“.Z
ačne-

m
e
dvěm

a
jednoduchým

i
p
ozorováním

i,
přičem

ž
n
etriviáln

í
budem

e
říkat

strom
ům
s
alesp

oň
dvěm

a
vrcholy.

P
ozorován

í
1:
K
aždý

netriviální
strom

m
á
nějaký

list.

D
ůkaz:

Strom
si
zakořením

e
v
lib
ovolném

vrcholu
a
p
odí-

vám
e
se
na
nejhlubšívrchol(nejvzdálenějšíod

kořene).T
en

nem
á
žádné

syny
a
vede

z
něj
jediná

hrana
do
otce.

P
roto

je
to
list.

P
ozorován

í
2:
O
dstraním

e-li
z
netriviálního

strom
u
list,

vznikne
op
ět
strom

.

D
ůkaz:

Je
třeba

ověřit,
že
graf

zůstal
souvislý

a
b
ez
kruž-

nic.
O
dstraněním

vrcholu
jsm
e
sotva

m
ohli
vytvořit

novou
kružnici.

P
okud

byly
nějaké

dva
neodebrané

vrcholy
sp
o-

jené
cestou,

budou
sp
ojené

i
nadále,

protože
odebraný

list
nem
ůže
ležet

uvnitř
cesty.

Z
toho

plyne
následující,

p
oněkud

vandalská,
technika

in-
dukce:ve

strom
u
najdem

e
list,odtrhnem

e
ho,čím

ž
získám

e
další

strom
.
P
ostup

opakujem
e,
dokud

nám
nezůstane

tri-
viální

strom
.
Jestliže

zaznam
enanou

p
osloupnost

odebírání
listů

obrátím
e,
dostali

jsm
e
p
ostup,

jak
z
jednoho

vrcholu
p
ostupným

přilep
ováním

listů
vytvořit

p
ůvodní

strom
.

P
okud

m
á
ovšem

celý
algoritm

us
seb
ěhnout

v
lineárním

ča-
se,
nem
ůžem

e
listy

hledat
p
okaždé

znovu.
B
udem

e
si
udr-

žovat
frontu

ob
jevených,

ale
dosud

neutržených
listů.

N
a

začátku
sp
očítám

e
stupně

všech
vrcholů

a
listy

přidám
e
do

fronty.
V
každém

dalším
kroku

odeb
erem

e
jeden

list
z
fron-

ty
a
odstraním

e
ho
ze
strom

u.

–
8
–

také
zvrchu.

T
o
znam

ená,
že
první

se
na
řadu

dostane
na-

p
osledy

vložený
prvek.

Im
plem

entace
je
velm

iob
dobná

jako
u
fronty,jen

bude
uka-

zatel
p
ouze

jeden
a
bude

ukazovat
jenom

na
jeden

konec
sp
ojového

seznam
u.

K
nihovny

T
yto
základní

struktury
už
jsou

často
předpřipravené

ja-
ko
součást

nějakých
kn
ihoven

v
daném

jazyce.
K
nihovna

je
většinou

sbírka
nějakých

navzájem
souvisejících

funkcí,
které

již
někdo

sepsal
a
které

si
m
ůžem

e
do
našeho

pro-
gram

u
načíst

a
p
oužívat.

U
kázku

načtení
knihoven

m
ůžete

vidět
například

ve
výše

zm
íněném

kódu
v
jazyce

C
.

Je
ale
velm

i
důležité

rozum
ět
tom
u,
jak
knihovní

funkce
vnitřně

fungují.P
rotože

jedině
když

budem
e
vědět,co

je
jak

rychlé
a
efektivní,

budem
e
schopni

psát
rychlé

program
y.

T
eď
již
vím
e,jak

reprezentovat
nejzákladnějšídatové

struk-
tury

v
p
očítači,

ale
m
ohlo

by
se
nám

hodit
zastavit

se
ještě

chvíli
u
dalších

struktur.
T
entokrát

je
už
budem

e
studovat

trochu
teoretičtěji.

Strom
y
a
grafy

v
inform

atice

G
rafy

S
nějakým

i
grafy

jste
se
již
m
ožná

p
otkali,

ale
tento

p
ojem

je
b
ohužel

docela
přetěžovaný.

Jedním
jeho

význam
em
jsou

„koláčové
grafy“

a
jiné
další

diagram
y
znázorňující

nějaký
p
om
ěr
(ať
už
to
jsou

výsledky
voleb,

neb
o
p
om
ěr
lidí,
kteří

sledovali
v
televizi

V
ečerníček).

D
alší
význam

m
ůžem

e
nalézt

v
analytické

m
atem

atice,
kde

se
p
otkám

e
s
grafy

průb
ěhu
nějakých

funkcí.
M
y
však

ne-
m
ám
e
na
m
ysli
ani
jedno

z
výše

zm
íněných,

teď
se
budem

e
bavit

o
kom
bin
atorických

grafech
.

G
rafem

tedy
m
ám
e
na
m
ysli
nějakou

m
nožinu

ob
jektů,

ří-
kejm

e
jim
vrcholy

,
a
nějaké

vztahy
m
ezi
nim
i.
T
yto
vztahy

nazývám
e
hran
am
i
a
jsou

vyjádřené
dvojicem

ivrcholů,m
e-

zi
kterým

i
vedou.

U
kázku

takového
grafu

vidím
e
třeba

na
následujícím

obrázku.
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Jako
praktickou

ukázku
grafu

sim
ůžem

e
například

předsta-
vit
silničnísíť

nějakého
státu:vrcholy

budou
m
ěsta

a
hrany

budou
silnice,

které
m
ezi
nim
i
vedou.

O
b
čas
se
m
ůžete

setkat
s
p
ojm
em
souvislý

graf.T
en
znam

e-
ná
jen
to,
že
m
ezi
každým

i
dvěm

a
vrcholy

existuje
nějaká

cesta.
P
okud

tom
u
tak
není,

je
graf

n
esouvislý

a
dá
se
roz-

ložit
na
několik

m
enších

grafů,
které

již
souvislé

jsou
a
říká

se
jim
kom
pon
en
ty
souvislosti.

Sam
otný

graf
p
oté
m
ůžem

e
doplnit

tím
,
že
si
v
každém

vrcholu
neb
o
na
každé

hraně
budem

e
pam
atovat

nějakou
hodnotu

(například
cenu

nejlevnějšího
b
enzínu

ve
m
ěstech

a
délku

v
kilom

etrech
na
silnicích).

P
am
atování

si
hodnot

ve
vrcholech

je
docela

obvyklá
technika

a
nem
á
sp
eciální

název,
ale
p
okud

budem
e
m
ít
graf,

který
si
pam
atuje

hod-
noty

na
hranách,budem

e
o
něm

m
luvit

jako
o
ohodn

ocen
ém

grafu
.

D
alší
m
ožnou

úpravou
je,
že
každá

hrana
p
ovede

jen
jed-

ním
sm
ěrem

(jednosm
ěrné

silnice),takovým
grafům

říkám
e

orien
tovan

é
(p
okud

pak
v
orientovaném

grafu
chcem

e
sil-

nici
ob
ěm
a
sm
ěry,
prostě

do
něj
přidám

e
dvě
hrany,

jednu
v
každém

sm
ěru).

P
oslední,

co
nám

schází
k
praktickém

u
p
oužití

grafů,
je
na-

učit
se,
jak
je
reprezentovat

v
p
očítači.

E
xistuje

několik
m
ožností

(n
bude

značit
p
očet

vrcholů,
m
p
očet

hran):

•
Seznam

sousedů
–
vrcholy

grafu
budem

e
m
ít
uložené

v
p
olia

u
každého

vrcholu
budem

e
m
ít
(sp
ojový)

seznam
čísel

dalších
vrcholů,

do
kterých

z
aktuálního

vrcholu
ve-

de
hrana.Z

abírá
m
ístoO

(n
+
m
)
a
hodíse

pro
řídké

grafy
(tedy

grafy,
kde
je

m
řádově

stejné
jako

n
).

•
M
atice

sousednosti
–
tabulka

n
×

n
,
kde
na
souřadni-

cích
[i,j]

je
jednička

(případně
jiná

hodnota,
v
případě

ohodnoceného
grafu),

p
okud

z
i
do

j
vede

hrana,
a
nula,

p
okud

tam
hrana

není
(u
neorientovaných

grafů
je
navíc

m
atice

sym
etrická

–
je
jedno,

jestli
vezm

em
e
[i,j]

neb
o

[j,i]).
H
odí
se
pro
husté

grafy,
kde

m
∼

n
2.

•
M
atice

incidence
–
řádky

reprezentují
vrcholy,

sloup
ce

hrany.V
každém

sloup
cijsou

právě
dvě
jedničky

–
indexy

vrcholů,
m
ezi
kterým

i
hrana

vede.
Z
abírá

však
O
(m

n
)
a

její
p
oužití

bývá
dost

neohrabané,
takže

je
většinou

lepší
dát
přednost

jiné
reprezentaci

grafu.
Je
však

dobré
o
ní

vědět.

G
rafy

jsou
velm

i
široké

tém
a.
M
ůžem

e
hledat

jejich
m
ini-

m
ální
kostry,

m
ůžem

e
v
nich

hledat
nejkratší

cesty
či
skrze

ně
p
ouštět

p
od
tlakem

vodu.V
íce
o
nich

sitedy
m
ůžete

pře-
číst
v
některé

z
našich

sp
ecializovaných

grafových
kuchařek,

které
odkazujem

e
z
našeho

kuchařkového
rozcestníku. 7

Strom
y

M
ožná

si
říkáte,

co
m
á
inform

atika
u
všech

elektronů
sp
o-

lečného
s
lesnictvím

?
K
up
odivu

celkem
m
noho

a
b
ez
strom

ů
bychom

se
v
leckterém

případě
jen
těžko

ob
ešli.

Inform
a-

tické
strom

y
sice
nejsou

většinou
tak
zelené,

m
ají
ale,
na

rozdíl
od
svých

dřevnatých
sourozenců,

m
noho

jiných
p
ěk-

ných
vlastností.

Strom
je
vlastně

sp
eciálním

případem
souvislého

grafu,kte-
rý
neobsahuje

žádnou
kružnici

(cyklus).
T
o
znam

ená,
že

m
ezi
každým

i
dvěm

a
vrcholy

strom
u
existuje

právě
jedna

cesta.

D
íky
této

vlastnosti
m
ůžem

e
nějaký

zvolený
vrchol

prohlá-
sit
za
kořen

a
strom

za
něj
p
om
yslně

zavěsit
(tak,

že
strom

roste
od
kořene

sm
ěrem

dolů),
této

op
eraci

se
říká

zakoře-
n
ěn
í.
P
ak
m
ůžem

e
m
luvit

o
tom
,
že
z
kořene

sm
ěrem

dolů
(inform

atické
strom

y
m
ajítradičně

kořen
nahoře)

vyrůstají
nějaké

podstrom
y
.
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p
.
m
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c
u
n
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c
z
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t
u
d
y
/
c
o
o
k
s
/
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#
i
n
c
l
u
d
e
<
s
t
d
i
o
.
h
>

#
i
n
c
l
u
d
e
<
s
t
d
l
i
b
.
h
>

/
/
P
ř
í
k
a
z
y
v
ý
š
e
n
a
č
e
t
l
y
d
o
p
r
o
g
r
a
m
u

/
/
s
t
a
n
d
a
r
d
n
í
k
n
i
h
o
v
n
y
a
f
u
n
k
c
e
z
~
n
i
c
h
.

/
/
S
t
r
u
k
t
u
r
a
p
r
o
p
r
v
e
k
o
b
s
a
h
u
j
í
c
í
d
o
p
ř
e
d
n
é

/
/
i
z
p
ě
t
n
é
o
d
k
a
z
y
.
Z
k
r
á
c
e
n
ě
t
o
m
u
t
o
t
y
p
u

/
/
b
u
d
e
m
e
ř
í
k
a
t
"
t
p
r
v
e
k
"
.

t
y
p
e
d
e
f
s
t
r
u
c
t
p
r
v
e
k
t
p
r
v
e
k
;

s
t
r
u
c
t
p
r
v
e
k
{

i
n
t
h
o
d
n
o
t
a
;

t
p
r
v
e
k
*
d
a
l
s
i
;

t
p
r
v
e
k
*
p
r
e
d
c
h
o
z
i
;

}
;

/
/
V
y
t
v
o
ř
í
n
o
v
ý
p
r
v
e
k
:

t
p
r
v
e
k
*
n
o
v
y
(
i
n
t
i
)
{

t
p
r
v
e
k
*
a
k
t
u
a
l
n
i
=

m
a
l
l
o
c
(
s
i
z
e
o
f
(
t
p
r
v
e
k
)
)
;

a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
d
a
l
s
i
=
N
U
L
L
;

a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
p
r
e
d
c
h
o
z
i
=
N
U
L
L
;

a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
h
o
d
n
o
t
a
=
i
;

r
e
t
u
r
n
a
k
t
u
a
l
n
i
;

}/
/
O
d
s
t
r
a
n
í
p
r
v
e
k
a
v
r
á
t
í
p
o
i
n
t
e
r
n
a
d
a
l
š
í

/
/
p
r
v
e
k
(
v
r
á
c
e
n
í
p
o
i
n
t
e
r
u
s
e
h
o
d
í
p
ř
i

/
/
o
d
s
t
r
a
ň
o
v
á
n
í
k
o
ř
e
n
e
)
:

t
p
r
v
e
k
*
o
d
s
t
r
a
n
(
t
p
r
v
e
k
*
a
k
t
u
a
l
n
i
)
{

i
f
(
a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
p
r
e
d
c
h
o
z
i
!
=
N
U
L
L
)

a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
p
r
e
d
c
h
o
z
i
-
>
d
a
l
s
i
=

a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
d
a
l
s
i
;

i
f
(
a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
d
a
l
s
i
!
=
N
U
L
L
)

a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
d
a
l
s
i
-
>
p
r
e
d
c
h
o
z
i
=

a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
p
r
e
d
c
h
o
z
i
;

t
p
r
v
e
k
*
p
o
m
o
c
n
a
=
a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
d
a
l
s
i
;

f
r
e
e
(
a
k
t
u
a
l
n
i
)
;

r
e
t
u
r
n
p
o
m
o
c
n
a
;

}/
/
V
l
o
ž
í
a
v
r
á
t
í
p
o
i
n
t
e
r
n
a
n
o
v
ý
p
r
v
e
k
:

t
p
r
v
e
k
*
v
l
o
z
_
z
a
(
t
p
r
v
e
k
*
a
k
t
u
a
l
n
i
,
i
n
t
i
)
{

t
p
r
v
e
k
*
p
o
m
o
c
n
a
=
a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
d
a
l
s
i
;

a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
d
a
l
s
i
=
n
o
v
y
(
i
)
;

i
f
(
p
o
m
o
c
n
a
!
=
N
U
L
L
)

p
o
m
o
c
n
a
-
>
p
r
e
d
c
h
o
z
i
=
a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
d
a
l
s
i
;

a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
d
a
l
s
i
-
>
d
a
l
s
i
=
p
o
m
o
c
n
a
;

r
e
t
u
r
n
a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
d
a
l
s
i
;

}/
/
P
o
u
ž
i
t
í
:

i
n
t
m
a
i
n
(
v
o
i
d
)
{

t
p
r
v
e
k
*
k
o
r
e
n
=
n
o
v
y
(
1
)
;

t
p
r
v
e
k
*
a
k
t
u
a
l
n
i
=
v
l
o
z
_
z
a
(
k
o
r
e
n
,
2
)
;

a
k
t
u
a
l
n
i
=
k
o
r
e
n
;

w
h
i
l
e
(
a
k
t
u
a
l
n
i
!
=
N
U
L
L
)
{

p
r
i
n
t
f
(
"
%
d
\
n
"
,
a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
h
o
d
n
o
t
a
)
;

a
k
t
u
a
l
n
i
=
a
k
t
u
a
l
n
i
-
>
d
a
l
s
i
;

}r
e
t
u
r
n
0
;

}Z
de
je
ukázka

sp
ojových

seznam
ů
v
P
ythonu,

kdybychom
si
je
p
odobně

jako
v
C
chtěli

naprogram
ovat

sam
i
(P
ython

totiž
obsahuje

sp
oustu

základních
struktur

již
hotových,

p
odívejte

se
na
m
odul

jm
énem

c
o
l
l
e
c
t
i
o
n
s):

c
l
a
s
s
P
r
v
e
k
:

d
e
f
_
_
i
n
i
t
_
_
(
s
e
l
f
,
h
o
d
n
o
t
a
)
:

s
e
l
f
.
h
o
d
n
o
t
a
=
h
o
d
n
o
t
a

s
e
l
f
.
d
a
l
s
i
=
N
o
n
e

s
e
l
f
.
p
r
e
d
c
h
o
z
i
=
N
o
n
e

c
l
a
s
s
S
p
o
j
a
k
:

d
e
f
_
_
i
n
i
t
_
_
(
s
e
l
f
)
:

s
e
l
f
.
k
o
r
e
n
=
N
o
n
e

d
e
f
V
y
p
i
s
(
s
e
l
f
,
a
k
t
u
a
l
n
i
)
:

i
f
a
k
t
u
a
l
n
i
i
s
n
o
t
N
o
n
e
:

p
r
i
n
t
a
k
t
u
a
l
n
i
.
h
o
d
n
o
t
a

s
e
l
f
.
V
y
p
i
s
(
a
k
t
u
a
l
n
i
.
d
a
l
s
i
)

d
e
f
V
l
o
z
P
o
(
s
e
l
f
,
p
r
v
e
k
,
z
a
P
r
v
e
k
=
N
o
n
e
)
:

i
f
z
a
P
r
v
e
k
i
s
n
o
t
N
o
n
e
:

p
r
v
e
k
.
d
a
l
s
i
=
z
a
P
r
v
e
k
.
d
a
l
s
i

p
r
v
e
k
.
p
r
e
d
c
h
o
z
i
=
z
a
P
r
v
e
k

z
a
P
r
v
e
k
.
d
a
l
s
i
=
p
r
v
e
k

i
f
p
r
v
e
k
.
d
a
l
s
i
i
s
n
o
t
N
o
n
e
:

p
r
v
e
k
.
d
a
l
s
i
.
p
r
e
d
c
h
o
z
i
=
p
r
v
e
k

i
f
s
e
l
f
.
k
o
r
e
n
i
s
N
o
n
e
:

s
e
l
f
.
k
o
r
e
n
=
p
r
v
e
k

d
e
f
O
d
s
t
r
a
n
(
s
e
l
f
,
p
r
v
e
k
)
:

i
f
p
r
v
e
k
.
p
r
e
d
c
h
o
z
i
i
s
n
o
t
N
o
n
e
:

p
r
v
e
k
.
p
r
e
d
c
h
o
z
i
.
d
a
l
s
i
=
\

p
r
v
e
k
.
d
a
l
s
i

i
f
p
r
v
e
k
.
d
a
l
s
i
i
s
n
o
t
N
o
n
e
:

p
r
v
e
k
.
d
a
l
s
i
.
p
r
e
d
c
h
o
z
i
=
\

p
r
v
e
k
.
p
r
e
d
c
h
o
z
i

#
P
o
u
ž
i
t
í
:

p
r
v
e
k
A
=
P
r
v
e
k
(
"
A
"
)

p
r
v
e
k
B
=
P
r
v
e
k
(
"
B
"
)

p
r
v
e
k
C
=
P
r
v
e
k
(
"
C
"
)

p
r
v
e
k
D
=
P
r
v
e
k
(
"
D
"
)

s
e
z
n
a
m
=
S
p
o
j
a
k
(
)

s
e
z
n
a
m
.
V
l
o
z
P
o
(
p
r
v
e
k
B
)

s
e
z
n
a
m
.
V
l
o
z
P
o
(
p
r
v
e
k
D
,
p
r
v
e
k
B
)

s
e
z
n
a
m
.
V
l
o
z
P
o
(
p
r
v
e
k
C
,
p
r
v
e
k
D
)

s
e
z
n
a
m
.
V
l
o
z
P
o
(
p
r
v
e
k
A
,
p
r
v
e
k
C
)

s
e
z
n
a
m
.
O
d
s
t
r
a
n
(
p
r
v
e
k
C
)

s
e
z
n
a
m
.
V
y
p
i
s
(
s
e
z
n
a
m
.
k
o
r
e
n
)

Fronta
a
zásobník

S
p
oužitím

sp
ojových

seznam
ů
(neb
o
v
jednodušším

přípa-
dě
dokonce

i
p
olí)
m
ůžem

e
zkonstruovat

dvě
velm

i
užitečné

datové
struktury,

frontu
a
zásobník.

F
ron
ta
funguje

tak,
jak
si
ji
asi
každý

z
nás
představuje:

ten,
kdo
se
do
fronty

p
ostaví

první,
ten
také

první
přijde

na
řadu.

M
ůžem

e
si
ji
také

představit
jako

trubku,
do
které

na
jedné

straně
syp
em
e
nějaké

věcia
na
druhé

je
odebírám

e.
A
nglicky

je
též
nazývaná

F
IF
O
(„F
irst
In
,
F
irst
O
ut“).

P
raktickou

realizaci
udělám

e
jednoduše

sp
ojovým

sezna-
m
em
.
B
udem

e
si
držet

dva
ukazatele,

jeden
na
začátek

se-
znam

u,
druhý

na
konec.

K
dyž
se
ob
jeví
nový

prvek,
který

do
fronty

budem
e
chtít

vložit,
přidám

e
ho
na
konec,

za-
tím
co
při
odebírání

z
fronty

využijem
e
druhého

ukazatele
a

vezm
em
e
prvek

ze
začátku.

D
ruhou

velm
i
p
odobnou

datovou
strukturou

je
zásobn

ík
.

Jak
už
ale
plyne

z
anglického

názvu
L
IF
O
(„L
ast
In
,
F
irst

O
ut“),

funguje
spíše

jako
plný

šuplík:
N
ahoru

na
něj
přidá-

vám
e
nové

prvky,
a
když

chcem
e
nějaký

odebrat,
vezm

em
e

–
12
–

Jeho
sousedovi

snížím
e
stup
eň
o
jedničku,

a
p
okud

se
tento

soused
stal
listem

,
přidám

e
ho
do
fronty.

K
aždý

vrchol
se

dostane
do
fronty

právě
jednou

a
jeho

obsluhou
strávím

e
konstantní

čas.
C
elé
otrhávání

tedy
b
eží
v
čase

O
(n
),
jak

jsm
e
chtěli.

M
ůžete

si
zkusit

vym
yslet,

jak
tuto

„vandalskou
indukci“

p
oužít

na
lib
ovolný

z
příkladů,

které
jsm
e
řešili

p
om
ocí

D
F
S.
N
ení
divu

–
když

se
D
F
S
vrací

z
rekurze,

také
p
ostu-

puje
od
listů

ke
kořeni.

M
y
zde
ukážem

e,
jak
najít

„střed“
strom

u,
což
se
přím

o
p
om
ocí
D
F
S
dělá

obtížně.

D
efi
n
ice:
P
ro
lib
ovolný

vrchol
v
zavedem

e
jeho

excen
tricitu

(výstřednost)
jako

m
axim

um
ze
vzdáleností

z
v
do
ostat-

ních
vrcholů.

(P
okud

bychom
tedy

strom
ve

v
zakořenili,

bude
nám

to
říkat,

jak
hlub
oko
je
nejhlubší

list.)
C
en
trum

strom
u
říkám

e
m
nožině

všech
vrcholů

s
nejm

enší
m
ožnou

excentricitou.

P
říklad

vidíte
na
následujícím

obrázku.
Č
ísla
udávají

ex-
centricity,

zvýrazněný
vrchol

je
centrem

strom
u.

3

4
44

4

5

5

6

5

55

6

6
5

D
okážem

e,
že
centrum

každého
strom

u
je
tvořeno

buďto
jedním

vrcholem
,
aneb

o
dvěm

a
vrcholy

sp
ojeným

i
hranou.

N
avíc

ho
lze
najít

v
lineárním

čase.

N
ejprve

si
všim

nem
e,
že
centrum

strom
u
neobsahuje

žádný
list,neb

oť
soused

listu
m
á
o
jedničku

nižšíexcentricitu.A
by

tato
úvaha

fungovala,nesm
íbýt

soused
listu

také
list,takže

strom
m
usí
m
ít
asp
oň
3
vrcholy.

N
yní
se
nám

bude
hodit,

že
odstraněním

všech
listů

se
sní-

ží
excentricity

všech
ostatních

vrcholů
právě

o
1.
K
aždá

nejdelší
cesta

z
vnitřního

vrcholu
totiž

končila
v
nějakém

listu,
tím
pádem

jsm
e
ji
zkrátili

o
jednu

hranu.

Z
kom
binujem

e-li
tyto

dvě
vlastnosti,

zjistím
e,
že
„očesá-

ním
“
všech

listů
dostanem

e
m
enší

strom
,
který

m
á
stejné

centrum
.
O
pakováním

tohoto
p
ostupu

graf
„oloup

em
e“
až

na
jedno-

neb
o
dvouvrcholový

strom
.
U
těch

snadno
na-

hlédnem
e,
že
jejich

centrum
obsahuje

všechny
vrcholy.

K
nalézánílistů

nám
op
ět
p
osloužífronta.Jen

m
usím

e
um
ět

rozlišit,kde
končílisty

z
jedné

„slupky“
a
začínajíty

z
další.

K
tom
u
stačí

do
fronty

přidávat
zarážku

za
konec

slupky,
případně

střídat
dvě
fronty.

V
ob
ou
případech

to
stihnem

e
v
lineárním

čase.
M
ůže
to
vypadat

třeba
následovně:

1.
Z
aložím

e
dvě
prázdné

fronty
F
a
G
.

2.
V
šem

vrcholům
sp
očítám

e
stupně.

3.
L
isty
přidám

e
do

F
.

4.
D
okud

strom
obsahuje

alesp
oň
3
vrcholy:

5.
D
okud

je
F
neprázdná:

6.
v
←
další

vrchol
z
F

7.
O
deb
erem

e
v.

8.
P
ro
všechny

sousedy
s
vrcholu

v:
9.

Snížím
e
stup
eň

s
o
1.

10.
P
okud

stup
eň
klesl

na
1,
přidám

e
s
do

G
.

11.
P
rohodím

e
F
a
G
.

12.
Z
bývající

vrcholy
prohlásím

e
za
centrum

.

P
ro
strom

z
předchozího

obrázku
prob

ěhne
výp
očet

takto:

Ú
kol
6
[3b]:

N
avrhněte

a
naprogram

ujte
algoritm

us,
který

v
daném

strom
u
sp
očítá

excentricity
všech

vrcholů.

M
artin

„M
edvěd“

M
areš

–
9
–



R
ecepty

z
program

átorské
kuchařky:Základníalgoritm

y

T
ato
naše

kuchařka
je
nejzákladnější

ze
základních

a
je
ur-

čena
hlavně

pro
začínající

řešitele.
T
o
však

neznam
ená,

že
zkušenější

řešitelé
do
ní
nahlédnout

nem
ůžou

–
třeba

na
nějakou

konkrétní
program

átorskou
techniku,

kterou
by
si

p
otřeb

ovali
osvěžit.

V
první

části
kuchařky

se
seznám

ím
e
hlavně

se
základním

i
principy

program
ování,uchovávánídat

v
p
očítačia

základy
rychlé

m
anipulace

s
nim
i.
P
o
přečtení

této
části

bychom
m
ěli
být
schopní

převést
své
m
yšlenky

z
hlavy

na
papír

či
do
p
očítače

a
m
ěli
bychom

vědět,
proč

je
nám
i
zvolený

p
ostup

rozum
ný.

D
ruhá

část
nás
p
oté
seznám

í
se
základním

i
p
ostupy,

jak
řešit

určité
konkrétní

problém
y.
N
aučím

e
se
například,

jak
rychle

vyhledávat
v
usp
ořádané

p
osloupnosti

hodnot,
neb
o

jak
si
p
om
ocí
předp

očítání
usnadnit

řešení
těžké

úlohy.

V
ětšinu

klíčových
částí

se
p
okusím

e
též
ukazovat

v
p
odob

ě
zdrojového

kódu
ve
dvou

různých
jazycích

(v
nízkoúrovňo-

vém
C
,
kde
je
zápis

blízký
tom
u,
jak
p
očítač

doopravdy
pracuje,

a
v
P
ythonu,

ve
kterém

se
píše
o
něco

příjem
něji).

N
ebudem

e
ale
probírat

základy
syntaxe

těchto
jazyků,ty

si
případně

m
ůžete

nastudovat
jinde. 3

P
okud

žádný
z
těchto

jazyků
neum

íte,
nezoufejte.

K
SP
m
ůžete

řešit
i
b
ez
toho,

stačí
když

svá
řešení

důkladně
slovně

p
opíšete

(konkrétní
jazyk

se
pak
m
ůžete

naučit
až
b
ěhem

dalších
sérií).

Č
ástprvní:Základnípojm

y

A
lgoritm

us
a
program

P
od
tajem

ným
slovem

algoritm
us
se
skrývá

jen
jiný
výraz

pro
p
ostup.

M
ůžete

si
to
představit

jako
příkaz

od
m
am
in-

ky
„B
ěž
do
krám

u,
kup

chleba,
a
když

budou
m
ít
m
ěkké

rohlíky,
tak
jich
vem

tucet“. 4

T
akovýto

příkaz
klidně

m
ůžem

e
nazvat

algoritm
em
,ačkoliv

to
bude

asi
znít

nezvykle
–
p
ojem

algoritm
us
se
totiž

p
o-

užívá
hlavně

ve
světě

p
očítačů.

Je
to
tedy

nějaká
p
osloup-

nost
základních

příkazů,
která

řeší
nějaký

problém
.
V
ýb
ěr

konkrétního
program

ovacího
jazyka

rozhoduje
o
tom
,
jaké

základní
příkazy

budem
e
m
ít
k
disp
ozici.

V
ětšinou

jsou
ale

skoro
stejné.

M
ezi
základní

příkazy
patří:

•
M
anipulace

s
daty

v
pam
ěti
(uložení

či
načtení

hodnoty,
detailněji

v
další

kapitole).
•
P
rovedení

nějakého
num
erického

výp
očtu

(+
,−

,∗,/).
•
V
yhodnoceníurčité

p
odm
ínky

a
odp
ovídajícívětvenípro-

gram
u:
P
okud

platí
A
,
tak
proveď

B
,
jin
ak
proveď

C
.
P
ři-

tom
B
i
C
m
ohou

být
klidně

celé
bloky

kódu
,
tedy

lib
o-

volně
m
noho

dalších
základních

příkazů.

•
O
pakování

nějakého
příkazu:

D
okud

platí
A
,
dělej

B
.
T
a-

kové
konstrukci

říkám
e
cyklus

a
p
odobně

jako
u
p
odm
ín-

ky
m
ůže
být
B
blok

kódu,
který

se
celý

opakuje.
•
V
stup

a
výstup

program
u
(typicky

vstup
od
uživatele

z
klávesnice

činačtenívstupu
ze
soub

oru;výstup
pak
m
ů-

že
znam

enat
vypsání

výsledku
na
obrazovku

neb
o
třeba

zapsání
dat
do
soub

oru).

Z
těchto

základních
stavebních

kam
enů
se
skládá

každý
al-

goritm
us.
P
rogram

em
p
otom

rozum
ím
e
realizaci

algoritm
u

v
nějakém

konkrétním
program

ovacím
jazyce.

U
složitějších

program
ů
se
pak
často

setkáte
s
problém

em
,

že
budete

m
ít
nějakou

p
osloupnost

příkazů,
která

se
bude

na
sp
oustě

m
íst
program

u
opakovat,

což
zbytečně

prodlu-
žuje

a
znepřehledňuje

kód.

Ř
ešením

tohoto
problém

u
je
p
oužití

fun
kcí.
F
unkci

si
m
ů-

žem
e
představit

jako
nějakou

p
ojm
enovanou

část
program

u
(s
vlastní

pam
ětí),

kterou
m
ůžem

e
opakovaně

p
oužít

tím
,

že
ji
v
různých

částech
program

u
zavolám

e.
F
unkci

při
za-

volání
předám

e
param

etry
(například

seznam
čísel),

které
se
dostanou

do
její
vnitřní

pam
ěti.

F
unkce

pak
na
základě

ob
držených

param
etrů

m
ůže
pro-

vádět
nějaké

op
erace,

při
kterých

pracuje
se
svojí

vnitřní
pam
ětí
(m
luvím

e
o
lokáln

í
pam
ěti,
zm
ěny
v
ní
se
neproje-

ví
nikde

m
im
o
funkci).

N
a
konci

nám
funkce

m
ůže
vrátit

nějaký
výsledek.

P
okud

funkce
b
ěhem

svého
b
ěhu
zm
ění
i

nějaká
data

v
globáln

í
pam
ěti,
či
provede

nějakou
globální

op
eraci

(například
výpis

textu
na
m
onitor),

m
luvím

e
pak

o
funkci

s
ved
lejším

i
efekty

(neb
oli
side-efekty).

K
onkrétním

příkladem
m
ůže
být
funkce,

která
nám

sp
očítá

odm
ocninu

ze
zadaného

čísla.T
a
dostane

jako
svůj

param
e-

tr
číslo,

uvnitř
si
provede

nějaký
výp
očet,

o
který

se
jako

uživatel
funkce

nem
usím

e
starat,

a
jako

výstup
nám

vrátí
sp
očtenou

odm
ocninu.

R
eprezentace

dat
v
p
očítači

C
elkem

často
si
v
průb

ěhu
výp
očtu

našeho
algoritm

u
p
o-

třebujem
e
pam
atovat

nějaké
hodnoty.

K
tom
u
nám

pro-
gram

ovací
jazyky

dávají
nástroj

s
názvem

prom
ěn
n
á
.
T
a

představuje
jakési

p
ojm
enované

m
ísto
v
pam
ěti
(přihrád-

ku),
do
kterého

si
m
ůžem

e
data

ukládat
a
pak

je
odtud

zase
načítat.

T
ypickým

příkladem
m
ůže
být
p
očítání

součtu
čísel,

která
nám

uživatel
zadá

na
vstupu.

N
a
začátku

nejdříve
do
ně-

jakého
m
ísta
v
pam
ěti
uložím

e
hodnotu

0.
P
oté
p
ostupně,

jak
nám

uživatelzadává
čísla,tuto

prom
ěnnou

p
okaždé

pře-
čtem

e,
k
její
hodnotě

přičtem
e
nově

zadané
číslo

a
výsledek

op
ět
uložím

e
na
stejné

m
ísto.

T
akovéto

p
oužití

jedné
prom

ěnné
je
velm

i
jednoduché

(tak
jednoduché,

že
ho
takto

p
odrobně

do
řešení

K
SP
čka
ne-

pište,
není

to
p
otřeba),

ale
také

celkem
om
ezené.

C
o
kdy-

bychom
si
chtěli

pam
atovat

třeba
celou

zadanou
p
osloup-

nost
čísel?

M
ohlo

by
nám

stačit
vyrobit

si
sp
oustu

různě
p
ojm
enovaných

prom
ěnných,

ale
nejde

to
lép
e?
Jde.

Jednotlivé
prom

ěnné
se
m
ohou

kom
binovat

do
složitějších

konstrukcí,
které

ob
ecně

nazývám
e
datovým

i
strukturam

i.
Z
kusím

e
si
ty
nejzákladnější

představit.

3
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
s
t
u
d
y
/
o
d
k
a
z
y
.
h
t
m
l

4
A
jako

slušně
vychovaní

se
tedy

vydáte
do
krám

u
a
koupíte

tucet
chleb

ů,
protože

m
ěli
m
ěkké

rohlíky
:-)

–
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–

P
ole

P
rvní

datovou
strukturou,

kterou
si
představím

e
a
která

se
na
výše

nastíněnou
situaci

náram
ně
hodí,

je
pole.

T
o

představuje
sp
oustu

přihrádek
(prom

ěnných)
naskládaných

v
pam
ěti
za
seb
ou,
ke
kterým

typicky
přistupujem

e
přes

je-
den
sp
olečný

název
p
ole
a
jejich

p
ořadové

číslo
neb
oliindex

(jako
N
a
z
e
v
P
o
l
e
[
0
]
,
N
a
z
e
v
P
o
l
e
[
1
]
,
.
.
.). 5

V
e
většině

základních
jazyků

je
p
ole
jen
statické

,tedy
v
oka-

m
žiku

jeho
vytváření

m
usím

e
p
očítači

říct,
jak
ho
chcem

e
velké.

N
ěkteré

vyšší
jazyky

ale
nabízejí

i
p
ole,
které

se
dy-

nam
icky

zvětšuje,
takovou

konstrukci
si
ukážem

e
ve
druhé

části
kuchařky.

A
bychom

nebyli
om
ezeni

jen
jedním

rozm
ěrem

,
m
ůžem

e
si
klidně

vyrobit
p
ole
dvourozm

ěrné
(případně

ob
ecně

n
-

rozm
ěrné).

D
vourozm

ěrné
p
ole
je
vlastně

tabulka
hodnot,

nazývám
e
jitaké

někdy
m
atice,a

m
ůže
se
nám

hodit
napří-

klad
přireprezentacirůzných

m
ap
(plán

bludiště)
neb
o,jak

uvidím
e
níže,

pro
reprezentaci

dalších
datových

struktur.

U
p
ole
již
m
á
sm
yslpřem

ýšlet,jak
dlouho

bude
která

op
era-

ce
trvat.

D
íky
tom
u,
že
jsou

jednotlivé
prvky

v
p
oli
nasklá-

dané
p
evně

za
seb
ou,
když

se
p
očítače

zeptám
e
na
obsah

přihrádky
p
o
l
e
[
4
2
],
přesně

ví,
na
kterém

m
ístě
v
pam
ěti

se
její
obsah

nachází,
a
proto

nám
hodnotu

vrátí
ihned.

T
om
u
budem

e
říkat

operace
v
kon
stan
tn
ím
čase

a
bude-

m
e
značit,

že
trvá

časO
(1).
E
fektivitu

program
u
totiž

ne-
p
očítám

e
v
sekundách

(protože
každý

z
nás
m
á
asi
jinak

rychlý
p
očítač),

ale
v
p
očtu

základních
op
erací,

které
m
usí

program
řádově

vykonat.
V
íce
o
časové

složitosti
si
m
ůžete

přečíst
v
kuchařce

o
složitosti, 6

nejdříve
však

dop
oručujem

e
dočíst

tuto
kuchařku.

P
řidání

nového
prvku

na
konec

p
ole
také

zvládnem
e
v
kon-

stantním
čase.

P
roblém

je
přidání

nového
prvku

někam
do-

prostřed
(což

se
nám

typicky
stane,

p
okud

budem
e
chtít

udržovat
hodnoty

v
p
oli
seřazené

a
zároveň

do
něj
vkládat

nové).
V
takovém

případě
se
totiž

všechny
prvky

za
vklá-

daným
m
usí
p
osunout

o
jednu

p
ozici

dál,
aby
se
vkládaný

prvek
vešelna

své
m
ísto.T

aková
op
erace

tedy
m
ůže
pro
p
o-

le
délky

N
prvků

trvat
řádově

až
N
kroků,

což
zapisujem

e
jako

O
(N
)
a
říkám

e,
že
je
to
vzhledem

k
N
lin
eárn
í
časová

složitost.

T
o
je
docela

značná
nevýhoda

oproti
struktuře,

kterou
si

ukážem
e
za
chvíli.

U
rčitě

ale
p
ole
nezavrhujm

e.
Je
to
zá-

kladní
datová

struktura,
která

nalezne
p
oužití

ve
sp
oustě

program
ů,
a
jak
si
ve
druhé

části
kuchařky

ukážem
e,
m
ů-

žem
e
ho
p
oužít

třeba
k
rychlém

u
hledání

hodnoty
m
etodou

bin
árn
ího
vyhledáván

í.
N
yní
ale
již
slib
ovaná

další
datová

struktura.

Sp
ojový

seznam
a
ukazatele

P
ole
jsm
e
m
ěliv

pam
ětiurčené

jenom
tím
,že
p
očítač

věděl,
kde
je
jeho

začátek
a
kolik

m
ísta

v
pam
ěti
zabírají

jeho
prvky.

P
ři
dotazování

na
konkrétní

index
pak
p
odle

indexu

a
p
odle

velikostiprvků
p
očítač

přesně
věděl,kam

do
pam
ěti

se
m
á
p
odívat,

aby
našel

nám
i
p
ožadovaný

prvek
(to
vše

zvládl
v
konstantním

čase).
Jednotlivé

prvky
si
tedy

vůb
ec

nem
usely

pam
atovat,

kde
se
nachází

jejich
sousedi,

protože
všechny

prvky
seděly

v
pam
ěti
za
seb
ou.

P
ředstavm

e
si
ale
teď
situaci,

kdy
by
si
každý

prvek
ještě

pam
atoval

p
ozice

sousedů.
P
ak
bychom

m
ohli

m
ít
prvky

lib
ovolně

rozházené
v
pam
ěti
a
jen
by
se
na
seb
e
vzájem

ně
odkazovaly

(první
prvek

by
tvrdil,

že
druhý

je
na
p
ozici

X
,

druhý
by
tvrdil,

že
třetí

je
na
p
ozici

Y
,
a
tak
dále).

0
1

2
3

4

K
lepším

u
p
ochop

ení
tohoto

principu
je
důležité

si
vysvět-

lit,
co
to
je
ukazatel

(neb
o
také

odkaz
či
anglicky

poin
ter).

K
aždé

m
ísto

v
pam
ěti
p
očítače

m
á
své
číselné

označení,
kterém

u
říkám

e
adresa

.
K
dyž
si
vytvářím

e
nějakou

p
ojm
e-

novanou
prom

ěnnou,ta
se
vlastně

odkazuje
na
určité

m
ísto

v
pam
ěti
a
na
tom
to
m
ístě
v
pam
ěti
je
její
hodnota.

C
o
kdyby

ale
hodnota

prom
ěnné

byla
adresa

nějakého
ji-

ného
m
ísta
v
pam
ěti?
P
ak
takové

prom
ěnné

říkám
e
poin
ter

a
um
ožňuje

nám
vytvářet

výše
p
opsanou

strukturu
rozhá-

zených
prvků

v
pam
ěti.

S
pojový

sezn
am
je
tedy

určený
svým

prvním
prvkem

(m
á-

m
e
v
jedné

prom
ěnné

p
ointer

na
tento

prvek,
který

se
čas-

to
nazývá

kořen
,
protože

z
něj
„vyrůstá“

zbytek
struktury)

a
p
oté
u
každého

dalšího
prvku

m
ám
e
za
seb
ou
uloženou

hodnotu
tohoto

prvku
a
odkaz

(p
ointer)

na
další

prvek.
O
dkazy

m
ezi
prvky

m
ohou

být
i
ob
ousm

ěrné,
m
ohou

vést
dokola

(p
oslední

ukazuje
na
první)

či
m
ohou

dokonce
tvo-

řit
nějakou

složitější
strukturu

(pak
to
ale
již
nebude

čistý
sp
ojový

seznam
).

P
okud

p
ointer

nem
á
nikam

ukazovat,
realizuje

se
to
odká-

záním
tohoto

p
ointeru

na
adresu

N
U
L
L.
T
o
skoro

doslovně
říká

„N
eukazuji

nikam
“.

0
1

2
3

4

C
o
nám

takto
vystavěná

struktura
um
ožňuje

v
p
orovnání

s
p
olem

?
P
řístup

na
konkrétní

prvek
v
ní
stojí

lineárně
ča-

su,
protože

ho
m
usím

e
„odkrokovat“

od
prvního

prvku
(na

který
m
ám
e
p
ointer),

tedy
m
usím

e
udělat

až
O
(N
)
kroků.

P
okud

bychom
však

p
ointer

na
daný

prvek
už
nějak

m
ěli,

sam
ozřejm

ě
na
něj
m
ůžem

e
přistoupit

v
konstantním

čase.

N
aopak

přidávání
prvků

na
konkrétní

m
ísto
(i
jejich

odebí-
rání)

m
ám
e
v
p
odstatě

zadarm
o
a
sp
ojový

seznam
m
ůžem

e
rozšiřovat,

dokud
na
něj
m
ám
e
v
p
očítači

pam
ěť.
V
e
chvíli,

kdy
chcem

e
přidat

nový
prvek

za
prvek,

na
který

m
ám
e

p
ointer,

jen
šikovně

přep
ojím
e
ukazatele.

P
okud

předtím
ukazatele

vedly
A
→

B
,
teď
p
ovedou

A
→

C
→

B
(a
při

odebírání
naopak).

Z
de
m
ůžete

vidět
ukázku

p
ointerů

a
sp
ojových

seznam
ů

v
jazyce

C
,
kde
jsou

tyto
věci

m
nohem

více
nízkoúrovňové

(ale
zato

rychlejší):

5
P
ozor,

ve
světě

p
očítačů

se
velm

i
často

indexuje
od
nuly,

tedy
první

prvek
m
á
v
tom
to
případě

index
0.

6
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
s
l
o
z
i
t
o
s
t
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