Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

29. rocnik KSP

Mili resitelé a resitelky!
Léto se prehouplo v podzim, venku se kazdou chvili vali mlha, a kdyz se roztrha, ukaze tim, jak se
v ulicich vali spadané listi. Pfichazi podzimni desté, sychravé vecery i prvni kola lecjakych soutézi.

KSP¢ko ma prvni sérii uz za sebou, ale i do druhé se muze zapojit kdokoliv, kdo mé zdjem lamat si
hlavu nad tlozkami, tfeba v teple krbu s hrneckem horkého caje. Krb i ¢aj si musite zajistit sami,
ale tlozky vam s radosti dodame. Racte se zacist.

Také bychom véas radi pozvali v podveder 22. listopadu na KaliSek (setkani v ¢ajovné) v Praze a hned
néasledujici den na Den otevienych dvefi na Matfyzu. Vice informaci se brzy objevi na nagich strankach
i na Facebooku.

A pokud stale vahate, pfipominame, Ze kazdému fesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série dostane
alespon 5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, placku a moznéa i dalsi prekvapeni.

Za teseni KSP je také mozné byt pfijat na MFF UK bez pfijimacich zkousSek. Na ziskani osvédceni
aspésného Tesitele je letos tfeba ziskat v hlavni kategorii alesponn 150 bod@. Maturanti, ktefi by chtéli

Listopad 2016

osvédceni vyuzit letos, jej musi ziskat nejpozdéji za ¢tvrtou sérii.

Termin série: Pondéli 5. prosince 2016 v 8:00

Odevzdavani: Pies web na adrese |ttps://ksp.mff.cuni.cz/submit /|

Odména série: Sladkou odménu posleme kazdému, kdo ziské alespori polovinu bodu z péti

odevzdanych tloh.

Druha série dvacatého devatého ro¢éniku KSP

10 ten den skvéle zacind,“ prolétlo Erice hlavou, kdyZ
chvatné presouvala svuj notebook z kolejniho stolu do bato-
hu. Hodiny na zdi navzdory vyhruznym pohledim ukazovaly
patndct minut do zacdtku vyuky, kterd ovsem probihala pres
pul hodiny odtud.

Budik 3t mel vzbudit uz o pul osmé, ale kdyz pak na chvil-
ku zavrela oc¢i, musela usnout, protoZe najednou bylo skoro
devét. Konecné méla vse potrebné a mohla vybéhnout. Na-
padlo ji, kolik vlastné existuje stejné rychlych cest do skoly,
ale radeji si zakdzala experimentovat.

29-2-1 Cesty do skoly 10 bodua

Studentka se chce dostat do skoly za pravé K minut — ne
vice, ale ani ne méné (to by musela zbyte¢né cekat na chod-
bé). Zajimalo by ji, kolika riznymi zptisoby to jde udélat.
Protoze venku uz zac¢ina byt docela zima, nechce se ani po
cesté nikde zastavovat. Radé€ji celych K minut stravi chtzi,
i kdyby to znamenalo trochu si zajit, nebo tfeba jit kus tam
a zpatky.

K dispozici m& mapu, ve které je zakresleno N vyznac¢nych
mist — kromé& startovniho a cilového bodu (koleje a gkoly)
také ruzné kiizovatky a dalsi mista, pres kterd je mozné
prochazet. Dale mapa obsahuje seznam povolenych ptesu-
ni: kazda jeho polozka fika, Zze z mista i jde dojit na jiné
misto j, a to za pfesné jednu minutu. Jinudy nez podle
povolenych piesunti se pohybovat nelze. Pozor, u presunt
zalezi na sméru. Muize se stat, ze je povoleno jit z ¢ do 7,
ale ne z j do i (tfeba protoze v opaném sméru je to moc
do kopce).

Formalnéji: je dan orientovany graf. Jeho vrcholy odpovida-
ji mistim a hrany povolenym pfesunim. Zajima nés, kolik
v ném existuje ruznych sled mezi danymi dvéma vrcholy
s a t dlouhych pfesné K hran. Sled je néco jako cesta, jen
se na ném mohou opakovat vrcholy a hrany.

Uvazujme napiiklad nasledujici mapu a K = 6, s = a,
t=g:

©—pe

a b f

V ni existuje pravé pét sledi délky 6 vedoucich z a do g.
Jsou to abcedefq, abfgefg, abdgefq, abdefdg, abfdefy.

Obuykly zptisob dopravy dnes zafungoval. Erice se poved-
lo chytit autobus, tramvaj (pres hlavy lidi vidéla priskakugjict
minuty) i dal§i tramvaj a krdtce pred pul uz prebihala Ma-
lostranskeé nameésti, az skoro smetla néjakou podobné starou
divku. Schody vzala po vice najednou, prebéhla celou chod-
bu a zkusila se dobyt do ucebny — kterd se ovsem tvdrila
tise, a hlavné zamdcené.

Erika hned vytdhla mobil a na Hangoutu napsala svému,
spoluzakovi: Ahoj, prosim Té, analyza se nékam pTe-—
sunula? Vzdpéti zistala nevéricne koukat na c¢as 8:28 ved-
le své zprdvy. Odpovéd piisla zdhy. Ne ale zacina prece
v 9. A pak prisla dalsi zprava: Vis ze je zimni cas?

Jen malym zdzrakem nedoslo k ndsili na nevinném telefo-
nu. Misto toho se Erika vydala zkoumat ndsténky na chod-
bach. Na jednu nékdo vylepil papir se zasifrovanym textem
a vjzvou k rozlusténi. Spis neZ opravdové Fesent ted ale Eri-
ka touzila najit néco jako ,pomsta vyndlezci letniho casu®.

13 bodu

29-2-2 Hledani pomsty

Predpokladejme, Ze text na nasténce je zasifrovany jed-
é’ noduchou substitu¢ni sSifrou. Ta funguje tak, ze pro
kazdé pismeno abecedy nahradime vSechny jeho vyskyty
v plvodnim textu néjakym jinym pismenem (napt. kazdé
A zménime na X, kazdé B na U atd.).

Navic plati, Zze dvé rtizna pismena nikdy nenahradime stej-
nym, protoZe pak by se text nedal jednoznacné desifrovat.


https://ksp.mff.cuni.cz/submit/

Predpisu, které pismenko nahrazujeme kterym, se fika klic.

Korektnimi zpusoby, jak zasifrovat slovo PAPIR, jsou napft.
UWUXI nebo PEPZN, ale nikoli SDFGH (kazdé P jsme nahradili
za néco jiného) nebo naopak CLCKC (P i R jsme nahradili
stejnym pismenem).

Dostanete zaSifrovany text (nezndmym kliéem) a hledany
fetézec (nezaSifrovany). Vasim tkolem je najit v8echny po-
zice, na kterych se v puavodnim textu mohl zadany Fetézec
vyskytovat. Rizné vyskyty mohou predpokladat rizné kli-
Ce.

Napftiklad slovo POTOPA v textu ZAGHAHGZGHLQWUW muizeme
najit na dvou mistech:

POTOPA
ZAGHAHGZGHLQWUW
POTOPA

V prvnim piipadé kli¢ preklada P—G, O—H, T—A, A—7Z.
Ve druhém je spravné pritazeni P—H, O—G, T—Z, A—L.

Snadno si rozmyslite, Ze jinde uz se toto slovo vyskytovat
nemuze.

Po predndsce, kterd probéhla prekvapivé v klidu (jen je-
den nejasny dikaz a jen dvé rypnuti od spoluzdku, kteri
zménu casu zaregistrovali), ¢ekalo Eriku jesté programova-
ct cviceni. Obvykle ho méla rdda, ale dnes se ji povedlo
jednim strednikem navic vyrobit nekonecny cyklus. Pritom
na puvod chyby prisla aZ po hodiné, takzZe se dnes ze skoly
vyloZené tésila.

Zoldst kdyz si na dnesek napldnovaly sraz s kamarddkou
ze stredni! Potkat se na zastdavce Karlovo namésti znélo ja-
ko skvély napad, dokud Erika nezjistila, Ze téch zastavek je
vice kus od sebe. Zavolat kamarddce znélo jako skvély nd-
pad, dokud telefon suse neozndmil, Ze ,volany ucastnik nent
dostupny*.

A tak Erika nékolikrat prebihala mezi jednotlivymi za-
stavkami. Pritom si vsimla, Ze tu stdle visi nejriznéjsi vo-
lebni reklamy.

29-2-3 Billboardova vétsina 13 bodu

Erika probihé ulicemi, kde visi spousta volebni reklamy:
billboardy, plakaty, ... Vime, v jakém potradi okolo reklam-
nich materialt probéhla a které strany propagovaly.

Radi bychom uméli pro libovolnou ¢ast jeji cesty zjistit,
jestli v tomto tiseku méla néjaka strana nadpoloviéni vét-
§inu reklamnich materiala (a tedy by pfesvédéila lidi, ktefd
projdou jen tuto Gast cesty).

Na vstupu dostanete nejdfiv posloupnost N prirozenych
¢isel (ag,...,an—1). Ta udava, které strany propaguji jed-
notlivé plakaty, v pofadi, v jakém je Erika mijela (tedy a; je
¢islo strany propagované i-tou reklamou). Cisla stran mii-
zou byt libovolné velka.

Poté bude néasledovat () dotazt. Kazdy dotaz je tvofen dvo-
jici ¢isel (k, £). Ukolem vaseho algoritmu je pro kazdy dotaz
urcit, zda v tseku ay, ax+1,--.,ar—1 posloupnosti ma néja-
ké ¢islo strany nadpolovi¢ni zastoupeni.

Naptiklad pro posloupnost
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a dotazy (1,6), (3,6), (2,5), (5,10), (0,10) jsou spravny-
mi odpovédmi 4, — 4,1, — (kde — znadi, Ze v daném tseku
nemd vétsinu nikdo). Prvni tsek (1,6) je vySe znazornén
podtrzenim.

Vyhodnocovat kazdy dotaz zvlast by bylo pomalé. Zkuste
si na zacatku pro posloupnost néco predpocitat, abyste pak
zvladli dotazy vytizovat rychleji. Predpokladejte, Zze pocet
dotazti bude fadové srovnatelny s V.

Pri tretim ndvratu na pivodni zastavku se oviem zada-
rilo a obé divky se konecné potkaly. V blizké kavdrne pak
nadsené propovidaly dvé hodiny jako nic. Pri loucent se si
slibily, Ze se zase brzy uvidi, a pak uZ kaZdd vyrazila za svym
dalsim programem.

V Eric¢iné€ pripadé to znamenalo vrdtit se na kolej a sbalit
si vSe, co by mohla potrebovat na hodiné powerjogy. K je-
jimu provozovdni se nechala presvédcit uzZ na zacdtku se-
mestru Hankou z koleje, kterd nechtéla chodit sama. KdyZ
Erika dorazila na sraz s Hankou, bylo uZ dost pozdé. Presto
se Hanka nejvic ze vseho tvdrila zmatene.

,Mds urcité viechno?“ zeptala se mejisté. ,No jasné,“
mavla Erika rukou. .. ve které, jak si prdavée uvédomila, ne-
meéla sportovni tasku. ,Eh, ne, pockej, hned jsem zpdtky!“

Hanka mela z FEriky ndramnou legraci a dobirala si ji
1 po lekci, kdy se Erika chystala vydat za dalsimi kamarddy.
»2Nemam Té radéji doprovodit na misto?“ ptala se. ,Hus,“
zkontrolovala Erika mna mobilu jizdni vddy, ,za chvilku mi
jede autobus a prestoupit na metro zvlddnu.“

Divky se rozloucily a Erika za chvili skutecné nastoupila
do autobusu. Kdyz ale ani po péti zastdvkdch nebyla v do-
casném cili, znejistéla a na dalsi zastavce radéji vystoupi-
la. Zaujalo ji mamésticko protkané chodnicky. Mezi nimi
se nachdzely kvétinové zihony podivuhodné nepravidelnych
tvard. Sedmithelnikovy zdhon, kdo to kdy vidél!

9 bodu

29-2-4 Nejslozit&jsi zahon

Na namésticku tvaru N-thelniku jsou rtizné chodnic-
W1l ky, které jsou ale vedené tak, Ze se navzidjem nekiizi
a vychazeji jen z pomyslnych rohi, nikoliv ze samotnych
stran.

Oblasti mezi chodnicky tvori kvétinové zahony. Nas by za-
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mnohotthelnikem s nejvice stranami.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formadt vstupu: Na prvnim fadku vstupu dostanete cisla
N a K udavajici pocet vrchold N-thelnika a pocet chodnic-
ki. Na dalsich K radcich néasleduje popis chodnickt — kazdy
chodnicek je uréen dvéma ¢isly udavajicimi, mezi kterymi
dvéma vrcholy namésticka vede. Vrcholy ¢islujeme od 0 do
N — 1 v potradi na obvodu.

Formdt vystupu: Na vystup na prvnim fadku pocet vrchola
na obvodu nejvétsi souvislé oblasti (zdhonu) a na druhém
tfadku mezerou oddélené ¢isla zajimavych vrchold ohranicu-
jicich tuto oblast — to jsou takové vrcholy, kde pifechézime
z jednoho chodni¢ku na druhy. Cisla vypiSte v rostoucim
poradi, v jakém se vyskytuji na obvodu této oblasti. Pokud
existuje vice takovych oblasti, vyberte libovolnou.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup: [ 0
8 3 4 6 1
51 05
05 5 2
2 4

4 3

vvvvv

brat (1,2,4,5) nebo (0,5,6,7). Na prvnim jsou vyznamné
vSechny body, na druhém jen body 0 a 5.



Erika si ovsem zdhy vzpomnéla, Ze jeji hlavni starosti
je néco jiného. Pohled na ceduli u zastdvky ji prozradil, Ze
zrejmeé vystoupila nikoliv z autobusu 136, nybrz z autobusu
185. Potlacila zanaddvdni na plus minus jednicky, nasla si
novy spoj a po dalsi tri cturté hodiné uspésné dorazila do
cajovny urcéend.

»Jéje, Erika ndm to urcité pokazi,“ uvitali ji se smichem.
,Co, co?“ ,Petr bude pristi semestr ve Svédsku, tak uZ si
planujeme, kdy se kdo z nds pozve na ndvstévu,“ vysvétlili
Ji kamarddi vesele. A vsichni se znovu sklonili nad pozndm-
kama.

29-2-5 Planovani navstév 10 bodu

Petr stravi piistich N tydni ve Svédsku. Kazdy z jeho K ka-
marada by rad prijel na navstévu. Kazdy vikend muze Petr
ubytovat pravé jednoho svého kamarada. Zaroven se kvuli
ruznym jiz naplanovanym akcim kazdému z kamarada hodi
prévé 2 vikendy.

O kazdém z kamaradu se dozvite, které 2 vikendy by se mu
pro navstévu hodily. Rozhodnéte, zda se mohou u Petra
vystiidat vsSichni, nebo zda bude muset Petr nékteré od-
mitnout.

Muzete predpokladat, ze K < N.

Od vzruseného dohadovdni se nad didri se celd spolec-
nost postupné presunula k mnoha dalsim tématim. Ovsem
cas nechtél brat ohled na jejich veseli, ani se nenechal uko-
lébat klidem zbytku cajovny, poskakoval a postupne prinesl
unavu.

Zrovna kdyz ¢dst lidi tesila, jak si pomoci obycejné min-
ce vybrat ze tri caju, zvedla se Erika k odchodu. Navzdory
historkam celého dne vyrazila sama a bezpecné dosla zpét
na metro. Za jedinou komplikaci by mohla povaZovat zha-
sinagici lampu, ale uZ tu pdrkrat sla a zrovna tahle lampa
zhasinala pokazdé, kdyz prochdzela okolo.

Na Muzeu prestupovala v zamysleni, proplétala se mezi
pdr cestujicimi. Najednou k ni dolehlo pobavené zavoldni:
» Tak Markovci udrZeli Knot zas jenom dva dny!“

Erika se prekvapené rozhlédla. Z ostatnich cestujicich tu
mezitim zustal jen néjaky muz a divka tak v jejim véku,
kterd ted obarvila dvé policka v tabulce na zdi. Cmdrdn{ na
zed v metru? Erika se zarazila. A lehce sebou trhla, kdyZ si
nad tabulkou vsimla ndpisu ,,Linka o .

YAle koukam, Ze se jim i tak velmi dari,“ prohldsil muZ.

Divka zavrtéla hlavou. ,,Tak to pisobi kvili tomu, jok je
to nakreslené.“

29-2-6 Souvisla plocha 11 bodu

Neékolik skupin lidi se pretahuje o urcity predmét. Do tabul-
ky o R fadcich a S sloupcich barvami vyznacujeme, kdo ho
vlastnil ktery den. Zakreslujeme po fadcich, kdyz dojdeme
na konec fadku, pokracujeme na dalSim.

Informace k nam ale chodi, jen kdyZz se majitel zméni. Do-
staneme tak tieba informaci, Ze prvni skupina méla pred-
mét 5 dni, druha skupina 2 dny, prvni skupina 3 dny, ...
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a nejvic vidét je souvisla oblast. Oblast je souvisla, kdyz
jsou v ni vSechna policka sousedni, tj. sdili hranu (nestaci
sousedit rohem). Nés zajimé zejména to, kterd skupina mé
nejvétsi souvislou oblast.

Predpokladejte, ze skupin je méalo, maximéalné 200. Naopak
tabulka mtze byt obrovska, pocitejte s tim, ze se vam ne-

musi vejit do paméti. Ale jeden Fadek se do paméti urcité
vejde.

Na vstupu dostanete ¢isla R, S, K, Z, popisujici rozmé-
ry tabulky, pocet zmén skupin a pocet zmén vlastnictvi
(véetné prvotniho ziskéni). Na dalsich Z fadcich jsou po-
psané jednotlivé zmény vlastnictvi — vzdy ktera skupina
predmét ziskala a na jak dlouho. Na vystup vypiste c¢islo
skupiny, které patii nejvétsi souvisla oblast.

Ukdzkovy vstup:
10 2

Ukdzkovy vystup:
0

Or OFrOFrOoOWw
D NNDNDN

12

Tabulka z ptikladu vypada néasledovné:

Nejvétsi souvislou oblast méa skupina 0 (na obrazku Seda).

»Ale nend to jediné, co pusobi jinak, nez to opravdu je,“
pokracovala divka.

,, VETis tomu, Ze ta holka md zvldstni moc.“

,Jo! Do hdje, vidyt md svou lampu na Starym mésté,“
vyhrkla divka rozcilené. Vzdpéti se uklidnila a pokracova-
la: ,Vadzne, dneska jsem se s mi velmi zblizka potkala na
Malostranském ndameésti a je to z ni citit.

Viastné jsem se chtéla porozhlédnout i na jejim pokoji
na koleji, ale prestoZe jsem se po budové potloukala, dokud
neméla byt pryc, jakmile jsem zamirila k jejimu pokogi, pro-
behla okolo mé, primo k tomu pokoji. TakZe jsem to radsi
vzdala. Ale kdyZ jsem si pak ipiné jinde znova prochdze-
la, co o ni vime, najednou stdla prede mnou. Koukla po
ndmeésti, hodila po mné vyhruzny pohled, pak jesté koukla
na zastavku, néco si poznamela a zmizela. Neptislo by ti to
zoldstni?

A wibec,“ podivala se divka primo na Eriku a jeji ton
se zmeénil na pobaveny, ,kdyby neméla nasi moc, jak by se
sem jen tak dostala?“

Erika lehce lapla po dechu. MuZ chvili nechdpave stdl,
pak se najednou otocil na Eriku. Nekolikrat prejel pohledem
mezi obéma divkami. Mirné se usmdl. Nakonec prohlasil:
»To zni ovsem jako tuplné jiny pribéh. ..«

... ktery uZ s vami nemohla sledovat

Karry Buresovd

15 bodu

V druhém dilu naseho stromového seridlu ukazeme, jak

popisovat podstromy pomoci DFS ocislovani. Hlavné
si ale pfedvedeme, jak vytvaret datové struktury pro stromy
tim, ze dany strom ulozime do 1plné jiného stromu, totiz
intervalového.

29-2-7 Strom ve stromu

DFS oéislovani

Zac¢néme opakovanim z minula. Spustime-li na zadaném
stromu prohledavani do hloubky (DFS), miZeme jeho prii-
béh popsat posloupnosti levych a pravych zavorek: levou
zapiSeme, kdykoliv shora vstoupime do vrcholu, pravou,
jakmile se chystame vystoupit nahoru.



Napftiklad pro strom na obrazku vyjde posloupnost zavorek
(COCOCO 0N O). Kazdému vrcholu jsme takto pridéli-
li jeden pér zévorek a tyto pary se navzajem nek¥izi (fikame,
Ze tvoii dobré uzévorkovéni).

Navic si ke kazdému vrcholu v zapamatujeme ¢isla in(v) a
out(v). Ta budou Fikat, na kolikaté pozici v Fetézci zavorek
se nachazi leva, resp. prava zavorka odpovidajici vrcholu v.
Pro néas ukazkovy strom to vyjde takto:

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9
in(v) 1 2 16 3 5 6 8 9 11
out(v) 18 15 17 4 14 7 13 10 12

Mizeme si to predstavit také tak, ze mame néjaké hodiny
(pocitadlo), které odtikavaji jednotlivé kroky DFS, a hod-
noty in a out pro dany vrchol udavaji ¢as prvniho vstupu
a posledniho vystupu.

Vsechny iny a outy dokdzeme spocitat v linedrnim case. Po-
tom nam prozradi ledacos zajimavého o tvaru stromu. Na-
priklad pomoci nich mizeme poznat vzajemny vztah dvou
vrcholti. Predstavme si néjaké dva vrcholy u a v:

e Pokud u je potomkem v (af uz pfimym ¢ nepfimym),
musi byt par zavorek patficich k u uvnitf toho od v,
takze musi platit

in(v) < in(u) < out(u) < out(v).
e Pokud je naopak v potomkem u, dostavame
in(u) < in(v) < out(v) < out(u).

® V ostatnich pfipadech musi jeden par zavorek skoncit,
nez druhy zacne (pary se pfeci nekiizi), takZze nastane
jedna z téchto moznosti:

in(u) < out(u) < in(v) < out(v),
in(v) < out(v) < in(u) < out(u).

Dovedeme tedy v konstantnim case zjistit, jaky je ,pribu-
zensky vztah“ u a v.

Nestromové hrany

Obcas se potkame s ptipady, kdy mezi vrcholy stromu ve-
dou jesté né€jaké dalsi hrany, které nejsou pfimo soucés-
ti stromu (jako kdyZz vanoéni stromecek ozdobime Fetézy).
Témto hrandm fikdme nestromové a Casto nas zajima, mezi
jakymi ¢astmi stromu vedou.

Ukol 1 [2b]: Je d4n strom na n vrcholech a m nestromovych
hran. Pfedpocitejte v ¢ase O(n+m) tabulku a pak pomoci
ni v konstantnim c¢ase odpovidejte na dotazy typu ,vede
néjakad nestromova hrana ven z podstromu s kofenem v7¢.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy

http://mj.ucw.cz/vyuka/ads/|

—4-

Intervalové stromy

Brzy se nam bude hodit ulozit vSechno, co vime o daném
stromu, do Sikovné datové struktury — prekvapivé opét stro-
mové (jeji struktura m4 ale s podobou ptuvodniho stromu
pramélo spole¢ného).

Intervalovy strom je datova struktura, kterd si pamatuje
néjakou posloupnost x1, ..., 2z, a umi s ni provadét nasle-
dujici operace:

o Init(xy,...,x,) — inicializace — O(n)
vytvori novy strom se zadanymi hodnotami

e Gei(i) — bodovy dotaz — O(logn)
vrati aktualni hodnotu x;

e Set(i,t) — bodovy update — O(logn)
nastavi z; na hodnotu ¢

® RangeMin(i,j) — intervalovy dotaz — O(logn)
spoCitd minimum z z;, Tit1,...,T;

® RangeAdd(i, j,d) — intervalovy update — O(logn)
pri¢te ke vSem prvkém z;,...,z; hodnotu ¢

Existuje mnoho verzi intervalovych stroma. Ty nejjedno-
dussi popsané v nasi kuchaice! neumi intervalovy update,
ale zato dokazi provadét bodové dotazy v konstantnim case.
Nam se bude vice hodit pokrocilejsi podoba s linym vyhod-
nocovanim zmeén. Ta uz zvladne vSechny operace. Detaily si
prosim piectéte v Medvédové knizce,? v kapitole o datovych
strukturach.

Operace intervalového stromu lze navic snadno ohybat, aby
pocitaly néco trochu jiného. Intervalové dotazy mohou kro-
mé maxima pocitat tfeba minimum nebo soucet; intervalo-
vy update mize napfiklad najednou nastavit vSechny prv-
ky v intervalu na novou hodnotu. Princip ztstava stejny.
(Kdykoliv ale pii FeSeni seridlu budete potiebovat néjakou
atypickou operaci, nestaci si ji vymyslet — je nezbytné po-
psat, jak pfesné ty standardni upravite.)

Strom ve stromu

Pojdme si hrat. Dostaneme néjaky strom T, v jehoz kazdém
vrcholu je ulozeno jedno ¢islo, na pocatku nulové. Chceme
umét provadét dvé operace: zménit ¢islo ulozené ve vrcho-
lu a zjistit minimum ze vSech ¢isel ulozenych v zadaném
podstromu.

To je néco podobného, jako umi intervalové stromy, ov§em
s podstromy namisto intervald. Pojdme jim tedy vstup tro-
chu ,predzvykat“. Strom ,rozvineme* do posloupnosti pod-
le toho, jak jim prochazi DFS. Pro kazdy vrchol v definu-
jeme Z,(,) jako ¢islo uloZzené ve v a x,y4 () = +00.

Tim vznikla posloupnost délky 2n. V ni podstrom lezici pod
vrcholem v odpovida intervalu @i (v); - - - Tout(v)- PrO vy-
pocet minima podstromu tedy staci polozit intervalovy do-
taz (nekoneéna v out-ech vysledek nijak neovlivni). Zména
hodnoty vrcholu v je trividlni: pozddadme intervalovy strom
o bodovy update prvku %, (y), Da T oy (») neni tieba sahat.

Obé operace tedy pracuji v ¢ase O(logn), jen nesmime za-
pomenout, Ze jsme také spotiebovali ¢as O(n) na vytvoreni
intervalového stromu.

Ukéazali jsme tedy, jak pomoci DFS oéislovani prekladat
strom na posloupnost, pfi¢emz podstromy se prelozi na in-
tervaly v posloupnosti. S témi se pak casto hodi zachéazet
pomoci néjakého druhu intervalového stromu. Pojdme si to
vyzkouset na dalsich ptikladech. ..
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Ukol 2 [4b]: Vytvoite datovou strukturu pro strom s obar-
venymi vrcholy. Na pocatku jsou vsechny vrcholy zelené.
Chceme umét provadét tyto operace: SetColor(v,c) — na-
stavi barvu vrcholu v na ¢ervenou, zelenou nebo modrou;
CountColor(v,c) — zjisti, jakd barva je v podstromu pod
vrcholem v nejcast&jsi (je-li to nerozhodné, odpovi, Ze ne-
rozhodné).

Ukol 3 [6b]: Jesté jedna datova struktura. Na zacatku do-
staneme strom s vrcholy ohodnocenymi pfirozenymi ¢isly,
Chceme umét operaci Touch(v), kterd v podstromu pod v
provede nasledujici: nalezne minimum z nenulovych ¢isel ve
vrcholech, toto minimum od v8ech nenulovych ¢isel odecte
a nakonec ohlasi, jestli uz se povedlo vSechna ¢isla v pod-
stromu vynulovat.

Dvojrozmérné intervalové stromy

Dalsi zajimavé triky muzeme provadét s dvojrozmérnymi
intervalovymi stromy. Do téch ukladame dvojice ¢isel, které
si miizeme predstavovat jako body v roviné. Roli intervala
pak hraji libovolné obdélniky.

Pro nase cely postaci velmi jednoducha podoba 2D inter-
valovych stromt, kterd umi takovéto operace:

e nit((x1,91), - - (Tn,Yn)) — inicializace — O(nlogn)
vytvori novy strom s body o zadanych soufadnicich
¢ RangeCount(min; Lmazs Ymin, Ymaz) —
tact dotaz — O(log® n)
spocita, kolik ze zadanych bodu lezi v daném obdélniku,
tedy pro kolik ruznych i je zpin < z; < Typae @ soucasné
Ymin S Yi S Ymazx -

obdélnikovy poci-

Jak takovy 2D strom sestrojit, najdete naptiklad ve vzoro-
vém feSeni alohy 24-4-7,% dokonce véetné mazaného triku,
ktery zrychli intervalovy dotaz na O(logn).

V nésledujicim tkolu nés ale konkrétni implementace ne-
musi zajimat, staci pouzit 2D strom jako ¢ernou skfinku.

Ukol 4 [3b]: Dostaneme strom s nestromovymi hranami.
Chceme si néco pfedpocitat tak, abychom umeéli rychle od-
povidat na dotazy typu ,existuje nestromovéa hrana mezi
podstromem pod u a podstromem pod v7“.

Martin ,Medved” Mares

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-4-7/resenil
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Recepty z programatorské kucharky: Hledani v textu

Retézec je v podstaté jakakoliv posloupnost symbolil za-
psana za sebou a s nimi budeme v této kapitole praco-
vat. Kazdého napadne ,,vyhledavani v textu“ nebo ,hledani
jmen v telefonnim seznamuj ale fetézce najdeme i na niz-
§ich Grovnich informatiky. Napiiklad celé ¢islo zakédované
v bindrni soustavé, které dostaneme na vstupu programu,
je také jen fetézec nul a jednicek.

Jiny priklad pouziti fetézct (a algoritmil s nimi pracujicich)
najdeme v biologii. Naptiklad DNA neni o mnoho vice, nez
chytré uloZeni posloupnosti ¢ty¥ znaki/nukleovych bazi —
chceme-li hledat vzory anebo konkrétni podposloupnosti,
bude se nam hodit znalost zdkladnich algoritma pro praci
s Fetézci.

Nemame bohuzel Sanci vysvétlit vSechny algoritmy s fetéz-
ci, protoze je prili§ mnoho moznych véci, co s fetézci délat.
Pievadénim Fetézcii na cisla (heSovanim) jsme se vénovali
v jiné kuchafce, v této se budeme soustiedit na algoritmy,
které se objevuji spiSe v praci s textem.

Kromé tvodu do prace s fetézci popiseme dva stavebni ka-
meny textovych algoritmt, coz bude datova struktura pro
slovniky — trie a vyhledani v textu s predzpracovanim hle-
daného slova a jeho rozsifeni pro vice slov. S jejich znalosti
néjsich problém.

Jak Fetézce chapat

Kdyz programator déla prvni kriacky, ¢asto moc netusi, co
s témi Fetézci vlastné muize a nesmi délat. V programovacim
jazyce to je jasné — néco mu jazyk dovoli a na néco nejsou
prostiedky. Ale jak to je na drovni ryze teoretické?

Jak jsme si fekli na zac¢atku, fetézec bude posloupnost néja-
kyjch symboli, kterym fikame znaky. Tyto znaky jsou z né-
jaké mnoziny, které fikame abeceda. Abeceda miZe byt jen
{0, 1} pro ¢isla v bindrnim zapisu, klasické {A-Z,a-z} pro
anglickou abecedu anebo plny rozsah univerzalni znakové
sady Unicode, kterd ma az 23! znakt. Nezapominejme, Ze
nejenom pismena a Cislice, ale i mezery a interpunkce jsou
znaky!

Vidime, ze zanedbat velikost abecedy pii odhadu slozitos-
ti by bylo pfilis troufalé, a tak budeme velikost abecedy
oznacovat |X|. Abeceda sama se v textech o Fetézcich ¢asto
znaci feckym X.

O znacich samotnych predpokldaddme, ze jsou dostateéné
malé, abychom s nimi mohli pracovat v konstantnim case,
podobné jako s celymi ¢isly v ostatnich kapitolach.

Nyni hlavni otdzka — mame chapat fetézec jako pole znak1,
nebo jako spojovy seznam? Salamounsks odpovéd: miizeme
s nim pracovat tak i tak. Kdyz budeme potfebovat prevést
Fetézec na spojovy seznam (protoze se ndm hodi rychlé pre-
pojovani Fetézctl), tak si jej pfevedeme. Tento pfevod nés
samoziejmé bude stat cas linearné zavisly na délce Fetéz-
ce. Budeme ji déle znacit L; casova slozitost prevodu bude
O(L).

Standardné se ale pocita s tim, ze Fetézec je uloZen v poli
nékde v paméti (jiz od zacatku algoritmu), takze ke kazdé-
mu znaku muzeme pfistupovat v konstantnim case.

Jelikoz jsme Tetézce definovali jako posloupnosti, nesmime
zapominat ani na prdzdny tetézec . A kdyz uz mame feté-
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zec, urcité mame i podretézec — souvislou podposloupnost
znaktl jiného fetézce. Napiiklad BAR, RET, € i KABARET jsou
podietézce slova (fetézce) KABARET; KAT vSak podietézcem
neni.

Casto néas budou zajimat dva zvlastni druhy podietézcii.
Pokud ze slova odstranime néjaky souvisly tisek na konci,
vznikne podfetézec, kterému fikame prefiz (Cesky pfedpo-
na), a pokud odstranime néjaky souvisly usek ze zacatku,
dostaneme suffiz neboli pfiponu. RET je suffix slova KABA-
RET, KABA je zase jeho prefixem.

Terminologie dovoluje zepfedu i zezadu odstranit prazdny
fetézec — to znamena, Ze slovo je samo sobé prefixem i su-
flixem. Pokud chceme mluvit o prefixech, suffixech nebo
obecné podretézcich, kde jsme museli alesponi jeden znak
odtrhnout, oznacime takové podietézce jako vlastni.

Pro néktera pouziti fetézct je dulezité, abychom je moh-
li porovnavat — kdyz méame fetézce R a S, chceme umét
rozhodnout, ktery je mensi a ktery je vétsi. Jaké piesné to-
to uspotfddani bude, zavisi na nasi aplikaci, ale mnohdy se
pouziva tzv. lexikografické uspordddans.

Pro lexikografické usporadani potiebujeme nejprve zadané
linearni uspofadani na znacich. Tim se mysli takové, kde
jsou v8echny prvky navzajem porovnatelné, a v podstaté to
znamend, ze jsou uspofadany v jedné fadé za sebou (kromé
binarniho 0 < 1 se ¢asto pouziva ,telefonni“ A = a < B =
b < ... < Z = z, které je ovSem linedrni az na velikost
znaki).

Kdyz mame zadané usporadani na znacich, na vSechny fe-
tézce je rozsifime nasledovné: Nejkratsi je prazdny fetézec.
Ostatni fetézce tfidime podle jejich prvniho znaku. Jestli-
ze se prvni znak shoduje, tak podle druhého znaku, atd.
Pokud pfitom znaky jednoho z fetézci dojdou dfiv, pro-
hlasime tento fetézec za mensi.

Plati tedy tfeba ¢ < A < AUTO < AUTOBUS < AUTOGRAM <
AUTOR < BAMBITKA < BARNABAS < Z.

, A

2\

N

Adresai pomoci trie

Typicky ,textovy“ problém je udrzovani mnoziny fetézci
— muzete si predstavit tfeba slovnik. Slova ve slovniku si
chceme Sikovné predzpracovat, abychom pak mohli efek-
tivné odpovidat na otazky typu: ,Je slovo S obsazeno ve
slovniku?* Muzeme také po predzpracovani chtit pridavat
nové polozky, nebo i odebirat staré.

Pokud bychom nemuseli odebirat slova, mazeme pouzit he-
sovani, které je rychlé a ucinné. Vice o ném najdete v he-
Sovaci kuchafce.* M4 viak tu nevyhodu, Ze p¥i velkém za-
plnéni se za¢ne chovat pomaleji a mirné neptredvidatelné.
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Ukazeme si jiné TeSeni, které je také asymptoticky rychlé a
neni ani pFili§ nadroéné na pamét. Vyuziva stromové struk-
tury a fikd se mu trie (vyslovujeme Cesky ,tryje“ a anglicky
jako ¢ast slova ,retrievalf z néhoz slovo trie vzniklo). V ¢es-
tiné se obcas pouziva také oznaceni ,pismenkovy strom

Trie bude zakofenény strom. V prvnim patfe se bude vétvit
podle prvniho pismene slova, ve druhém podle dalsiho, a tak
dale.

Obrézek vyda za tisic definic, pojdme se podivat, jak vy-
pada trie pro slova AHOJ, AT, KSP, TRIE, TROUD, TYC, TYCKA.
Pro ptfehlednost pismena misto na hrany kreslime do nasle-
dujicich vrcholi:

Vsimnéte si, Ze vrcholy v hloubce h (tedy v h-tém patie
trie) odpovidaji prefixim délky h zadanych slov. Napiiklad
prefixy délky 2 jsou AH, AT, KS, TR a TY. Hrana mezi prefixy
vede pravé tehdy, lze-li jeden z druhého ziskat pripsanim
pismene na konec.

Jak bychom takovou trii postavili algoritmem? Pfesné, jak
jsme ji definovali: kazdé slovo ze slovniku budeme procha-
zet znak po znaku, a bude-li néjakd hrana chybét, tak ji
vytvofime a pokracujeme dale podle slova.

7 takto popsané trie bohuzel nepozname, kde konéi slovo ze
slovniku a kde kondéi jen jeho prefix. Standardni zptusoby,
jak to vyfesit, jsou dva: bud si do kazdého vrcholu pii-
dame informaci o tom, je-li koncem celého slova, nebo ne
(jak je to naznaceno dvojitymi krouzky v obrazku), anebo
si rozsifime abecedu o specidlni znak, ktery se v ni pred-
tim nevyskytoval — tfeba $ — a pak vSem sloviim pfilepime
tento $ na konec.

Budeme-li se pozdéji ptat, bylo-li slovo ve slovniku, po pri-
chodu trii zkontrolujeme jesté, jestli z kone¢ného vrcholu
vede hrana odpovidajici znaku $.

Jesté jsme si nerozmysleli, jak budeme v jednotlivych vrcho-
lech trie reprezentovat hrany do delSich prefixi. Abychom
mohli vyhledédvat skutecné linedrné, potfebovali bychom
umét v konstantnim case odpovédét na otazku ,méa vr-
chol P potomka pfes hranu se znakem c?“.

Abychom zajistili konstantni ¢as odpovédi, museli bychom
mit v kazdém vrcholu pole indexované znaky abecedy. To
ovSem znamend, ze takové pole budeme muset vytvorit,
a tedy alokovat |X| poli¢ek v kazdém znaku.

To zvysi pamétovou ndroénost trie (a ¢asovou ndroénost je-
ji stavby) na O(D-|%|), kde D znadi velikost vstupu, ¢ili
soucet délek vsech slov ve slovniku. To je naprosto ptijatel-
né pro malé abecedy, ale uz pro {A-Z,a-z} je tento faktor
roven 52 a pro Unicode je takova alokace nemyslitelna.

Jak z toho ven? Muzeme ozelet konstantni rychlost dotazu
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a pouzit namisto pole tfeba binarni vyhledavaci strom ne-
bo hesSovaci tabulku vSech znakt, kterymi aktudlni prefix
mize pokracovat. Nebo mizeme kazdy znak velké abecedy
zapsat pomoci nékolika znakd mensi abecedy. Tou men-
§i abecedou mize byt tfeba {0,1}. Tehdy nahradime kaz-
dy znak ptivodni abecedy [log, |X|] novymi (jeho zépisem
ve dvojkové soustavé). Tim se Casova slozitost konstrukce
zlepsi na O(D -log|X|) a Casova slozitost dotazu na slovo
délky L zhorsi na O(L -log|X|).

A jsme hotovi! S trii mizeme v linedrnim ¢ase odpovidat
na dotazy ,,Vyskytuje se dané slovo ve slovniku?“, pridavat
a odebirat dalsi polozky za béhu a nejen to — vic o tom ve
cvicenich.
Poznamky

® Chcete-li algoritmus konstrukce trie vidét napsany v Pas-
calu, podivejte se do knihy Algoritmy a programovaci
techniky.
Triim se také fiké prefixové stromy, coz popisuje, ze kazdy
vrchol odpovidé prefixu nékterého slova ve slovniku.
Kdybychom chtéli, mohli bychom pomoci trie vyhledavat
v textu v linedarnim ¢ase. MiZzeme preci postavit slovnik
ze vSech slov v daném textu, a pak prochazet ptislusnou
trii. M4 to ale par hackl: jednak je casto hledany fetézec
kratky, ale text se nevejde do paméti; jednak pokud by-
chom pouzili jako oddélova¢ mezery, mohli bychom hle-
dat jen jednotliva slova, a nikoli jejich konce nebo delsi
kusy véty.

Asi se po posledni poznamce ptate — existuje néjakd mo-

difikace trie, kterd umi hledat libovolnou ¢ast textu? Ano,

jmenuje se suffixovy strom a jdou s ni délat spousty kras-
nych kouskii. Rik4 se, Ze kazdou fetézcovou tlohu lze Fesit

v linedrnim ¢ase pomoci suffixovych stromii. Vic se o nich

dodtete t¥eba v knizce Krajinou grafovich algoritma.’

Cviceni

¢ Reknéme, Ze chceme slovnik na vstupu set¥idit v lexiko-
grafickém poradi (definovaném v sekci ,Jak Fetézce cha-
pat“). Problémem pro klasické tfidici algoritmy je to, Ze
porovnani dvou fetézct neni bohuzel konstantné rychlé.
Vymyslete zpisob, jak setfidit takovy slovnik rychle po-
moci trie.

e Komprese trie. Co kdybychom chtéli odstranit prebytec-
né vrcholy trie, tedy ty, v nichZ se slova nevétvi? Rozmys-
lete si, jestli by nécemu vadilo misto takovychto cest mit
jen jednotlivé hrany. Zesloziti se konstrukce nebo vyhle-
déavani? Mimochodem, je celkem jasné, ze takovato kom-
primovand trie prinese jen konstantni zrychleni dotazt i
prostoru, a tak na soutézich apod. sta¢i pouzit zakladni
variantu.
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Vyhledavani v textu

Zacatek situace je asi ziejmy — mame na vstupu zadan dlou-
hy text a kratké slovo. Slovo si muzeme néjak predzpraco-
vat, nacez projdeme co nejrychleji text a nahlasime jeden
nebo vSechny vyskyty slova. Zajimaji nas pfi tom i vysky-
ty, které se navzajem prekryvaji: v textu NANANA se slovo
NANA vyskytuje dvakrat. Casto se hovoii o ,hledani jehly
v kupce sena“, procez se textu prezdiva seno a hledanému
slovu jehla. Délku jehly oznacime J a délku textu S.

Predstavme si nejdiive hledané slovo jako spojovy seznam,
tfeba slovo INSTINKT:

O OnOROROROROROR0

Mohli bychom text zacit prochazet znak po znaku a kont-
rolovat, zda se text shoduje s nasim slovem/spojovym se-
znamem. Pokud by si znaky odpovidaly, sko¢ime na dalsi
znak z textu a i na dalsi znak v seznamu. Co kdyz se ale
neshoduji? Pak nemutzeme jen skocit na dalsi znak textu —
co kdybychom v textu narazili na slovo INSTINSTINKT?

Musime se tedy vratit nejen na zacatek spojového sezna-
mu, ale i zpatky v textu na druhy znak, ktery jsme oznacili
jako odpovidajici, a zkouset porovnavat s jehlou znovu od
zacatku. To uz naznacuje, ze takto ziskany algoritmus ne-
bude linearni, protoZe se musi vracet zpét v textu o délku
jehly.

Sice je predchozi popis skute¢né v nejhorsim pfipadé slozi-
ty O(S-J), avSak sta¢i mald Gprava a slozitost pfejde na
linedrni O(S + J). Ve skute¢nosti algoritmus nezpomalova-
lo vraceni se — za Spatnou slozitost mohl fakt, Ze jsme se
vraceli prilis zpatky.

Tteba v nasem prikladu s textem INSTINSTINKT se nemu-
sime vracet ve spojovém seznamu na zacatek, jakmile na-
Cteme INSTINS. Mohli jsme se vratit jen na druhy znak,
tedy do prvniho N, a pak kontrolovat, jaky znak pokracuje
dal. Kdyz nasleduje S jako v nasem pripadé, mtizeme po-
kracovat dale v ¢teni a nevracime se v textu. Kdyby text
byl jiny, tfeba INSTINB, vratili bychom se po nacteni B na
zacatek spojového seznamu a v textu bychom pokracovali
dale bez zastaveni.

Pro kazdy znak ve spojovém seznamu si tedy uréime policko
spojového seznamu, na které sko¢ime, pokud se nasleduji-
ci znak v textu lisi od toho ocekévaného. Poradové cislo
tohoto policka nam poradi tzv. zpétnd funkce F', coz bu-
de funkce definovana pomoci pole, kde F[i] bude poradové
¢islo policka, na které se ma skocit z policka ¢islo i. Porov-
navat pak budeme s nasledujicim znakem. Pokud F[i] = 0,
znamena to, ze mame zacit porovnavat uplné€ od prvniho
znaku jehly.

Pokud mate radi grafovou terminologii, mtzete se na nas
spojovy seznam divat jako na graf a hovofit o zpétnych
hrandch.

Zatim jsme ale pfesné nepopsali, na které policko presné
bude zpétna funkce ukazovat. Necht chceme urcit zpétné
policko pro druhé N ve slové INSTINKT. Pracujeme ted s pre-
fixem INSTIN. Selsky feceno, chceme najit ,konec slova IN-
STIN takovy, Ze je stejny, jako zaCatek slova INSTIN“.

Abychom nés pozadavek upfesnili, zamyslime se nad zpét-
nym polickem pro jiné slovo. Co kdyby jehlou bylo slovo
ABABABC a my urcovali zpétné policko pro ABABAB? Kdy-
bychom ukéazali na prvni pismenko B, nebylo by to spravné,

protoze pak bychom pro text ABABABABC nezahlasili vyskyt
jehly, coZz je jasna chyba. Musime se vratit uz na ABAB!

Zajima nés tedy ne libovolny suffix, ktery je stejny jako
zacatek, ale nejdelsi takovy konec/suffix. A jesté navic ne
jen ten nejdelsi, ale nejdelsi ,netrivialni“ — slovo INSTIN je
samo sobé prefixem a suffixem, ale zpétna funkce pro N by
se nemeéla cyklit, méla by vést zpatky.

Reknéme to tedy znova, zcela formalné: pokud bychom pra-
vé urcovali hodnotu zpétné funkce pro znak ¢islo ¢, kterému
odpovidé prefix P, pak jeji hodnota bude délka nejdelsiho
vlastniho suffizu slova P, pro ktery jesté plati, Ze je zdrovern
prefixem P.

Pro slovo INSTINKT vypada spojovy seznam se zpétnou
funkci (zakreslenou pomoci ukazatelr) takto:

Nyni vyvstavaji dvé otazky: Jakou to ma celé ¢asovou slo-
zitost? A jak spocitat zpétnou funkci?

Poperme se nejdrive s tou prvni. Pro kazdy znak vstup-
niho textu mohou nastat dva pfipady: Bud znak rozsifuje
aktudlni prefix, nebo musime pouzit zpétnou funkci. Prvni
piipad m4 jasné konstantni slozitost, druhy je horsi, nebot
zpétna funkce mize byt pro jeden znak volana az J-krat.

Pii kazdém volani vSak klesne poradové cislo aktualniho
stavu (policka) alespoi o jedna, zatimco kdykoliv stav pro-
dluzujeme, roste jen o jeden znak. Proto vSech zkraceni do-
hromady muze byt nejvyse tolik, kolik bylo vSech prodlou-
zeni, ¢ili kolik jsme precetli znaka textu. Celkem je tedy
pocet krokd automatu linedrni v délce textu, tj. O(S).

Konstrukci zpétné funkce provedeme malym trikem. Vsim-
néme si, ze F[i] je pfesné cislo stavu, do néjZ se dostane-
me pii spusténi naseho vyhledavaciho algoritmu na fetézec,
ktery tvoii prefix délky i z jehly bez prvniho znaku.

Proc to tak je? Zpétna funkce ik, jaky je nejdelsi vlastni
suffix daného stavu, ktery je také stavem, zatimco policko,
ve kterém po ¢ krocich skoncime, oznacuje nejdelsi suffix
textu, ktery je stavem. Tyto dvé véci se preci lisi jen v tom,
ze ta druhé pripousti i nevlastni suffixy, a pravé tomu za-
branime odstranénim prvniho znaku.

Takze F ziskame tak, ze spustime vyhledavani na cast sa-
motné jehly. Jenze k vyhledavani zase potfebujeme funk-
ci F. Jak z toho ven? Budeme zpétnou funkci vytvaret po-
stupné od nejkratsich prefixt. Ziejmé F[1] = 0. Pokud jiz



méme F[i], pak vypocet F[i + 1] odpovid4 spusténi auto-
matu na slovo délky ¢ a pfi tom budeme zpétnou funkci
potfebovat jen pro stavy délky ¢ nebo mensi, pro které ji
jiz mame hotovou.

Navic nemusime pro jednotlivé prefixy spoustét vypocet
vzdy znovu od zacdtku — (i 4+ 1)-ni prefix je pfeci prodlou-
zenim i-tého prefixu o jeden znak. Staci tedy spustit algo-
ritmus na jehlu bez prvniho znaku a sledovat, jakymi stavy
bude prochézet — to budou ptresné hodnoty zpétné funkce.

Vytvoreni zpétné funkce se nam tak nakonec zredukovalo
na jediné vyhledavani v textu o délce J — 1, a proto pobézi
v éase O(J). Casovd slozitost celého algoritmu tedy bude
O(S + J). Dodame uz jen, Ze tento algoritmus poprvé po-
psali panové Knuth, Morris a Pratt a na jejich pocest se
mu Fika KMP. Naprogramovany bude vypadat nasledovné
(¢teni vstupu jsme si odpustili):

jehla = "INSTINKT"

seno = "INSTINSTINKTINSTINKT"

J = len(jehla)

S = len(seno)

F = [None]l * J # Zpétnd funkce

krok(i, znak):
if i < J and jehla[i] == znak:
return(i + 1)
elif i > O:
return krok(F[i - 1], znak)
else:
return O

# Konstrukce zpétné funkce
F[0] =0
for i in range(1, J):
F[i] = krok(F[i - 1], jehla[il)

# Prochazeni textu
stav 0
for i in range(S):
stav = krok(stav, seno[i])
if stav ==
print(i - J + 1, "az", i)

Poznamky

e Pro anglicky nebo Cesky text je pouziti takto sofistikova-
ného algoritmu skoro skoda, protoze v obou jazycich se
stava jen malokdy, Ze bychom meéli nékolik slov spojenych
dohromady. Prakticky bude stacit i na zacatku zminény
naivni algoritmus. Na soutézich a olympiddach ale piste
radéji algoritmus KMP.

Hesovéani lze pouzit i na vyhledavani retézce v textu. Ob-
zv1asté vhodné jsou na to rolling hash functions (neboli
»okénkové hesovaci funkce“), které umi v konstantnim
Case prepocitat hes, ubereme-li néjaky znak na zacatku
a priddme-li jiny na konci — jako kdybychom se divali na
text skrz posouvajici se okénko.

Cviéeni

® Rozmyslete si, ze kdyz vyhledavame vice slov, ne jen jed-
no, a algoritmus musi vypsat vSechny vyskyty na vystup,
miizeme se dobrat vyssi nez linearni slozitosti v zavislos-
ti na vstupu. Na ¢em potom takova ¢asova slozitost také
zalezi?

® Vymyslete néjakou vhodnou okénkovou hesovaci funkci
pro vyhledavani jedné jehly.

Vyhledavani jehelni¢ku

Co kdybychom neméli jen jednu jehlu/hledané slovo, ale ce-
ly jehelnicek, ¢ili seznam hledanych slov? I to lze Fesit po-
dobnou metodou, jakou jsme hledali jedno slovo. Tento al-
goritmus se nazyva po tvircich algoritmus Aho-Corasickovd
a spociva v tom, Ze jednoduchy spojovy seznam nahradime
tril a do trie opét pridime zpétné hrany.

Budeme postupovat podobné jako u KMP. Nejprve naskla-
dame jehelnicek do trie. Pro priklady v této kuchafce pou-
7ijeme jehelni¢ek ARAB, ARARA, ARARAT, BAR, BARA, BARABA,
RA a RAB.

Dalsim krokem v KMP bylo sestrojeni zpétnych hran. Nej-
prve jsme sestrojili zpétnou hranu pro prvni znak slova, pak

vvvvvv

Na prvni pohled se mize zdat, Ze bychom mohli automat
sestrojit tak, Ze bychom vyrobili KMP pro prvni slovo, pak
KMP pro druhé slovo s vyuzitim struktury prvniho atd.,
ale to ma hacek.

Zpétné hrany totiz nemusi vést do
predka. Napftiklad pro slovo BA-
RAB povede zpétna hrana do slova
ARAB, z toho do slova RAB a z toho
do B. Kdybychom ale zkonstruova-
li automat vySe popsanym zpiso-
bem (a zacali slovem BARAB), ne-
bude existovat v trii ani ARAB, ani
RAB, takze bychom vedli zpétnou
hranu chybné do B.

Mizeme se ale opfit o stejny trik,
jako pri konstrukci KMP. Bude-
me opét vyhledavat nejdelsi vlast-
ni suffix. Kam dojde vypocet po
jeho vyhledani, tam povede zpét-
na hrana.

Zkusime tedy nejprve sestrojit ce-
lou trii a pak postupné vyhledat
nejdelsi vlastni suffix pro kazdé ze
slov. Ouha, to ale také nefunguje.
Kdyz za¢neme slovem BARABA, a budeme tedy vyhledavat
ARABA, nalezneme v trii aspésné prefix ARAB, ale ARABA jiz
v trii neni. Méli bychom pfejit ze slova ARAB po zpétné hra-
né, ale tu jesté nemame zkonstruovanou.

Rozdélime si trii na vrstvy — prvni znaky slov budou prvni
vrstva, druhé znaky budou tvofit druhou vrstvu atd., az
i-té znaky slov budou tvofit i-tou vrstvu.

Zpétna hrana jisté povede do kratsiho slova. Z i-té vrstvy
tak povede do vrstvy s nizsim poradovym ¢islem. Pokud te-
dy budeme zpétné hrany konstruovat po vrstvach, dojdeme
kyzeného vysledku.

Jesté zbyva otazka, jak konstruovat zpétné hrany efektivné,
kdyz je musime vyrabét po vrstvach. Mohli bychom prosté
vzit slovo, pro které hledame zpétnou hranu, utrhnout mu
prvni znak a vyhledat. Jenze to budeme délat spoustu prace
zbytecné.

Napriklad pro slovo BARABA bychom mohli vyhledavat ARA-
BA v jiz zkonstruované c¢asti automatu, ale pro¢ to délat

celé, kdyz jsme pii konstrukei predchozi vrstvy vyhledavali
ARAB pii konstrukei zpétné hrany pro BARAB?



Pri konstrukci dalsi zpétné hrany tedy najdeme akorat, kde
jsme minule skoncili, a odtamtud pokracujeme dél. Jak to
najdeme? Z otce naseho vrcholu tam prece vede zpétna hra-
na. Takze muzeme postup shrnout do bod:

1. ¢ = posledni znak slova (znak stavu P, pro ktery hledame
zpétnou hranu);

2. presuneme se do otce;

3. presuneme se po zpétné hrané;

4. dokud neexistuje syn se znakem ¢ nebo nejsme v kofeni,
presouvame se po zpétnych hranach;

5. pokud existuje syn se znakem c, natdhneme do néj zpét-
nou hranu z P, jinak ji natdhneme do korene.

Automat je zkonstruovan. Casova slozitost konstrukce se-
stava z konstrukee trie v O(J - |X|), resp. O(J -log|X|) (po-
kud pouzijeme bindrni strom ve vrcholech) a z pfedpocita-
ni zpétnych hran. P¥i predpocitavani udélame néjaky kon-
stantni pocdet operaci pro kazdy vrchol (celkem tedy O(J))
a také paralelné vyhleddavame vSechny jehly z jehelnicku,
jejichz vyhledéni nés stoji O(J), resp. O(J -log|X]).
Tedy konstrukce trvé celkem O(J - |X|), resp. O(J - log|X]),
pamétova narofnost je stejna jako u trie — O(J - |X]), resp.
O(J), pridali jsme jen O(J)
zpétnych hran.

Zkusme tedy automatem pro-
jit text BARABARARAT. Ohlasi
postupné nalez slov BAR, BA-
RA, BARABA, BAR, BARA, ARARA
a ARARAT.

Nenalezl vsak vSechno. Chy-
bi mu napf. ARAB, ktery za-
¢ind druhym znakem a kon-
¢i patym. Dale chybi nékolik
vyskytl RA a jeden RAB.
Kdyz byl algoritmus na péa-
tém znaku, byl ve stavu BA-
RAB, jehoz suffixem je ARAB.
Obecné na suffixy zapomina-
me. Na rozdil od KMP, kde
suffix aktualniho stavu nikdy
nebyl jehla, tady jehlou byt
miize.
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V kazdém stavu bychom tedy méli projit vSechny suffixy a
zkontrolovat je, jestli ndhodou nejsou jehlami. Jak najdeme
vSechny suffixy? Projdeme postupné po zpétnych hranach
az do korene. M4 to jen jeden problém — je to pomalé.

Predstavme si napriklad slovnik obsahujici A a AAAA...A
(délky J —1). Budeme-li jim vyhleddvat v textu AAAA. . .A
délky S > J, projdeme prakticky pro kazdy znak az J — 1
zpétnych hran, ¢imz sloZitost naroste az na nepouzitelnych
O(S-J).

Vsimnéme si vSak, ze vétsinou zpétnych hran jsme prosli
uplné zbyteéné. Pfedpocitame si tedy zkratky — z vrcholu
vede zkratka do nejdelsiho jeho suffixu, ktery je jehlou. Na
obrazku jsou vyznaceny dlouze ¢arkovanymi Sipkami.

Predpocitani zpétnych hran c¢asovou slozitost konstrukce
automatu jisté nezhorsi, nebot vyzaduje v nejhorsim p¥ipa-
dé projit vSechny zpétné hrany jesté jednou.
Potfebujeme-li ohlésit vSechny vyskyty slov véetné pozi-
ce, kde se nachézeji, jsme hotovi. Vysledné casovéa slozitost
prohledavani bude O(S + O), resp. O(S -log|X| + O), kde
O je velikost vystupu — pocet vyskyt vsech slov.

Celkova casova slozitost prohledavani vcetné stavby au-
tomatu tedy bude O(O + S + J-|X|), resp. O(0O + (S +
J)-log |X]).

Jak velky muze byt vystup? Obec-
né az S?. Extrémné velk§ vystup
je mozné vygenerovat tieba slov-
nikem obsahujicim vSechny prefi-
xy slova AAAA...A délky S a se-
nem taktéz AAAA. . . A délky S. Au-
tomat pak hlasi vyskyt pro kazdé
podslovo, kterych je fadové S2.
Pokud nam stac¢i u kazdého slova
jen pocet vyskytl, nemusime zou-
fat — zavislost na poctu vyskyta
umime odstranit.

Pouzijeme trik — na kazdé pozi-
ci zapocitadme pouze nejdelsi jehlu,
kterd tam konéi (u kazdé jehly si
budeme udrzovat ¢itac). Nebude-
me tedy v kazdém kroku poskako-
vat po zkratkach az do aleluja, ale




maximalné jednou. Diky tomu nam z ¢asové slozitosti zmizi
velikost vystupu.

V nasem prikladu se senem BARABARARAT tedy na konci
budeme mit ulozeno, Ze ARAB se vyskytnul 1x, ARARA 1x,
ARARAT 1x, BAR 2x, BARA 2Xx a BARABA 1x. RA a RAB nemaji
hlaseny zadny vyskyt.

Nyni si zkonstruujeme strom jenom ze zkratek a pro kazdy
vrchol spoéitame soucet celého jeho podstromu.

Tedy po prepoc¢tu bude mit RA t¥i vyskyty a RAB jeden
vyskyt; celkovy pocet vyskyta pak bude 12.

Poznamky

e Dalsim krokem po KMP a Aho-Corasickové jsou konecné
automaty a regularni vyrazy, o kterych jsme méli seridl
ve 23. ro¢niku.

e Neni moc rozumné snazit se implementovat Aho-Corasic-
kovou v rozumné dobé napriklad pfi soutézi, pokud tento
algoritmus neméate opravdu pod kizi. Radsi zkuste pouzit
hesovani, pokud budete néco takového potiebovat.

Cviceni

® Redukci o velikost vystupu miZzeme provést i pro pri-
pad, kdy vystup nebudeme vypisovat, ale sta¢i nam mit
jej ulozeny v paméti. Vymyslete vhodnou tpravu triku
s Citacem.

e Zkuste si implementovat Aho-Corasickovou vlastnorucéné
ve svém oblibeném jazyce, abyste si byli jisti, ze dooprav-
dy chapete vsechny zaludnosti tohoto algoritmu.

Martin Bohm, Jan Matéjka, Martin Mares a Petr Skoda

Vzorova feSeni prvni série dvacatého devatého roéniku KSP

29-1-1 Pripalené placky

Nez se pustime do samotného feseni, tak si tilohu trochu
upravime. Namisto hromady placi¢ek otocenych tim ¢i onim
zplisobem budeme otécet pole jednicek a nul.

Jednicka bude representovat placi¢ku otoGenou spravné (te-
dy spélenim doli), nula oto¢enou $patné. Jedinou dovole-
nou operaci je preklopeni (jedni¢ky na nulu a nuly na jed-
ni¢ku) vSech hodnot od prvni az do néjaké i-té (véetné).
Tedy vlastné negace prefixu (souvislé podéasti zacinajici
na levém okraji) pole.

Hned na zacatku si je tfeba uvédomit jednu velmi dutlezitou
véc ze zadani. Nechceme otaceni hodnot, tedy preklapéni
placicek, opravdu provést. Staci nam fict, kde vSude by to
bylo tieba.

Toto pozorovani zpusobi, Ze nase feSeni bude nakonec li-
nearni a ne kvadratické, jak by se na prvni pohled mohlo
zdat.

Pro zacatek se pokusme na pole hodnot podivat jako na
soustavu stejnorodych tsekd jednicek a nul. Snadno si za
chvilku dokazeme, ze pieklapét hodnotu mé smysl jen u pre-
fixi, které konéi pravé v prechodech mezi souvislymi tseky
jedni¢ek a nul (& obréceng).

Urcité plati, ze v konecném stavu, tedy kdyz jsou vSechny
hodnoty jednicky, nejsou v poli zadné prechody. Cela véz je
totiz jeden stejnorody usek.

Otocenim hodnot tseku konéicim na rozhrani urcité zrusi-
me jeden prechod. Zménime totiz hodnotu tésné pred roz-
hranim a beze zmény ponechdme tu tésné za nim. Coz,
pokud mame jen dvé mozné hodnoty, které se pred tim li-
sily (a vytvérely tak pfechod), znamend, Ze nyni musi byt
stejné.

Operaci také nikterak neovlivnime jiné tseky pred nebo

za, puvodnim rozhranim. Téch za rozhranim se totiz ani
nedotkneme a tém pfed pouze oto¢ime hodnoty.
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Pokud by tsek, v nasem pripadé prefix, ktery operaci zmé-
nime, konc¢il mimo pfechod, tak nejenze se zadného rozhra-
ni nezbavime, ale dokonce vytvorime nové. Znegujeme totiz
hodnoty prvni poloviny néjakého pfedtim stejnorodého tse-
ku, ¢imz ho nutné rozdélime na dvé nové casti s riznymi
hodnotami.

Vsem ostatnim tsektiim pred koncem prefixu pak pouze pie-
hodime hodnoty, tedy zadny neodstranime, a na ty dale za
nikterak nezménime. Skoncime tedy jen s pridanim jedno-
ho pfechodu. Je vidét, ze ma smysl uvazovat jen o tsecich
koncicich v mistech jiz existujicich prechodt.

Algoritmus je jiz nyni snadny. Vytvorime si pomocnou pro-
ménnou, ktera si bude pamatovat typ posledniho tiseku. Na
zacatku ji nastavime na hodnotu prvniho prvku v poli. Na-
sledné pro kazdy dalsi prvek pole udélame jednu ze dvou
véci.

Pokud je jeho hodnota stejna jako v pomocné proménné,
tak pokracujeme normalné dal. Pokud je jinda, tj. nastal
zlom, tak zahlasime otoceni az do posledniho indexu (véet-
né) a pomocnou proménnou aktualizujeme hodnotou prv-
ku, ktery pravé zpracovavame; tedy hodnotou ktera je tésné
za zlomem.

Takhle dojdeme az na konec, kde jesté zkontrolujeme, zda
je posledni hodnota 1. KdyZz neni, tak zahlasime operaci
nad celym polem, tj. otoceni vSech placek.

Algoritmus zjevné potiebuje pouze jeden linedrni prichod
plackami. Casova slozitost je tedy O(N), kde N je pocet
placek.

U pameéové slozitosti zalezi na tom, jak si ji zavedeme. Po-
kud si povolime ¢ist vstup postupné a stejné tak i vypisovat
vystup, tak ndm staci konstantni mnozstvi paméti. V pri-
béhu si totiz staci pamatovat onu pomocnou proménnou.
Pokud vSak pouZijeme staromdni definici, tak si musime
pamatovat cely vstup najednou, coz automaticky znamena
i prostorovou sloZitost O(N).

Petr Houska



29-1-2 Kupecké pocéty

Kazdy kupec vi, kolik zaplatil, tedy se domluvi, napisou
vSechny castky na papir a spocitaji z nich pramér. To je
castka, kterou kazdy z nich chce nakonec zaplatit. Nékte-
1 zaplatili vic, jini méné. V seznamu kupct tedy od vyse
kazdé investice ode¢teme primeér.

Tim dostaneme pro kazdého kupce budto kladné ¢islo —
o tolik zaplatil do projektu vic, a tedy tolik ma od ostatnich
dohromady dostat — nebo zaporné ¢islo — o tolik zaplatil
méngé, a tedy tyto penize néjak rozdéli svym kolegtim.

Miuzou nam vyjit i nuly. Nulovy kupec zaplatil pravé tolik,
kolik zaplatit mél, a nemusi se tedy s nikym vyrovnavat.
Vytadime jej ze seznamu, nebot takovych kupcti by klidné
mohlo byt docela dost a zbyteéné by kazili ¢asovou i pamé-
tovou slozitost zbytku algoritmu.

Kupci se mezi sebou budou vyrovnavat tak, ze se vzdy po-
tkd né&jaky dluznik (to je ten, co mé platit) s néjakym véfi-
telem (to je ten, co mé penize dostat) a zaplati si néjakou
castku.

Kolik si muzou zaplatit? Oznacime-li celkovou vysi dluhu
jako D a celkovou vysi pohledavky jako P, miizou se vy-
rovnat nejvySe o min(D, P). Kdyby si chtéli snad pfedat
vic penéz, bud dojde k predluzeni, nebo k pfeplaceni, coz
zadani zakazuje.

Jaké je nejmensi mnozstvi transakci, které by teoreticky
mohlo probéhnout? Jedna transakce ma vzdy dvé strany,
ovlivni tedy dva kupce. Jednou transakci tedy dojde k vy-
nulovani nejvyse dvou kupci. Je-li tedy kupct celkem N,

je nejmensi mnozstvi transakci k vyrovnani (%-‘

Zadani nam tedy dovoluje provést N transakci. To je ale
velmi milé, protoze kazdou transakci dokazeme alespon jed-
noho kupce vynulovat. Stac¢i kdyz prevedeme nejvyssi moz-
nou ¢astku: pokud min(D, P) = D, pravé jsme vynulovali
dluznika; pokud min(D, P) = P, vynulovali jsme véfitele.

Rysuje se nam tedy jednoduchy algoritmus:

Nejprve si spocitame, kolik mél kazdy zaplatit, a rozdélime
vstup na dluhy a pohledavky, to ve v ¢ase (O(N)). Poté,
dokud budou néjaké pohledavky a dluhy zbyvat, vybereme
libovolny dluh a libovolnou pohledavku (tfeba prvni ze se-
znamu) a prevedeme maximalni moZnou ¢astku. Kdyz uz
zadné pohledavky a dluhy nejsou, mame hotovo a mtizeme
se jit klouzat.

Pro¢ to funguje? Kazdym prevodem vynulujeme alespon
jednoho kupce, tedy s kone¢nym mnozstvim prevodt budou
vynulovani vSichni. TéZ z toho plyne, Ze prevodi provedeme
nejvyse N — 1, takze jsme splnili zadani.

Jak je to rychlé? Predzpracovani trva O(N). Kazdy krok
pak trva konstatni ¢as: vybér dluhu, vybér pohledavky i sa-
motné vyrovnani.

Pamétova slozitost zahrnuje uloZeni nékolika proménnych,
vstupu velikosti N a dvou seznamt o celkové délce taktéz
N, celkem tedy O(N).

Nekteri Tesitelé tvrdili, Zze je potieba vstup settidit, nedo-
kazali ale prijit s zAdnym rozumnym argumentem, pro¢ by
to mélo byt potreba. Je to lakavé, ale mizeme netfidit a di-
ky tomu si nezavléct do slozitosti logaritmus (O(N log V)
misto O(N), a to za to stoji, ne?

6 https://en.wikipedia.org/wiki/Subset_sum_probler]

- 12 —

Jini se mé zase snazili pfesvédcit, ze po kazdé transakci mu-
sime probéhnout celé pole a vyhéazet z néj ty, kdo uz platili.
To v8ak neni viibec potieba. Vzdyt jediné dva, kterych se
to tyka, jsme pravé méli v ruce. Takovym postupem se dalo
dosdhnout az (pro tuto tlohu jisté impozantni) sloZitosti
O(N?).

Téz se objevilo nékolik feseni, kde fesitelé porusovali pod-
minky dané v zadani, naptiklad vesele pfepléceli, pfipadné
si dokonce poridili banku, ktera vSechno zprostiedkovala.
Neékteri se tohoto prohfesku dopustili skryté, jini to dokon-
ce drze deklarovali. Pro odvahu postavit se organizatorim
a hrdé fesit jinou tlohu jsem vSak nemél valného pochopeni
a udéloval pouze body tutéchy.

Ulohu jsme zadali imyslné s pozadavkem na maximal-
@ né dvojnasobny pocet pfevodu. Duvod je prosty. Op-
timalni feseni totiz ziskdme tak, Ze bychom nasli rozdéleni
mnoziny kupcii do co nejvice podmnozin tak, aby soucet
v kazdé z podmnozin byl nulovy. Nicméné uz jenom otézka,
jestli viibec existuje podmnozina, jejiz soucet je nulovy, je
NP-tiplny problém (anglicky Subset Sum Problem).6 Jiste
pochopite, Ze po vas nemuzeme chtit vymyslet feseni takové
tlohy v polynomidlnim case.

Jan ,Moskyto“ Matéjka

29-1-3 Stridani zbrani

Na zacatku si sefadime gardisty podle vysky od nejnizsitho
po nejvyssiho. Predstavme si, Ze si v tomto poradi chodi
vybrat kopi. Ozna¢me si m; pocet kopi kratSich nez -ty
gardista (po¢itdme od nuly). Prvni gardista si mize vybrat
ze vSech kopi, které je schopen pouzivat, ma tedy mg moz-
nosti.

Druhy gardista je schopen pouzivat m; riznych kopi. Ale
vybrat si muze pouze z m; — 1, protoze jedno z nich uz
si vzal prvni gardista (prvni gardista je mensi nez druhy,
tedy kopi, které si vzal, by mohl pouzivat i druhy, ten tak
0 jednu moznost pfisel).

Analogicky tieti gardista dokéze pouzivat mo kopi, ale dvé
z nich uz si zabrali prvni dva gardisté, ma tedy na vybér
z mo — 2 moznosti. Obecné i-ty gardista si muze vybrat
z m; — 1 kopi.

Pocet moznosti, které ma i-ty gradista, nezavisi na tom, ja-
ké kopi si vybrali predchozi. Tady je vidét, proc¢ je dilezité
gardisty brat v pofadi od nejmensiho. Kdyby byl prvni gar-
dista vyssi nez druhy, pocet kopi, které zbudou na druhého
gardistu, by zavisel na tom, jak vysoké kopi si vzal prvni.

Takhle vime, ze pro kazdou z mg moznosti vybéru prvni-
ho gardisty existuje pravé m; — 1 moznosti volby druhého.
Celkem tedy je mq - (m; — 1) moznosti, jak si miZe vybrat
prvni dvojice.

Obecné kdyz provadime nékolik vybért po sobé a pocet
moznosti, ze kterych v kazdém kroku vybirdme, nezavisi
na volbach v predchozich krocich, je celkovy pocet moznos-
ti prosté soucinem poc¢td moznosti v jednotlivych krocich.
Tomuto principu se fika pravidlo kombinatorického souci-
nu.

Dostame tedy celkem
mo-(ml—1)~(m2—2)~...-(mN—N)

(kde N je pocet gardist) moznosti, jak si gardisté mohou
rozdélit kopi.


https://en.wikipedia.org/wiki/Subset_sum_problem

Dluzno podotknout, Ze celkovy pocet moznosti samoziejmé
nezavisi na tom, v jakém poradi si gardisté vybiraji ko-
pi. Jen kdyz si predstavujeme, Ze si vybiraji v pofadi od
nejmensiho, je o dost snazsi moznosti spocitat.

Ted v podstaté staci dosadit do vzorecku. K tomu bychom
ale nejdfiv potiebovali spocitat jednotliva m;. To je celkem
jednoduché. Na zacatku si kromé gardisti i kopi seradi-
me vzestupné podle délky. Ted budeme postupné prochazet
jednotlivé gardisty a pribézné si udrzovat index nejvétsiho
kopi mensiho nez aktuédlni gardista (tento index odpovidd
pravé my).

Kdyz prejdeme na nésledujiciho gradistu, tento index zvy-
Sujeme, dokud nenarazime na kopi vyssi nez on. Takto spo-
¢itdme vSechna m; jednim prichodem pres obé pole v line-
arnim case. Podrobnéji ve vzorovém programu. Jde o po-
dobny princip jako pfi slévani setfidénych posloupnosti.

Celkova ¢asova slozitost je O(N log(N)), protoze tolik ¢a-
su stravime tfidénim a zbytek stihneme v linedrnim case.
Pamétova slozitost bude linedrni.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-3.py

Vétsina z vas na zakladni myslenku pfisla. Co jste ¢asto
opomijeli, je zduvodnit, pro¢ feSeni funguje. Z vyse uvede-
ného vzorecku neni bez komentare vubec vidét, ze by mél
platit. Po preCteni spousty feSeni nebylo ani jasné, proc
vlastné vstup t¥idi, kdyz se poté nikdy nezminily, k ¢emu
to vyuziji, ¢i dokonce ze bez tfidéni by vzorecek neplatil.
Zdtivodnéni jsme tentokrat povazovali za pomérné duilezi-
tou soudast tlohy (uz proto, Ze algoritmus samotny je po-
mérné jednoduchy) a patfiéné strhévali body.

Také jste se malokdy zamysleli, co se stane, kdyz neexis-
tuje Zddnd moznost, jak gardistium kopi rozdat (napiiklad
nékterda kopi jsou vyssi neZ vSichni gardisté). V takovém
ptipadé se mulze stat, ze nékteré ze zavorek m; — ¢ vyjdou
nulové ¢i dokonce zaporné.

V tomhle ptfipadé plati, ze pokud nékterd z nich vyjde za-
pornd, bude mezi nimi i néjaka nulova (rozmyslete si), tedy
dosazenim do vzorecku dostanete spravny vysledek: nulu.
Ale neni to viubec zfejmé a sluselo by se nad tim v feSeni
zamyslet.

Jesté se zminime o jednom detailu, ktery je asi pfija-

telné na trovni KSP pfili§ nefesit: vysledny pocet moz-
nosti mize byt velmi velké ¢islo. Pocitdme soucin N ¢isel
velkych az N (v nejhorsim p¥ipadé jsou vSechna kopi kratsi
nez v8ichni gardisté), tedy vysledek mtize byt velky fadové
az NV, coz se kromé nejmensich vstupti do bézngch celo¢i-
selnych typi nevejde.

S tim se musime néjak vypotradat v zavislosti na tom, ¢eho
presné chceme dosédhnout. Pokud by nam vysledek napii-
klad stacil pfiblizné ¢i fadové, nejjednodussim feSenim je
pouzit néjaky typ s plovouci ¢arkou (float, double), ktery
umi uchovavat velmi velké ¢isla, byt s omezenou presnosti,
a zachazet s nimi v konstantnim Case a prostoru.

Druhou mozZnosti je pocitat s velkymi Cisly poctivé presné.
Ale to uz obecné nezvladneme v konstantnim ¢ase: ¢islo vel-
ké fadové K zabere v paméti misto L = O(log K) a vyna-
sobeni dvou takovychto ¢isel zvladneme pomérné jednodu-
chym algoritmem v ¢ase zhruba O(L'-%) (jde to i rychleji).

7 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid
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V nasem pifpadé L = O(log NV) = O(NlogN), tedy
jedno nésobeni stihneme v ¢ase O(N'5log'® N), pocita-
me N soulind, takze celkovd casova slozitost vzroste na
O(N?%log"® N), pamétova na O(N log N).

Filip Stédronsky

29-1-4 Zbésily aték

Uloha byla velmi jednoduché, az trivialni. Prosté pro kaz-
dou tsecku projdu vSechny hustolesy, zjistim, se kterym se
protina, spo¢itdm drahu, kterou urazim hustolesem a kte-
rou ridkolesem, oboji vydélim prislusnou rychlosti a vysled-
né casy sectu.

Takové feseni mé Gasovou slozitost O(U-H), kde U je pocet
usecek a H je pocet hustolesi. Tyto hodnoty maji byt Fa-
dové stejné, aneb U = O(N), H = O(N), celkova slozitost
je tedy O(N?). Neni to moc? Je to moc. Aha. Uloha nebyla
tak jednoducha a trivialni, jak by se na prvni pohled moh-
la zdat. PTesto i na trividlnim FeSeni slo nasbirat nemalo
bod.

Pfipomefime si techniku zameténi roviny pfimkou.” Pro-
jdeme celou oblast napriklad zdola nahoru a poznamename
si, kde zaciné a kde kon¢i ktery hustoles. Na to si musime
seznam hustolest set¥idit, coz zabere O(H log H). Seznam
zacatkt a konct hustolest si oznac¢ime jako SZKH.

Tahle metoda se ndm hodi pfi prochazeni lesem. Na zacat-
ku stojim v bodé yg, spocitam si, které hustolesy prochéazeji
primkou o soufadnici y = gy, a budu tedy znat jejich se-
znam. Bude se hodit, aby byl setfidény, zabere ndm to jen
O(Hlog H).

Pak posunu piimku do y;. Abych ji nemusel pocitat celou
odznova, podivam se do SZKH a zpracuju vSechny udélosti,
které jsou mezi yo a y1. A celou dobu se pritom divam,
jestli se na pfimce nahodou neobjevil néjaky hustoles se
soufadnici mezi xg a x1, a pokud ano, tak jej hned podrobim
zkoumani, jestli ndhodou nebyl protat pravé zpracovavanou
tseckou.

Pak posunu stejnym zptisobem piimku do y, (a zpracova-
vam druhou usecku), pak do ys ... Postupné tak zpracuju
vSechny tsecky na vstupu.

Implementacné se pro ucely ukladani stavu na pfimce bude
patrné hodit pouzit néjaky vyvazovany vyhledavaci strom,
tfeba Cervenocerny. Slozitost zpracovani kazdé tsecky pak
bude O(K log H), kde K je pocet kroki, které je potieba
udélat.

Tim jsme si ale viibec nepomohli, protoze tsecka zrovna
mohla vést z levého okraje tizemi na pravy, takze stejné
musime vyzkouset vSechny hustolesy, i kdyz vime, ze pro-
tnout ma nejvyse jeden.

Neuvédomili jsme si ale, Ze viibec nemusime zkousSet vsech-
ny hustolesy mezi g a x1, ale ¢asto jen maly tsek. Necht
aktualni vodorovna primka mé soufadnici y, a nejblizsi na-
sledujici mé soufadnici yg. Zkoumand tsecka mezi body

(z0,90) & (x1,y1) protne tyto dvé piimky na soufadnicich
(z1—20) (Yo —Yo) (z1=20)(ys—yo)

Ta = To+ Y1—Yo Y1—Yo

axrg=mx+

Co se stane v obdélniku, ktery jsme si vyty¢ili soufadnicemi
(Tas Yo, T8, Yp)? Predevsim uvnitt néj nemize lezet zadna
vodorovna hrana zadného hustolesa. Kdyby v nasem ob-
délniku snad chtéla lezet horni nebo dolni hrana néjakého


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-3.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrie

hustolesa, musela by byt vlozena téz v SZKH, ale pak by-
chom se nasim obdélnikem viibec nemohli zabyvat, protoze
mezi Yo & yg by jesté existovalo néjaké y,,, takze by y, a yg
nebyly hned po sobé jdouci polohy zametaci primky, te-
dy mame spor, kterym jsme dokézali, ze tento obdélnik je
hornich a dolnich hran hustolesii zcela prost.

Pokud tedy néjaky hustoles v obdélniku lezi, vzdy obsahne
celou jeho vysku, a tedy se vzdy musi protnout s tseckou
jdouci po jeho thlopri¢ce. Stejné tak obracené, pokud né-
jaky hustoles v obdélniku nelezi, tak se rozhodné mezi sou-
fadnicemi y, a yg nemulze protnout se zkoumanou tseckou.

Kromé hustolest tedy budeme mit na nasi zametaci pfimce
jesté bod, ktery bude oznacovat priusecik zkoumané tisecky
s aktudlni primkou, a pfi kazdém posunuti pfimky s nim
pohneme na spravné misto a zkontrolujeme, jestli jsme tim
nadhodou netrefili hustoles.

Co kdyz ale tisecka vede shora dold, takze musime projit
vSechny polohy zametaci pfimky? Jednou by to nevadilo,
ale mohly by takto vést tfeba vsechny tsecky a pak bychom
si se slozitosti viibec nepomohli. Stale totiz kazdy posun
zametaci pfimky zabere O(log H) ¢asu, takze bychom si
zhorsili slozitost na O(U - Hlog H). To ndm je platné jak
mrtvému zimnik.

Vsimneme si tedy, ze pfi posouvani zametaci primky sem-
tam pocitame porad dokola totéz — jeji stav.

Poridime si tedy datovou strukturu, kterd dokaze néjak ro-
zumneé ulozit vSechny mozné polohy zametaci piimky, a za-
rovenn nebude prehnané velké. Pokud jsme ochotni obétovat
az O(H?) paméti, staci si postupné ulozit vSechny stavy
zametaci pifmky. Jenomze na vygenerovani O(H?) dat po-
tfebujeme také O(H?) ¢asu, takze jsme zase nahrani.

Ne tak docela. Ukladanim vSech stavi zametaci pfimky by-
chom zase ledacos ukladali redundantné, takze si poridime
néjaky vhodny druh komprese. Kazdy hustoles budeme re-
prezentovat dvéma seznamy ukazateld: seznamem levych
sousedil a pravych sousedi. Seznam levych sousedu rika
pro kazdy interval soufadnice y nejblizsi sousedni hustoles
smérem vlevo. Analogicky vypadé seznam pravych sousedi.

Seznamy postavime tak, Ze projdeme zametaci primkou
pres vSechny udalosti v SZKH. Na zacatku neni v oblasti
zadny hustoles, ale vyrobime si dva virtualni se soufadni-
cemi x) = —00, Ty = 0.

Kdyz potkdme udalost ,zacatek hustolesa“, podivame se,
mezi které dva jiné hustolesy jej mame piidat. (Vzdycky
tam budou alesponl ty dva virtuélni.) Do seznamu levych
sousedti pravého hustolesa a do seznamu pravych souse-
da levého hustolesa tedy pridame odkaz na pravé pridava-
ny hustoles, do seznamu levych sousedu pravé pridavaného
hustolesa vlozime odkaz na levy hustoles a do seznamu pra-
vych sousedt pravé pridavaného hustolesa vlozime odkaz na
pravy hustoles.

Kdyz potkame udalost ,.konec hustolesa“, podivame se tak-
té%, mezi kterymi dvéma jinymi hustolesy byl. Seznamy le-
vych a pravych sousedii odebiraného hustolesa uzavieme,
do seznamu levych sousedti pravého hustolesa pfidame le-
vy hustoles a do seznamu pravych sousedu levého hustolesa
pridame pravy hustoles.

Jak dlouho to trva? Kazdy posun zametaci pfimkou potie-
buje O(log H) ¢asu kvtli aktualizaci jejiho stavu. K tomu
vyrobime 4 nebo 2 nové odkazy, coz je konstanta, ktera lo-
garitmem nehne. Celkem nas bude vytvoreni datové struk-

— 14 —

tury stat O(H log H) ¢asu, coz je stale stejné jako pocétedni
potfeba setridéni.

Jak velka bude zkonstruovana datova struktura? To se da
spocitat z algoritmu, kterym ji vyrabime. Kazdy hustoles
vygeneruje v SZKH jednu udalost zac¢atku a jednu udalost
konce hustolesa. Zpracovanim téchto dvou udalosti vznikne
v datové struktufe pravé 6 novych odkazi. Datova struk-
tura tedy spotfebuje celkem O(H) paméti. To vypadd na-
déjné.

Na vstupech, které generovalo nase odevzdavatko, uz ta-
to Uprava bézela dostatecné rychle na ziskani plného poctu
bodt, protoze drtiva vétsina zadanych tsecek byla v porov-
nani s velikosti oblasti velmi kratka. Pti zpracovani kazdé
tsecky totiz stacilo projit nékolik mélo odkazt — prazdnych
oblasti, pres které zrovna prochazela, i kdyz byla tfeba po-
mérné dlouha.

Stéle se nam sice muze stat, ze budeme pfi zpracovani kaz-
dé tsecky projit pres O(H) odkazt, takze jsme si pomohli
zpatky na O(U - H) v nejhor$im piipadé.

Bylo by fér spocitat, Ze v prumérném piipadé na tom bude-
me lip, nicméné pocitat statistiku nad tseckami a obdélniky
v roviné je ponékud oSemetné, jak naznacuje kupt. Bertran-
duv paradox, tak si to radéji odpustime.

Program s fesenim v ¢ase O(N?) (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-4-slow.d

Program s rychlej$im fesenim v ¢ase az O(N2log N) (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-4-fast.d

Jan ,Moskyto“ Matéjka

29-1-5 Ludistnici

Na vstupu méjme N lucistnikd. Zleva doprava si je ocisluj-
me od 1 do N, stejné jako cile, na které se miti. Plati, ze cil
s Cislem k se nachazi naproti stfelci k. Jako ¢ si oznacme
¢islo cile lucistnika k.

Mnoho z vas se snazilo najit nejlepsi feSeni timto zpuso-
bem: pro kazdého lucistnika naslo pocet drah, s nimiz se
ta jeho krizi, a nasledné postupné odstraniovalo lucistni-
ky s nejvétsim moznym poctem kiizeni. Takovy postup ale
obecné nefungoval. Napftiklad v zadani na obrazku byste
mohli odstranit i druhého lucistnika, ktery do spravného
feSeni ocividné patfi, ackoliv se jeho draha kfizi se dvéma
dalsimi drahami.

Uvedeme si feseni bézici v ¢ase O(N?) a to nasledné zlepsi-

sy

me. Zavedme pojem nekriZici se skupina pro takovou pod-
mnozinu stfelct, zZe jejich drahy se navzajem nekiizi.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-4-slow.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-4-fast.c

Pro kazdého lucistnika k ted chceme najit co nejvétsi nekii-
Zici se skupinu Ay, pro niz plati, ze k do ni nalezi (tj. bude
stiilet) a jinak se skldda jen ze st¥elcii nalevo od k. V§imnéte

vz

si, ze v této skupiné mifi na nejpravéjsi cil prave lucistnik k.

Projdeme ted luéistniky zleva a pro kazdého budeme chtit
spocitat ¢islo dg, coz je velikost skupiny Ay.

Jisté Ay = {1} atedy d; = 1. Pro k > 1 vytvofime skupinu
Ay, tak, ze prodlouzime néjakou ptedeslou skupinu (kazda
vétsi skupina je nutné rozsifenim néjaké predeslé skupiny:
staci si uvédomit, ze odebranim stifelce nejvice napravo do-
staneme kratsi skupinu). Jisté chceme vzit takovou s co
nejvétsim poctem stielct; stale ale musi platit, ze se drahy
nekfizi. Pokud dame dohromady vSechna pravidla, vyjde
nam, ze d = maxd; + 1, kde i < ¢ a ¢; < c¢;. Pravé dru-
hé pravidlo zajisti, ze draha k-tého strelce neni v konfliktu
s ostatnimi drahami.

Po dobéhnuti cyklu pak nejvyssi d, oznacuje maximalni po-
¢et lucistniki, ktefi mohou stfilet najednou. Pokud chceme
znat konkrétni ¢isla stieled, staci algoritmus jednoduse roz-
§irit: vzdy po vypocteni nového dj si zapamatujeme c¢islo
stielce, rozsitenim jehoz skupiny vznikla A;. Na konci cyk-
lu pak najdeme nejvyssi di a od néj tyto zpétné odkazy
projdeme a vypiSeme.

Zbyva urcit slozitost. U k-tého lucistnika musime projit
vSech k — 1 pfedchiidci, dohromady ndm to tedy zabere
O1+2+ ...+ (N - 1)) = 0¥ — O(N?) casu.
Pamétova slozitost je O(N), u kazdého stielce si ukladame

pouze konstantni pocet hodnot.

Existuje vSak lepsi feseni. Nejprve si pro jakoukoliv nekii-
zici se skupinu lucistnikd definujme pravy okraj, coz je ¢islo
cile, kam mifi lu¢istnik nejvice napravo. To je zaroven nej-
vy$si ¢; skupiny.

Muze se stat, ze mame vice stejné velkych skupin, a chce-
me je rozsifit o lucistnika, ktery stoji napravo od ostatnich
stielctt ve skupinach. Pak upfednostnujeme skupinu s nej-
nizs$im pravym okrajem (cx nového lucistnika musi byt vét-
§i, nez ¢y, ostatnich).

Zavedme posloupnost m;,i € {0,..., N}. Pokud si vezme-
§1 z jejich pravy okrajt. V pripadé, ze skupina velikosti ¢
neexistuje, pak m; = oco. Plati, ze m;_1 < m;: rozmyslete
si, ze ze skupiny s ¢ stelci lze vytvorit skupinu s 7 — 1 strelci
takovou, ze pravy okraj zlstane stejny. Pokud pro zadané
lucistniky a jejich terce dokdzeme vypocitat posloupnost
m;, je maximalnim poctem lucistnikt nejvyssi takové i, ze
m; < 00.

A jak tedy m; ziskat? Opét projdeme stielce zleva doprava;
na zacatku zvolime my = —1, pro k£ > 0 bude m; = co. Pro
k-tého stielce potom vylepsime posloupnost takto: protoze
posloupnost m; je celou dobu neklesajici, dokdzeme najit
takové [, ze m; < ¢, < my41.

Vsimnéte si, ze pridanim k-tého lucistnika nevylepsime m;,
kde 7 < I: pro skupiny velikosti ¢ jsme uz nalezli mensi pra-
vé okraje. Mlizeme vsak zlepsit m;i: predstavte si, ze ze
skupiny o [ + 1 luc¢iStnicich s pravym okrajem m;; odstra-
nime stfelce nejvice napravo a pridame k-tého lucistnika —
tim m;y1 snizime, nebo nechame nezménéné. Pro i > [+ 1
toto udélat nemuzeme, museli bychom odstranit dva a vice
lucistnikd a velikost skupiny by se zménila.

8 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamikd
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Ackoliv i zde udélame N krokt, najit spravné [ lze pomo-
ci binadrniho vyhledavéani, nasledné uz jen upravime mj ;.
Celkovy ¢as je tedy O(N log N).

Na zavér dtilezité pozorovani: pokud cg, 1, . .., cy zapiSeme
jako posloupnost, odpovida nalezené feseni nejdelsi rostouci
podposloupnosti v ¢;. Neni tézké prevést tyto tlohy mezi
sebou: ostatné vétsina resitelt s plnym poctem bodt si této
spojitosti vSimla.

Kuba Marousek
Program s fesenim v O(N?) (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-5-pomale.py
Program s feSenim v O(N log N) (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-5-rychle.py|

29-1-6 Stitové kouzlo

Nabizi se trividlni algoritmus, ktery vyzkousi vSechny moz-
nosti. Jenomze toto nebude fungovat viibec rychle. Pojdme
se podivat proc.

Jednotlivé kroky rozsifovani Stitu mizeme zapsat do po-
sloupnosti {L, P}"~1, kde n je pocet viech hradeb. Necht
pak v této posloupnosti L reprezentuje rozsireni stitu vlevo
a P rozsifeni $titu vpravo. V této definici mizeme jednodu-
Se ziskat pocéatecni tisek hradby spoéitdnim vSech L (mu-
sime zalit dostatecné vpravo, aby rozsifovani vlevo mélo
smysl), takto kazda posloupnost jednozna¢né urcuje postup
roz§ifovani Stitu.

Pocet vsech takovych posloupnosti ¢ini 2"~ !. Vyzkouseni
vSech moznosti by ndm tedy trvalo vzdy (2") éasu. Jak
se z toho vybrodit?

Hladové feseni nefunguje. Vybirat vzdy nejvyssi tsek hrad-
by je jiz vyvraceno prikladem v zadani. Stejné tak nas zra-
di rozsifovani smérem, kde je vétsi soucet stojicich hradeb.
Ukazme si to na jednoduchém prikladu. Méjme nasledujici
hradby:

101010000 0 0 100

Zde se hladovy algoritmus rozhodne rozsirovat stit vpra-
vo. Jenze nez se dostane k nejpravéjsimu useku, oba tseky
nalevo ztrati prilis mnoho hodnoty. Nakonec zachrani jen
(100 — 5) + (10 — 6) + (10 — 7) = 102 hradeb. Kdybychom
nejprve ochranili ¢ast hradeb vlevo a az potom se vyda-
li vpravo, zachranime jich 10 + 9 + (100 — 7) = 112, tedy
mnohem vice.

Hlavni potiz pfi zkoumani vSech moznosti spociva ve sku-
tecnosti, ze takto spoustu spoleénych postupti mnohokrat
zbyte¢né znovu pocitdme. Tieba tyto dvé varianty aktu-
alnich stitt A BC D E a A BC D FE vychéazi ze §titu
A B C D E, ktery pfi zkoumani vSech moznosti cely pfepo-
¢itame dvakrat. Takovy problém fesi princip dynamického
programovdni.®

Ozna¢me S(a, b) nejlepsi mozny soucet vysek hradeb v tse-
ku od a do b, ktery chrani nas stit v kroce k = b—a. Déle si
oznacme V (k,i) vysku i-tého nechranéného tseku hradby
v k-tém kroce, jejiz hodnota se bude rovnat max(0, h[i] —k).
Vsimnéme si, e S(a, b) se rovna budto S(a,b—1)+V (k,b),
anebo S(a+1,b) + V(k, a), podle té z moznosti poskytujici
vyssi soucet chranéngch hradeb. Tedy vzorec pro S(a,b) je
max {S(a,b—1) + V(k,b),5(a+1,b) + V(k,a)}.

Nyni mtizeme spoéitat S(0,n—1), jenz odpovida optimalni-
mu rozsiteni stitu nad celou hradbou. MiiZeme postupovat


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-5-pomale.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-5-rychle.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamika

podle definice rekurzi, kde si jiz spo¢itana S(a, b) zapama-
tujeme do tabulky, abychom je nepocitali znova.

Mizeme postupovat i jinym zptisobem, a to spocitat vsech-
na S(a,a+ k) iterativné po ,vrstvach®, tedy nejprve vech-
na S(a, a), potom viechna S(a,a + 1), ..., az nakonec zis-
kédme hledané S(0,n — 1). Pii takovém zpiisobu poé&itani
nam staci si pamatovat predchozi vrstvu, tabulka tedy ne-
ni nutna.

Jestlize bychom navic chtéli znat postup, jak jsme $tit rozsi-
fovali, budeme si kromé S(a, b) pamatovat i D(a, b) fikajici,
pfidanim kterého prvku (nebo ze kterého sméru) byl nej-
lepsi $tit mezi a a b rozsifen. Projitim D(0,n — 1) potom
ziskdme postup rozsifovani stitu v opa¢ném poradi.

Nyni stadi spoéitat ¢asovou a pamétovou sloZitost tohoto
algoritmu. Vsech dvojic a,b je O(n?), kazdou spocitdme
nejvyse jednou. Na vypocitani kazdého S(a,b) spotiebuje-
me konstantni ¢as. Celkova ¢asova slozitost je tedy O(n?).
Jestlize ndm staci znat pouze nejlepsi soucet zachranénych
hradeb, vystacime si s O(n) paméti pii pouziti iterativni
metody. Jinak je pamétova slozitost shodna s ¢asovou slo-
zitosti O(n?).

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-6.d

Viclav Koncicky

29-1-7 Stromy kolem nas

Ukol 1: Piiklady stromi

Dékujeme za pékné piiklady stromti: rodokmen (j4 a vSichni
mi biologi¢ti predkové), feka se svymi piitoky, adresdrova
struktura na disku, nebo tfeba vSechny moznosti, jak se
miize vyvijet partie deskové hry. Pfidame k nim strukturu
webovych stranek (do sebe zanofené elementy HTML), pro-
gramil v programovacich jazycich a nddavkem jesté vztahy
mezi vétnymi ¢leny ¢i vétami v souvéti. Stadi? :)

Ukol 2: Strom z postfixového vypisu

Ukol byl formulovan trochu nepofadné: pokud o vrcholech
stromu vibec nic nevime, tvar stromu se z jeho postfixo-
vého vypisu urcit neda. Pokud ndm ale nékdo fekne, kolik
mé mit ktery vrchol synti, uz to mozné je. U stromt vyrazt
je tato podminka trivialné splnéna: ¢isla jsou listy, opera-
ce maji pravé dva syny. Pro jednoduchost budeme nadale
predpokladat, ze pracujeme se stromem vyrazu.

Postfixovy zapis budeme prochazet zleva doprava a postup-
né ho prekladat na stromy: pokud jsme z 1234++* precetli
1234+, mame zatim hotové jednovrcholové stromy 1 a 2
a tfivrcholovy strom s kofenem +, pod nimz jsou listy 3
a 4. Tyto stromy postupné slepime do jednoho velkého, ale
z toho, co jsme zatim precetli, dosud neni jasné jak.

Budeme si tedy pamatovat néjakou posloupnost rozpraco-
vanych stromu, fikejme ji alej. Kdykoliv ze vstupu precte-
me cislo, vytvorime jednovrcholovy strom s timto Cislem
a pridame ho na konec aleje. Pfecteme-li naopak néjakou
operaci, odpojime z konce aleje dva stromy, spojime je pod
nové zalozeny kofen s danou operaci a vysledek opét zapi-
Seme na konec aleje. Obecné objevi-li se na vstupu zapis
vrcholu stupné s, spojujeme poslednich s stromt z aleje.

Casov4 slozitost tohoto algoritmu je ziejmé linedrni. Kdy-
bychom chtéli poctivé dokazat korektnost, pak tfeba takto:
Uvazme pribéh prohledavani stromu do hloubky. Pravé sto-
jime v néjakém vrcholu v a chystame se ho opustit, tedy do
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postfixového zapisu toto v vypsat. Vrcholy na cesté z kore-
ne do v jsme uz objevili, ale na vypsani teprve cekaji. Vse
vlevo od této cesty jsme uz vypsali, vS§e napravo naopak ani
neobjevili.

O dekdédovacim algoritmu pak plati nasledujici invariant:
pri zpracovani v se v aleji nachéazi posloupnost podstrom
visicich vlevo od cesty do v (v pofadi shora dold) nasledo-
vanych podstromy lezicimi pod v (zleva doprava). Jakmile
algoritmus uvidi v, podstromy spravné poslepuje a invari-
ant bude nadéle platit.

Za odménu vam ukazeme jesté jedno, mirné magické fese-
ni: Postfixovy zapis oto¢ime, ¢imz se z néj stane prefixovy
(az na opa¢né potadi synt1). Ten mizeme poskladat do stro-
mu jednoduchym rekurzivnim algoritmem: pokud narazime
na ¢islo, vytvorime z néj jednovrcholovy strom a skoncime.
Pokud na operaci, dvakrat se rekurzivné zavoldme a ziska-
né dva stromy spojime pod spoleény kotfen. Hotovo, O(n).
Formalni dikaz slozitosti by se vedl stejné jako u minulého
algoritmu.

Ukol 3: Nejednoznaény infixovy zapis

Prosté, mily Watsone: staci uvazit zapis 1+2+3. Ten muze-
me uzavorkovat dvéma zptsoby: (1+2)+3 a 1+(2+3). Po-
kazdé vyjde jiny strom. Prefixové tyto stromy zapiSeme
++123 a +1+23, postfixové 12+3+ a 123++ — vSe bez zavorek,
z predchoziho tkolu uz pfeci vime, Ze nejsou tieba.

Ukol 4: Prumér stromu

Jak zadani naznacuje, k méfeni délky nejdelsi cesty se sku-
tecné bude hodit néco pocitat béhem DFS. Kdykoliv se bu-
deme vracet z podstromu s kofenem v, spoc¢itame dvé c¢isla:
h(v) udévajici hloubku podstromu a ¢(v) — maximélni délku
cesty v podstromu.

Vypoclet h(v) uz zndme ze zadani: v listu plati h(v) =
ve vnitfnim vrcholu se syny sip,...,s; musi byt h(v)
max(h(s1),...,h(sk)) + 1.

Jak tedy s ¢(v)? Rozmysleme si mozné polohy vrcholu v
vzhledem k této cesté:

0,

1. v je list — tehdy je cely podstrom jednovrcholovy, procez
Lv)=0

2. v vubec na cesté nelezi — tehdy jsme cestu jiz zapocitali
do nékteré z délek £(s1) az £(sg).

3. v je koncovym vrcholem cesty — cesta vede z v doli do
nejvzdalengjsiho listu, takze méii h(v).

4. v je ,zlomem“ cesty — cesta pfichazi zespoda z nékteré-
ho s; a zase odchézi dolt do néjakého jiného s;. Prvni
¢ast urcité vede z listu, takZe méfi h(s;), pak nasledu-
je hrana s;v, hrana vs; a zéveérecna ¢ast do listu, délky
h(sj). Vrcholy s; a s; samoziejmé volime tak, abychom
pouzili nejvétsi a druhé nejvétsi h(s;).

Pro vrcholy s jednim synem muze nastat druha a tfeti

moznost, tedy ¢(v) = max(¢(s1),h(v) + 1). Je-li synd vi-

ce, tfeti moznost je vzdy horsi nez ¢tvrtd, takze spocitame

£(v) = max((s1),...,4(sk),m1 +ma + 2), kde my a ma je

prvai a druhé nejvétsi h(s;).

Nejdelsi cestu v celém stromu pak najdeme v £(v) kofene.

Nasimi vypocty stravime v kazdém vrcholu linearni cas

s poc¢tem synti, coz odpovida slozitosti samotného DFS. Ce-

ly algoritmus tedy pobézi v linedrnim case.

Prumér stromu podruhé

Prfedvedme jesté jeden zptisob, jak zmérit nejdelsi cestu.

Strom zakofenime v libovolném vrcholu a. Pak najdeme


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-6.c

nejhlubsi vrchol v (to uz umime jednim DFS). Tento vr-
chol prohlasime za novy kofen a opét najdeme nejhlubsi
vrchol w. Tvrdime, Ze cesta vw je jedna z nejdelsich cest.

Tento algoritmus je evidentné linearni, ale neni zfejmé, jest-
li funguje. Pojdme to dokdzat sporem: predpoklddejme, Ze
existuji néjaké stromy, na nichz algoritmus nefunguje. Vy-
berme z nich néjaky strom 7' s nejmensim poc¢tem vrcholt
(tomu se obvykle ¥ika minimdini protipriklad). T mé ale-
sponi 3 vrcholy — mensi stromy algoritmus jisté zvladne.

Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze vrchol a
neni list — v opacném piipadé misto a vybereme jeho sou-
seda, ¢imz jsme chovani algoritmu nezménili.

Nyni si vSimneme, Ze v 1 w jsou listy (jinak by $lo cestu do
nich jest& prodlouzit). Sousedé téchto vrchold, ozna¢me si
je v a w', listy urcité nejsou.

Proto si ze stromu T sestrojime strom 7" otrhdnim vSech
listh. V T" urcité lezi vrcholy a, v' a w’. A jelikoz pies
listy Zaddné cesty nevedou, nas algoritmus spustény v T”
z vrcholu a dojde nejprve do v’ a pak do w'. Jelikoz T byl
minimalni protipfiklad, v T” musi algoritmus vydat spravny
vysledek, takze cesta v'w’ je nejdelsi.

Vezméme nyni néjakou nejdelsi cestu P ve stromu 7. Ta
ur¢ité vede z listu do listu, takze odtrZzenim listt ziskame
né&jakou cestu v 17, jez jisté nemiize byt delsi nez nejdelsi
cesta v'w’. Proto pro délky cest plati | P| < 2+ |v'w’|. Prava
strana nerovnosti je ovSem rovna délce cesty vw, takze vw
je také nejdelsi. Hotovo.

Ukol 5: Straznici s drony

Méjme néjaky podstrom s kofenem v a premyslejme, jak
miZe byt hlidany. Budto k ohlidan{ vSech jeho hran posta-
Ci straznici, které jsme rozmistili uvnitf podstromu — teh-
dy mu budeme fikat samostatny. Nebo potiebujeme, aby
dovnit¥ dronem doletél n&jaky straznik zvenku (coz nutné
znamena, Ze stoji o jednu hladinu nad v; z vysSich pozic by
moznd doletél do v, ale uz ne dovnit¥ podstromu) — tehdy
hovorime o hlidani s vipomoci.

Navic u samostatnych podstromt potifebujeme rozliSovat,
jak vysoko z nich dron vyleti. Tomuto ¢islu budeme fikat
sila hliddni a vSimneme si, ze se pohybuje od 0 do 2. Si-
lu pozname podle toho, na jaké nejvyssi hladiné se nachéazi
straznik: straznik v kofeni (na 0. hlading) dav4 silu 2, straz-
nik na 1. hladiné silu 1, na 2. hladiné silu 0; od 3. hladiny
dal nelze hlidat bez vypomoci. Navic dodefinujeme silu —1
pro hlidani s vypomoci.

Nyni budeme pro kazdé v poéitat ¢isla h;(v), kde i € {—1,
0,1,2}. Budou vyjadfovat minimélni cenu za ohlidani si-
ly ¢. Podobné jako u hlidani bez dront mtzeme tato cisla
spocitat pfi navratech z vrcholi, jen rozbor pripadi bude
trochu chlupaté;jsi.

Nejprve uvazujme ohlidani sily 2. Tehdy v kofeni lezi straz-
nik (snad bychom méli Fici, Ze stoji, ale dron se d& jisté
ovladat i vleze), takze musime zapocitat cenu ¢(v) za umis-
téni straznika. Podstromy lezici pod jednotlivymi syny ko-
fene pak mohou byt ohlidané libovolné€ silné vcéetneé sily —1.
Plati tedy:

ha(v) = e(v) + Z ie{—nlli(?l 2} hal#),

S

priemz suma sCita pres vsechny syny vrcholu v.
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Dobré, snizime silu na 1. V kofeni jisté straznik neni, ale
musi byt v alesponi jednom vrcholu na 1. hladiné. Podstrom
pod timto vrcholem ma tedy silu 2, diky ¢emuz jsou ohli-
dény i vSechny hrany mezi 0. a 1. hladinou (dron do nich
doleti). Ve zbyvajicich podstromech zakofenénych na 1. hla-
diné si tudiz mizeme vybrat libovolnou silu od 0 do 2 (-1
nelze). Proto:

hi(v) = min | ha(s) + ~min__h;(s")

Pocitat pfimo podle tohoto vztahu by ale bylo moc pomalé:
zkousime vsSechny dvojice synt a téch muze byt az kvadra-
ticky mnoho. Proto si spoc¢itdme sumu

Z miin hi(s)

pfes vSechny syny s a pak postupné zkusime kazdy clen
min; h;(s) odecist a pfic¢ist misto né&j ha(s). To uz jde line-
arné s poc¢tem synd.

Snizujeme dale: sila 0. Na 0. a 1. hladiné nejsou straznici,
takze kazda hrana mezi 0. a 1. hladinou musi byt hlida-
né zespoda (vime, Ze nevyuzivime vypomoc shora). Proto
podstrom pod kazdym synem s musi byt hlidany silou ale-
sponn 1. Ale nemuze to byt ani vic nez 1, protoZe pak by
celkova sila vysla 1. Z toho plyne:

ho(v) = Z hl(S)

Konec¢né zbyva ptipad se silou —1, tedy s vypomoci sho-
ra. VSechny hrany mezi 0. a 1. hladinou jsou hlidané shora
ana 0. ani 1. hlading nestoj{ strdznici (jinak bychom vypo-
moc nepotiebovali). Vrcholy na 1. hlading tedy mohou byt
hlidané silou 0 nebo 1. Proto:

hoy(v) =Y min(ho(s), hi(s)).

To ndm davéa kompletni recept na vypocet viech h;(v) bé-
hem prohledévani do hloubky. V kazdém vrcholu tim travi-
me Cas linearni s poctem synti, takze jsme DFS nezpomalili.

Ted uz se sta¢i jen podivat na hodnoty hg, hy a he v kofeni
a vzit z nich minimum (h_; neuvazujeme: uz nezbyva, kdo
by ndm vypomohl). Uff.

Ukol 6: Excentricity

Uvazujme néjaky list £ a ozna¢me jeho souseda s. Nejdel-
§i cesta z £ urcité vede pres s, takZe excentricita £ je o 1
vétsi nez excentricita s. Staci tedy odstranit vSechny listy,
stanovit excentricity zbyvajicich vrcholu a pak dopocitat
excentricity listu.

Miuzeme snadno upravit algoritmus ze zadani na hledani
centra stromu. Pii otrhavani listd si zapisujeme, v jakém
poradi jsme je odebirali. AZ ndm zbude centrum, spocita-
me jeho excentricitu (t¥eba algoritmem na vypocet hloubky
stromu spusténym v ptuvodnim stromu z centra). Pak lis-
ty v opacném poradi pfipojujeme zpét a dopocitavame jim
excentricity.
Vsechny tfi ¢asti algoritmu jisté€ bézi v linedrnim case.
Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-1-7-ukol6.py|

Martin ,Medved” Mares
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Vysledkova listina prvni série dvacatého devatého ro€niku KSP

resitel skola rocnik sérii | Hi1-1 H1-2 H1-8 H1-4 HI1-5 HI1-6 H1-7 | série celkem
0. 8 1 12 10 10 10 15 58,0 58,0
1. Pavel Turek GTomkovaOL 4 6 8 11 1 10 10 11 52,2 52,2
2. Richard Hladik GOAMarLaz 4 21 6 8 12 10 10 15 51,6 51,6
3. Lukas Rozsypal GUstavniPH 4 4 8 9,5 6 4 15 48,3 48,3
4. Martin Picek GJirsikaCB 2 1 8 11 11 3 9 47,0 47,0
5. Jakub Pelc G UherBrod 3 6 8 12 10 15 45,0 45,0
6. Tomas Domes MendelG_OP 4 2 8 6 10 1 15 44,1 441
7. Rajmund Hruska GPosKosice 4 1 6,5 5 3 2 9 9 43,0 43,0
8. Matous Marik G_Krumlov 4 1 3 6,5 6,5 1 10 40,7 40,7
9. Peter Grajcar GMetodovaBA 3 1 5 6,5 75 4 3 40,0 40,0
10. Filip Geib G MMH LM 3 3 6 35 85 3 4 36,9 36,9
11. Roman Bujdék G JM Galanta 3 1 6 95 65 2 1 31,5 31,5
12. Jonas Fiala GJungmanLT 4 6 6 9 9 1 28,8 28,8
13. Filip Masar PiarGNitra 3 1 6,5 6,5 8 274 274
14. Petr Gebauer GMe¢élnik 3 2 6,5 6,5 7 26,8 26,8
15. Miroslav Hrabal GTomkovaOL 3 3 6,5 9,5 0 6 25,6 25,6
16. Véclav Pavlicek SPSE_Pard 1 6 6,5 1 3 1 8 25,5 25,5
17. Michal Kodad SPS_Smichov 1 5 10,5 2,5 6 23,3 23,3
18. Kristian Jacik GSRandyJN 4 1 55 3 0 1 3 22,6 22,6
19. Lukas Caha GZborovPH 3 1 55 3 0,6 2 19,7 19,7
20. Ondrej Gonzor G Brandys 0 1 7 5 2 18,8 18,8
21. Radek Olsak MensaG 2 1 5,5 9 18,4 18,4
22, Pavel Turinsky G Brandys 4 10 6 11 16,4 16,4
23. Ondrej Krsicka GJaroseBO 1 1 6,5 1 2 2 16,3 16,3
24. Anna Rechtackova GJaroseBO 4 1 8 5 15,9 15,9
25. Jind¥ich Dité VOSPSZd4r 1 1 6,5 6,5 15,6 15,6
26. Ondrej Cach SPSE_Pard 1 1 5,5 05 2 2 15,4 15,4
27. Anna Hollmannova GSRandyJN 0 1 3 3 0 3 13,4 13,4
28. Daniel Skypala GTomkovaOL  —1 1 8 3 12,5 12,5
29. Vojtéch Hudec G_CTtebova 3 3 5,5 1 2 12,1 121
30. Vojtéch Lengal GZborovPH 3 1 8,5 11,0 11,0
31. Jan Kaifer GKepleraPH 1 3 6,5 3 10,5 10,5
32. Stanislav Lukes GPisnickaPH 4 11 10,5 10,3 10,3
33.-34. Adam Dfinek GNAlejiPH 3 1 8 8,0 8,0

Frantisek Kmjec G Brandys 1 3 8 8,0 8,0
35. Jifi Loffelmann GLitomérPH 3 4 5 1 7,9 7,9
36. Jan Neumann GNAlejiPH 3 2 7 7,7 7,7
37.-39. Jakub Dobry GMikul4sPL 3 4 7 7,6 7,6

Tomas Raunig GHlu 2 1 6,5 7,6 7,6

Anna Sebestikovd ~ GCeskaCB 2 2 6,5 7,6 7,6
40. Michael Kozel GZborovPH 3 1 7 7,5 7,5
41.-42. Jan Jenicek GNAlejiPH 1 1 6 7,4 7.4

Krystof Mitka ZSUniverzum 0 1 6 7,4 7.4
43. Jakub Jirkal GJungmanLT 2 1 7 7,2 7,2
44. Ptemysl Stastny GZamberk 4 13 7 1 7,1 7,1
45. Jakub Spisak G VBN Prie 4 1 2 0,5 0,5 7,0 7,0
46. Erik Kudak GHorMichal 4 1 2 1 6,7 6,7
47. Michal Topfer G DrJPekMB 4 11 5 4 6,6 6,6
48. Jonas Havelka GJiroveCB 1 2 1 2,2 2,2

KSP pro vés pfipravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Webové stranky: E-mail:

fttps: //ksp.mff.cuni.cz/|
Chcete-li s nami komunikovat bezpecné, muzete si ovéfit nas HTTPS certifikdt — jeho SHA1
fingerprint je: E9:DB:EE:C6:62:BC:14:DE:09:E4:E8:97:DC:36:0E:87:B3:50:B0:01.

—18 —

Diskusni forum:
fttps: //ksp.mff.cuni.cz/forum, /|

K
BN matfyz
| | 4


https://ksp.mff.cuni.cz/
mailto:ksp@mff.cuni.cz
https://ksp.mff.cuni.cz/forum/

Fortran
JavaScript
APL Bash

C++ Curl PHP C#

Erlang
Assembler
HTML Java

TeX Legoscript Lisp BASIC Ada F# Batch Perl
Shakespeare Whitespace PostScript INTERCAL

Haskell JavaScript
Ruby COBOL
BCPL A+ Logo
Pike Pascal Metafont Rexx
Avk INTERCAL Legoscript Lua
Sed Self Yacc Bash Curl APL
C++ LaTeX HTML Java Lisp PHP
TeX Perl Shakespeare Ruby Ada
BCPL Smalltalk LOLCODE Metafont Awk

Clojure Mercury Verilog Prolog Karel Lua

o]
Bat
Logo
Pike
Rexx
APL
PHP
Bash
Awk
Sed
C++
TeX
Ada
APL
TeX
Awk
Sed
C++
TeX
Java
Ruby
BASIC
INTERCA
B C Whitesp
Haskell M
Python
Batch
Karel
Self
Bash
Batch
Verilog
Legoscript
Java Haskell
Ruby Mercury
Pike F# Smal
Yacc PostScr
HTML A+ JavaS
PHP TeX
Awk
Sed
BCPL
Pike
Yacc
Sed
OCAML
Python
Fortran
Modula Oberon LOL
BCPL Simula Cloj
LaTeX
PHP
Rexx M
Self Prolog M
Bash Modula Curl
Whitespace Awk L
Erlang C# Lis
TeX A+ Perl
BCPL ML Logo
Pike F# Rexx
COBOL Self
Curl HTML
Awk Perl
BCPL Logo
TeX Ada
Self Se
OCAML P
BASIC
Prol

Python Fortran Shakespeare
Haskell Modula
CAML BASIC
ch COBOL
LaTeX
Oberon LOLCODE Sed
Octave Scheme Simula Self
Erlang C++ Yacc
TeX
Ada
Lua
APL
Karel PHP
Clojure OCAML Curl
Awk Lua Mercury Sed
C++ ML PHP
Ada
Lua
APL
PHP
HTML
Lisp Perl
Verilog BCPL
Batch Fortran
L Logo Shakespeare
ace COBOL Pascal Prolog
etafont Pike LaTeX LOLCODE
PostScript Karel OCAML BASIC
D J Assembler Smalltalk COBOL Clojure LaTeX
Modula Oberon Octave JavaScript Rexx
Yacc
KKK KKKK SSsss PPPPPPP BASIC
KKK KKKK SSSSSSSSS  PPPPPPPP COBOL
KKKKKKK SSs SSs PPP PPP Metafont
KKKKKK SSsss PPPPPPPP B Whitespace
C# KKKKKKK SSSSS PPPPPPP Lisp Smalltalk Perl
BCPL KKK KKKK SSS SSS PPP Simula Assembler OCAML
ltalk KKK KKKK SSSSSSSSS PPP Smalltalk Self
ipt KKK KKKK SSSSs PPP Assembler Curl
cript ML Legoscript Java
Verilog C D J Whitespace Erlang Batch Ada
COBOL Pascal Prolog PostScript LaTeX Lua
Lisp Karel Perl Ruby APL
Logo C++ PHP
Rexx Self TeX
Ada Avwk Lua
Bash Curl APL
HTML BASIC Java
C++ Batch Lisp
Perl Haskell Ruby
CODE Octave Scheme COBOL
ure C# Shakespeare
JavaScript Logo
Smalltalk F# A+ Assembler Pike
L B C D Legoscript J Erlang Pascal Karel TeX
etafont Smalltalk Shakespeare Python Yacc
HTML Oberon Octave Scheme Mercury OCAML Ada
ua Sed Simula Assembler APL BASIC Java
P C++ F# PHP PostScript
Ada Awk Ruby Shakespeare
Lua C# Sed Pascal
APL C++ PHP Batch
TeX A+ Yacc Bash
Ada ML Java Lisp
Lua Sed APL Ruby
C# F# C++ PHP
Awk Lua Pike Rexx
d LaTeX Karel APL C++
HP B C D J Verilog Fortran Yacc Bash
Curl HTML JavaScript INTERCAL Batch
og Python Haskell Modula Oberon LOLCODE
Octave Metafont Scheme Smalltalk
INTERCAL Legoscript

~19 —



	Zadání 2. série 29. ročníku KSP
	29-2-1: Cesty do školy
	29-2-2: Hledání pomsty
	29-2-3: Billboardová většina
	29-2-4: Nejsložitější záhon
	29-2-5: Plánování návštěv
	29-2-6: Souvislá plocha
	29-2-7: Strom ve stromu

	Kuchařka: Hledání v textu
	Vzorová řešení 1. série 29. ročníku KSP
	29-1-1: Připálené placky
	29-1-2: Kupecké počty
	29-1-3: Střídání zbraní
	29-1-4: Zběsilý útěk
	29-1-5: Lučištníci
	29-1-6: Štítové kouzlo
	29-1-7: Stromy kolem nás

	Výsledková listina 1. série 29. ročníku KSP

