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M
ilí
řešitelé

a
řešitelky!

P
řichází

zim
a,
dom
a
p
om
alu
ubývá

zbytků
cukroví

a
nový

rok
se
chystá

za
rachotu

výbušnin
vpadnout

do
našich

dveří.
Z
kuste

ho
zaskočit

předsevzetím
,
že
v
K
SP
čku
příští

rok
vyřešíte

více
úloh

než
letos!

M
y
vám

k
tom
u
p
om
ůžem

e
třetí

sérii.
P
řejem

e
vám

co
nejvíce

úsp
ěchů

a
doufám

e,
že
nám

zachováte
přízeň

i
nadále

:-)

A
p
okud

stále
váháte,

přip
om
ínám

e,
že
každém

u
řešiteli,

který
v
tom
to
ročníku

z
každé

série
dostane

alesp
oň
5
b
odů,

darujem
e
K
SP
propisku,

blok,
placku

a
m
ožná

i
další

překvap
ení.

Z
a
řešení

K
SP
je
také

m
ožné

být
přijat

na
M
F
F
U
K
b
ez
přijím

acích
zkoušek.

N
a
získání

osvědčení
úsp
ěšného

řešitele
je
letos

třeba
získat

v
hlavní

kategorii
alesp

oň
150
b
odů.

M
aturanti,

kteří
by

chtěli
osvědčení

využít
letos,

jej
m
usí
získat

nejp
ozději

za
čtvrtou

sérii.

T
erm
ín
série:

P
on
d
ělí
30.
led
n
a
2017

v
8:00

O
d
ev
zd
áván

í:
P
řes
w
eb
na
adrese

https://ksp.m
ff
.cun
i.cz/subm

it/

O
d
m
ěn
a
série:

Sladkou
odm
ěnu
p
ošlem

e
každém

u,
kdo
získá

alesp
oň
42
b
odů
z
celé
série.

Třetísérie
dvacátého

devátého
ročníku

KSP
N
aše
hrdin

y
jsm
e
v
prvn
í
sérii

opustili
potom

,
co
pom
ohli

zachrán
it
jedn
o
severské

m
ěsto

před
útokem

draka
a
hordy

goblin
ů.
T
ajem

n
á
síla
ze
severu

se
však

n
en
echala

odradit,
a
tak
se
za
n
im
i
vrátím

e
k
bran
ám
m
ěsta

L
eyfast

a
budem

e
jejich

osudy
sledovat

dál.
„S
ire
W
arin
e!“
přivítal

celou
skupin

u
starosta

L
eyfastu.

„D
ěkuji

za
přivítán

í,
dovolte

m
i
představit

zbytek
m
é
sku-

pin
ky
–
člen
a
A
lvarezova

řádu
rytíře

L
ian
a,
m
ocn
ou
kouzel-

n
ici
R
heu
a
jedn
oho
z
n
ejschopn

ějších
lučištn

íků,
co
zn
ám
,

G
orfa.“
„M
ěsto

vám
všem

děkuje
za
vaše

služby...
ale
povězte,

co
m
ám
e
dělat

teď?“
N
ásledující

půlhodin
u
W
arin

se
starostou

probírali,
jak

by
m
ohli
posílit

vojen
skou

posádku
L
eyfastu

a
současn

ě
tady

n
a
severu

zřídit
alespoň

n
ějakou

bojovou
sílu.

S
iln
ých
m
užů

bylo
v
okoln

ích
used
lostech

hodn
ě,
ale
n
averbovat

je
všechn

y
n
em
ohli,

n
ebylo

by
pak
lovců,

kovářů
a
jin
ých
n
ezbytn

ých
profesí.

Ještě,
že
v
L
eyfastu

m
ěli
veden

é
velm
i
přesn

é
zá-

zn
am
y
o
okoln

ích
obyvatelích.
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V
erb
ován

í
8
b
o
d
ů

	
M
ěsto

L
eyfast

p
otřebuje

co
nejvíce

p
osílit

svoji
arm
á-

du,ale
současně

nem
ůže
sebrat

každého
b
ojeschopného

m
uže
z
okolí.

Starosta
m
ěsta

vyslal
skupinu

verbířů,
která

m
á
za
úkol

ob
ejít
okolní

usedlosti
a
vrátit

se
s
co
nejvíce

b
ojeschopnou

skupinou
m
užů.

V
erbířibudou

procházet
dom
y
v
předem

daném
p
ořadía

dí-
ky
p
ečlivým

záznam
ům
vědí,

kdo
v
jakém

dom
ě
bydlí.

D
o-

konce
pro
každý

dům
vědí,jak

silný
m
už
v
něm

bydlía
jaké

m
ají
dom
a
zbraně.

P
ro

i-tý
dům

se
m
ohou

verbíři
rozhodnout,

jestli
jeho

oby-
vatele

nechajíbýt
(což

b
ojeschopnost

arm
ády
nijak

neovliv-
ní),
jestli

z
něj
naverbují

nového
brance

(což
přisp

ěje
b
oje-

schopnosti
arm
ády
číslem

V
i ),
neb
o
jestli

si
pro
vyzbrojení

nějakého
brance

vezm
ou
od
obyvatel

zbroj
a
zbraně

(což
přisp

ěje
b
ojeschopnosti

arm
ády
číslem

Z
i ).

Z
broj

a
zbraně

si
verbíři

m
ůžou

vzít
p
ouze

tehdy,
p
okud

z
m
inulého

dom
u
naverb

ovali
nějakého

brance
(obyvatelé

jsou
ochotni

dát
své
věci
jen
nejbližším

sousedům
).
V
erbíři

také
nikdy

neudělají
to,
že
by
z
jednoho

dom
u
současně

odvedli
brance

a
odnesli

zbraně.
K
rom
ě
toho

také
verbíři

nikdy
neodvedou

brance
z
dvou

dom
ů
těsně

p
o
sob
ě.

P
okud

si
tedy

budem
e
v
p
osloupnosti

značit
jako

V
verb
o-

vání,
jako

Z
sebrání

zbraní
a
jako

-
žádnou

akci,
tak:

•
-
V
-
V
V
-
je
špatně:

obsahuje
dvě
verb
ování

p
o
sob
ě.

•
-
V
-
Z
-
je
také

špatně:obsahuje
branízbraní,kterém

u
těs-

ně
nepředcházelo

verb
ování.

•
-
V
Z
V
Z
V
-
V
-
je
správně.

V
erbíři

by
při
dodržení

pravidel
uvedených

výše
chtěli

zvý-
šit
b
ojeschopnost

arm
ády,

co
nejvíce

to
p
ůjde.

F
orm
át
vstupu:

N
a
prvním

řádku
vstupu

dostanete
číslo

N
udávající

p
očet

dom
ů,
které

plánují
verbíři

ob
ejít.

N
a
dru-

hém
řádku

se
bude

nacházet
N
čísel

V
1
až

V
N
oddělených

m
ezerou

udávajících
„zisky

b
ojeschopnosti“

při
provedení

verb
ování

v
jednotlivých

dom
ech,

na
třetím

řádku
pak
ob-

dobně
naleznete

čísla
Z
1
až

Z
N
udávajících

to
sam
é,ale

pro
braní

zbraní
z
jednotlivých

dom
ů.
V
šechna

V
i
i
Z
i
budou

nezáp
orná

celá
čísla.

F
orm
át
výstupu:

N
a
prvnířádek

výstupu
vypište

m
axim

ální
zisk

b
ojeschopnosti,

který
je
m
ožný

dosáhnout,
a
na
dru-

hý
řádek

pak
vypište

N
znaků

V,
Z
neb
o
-
(neoddělujte

je
m
ezeram

i)
udávajících

plán
verb
ování

pro
jednotlivé

do-
m
y.
P
okud

je
více

m
ožností,

jak
dosáhnout

stejného
zisku,

m
ůžete

si
vybrat

lib
ovolnou

z
nich.

U
kázkový

vstup:

1
0
5
2
1
3
4
6
3
1
6
7

2
1
3
2
3
5
1
1
2
1

U
kázkový

výstup:

2
9
V
Z
-
V
Z
V
Z
V
Z
V

D
alším

zp
ůsob

em
,jak

dosáhnout
stejného

zisku
b
ojeschop-

nosti,
pak

jsou
V
Z
V
Z
V
Z
V
Z
-
V
a
V
Z
V
Z
V
Z
V
Z
V
Z,
jiné

zp
ůsoby

nejsou.

T
oto
je
praktická

op
en-data

úloha.
V
odevzdávacím

sys-
tém
u
si
necháte

vygenerovat
vstupy

a
odevzdáte

příslušné
výstupy.

Z
áleží

jen
na
vás,

jak
výstupy

vyrobíte.

K
dyž
se
postarali

o
to,
že
v
okolí

L
eyfastu

vzn
ikn
e
účin
-

n
á
bojová

síla,
n
abrali

dobrodruzi
zásoby

jíd
la
a
pod
le
rad

m
ístn
ích
stopařů

vyrazili
sm
ěrem

do
horského

průsm
yku.

–
1
–



Jejich
cílem

bylo
n
ajít
draka

a
dozvědět

se
co
m
ožn
á
n
ejvíc

o
tajem

n
é
síle,

která
za
tím
vším

stojí.
V
horském

průsm
yku
sice

síd
lila
horda

goblin
ů
a
pod
le

všeho
se
tu
objevovali

i
trollové,

ale
stopaři

jim
prozradi-

li,
že
průsm

yk
podchází

starý
trpasličí

důl.
E
xistovala

sice
i
bezpečn

ější
cesta

okolo
hor
n
a
druhou

stran
u,
kde
by
go-

blin
y
asi
n
epotkali,

ale
ta
by
jim
zabrala

přes
dva
týdn
y.

R
ozhod

li
se
tedy

vydat
se
do
trpasličího

dolu.
P
řesn
ě
pod
le
rad
stopařů

n
alezli

zpola
zasypan

ý
vchod

a
vn
ikli
dovn

itř.
U
šli
ve
světle

m
ihotavé

hvězdy
vzn
ášející

se
R
hee
n
ad
rukou

pořádn
ý
kus
cesty,

až
dospěli

k
důln
ím
u

výtahu.
D
ůl
byl
opuštěn

ý
sotva

padesát
let,
což
je
pro
trpas-

ličí
techn

iku
krátký

čas.
V
ýtah

skoro
fun
goval,

jen
ho
bylo

potřeba
vyvážit.

29-3-2
T
rp
asličí

závaží
10
b
o
d
ů

D
obrodruzi

stojící
před

starým
trpasličím

důlním
výtahem

by
p
otřeb

ovali
tento

výtah
vyvážit.

K
tom
u
by
p
otřeb

ovali
um
ět
rychle

p
orovnávat

váhu
zátěže.

Z
ávaží,kterým

ise
vyvažuje

trpasličídůlnívýtah,m
ajíváhy

1
,2,4,8,...,2

N
a
každé

z
nich

jde
um
ístit

jako
zátěž

neb
o

jako
protizátěž.

P
okud

si
um
ístění

závaží
budem

e
značit

1
pro
zátěž

a
−
1
pro
protizátěž

a
budem

e
zapisovat

všech-
na
závaží

od
největšího

až
k
závaží

o
váze

1,
bude

zápis
−
1
,0
,0,1,−

1,0
znam

enat
celkovou

zátěž
(−
1)·32

+
0·16

+
0
·8
+
1
·4
+
(−
1)·2

+
0
·1
=
−
30.

M
ůžem

e
sivšim

nout,že
stejné

zátěže
lze
dosáhnout

ijiným
p
oskládáním

závaží,
například

−
1,0,0,0

,1
,0.
P
orovnávání

zátěží
proto

asi
nebude

úplně
jednoduchý

úkol.
V
ym
yslete

p
ostup,

jak
v
co
nejkratším

čase
pro
dva
předpisy

um
ístě-

ní
závaží

(zadané
na
vstupu

jako
takováto

čísla
v
p
odivné

dvojkové
soustavě)

určit,
který

z
nich

značí
větší

zátěž.

P
ředp
okládejte,

že
celková

zátěž
bude

tak
velká,

že
se
ne-

vejde
do
b
ěžné

celočíselné
prom

ěnné
a
není

tak
m
ožné

oba
předpisy

převést
a
pak
p
orovnat

–
je
p
otřeba

je
p
orovnávat

b
ez
převodu

(ale
upravovat

si
zápis

z
−
1,
0
a
1
lze).

Z
kusili

n
ěkolik

sad
závaží

a
po
vyvážen

í
se
výtah

kon
ečn
ě

rozjel.
T
rpasličí

ozuben
á
kola

se
sice

párkrát
zadrhla,

ale
poté,

co
se
z
n
ich
obrousila

rez,
už
je
výtah

lehce
dovezl

n
ěkolik

set
m
etrů

do
hloubky.

C
esta

skrz
zbytek

dolu
byla

d
louhá

a
m
useli

se
párkrát

vracet,
ale
n
akon

ec,
potom

co
cestou

i
přespali,

zahléd
li
n
a

kon
ci
jedn
é
úzké

chodbičky
den
n
í
světlo.

D
ostali

se
n
a
m
a-

lou
řím
su,
kde
úzký

vchod
do
štoly

zakrýval
okoln

í
porost.

P
od
n
im
i
se
jim
n
askytl

pohled
n
a
velké,

n
arychlo

zbudova-
n
é
ležen

í
skřetí

tlupy.
N
ebylo

to
příliš

m
n
oho
skřetů,

ale
zároveň

jich
an
i
n
ebylo

m
álo.
A
vypadalo

to,
že
je
v
jejich

táboře
docela

ruch.
„P
ozn
áš,
jaký

je
to
klan
?“
zeptala

se
R
hea
W
arin
a.
T
en

se
d
louze

zadíval
a
pak
odpověděl:

„T
ěžko

říct,
budou

n
ě-

kde
zdaleka

a
n
a
tuhle

dálku
n
evidím

pořádn
ě
jejich

klan
ové

barvy.
S
píše

se
dá
soudit

pod
le
toho,

jak
vypadá

jejich
tá-

bor.
L
ian
e...“,

zavolal
si
pak
m
ladého

rytíře.
„V
idíš
ty
jejich

věže?
P
okud

jsou
to
skřeti

z
K
olibu,

tak
budou

pravideln
é,
ti
jsou

prý
posed

lí
sym
etrií.“

29-3-3
S
k
řetí

věže
11
b
o
d
ů

P
růzkum

níci
se
dostali

nad
skřetí

ležení
a
zvláště

je
zauja-

ly
jejich

hlídkové
věže.

V
ypadaly

nezvykle
sym
etricky,

ale
chtěli

by
ověřit,

že
jsou

skutečně
sym
etrické.

V
ěže
by
m
ěly
být
sym
etrické

p
odle

nějaké
osy
a
průzkum

-
níci
by
tuto

osu
chtěli

nalézt.
P
ro
zadané

souřadnice
věží

nalezněte
osu,

p
odle

které
jsou

věže
sym
etrické

(případně
rozhodněte,

že
žádná

osa
sym
etrie

neexistuje).

P
ozor

na
to,
že
b
od
m
ůže
být
sym
etrický

i
sám

k
sob
ě,
p
o-

kud
bude

ležet
přím

o
na
ose
sym
etrie.

N
apříklad

pro
první

příklad
sym
etrii

naleznem
e,
i
když

m
á
lichý

p
očet

b
odů:

P
ro
druhý

příklad
už
ale
sym
etrie

neexistuje:

„T
ak
jsou

to
skřeti

z
K
olibu,

zajím
avé...“

zam
yslel

se
W
arin
.
C
o
tady

jen
dělají,

pom
yslel

si.
O
d
K
olibu

to
byla

cesta
n
a
m
n
oho
týdn
ů
a
n
ěkdo

n
ebo
n
ěco
je
sem

m
uselo

povolat.
O
tázkou

je,
kdo
n
ebo
co
to
bylo.

„D
račí
sluj!“

hlesln
áhle

G
orf
polohlasem

,
když

svým
bys-

trým
zrakem

zahléd
l
n
a
sam
é
hran
ici
dohledu,

daleko
za

skřetím
ležen

ím
,
velkou

opálen
ou
díru

do
skály.

T
eď
už
bylo

jasn
é,
kam

se
vydají

dál.
P
okud

m
ají
přijít

n
a
to,
co
se
zde
děje,

je
dračí

sluj
rozhodn

ě
zajím

avým
m
ís-

tem
,
kde
zahájit

průzkum
.
P
okud

n
ějaká

síla
zvlád

la
povolat

sem
n
a
sever

skřety
a
probudit

i
draka,

tak
tam

po
n
í
sn
ad

n
alezn

ou
n
ějaké

stopy.
P
roblém

byl,
že
m
ezi
n
im
i
a
skaln

í
slují

se
n
acházelo

jed-
n
ak
skřetí

ležen
í
a
za
n
ím
pak
ještě

bažin
a.
S
krz
bažin

u
sice

ved
ly
n
ějaké

světlé
proužky,

asi
cesty

vyskládan
é
z
dřevě-

n
ých
hatí,

ale
n
a
dálku

to
šlo
jen
těžko

pozn
at.
K
aždopádn

ě
skřeti

byli
prvn
í
překážkou.

P
řes
ty
skřety

se
ve
dn
e
dostat

n
ezvládn

ou,
tak
se
utá-

bořili
a
připravili

se
n
a
to,
že
v
n
oci
zkusí

proklouzn
out.

B
lýskavá

brn
ěn
í
zakryla

čern
á
látka

a
ujistili

se
také,

že
m
ají
všechn

u
výzbroj

pořádn
ě
připevn

ěn
ou
a
že
jim
n
ebude

n
ic
cin
kat.
P
ak
vyrazili

s
cílem

proklouzn
out
okolo

skřetích
hlídek

posazen
ých
u
strážn

ích
ohň
ů.

29-3-4
M
ezi
h
líd
kam

i
11
b
o
d
ů

Skupina
b
ojovníků

p
otřebuje

v
noci

proklouznout
okolo

skřetích
hlídek.

H
lídky

jsou
nehybné,

sedí
okolo

strážních
ohňů

a
nevšim

nou
siosam

oceného
b
ojovníka,p

okud
nepro-

jde
přím

o
okolo

nich.
Skupina

se
tedy

chce
rozdělit

a
každý

z
nich

se
p
okusí

projít
osam

oceně,
aby
byl
tišší.

P
láň,
na
které

jsou
p
osazeny

hlídky,
si
m
ůžem

e
představit

jako
velikou

čtvercovou
síť
(o
velikosti

N
×
M
)
a
hlídky

jsou
p
osazené

na
některých

p
olíčcích.

H
lídek

je
řádově

m
éně,

než
je
p
očet

p
olíček

pláně,
a
jejich

p
ozice

se
m
ezi
průchody

jednotlivých
b
ojovníků

nem
ění.

V
ym
yslete

datovou
strukturu,

kterou
si
v
nějakém

rozum
-

ném
čase

předp
očítáte

a
pak

p
om
ocí
ní
zvládnete

rychle

–
2
–

–
15
–



29-2-7
S
trom

ve
strom

u

�
V
e
všech

úkolech
druhého

dílu
seriálu

se
nám

bude
hodit

D
F
S
očíslování

(čas
prvního

vstupu
in
(v)
a
p
o-

sledního
výstupu

out(v)
při
prohledávání

do
hloubky)

a
in-

tervalové
strom

y.

Ú
kol
1:
N
estrom

ové
hrany

M
ám
e
pro
každý

vrchol
v
zjistit,

zda
z
p
odstrom

u
p
od

v
vede

nějaká
nestrom

ová
hrana

ven.
V
yužijem

e
toho,

ze
p
o-

tom
ci

v
jsou

právě
ty
vrcholy,

jejichž
in
leží
m
ezi
in
(v)
a

out(v).P
roto

se
stačíp

odívat
na
m
inim
um
a
m
axim

um
in
ů

přes
všechny

vrcholy,
do
kterých

vede
nějaká

nestrom
ová

hrana
z
p
otom

ků
v.

P
okud

je
intervalod

m
inim
a
do
m
axim

a
obsažený

v
interva-

lu
⟨in
(v),out(v)⟩,

všechny
nestrom

ové
hrany

vedou
uvnitř

p
odstrom

u;
jinak

asp
oň
jedna

vede
ven.

(A
bychom

si
ne-

m
useli

dělat
starosti

s
tím
,
jak
je
m
inim
um
a
m
axim

um
definované,

když
z
p
odstrom

u
nevedou

žádné
nestrom

ové
hrany,

dom
yslím

e
si
v
každém

vrcholu
sm
yčku.)

M
inim
a
a
m
axim

a
sim
ůžem

e
předp

očítat
b
ěhem

D
F
S.V
ra-

cím
e-li
se
z
vrcholu

v,
do
jeho

m
inim
a
zap
očítám

e
m
inim
a

všech
synů

a
in
y
vrcholů,

do
nichž

přím
o
z
v
vede

nestro-
m
ová
hrana.

N
a
každou

strom
ovou

i
nestrom

ovou
hranu

se
přitom

p
odívám

e
konstanta-krát,

takže
celý

předvýp
o-

čet
seb
ěhne

v
čase

O
(n
+

m
).
N
a
každý

dotaz
pak
um
ím
e

odp
ovědět

v
konstantním

čase.

Ú
kol
2:
N
ejčastější

barva

V
rcholy

usp
ořádám

e
p
odle

in
ů
a
p
ořídím

e
si
intervalový

strom
,
který

nám
bude

udržovat
zvlášť

p
očty

červených,
zelených

a
m
odrých

vrcholů.
A
ktualizace

strom
u
při
zm
ěně

barvy
nás
stojílogaritm

ický
čas.C

hcem
e-lizjistit

m
ajoritní

barvu
v
p
odstrom

u,zeptám
e
se
intervalového

strom
u
na
za-

stoup
ení
jednotlivých

barev
v
intervalu

m
ezi
in
em
a
outem

kořene
p
odstrom

u.
T
o
stihnem

e
také

v
čase

O
(log

n
).

Ú
kol
3:
O
dčítání

m
inim
a

D
ostanem

e
strom

s
ohodnoceným

i
vrcholy.

P
ak
nám

někdo
ukazuje

na
p
odstrom

y
a
m
y
v
nich

m
ám
e
od
všech

hodnot
vrcholů

odečíst
jejich

m
inim
um
.
A
sp
oň
jednom

u
vrcholu

tím
hodnotu

vynulujem
e.
T
akové

vrcholy
nadále

ignoruje-
m
e:
ani
je
nezap

očítávám
e
do
m
inim
a,
ani
od
nich

neodčí-
tám
e.

N
a
chvílizap

om
enem

e
na
ignorovánínulových

vrcholů.P
ak

je
úloha

snadno
řešitelná

p
om
ocí
líných

intervalových
stro-

m
ů
(viz
kapitola

m
edvědíknížky

odkazovaná
ze
zadání).V

r-
choly

usp
ořádám

e
p
odle

jejich
in
ů
a
nad
touto

p
osloupnos-

tí
p
ostavím

e
intervalový

strom
,
jehož

vrcholy
(odp

ovídající
kanonickým

intervalům
)
sibudou

pam
atovat

dva
údaje:m

i-
nim
um
hodnot

v
intervalu

a
instrukci,

o
kolik

se
m
ají
snížit

všechny
hodnoty

v
intervalu.

C
hcem

e-li
sp
očítat

m
inim
um
přes

p
odstrom

s
kořenem

v,
zeptám

e
se
intervalového

strom
u
na
m
inim
um
přes

interval
⟨in
(v),out(v)⟩.

K
tom
u
stačí

zkom
binovat

sp
očítaná

m
ini-

m
a
v
O
(log

n
)
kanonických

intervalech.

C
hcem

e-li
pak
od
všech

vrcholů
odečíst

nějaké
číslo

δ,
vez-

m
em
e
stejný

interval
jako

při
hledání

m
inim
a,
rozložím

e
ho
na
O
(log

n
)
kanonických

intervalů
a
do
každého

um
ístí-

m
e
instrukci

„až
tudy

p
ůjdeš

příště,
všechny

hodnoty
sniž

o
δ“.
Instrukce

pak
budem

e
vyhodnocovat

líně:
intervalo-

vým
strom

em
budem

e
b
ěhem

všech
op
erací

procházet
od

kořene
dolů

a
p
okaždé,když

narazím
e
na
nějakou

instrukci,
přesunem

e
ji
do
ob
ou
synů

(případně
zkom

binujem
e
s
in-

strukcí,
která

se
už
v
synech

nacházela)
a
příslušně

upra-
vím
e
jejich

m
inim
a.
D
íky
tom
u
platí,

že
v
části

strom
u,

kterou
projdem

e,
už
žádné

instrukce
nezbývají,

a
op
erace

m
ohou

probíhat,
jako

by
instrukci

nebylo.

L
íné
vyhodnocovánípřitom

vše
zp
om
alíkonstanta-krát,tu-

díž
jak
hledání

m
inim
a,
tak
odečítání

trvajíO
(log

n
).

P
ojďm

e
nyní

vrátit
do
hry
ignorování

nulových
vrcholů.

T
o

zařídím
e
tak,že

kdykoliv
nějaký

vrcholvynulujem
e,zm

ění-
m
e
jeho

hodnotu
na
+
∞
,takže

už
nadále

nebude
m
inim
um

ovlivňovat.
P
ři
odečítání

budem
e
ctít,

že
+
∞
−
cokoliv

=
+
∞
,
takže

nekonečna
zůstanou

nekonečny.

P
o
každé

op
eraci

odečtení
tedy

p
otřebujem

e
najít

všechny
vzniklé

nuly.
T
o
zařídím

e
následujícím

průchodem
interva-

lovým
strom

em
do
hloubky:

P
odívám

e
se
na
kořen

inter-
valového

strom
u
(ten

p
okrývá

celou
p
osloupnost).

Jestliže
jeho

m
inim
um
není

0,
nikde

v
celém

strom
u
neleží

žádná
0,

takže
skončím

e.
P
okud

m
inim
um
je
0,
rekurzivně

se
zavo-

lám
e
na
oba
syny.

T
akto

p
ostupně

ob
jevím

e
všechny

nuly
v
listech

interva-
lového

strom
u.
P
rošli

jsm
e
při
tom

vrcholy,
které

leží
na

cestách
z
kořenového

intervalu
do
jednotlivých

nul,
a
pří-

padně
ještě

jejich
syny

(těch
je
ale
nejvýš

dvakrát
tolik).

Stačí
tedy

každé
nule

naúčtovat
časO

(log
n
)
na
projití

ces-
ty
z
kořene

do
této
nuly.Stejný

čas
pak
budem

e
p
otřeb

ovat
na
přenastavení

nuly
na
+
∞
a
přep
očítání

m
inim

na
cestě

m
ezinulou

a
kořenem

(to
m
ůžem

e
dělat

rovnou
přinávratu

z
rekurze).

N
alezení

a
sm
azání

jedné
nuly

nás
tedy

stojí
čas
O
(log

n
).

Jednou
sm
azaná

nula
zm
izí
navždy,

pročež
vechna

m
azání

nulza
celou

dobu
života

datové
struktury

trvajíO
(n
log

n
).

C
o
tedy

vím
e
o
časové

složitosti
struktury?

Inicializace
ob-

náší
jen
vytvoření

intervalového
strom

u,
takže

ji
stihnem

e
v
O
(n
).
K
aždá

op
erace

stojíO
(log

n
),
ale
ještě

m
usím

e
za

všechny
op
erace

dohrom
ady
zaplatit

O
(n
log

n
)
za
m
azání

nul.
P
rovedení

k
op
erací

tedy
stojí

celkem
O
((n
+
k)log

n
).

Ú
kol
4:
H
rana

m
ezi
p
odstrom

y

N
ejprve

si
rozm

yslím
e,
jak
bychom

nestrom
ové
hrany

evi-
dovali,

kdyby
byly

orientované.
H
ranu

z
vrcholu

x
do

y
budem

e
reprezentovat

b
odem

o
souřadnicích

(in
(x
),in
(y)).

B
udem

e-li
chtít

zjistit,
zda
z
p
odstrom

u
p
od

u
vede

nějaká
nestrom

ová
hrana

do
p
odstrom

u
p
od

v,
stačí

se
zeptat

na
existenci

b
odu

v
ob
délníku

určeném
vrcholy

(in
(u
),in
(v))

a
(out(u

),out(v)).

P
oužijem

e-li
na
ob
délníkové

dotazy
2D
intervalový

strom
,

budem
e
je
vyřizovat

v
čase

O
(log

n
).
V
yp
ěstování

strom
u

nás
bude

pro
m
nestrom

ových
hran

stát
O
(m
log

n
).

N
eorientované

nestrom
ové
hrany

pak
m
ůžem

e
buďto

uklá-
dat
v
ob
ou
orientacích,

neb
o
se
naopak

ptát
jak
na
hrany

z
u
-čkového

p
odstrom

u
do

v-čkového,
tak
opačně.

O
b
ojí

obnáší
jen
konstantní

zp
om
alení.

M
artin

„M
edvěd“

M
areš

–
14
–

plánovat
nejkratší

b
ezp
ečné

cesty
(vzdálené

alesp
oň
jedno

p
olíčko

od
jakékoliv

hlídky)
pro
jednotlivé

b
ojovníky.

K
aždý

b
ojovník

se
bude

chtít
dostat

m
ezi
nějakou

zadanou
dvojicí

b
odů
a
pro
plánování

je
p
otřeba

um
ět
v
čase

O
(1)

zjistit,
jaká

je
nejkratší

vzdálenost
m
ezi
touto

dvojicí
b
o-

dů
(ale

již
není

p
otřeba

vypsat
trasu

této
cesty,

jde
jen
o

délku).
V
ym
yslete

datovou
strukturu,

která
toto

um
í
zajis-

tit
a
která

zároveň
předvýp

očtem
stráví

co
nejm

éně
času.

V
šechny

časové
složitosti

vyjadřujte
nejen

vzhledem
k
veli-

kosti
pláně,

ale
i
k
p
očtu

hlídek
K
.
A
pam
atujte,

že
hlídek

je
výrazně

m
éně,

než
je
velikost

pláně.

N
a
obrázku

m
ůžete

vidět
ukázku

nejkratší
cesty

m
ezi
dvě-

m
a
vyznačeným

i
b
ody,

správná
odp
ověď

by
tak
v
tom
to

případě
byla

21:

N
a
opačn

é
stran

ě
skřetího

ležen
í
se
opět

všichn
i
čtyři

shrom
áždili

a
vyrazili

dál.
P
řekon

án
í
bažin

y
po
hatích

už
by-

lo
celkem

sn
adn
é,
i
když

n
a
jedn
om
m
ístě
n
arazili

n
a
podiv-

n
ý
obrazec,

kde
byly

položen
é
d
louhé

dřevěn
é
tyče

pom
alo-

van
é
podivn

ou
světélkující

barvou
a
seskládan

é
do
jakéhosi

obrazce.
N
evěn
ovali

jim
ale
příliš

pozorn
osti
a
pokračovali

k
dračí

sluji.
P
o
pár
m
in
utách

k
n
í
dorazili.

V
šude

byl
klid
a
tak
vešli

opatrn
ě
dovn

itř.
V
evn
itř
to
páchlo

spálen
in
ou
a
ještě

n
ěčím

těžko
popsa-

teln
ým
.
U
šli
jen
pár
m
etrů

a
už
zaslechli

jakési
přehrabo-

ván
í.
R
ytíři

vytáhli
své
m
eče,
G
orf
n
atáhl

luk
a
pom
alu
po-

kračovali.
D
ošli
až
n
a
okraj

veliké
člen
ité
jeskyn

ě.
H
n
ed
n
a
stran

ě
byl
výklen

ek,
ve
kterém

byly
n
askládan

é
n
ějaké

věci.
V
ypa-

daly
oproti

zbytku
jeskyn

ě
podivn

ě
srovn

an
ě
a
jako

by
je

používal
n
ějaký

člověk.
V
šem
u
kralovala

vykládan
á
m
ithri-

lová
truhlice

s
podivn

ým
zám
kem
.

V
tu
chvíli

si
jich

všim
l
drak.

M
ocn
ě
zařval

a
vyrazil

k
n
im
.
K
dyž
už
jsou

tady,
m
usí
získat

to,
co
je
v
té
truhlici!

„B
raň
te
se!
G
orfe,

odem
kn
i
to!“

vykřikl
W
arin

a
kryjící

se
za
štítem

se
vrhl

drakovi
vstříc.

G
orf
doběhl

k
truhlici

a
již
si
chystal

paklíče,
když

tu
m
u

došlo,
že
tady

jeho
paklíče

budou
k
n
ičem

u...

29-3-5
D
račí

zám
ek

9
b
o
d
ů

�
G
orf
p
otřebuje

otevřít
truhlu

zam
knutou

p
odivným

zám
kem
.
N
a
truhle

je
čtvercová

m
řížka

veliká
N
×

N
p
olíček

pro
N
=
2
k,
ve
které

je
právě

jedno
p
olíčko

pl-
né.
V
edle

truhly
se
pak
válí
m
noho

dílků
ve
tvaru

L
,
které

přesně
pasují

do
m
řížky

na
truhle.

Je
p
otřeba

dílky
p
oskládat

do
m
řížky

na
truhle

tak,
aby

byla
všechna

p
olíčka

vyplněná,
ale
současně,

aby
se
žád-

né
dva
dílky

nepřekrývaly.
V
ym
yslete

p
ostup,

který
toho

(v
nějakém

rozum
ném

čase)
dosáhne.

U
kázku

jednoho
p
oskládání,které

nezačalo
správně,m

ůžete
vidět

níže
(černě

je
vyznačeno

zaplněné
p
olíčko):

„M
ám
to!“
zakřičelvítězoslavn

ě
G
orf,
otevřeltruhlu

a
po-

pad
l
z
n
í
kupu

n
ějakých

podivn
ých
svitků

a
n
ěco
jako

den
ík.

N
acpal

to
vše
do
pytle

a
ohléd

l
se
n
a
ostatn

í.
O
ba
rytíři

i
kouzeln

ice
si
hráli

s
drakem

n
a
kočku

a
tři

m
yši
–
velký

drak
m
ěl
v
jeskyn

i
problém

s
otáčen

ím
a
od-

vážn
é
trojici

se
vždy

poved
lo
n
a
posledn

í
chvíli

uskočit,
n
ež

n
a
m
ísto,

kde
před

chvílí
stáli,

dopad
ltěžký

dračí
ocas.

D
ra-

kovi
ale
docházela

trpělivost
a
začín

al
plivat

krátké
záblesky

ohn
ě,
jeden

se
právě

L
ian
ovi
rozprskl

o
štít
a
n
a
chvíli

ho
celého

zalil
do
ohn
ivé
koule.

B
yl
n
ejvyšší

čas
zm
izet.

G
orf
střelil

přesn
ě
m
ířen
ým
šípem

drakovi
do
oka
a
tím

získal
ostatn

ím
čas.

V
yběhli

n
azpět

do
chodby,

dostali
se

z
jeskyn

ě
ven
a
skrčili

se
kousek

od
vchodu

za
velkým

ka-
m
en
em
.
D
rak
je
zatím

n
epron

ásledoval
a
tak
si
všichn

i
od-

dechli.
L
ian
ze
sebe

setřepal
spálen

é
zbytky

svého
pláště.

Ještě,
že
jejich

brn
ěn
í
bylo

částečn
ě
protkán

o
i
m
ithrilem

a
zásah

od
draka

n
eprošel

skrz.
R
hea
m
ezitím

studovala
ukraden

é
zápisky.

„T
ak
takhle

m
u
tedy

přikazují,
pom
ocí
těch

hatí
v
bažin

ě.
P
roto

tam
byly

ty
světélkující

klacky!
D
rak
se
n
a
n
ě
dívá

ze
vzduchu

a
vidí
v
n
ich
obrazce!“

Z
n
itra

jeskyn
ě
se
ozvala

zařván
í,
rychle

jim
docházel

čas.
„A
dokážeš

m
u
říci,

aby
od
letěl

pryč?“
zeptal

se
G
orf.

„S
n
ad...tady!

T
ady
je
n
áčrt

n
ěčeho

říkajícího
m
u,
aby

usn
ul.
B
ěžte

s
L
ian
em
do
bažin

y,
já
s
G
orfem

vylezem
e
n
a

n
ějaké

vyvýšen
é
m
ísto,

ať
to
pořádn

ě
vidím

e.“
Jak
řekla,

tak
se
také

stalo.
D
va
siln
í
rytíři

odklusali
po

hatích
sm
ěrem

ke
světélkujícím

tyčím
,
R
hea
s
G
orfem

si
n
ašli
m
ísto,

odkud
n
a
obrazec

viděli,
a
začali

je
n
avigovat.

29-3-6
O
b
razec

p
ro
d
raka

13
b
o
d
ů

D
rak
je
ovládán

s
p
om
ocí
obrazce

na
zem
i
vyskládaného

v
konvexním

m
nohoúhelníku.

M
ezi
vrcholy

tohoto
m
noho-

úhelníku
jsou

p
oložené

dlouhé
světélkující

tyče
a
to
tak,

že
se
nekříží

a
celý

obsah
m
nohoúhelníku

je
jim
i
rozdělen

na
trojúhelníky

(inform
atici

by
řekli,

že
je
trian

gulován
).

N
yní
je
v
obrazci

vyskládán
jeden

příkaz
pro
draka,

ale
m
y

bychom
ho
chtěli

zm
ěnit

na
jiný.

V
jednu

chvíli
m
ůžem

e
p
ohyb

ovat
p
ouze

s
jednou

tyčí
a
navíc

ji
m
ůžem

e
přem

ís-
tit
zase

jen
tak,

aby
se
s
žádnou

jinou
tyčí

nekřížila.
C
ož

znam
ená,

že
m
ůžem

e
jen
zvednout

tyč,
čím
ž
nějaké

dva
trojúhelníky

sp
ojím
e
v
jeden

čtyřúhelník,
a
vzniklý

čtyř-
úhelník

m
ůžem

e
zvednutou

tyčí
zase

rozdělit
na
dva
jiné

trojúhelníky
–
budem

e
této

op
eraci

říkat
překlopen

í.

Z
e
zadaného

výchozího
stavu

chcem
e
nějakou

p
osloupností

těchto
překlop

ení
zm
ěnit

obrazec
na
jiný.

V
stup
em
tedy

bude
dvojice

triangulací
konvexního

N
-úhelníku

a
vaším

cílem
je
najít

nějakou
p
osloupnost

překlop
ení
převádějící

jednu
triangulaci

na
druhou.

P
ro
ob
ě
triangulace

je
jasně

dáno,
který

vrchol
se
m
á
převést

na
který.

N
alezená

p
osloupnost

překlop
enínem

usíbýt
nejkratším

ož-
ná,
stačí

nalézt
jakoukoliv

fungující.
O
dhadněte

ještě,
kolik

jich
při
vašem

p
ostupu

m
axim

álně
m
ůže
být.

P
osloupnost

několika
překlop

ení
m
ůže
vypadat

třeba
jako

níže
(čárkovaně

je
vždy

vyznačena
tyč,

se
kterou

chcem
e

v
dalším

kroku
p
ohyb

ovat).B
ystrý

čtenář
sijistě

všim
ne,že

toho
sam
ého
lze
dosáhnout

o
jeden

krok
kratším

p
ostup

em
,

ale
nám

stačí
jakákoliv

p
osloupnost

překlop
ení.

–
3
–



K
dyž
táhli

posledn
í
ze
světélkujících

tyčí,
tak
drak

vylétl
z
hory

ven
.
N
a
posledn

í
chvíli,

oddechli
si
oba
rytíři.

D
rak

n
aštvan

ě
kroužilokolo

hory
a
plivaloheň

n
a
všechn

y
stran

y.
V
m
ěsíčn

ím
světle

bylo
vidět

zbytky
zapíchan

ých
šípů

v
kří-

d
lech,

které
si
odn
esl
od
obrán

ců
L
eyfastu,

ale
jeho

letu
to

asi
n
ijak
n
ebrán

ilo.
P
ak
si
drak

všim
l
obrazce

n
a
zem
i
a
rázem

jako
by
ho

ovlád
lo
n
ěco
jin
ého.

V
tu
chvíli

přestal
plivat

plam
en
y,
ješ-

tě
párkrát

oblétl
horu

a
pak
opatrn

ě
přistál

před
svou

slují
a
pom
alu
vkráčel

dovn
itř.

„T
o
je
n
euvěřiteln

é,
jak
n
ěkdo

m
ůže
takhle

kon
trolovat

draka,
to
jsem

ještě
n
eviděla.“

pron
esla
R
hea,

když
se
zase

sešli.
M
ěla
v
ruce

zbytek
pozn
ám
ek,
které

sebrala
ve
sluji,

pozn
ám
ek,
které

by
je
m
ohly

n
akon

ec
dovést

až
ke
strůjci

tohoto
všeho.

Ještě
je
asi
všechn

y
čeká

d
louhá

cesta...
ale

o
tom

zase
n
ěkdy

jin
dy.

D
alší
příběh

ze
severu

vyprávěl

Jirka
S
etn
ička

29-3-7
S
trom

ov
í
p
řed
ci

15
b
o
d
ů

�
N
áš
seriál

o
strom

ech
p
okračuje

dalším
dílem

,
tento-

krát
o
hledání

(pra)předků
vrcholů

a
užitečné

techni-
ce
zdvojování.

Z
předchozích

dílů
se
nám

bude
hodit

pro-
hlédávání

do
hloubky

s
D
F
S
očíslováním

a
také

intervalové
strom

y.
P
okud

si
už
nepam

atujete,
jak
fungují,

zalistujte
m
inulým

i
sériem

i.

Sp
oleční

předci
(L
C
A
)

Jako
červená

nit
se
naším

dnešním
vyprávěním

p
ovine

ná-
sledující

problém
:
D
ostanem

e
nějaký

zakořeněný
strom

a
dva
jeho

vrcholy
x
a
y.
C
hcem

e
najít

jejich
n
ejbližšího

spo-
lečn
ého
předka,

tedy
nejhlubší

vrchol,
který

je
jak
před-

kem
x
,
tak
předkem

y.
Z
načit

ho
budem

e
lca
(x
,y)
p
odle

anglického
low
est
com
m
on
an
cestor.

0

1
2

3
4

5
6

7

8
9

a
b

c

x
y lca

(x
,y
)

E
lem
entární

řešení
by
m
ohlo

vypadat
třeba

tak,
že
se
nej-

prve
vydám

e
z
x
do
kořene

a
označím

e
všechny

vrcholy,
přes

které
jsm
e
prošli.

P
ak
se
do
kořene

vydám
e
pro
zm
ěnu

z
y
a
první

označený
vrchol,

na
nějž

narazím
e,
prohlásím

e
za
sp
olečného

předka.

T
o
je
snadný

algoritm
us,ale

v
nejhorším

případě
sp
otřebuje

O
(n
)
času,

kde
n
jako

obvykle
značí

p
očet

vrcholů
strom

u.
Je
to
hodně,

neb
o
m
álo?

P
okud

by
nám

stačilo
najít

sp
o-

lečného
předka

pro
jednu

dvojici
vrcholů,

je
to
m
álo.
Č
asto

ale
p
otřebujem

e
hledat

sp
olečné

předky
pro
více

dvojic
a

tam
už
by
nás
algoritm

us
byl
příliš

p
om
alý.
Z
a
chvíli

se
to

naučím
e
dělat

efektivněji.
O
všem

teď
je
čas
na
první

úkol.

Ú
kol
1
[1b]:

U
pravte

algoritm
us
pro
hledání

sp
olečného

předka
značkováním

tak,
aby

dob
ěhl
v
čase

O
(d

x
+

d
y ),

kde
d
x
je
p
očet

hran
m
ezi
vrcholem

x
a
sp
olečným

před-
kem

a
p
odobně

d
y .M
ůžete

předp
okládat,že

strom
už
m
áte

načtený
v
pam
ěti.

(P
ra) kpředci

a
skočky

N
a
chvíli

odb
očm
e
k
jiném

u,
příbuzném

u
problém

u.
M
á-

m
e
zakořeněný

strom
,
jehož

každý
vrchol

v
si
pam
atuje

svého
otce

P
(v).

P
okud

je
v
kořen,

p
oložím

e
P
(v)
=
∅.

D
ědeček

vrcholu
v
je
pak

přirozeně
P
(P
(v)),

pradědeček
P
(P
(P
(v)))

atd.
O
b
ecně

m
ůžem

e
definovat

k-tého
předka

P
ra
(v
,k)
jako

k-tý
vrchol

na
cestě

od
v
do
kořene.

T
edy

P
ra
(v
,0)
je

v
sám
,
P
ra
(v
,1)
jeho

otec,
P
ra
(v
,2)
dědeček

a
ob
ecně

P
ra
(v
,k
+
1)
=

P
(P
ra
(v
,k)).

B
ude
se
nám

též
hodit,

že
platí

P
ra
(v
,i
+
j)
=
P
ra
(P
ra
(v
,i),j).

P
očítat

k-tého
prapředka

p
odle

definice
trvá

O
(k).
U
káže-

m
e
zajím

avý
předvýp

očet,
s
ním
ž
to
p
ůjde

rychleji.

Jistě
si
m
ůžem

e
předp

očítat
všechna

P
ra
(v
,k),

ale
uznej-

te,
že
by
to
trvalo

neúnosně
dlouho,

totiž
O
(n
2).
R
aději

si
výsledky

zapam
atujem

e
jen
pro
ta

k,
která

jsou
m
ocnina-

m
i
dvojky.

P
ak
vym
yslím

e,
jak
z
nich

dop
očítat

všechno
ostatní.

P
ořídím

e
si
tabulku

S
definovanou

předpisem
S
(v
,i)
=

P
ra
(v
,2

i)
pro

i
=
0,...,⌊log

2
n⌋.
Jistě

pro
ni
platí

S
(v
,0)
=
P
ra
(v
,1)
=

P
(v),

S
(v
,i
+
1)
=
P
ra
(v
,2

i+
1)
=
P
ra
(v
,2

i+
2
i)
=

=
P
ra
(P
ra
(v
,2

i),2
i)
=

S
(S
(v
,i),i).

C
elou

tabulku
tedy

m
ůžem

e
snadno

sp
očítat

při
průchodu

strom
em
do
hloubky

neb
o
do
šířky:

kdykoliv
vstoupím

e
do

nějakého
vrcholu

v,
sp
očítám

e
S
(v
,i)
pro
všechna

i.
V
yu-

žijem
e
k
tom
u
hodnoty

S
v
předcích

vrcholu
v,
které

už
jsou

tou
dob
ou
sp
očítané.

V
každém

vrcholu
strávím

e
čas

O
(log

n
),
celkem

tedy
O
(n
log

n
).

H
odnotám

v
tabulce

se
říká

jum
p
poin
tery,

protože
nám

um
ožňují

přeskočit
přes

více
předků

najednou.
Č
esky

by-
chom

takové
zp
ětné

hraně
skákajícípřes

několik
pater

m
ohli

říkat
třeba

skočka.

P
ro
strom

z
předchozího

obrázku
by
skočky

vypadaly
ná-

sledovně:

v
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
a
b
c

S
(v
,0)

∅
0
0
1
1
2
2
2
3
5
7
7
9

S
(v
,1)

∅
∅
∅
0
0
0
0
0
1
2
2
2
5

S
(v
,2)

∅
∅
∅
∅
∅
∅
∅
∅
∅
∅
∅
∅
0

P
ojďm

e
si
teď
rozm

yslet,
jak
p
om
ocí
skoček

skákat
do
li-

b
ovolné

výšky.
C
hcem

e-li
zjistit

P
ra
(v
,k),

zapíšem
e
k
ve

dvojkové
soustavě

jako
2
i
1
+
2
i
2
+

...+
2
i
t
a
pak
vyhod-

notím
e
S
(...S

(S
(v
,i1 ),i2 ),...),it ).

Jelikož
dvojkový

zápis
m
á
nejvýše

log
2
n
+
1
bitů,

zvládnem
e
celý

výp
očet

v
čase

O
(log

n
).

N
aprogram

ovat
bychom

to
m
ohli
například

takto:

P
ra
(v
,k):

1.
P
ro

i
=
⌊log

2
n⌋,...,1,0:

2.
Je-li

k
≥
2
i:

3.
k
←

k
−
2
i

4.
v
←

S
(v
,i)

5.
V
rátím

e
výsledek

v.

K
aždý

průchod
cyklem

opravdu
zvládnem

e
v
čase

O
(1):

dvojkový
logaritm

us
sim
ůžem

e
uložit

přibudování
S
,m
oc-

niny
2
i
snadno

získám
e
bitovým

ip
osuny

(v
C
éčku

1
<
<
i).

U
m
ím
e
si
tedy

v
čase

O
(n
log

n
)
p
ořídit

datovou
strukturu,

která
dokáže

na
dotazy

odp
ovídat

v
čase

O
(1).
K
rátce

bu-
dem
e
říkat,

že
je
to
struktura

se
složitostíO

(n
log

n
)/O
(1).

–
4
–

a
p
odívám

e
se,jestlizbylé

stupně
jsou
nula

neb
o
dva.P

okud
ano,řešeníby

šlo
vytvořit,v

opačném
případě

m
ám
e
v
ruce

důkaz,
že
nejde.

A
lgoritm

us
m
á
pam
ěťovou

i
časovou

složitost
O
(N
).
T
o
je

ale
příliš!

P
ředstavte

si
vstup,

který
m
á
obrovské

N
,
ale

p
ouze

m
álo
hran.P

řivhodném
form

átu
m
ám
e
tedy

m
aličký

vstupnísoub
or
obsahujícíO

(K
+
1)
čísela

algoritm
us,který

b
ěží
v
čase

lineárním
s
jejich

velikostí.
Jinak

zform
ulováno,

algoritm
us
sp
otřebuje

čas
exp
onenciální

s
p
očtem

čísel
na

vstupu.

V
ostatních

úlohách
to
většinou

nevadí,
m
y
ovšem

doká-
žem
e
jednoduchým

trikem
srazit

ob
ě
složitosti

v
prům

ěru
na
O
(K
),
což
je
výrazně

lepší.
K
aždá

hrana
totiž

m
usí
být

na
vstupu

p
opsána

a
algoritm

us
p
ob
ěží
v
čase

lineárním
k
p
očtu

bitů
na
vstupu.

Stačí
m
ísto
p
olí
velikosti

N
p
ouží-

vat
hešovacítabulky,ve

kterých
vrcholy

vytvořím
e,až

když
budou

někde
p
otřeba.T

ím
všechny

iterace
přes

vrcholy
p
o-

b
ěžív

čase
O
(K
),a
hešovacítabulku

m
ůžem

e
zkonstruovat

tak,
aby
se
vešla

do
O
(K
)
pam
ěti.

P
rogram

(P
ython

3):
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
9
-
2
-
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.
p
y

O
n
dra
H
lavatý
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S
ou
v
islá

p
lo
ch
a

P
roblém

nalezení
největší

souvislé
plochy

se
m
noho

z
vás

p
okoušelo

řešit
procházením

obrázku
p
o
řádcích

a
sp
ojová-

ním
sousedících

oblastí.
P
ojďm

e
si
nejdříve

nastínit
tento

zp
ůsob

a
pak

ho
dotáhnem

e
ještě

o
kousek

dál
s
p
om
ocí

grafů.

Z
ákladem

všech
řešení

je
procházet

oblasti
p
ostupně

řádek
p
o
řádku

a
nějakým

zp
ůsob

em
sp
ojovat

stejné
oblasti

na
navazujících

řádcích
(oblasti,

které
se
táhnou

přes
více
řád-

ků,
m
ůžem

e
rozsekat

na
koncích

řádků).

Ú
plně

triviálním
řešením

by
bylo

držet
sirozkom

prim
ované

vždy
dva
řádky

nad
seb
ou
(ty
se
do
pam
ěti
p
odle

zadání
vejdou),

ale
průchod

přes
ně
m
ůže
trvat

neúm
ěrně

m
noho

času
vzhledem

k
velikostivstupu

(představte
si
třeba

vstup
obsahující

dva
jednobarevné

dlouhé
řádky).

L
epší

bude
tedy

procházet
dva

na
seb
e
navazující

řádky
nerozkom

prim
ované.

T
o
lehce

zařídím
e
p
om
ocí
dvou

p
oin-

terů,
kterým

i
budem

e
p
o
definicích

řádků
p
ohyb

ovat.
N
a

každém
řádku

si
budem

e
p
ointerem

ukazovat
na
aktivní

oblast
a
při
p
ostupu

dál
vždy

p
ohnem

e
p
ointerem

,
jehož

oblast
končí

dříve
(případně

ob
ěm
a,
p
okud

končí
na
stejné

p
ozici).

P
ři
tom
to
p
ostupu

projdem
e
dva

nad
seb
ou
ležící

řádky
a
přitom

m
ůžem

e
nějakým

zp
ůsob

em
zpracovat

navazující
oblastináležejícístejné

skupině.T
ady
se
dvě
zm
íněná

řešení
rozdělují,

ukážem
e
si
ob
ě.

Ř
ešení

sp
ojováním

N
a
každém

řádku
si
budem

e
chtít

držet
seznam

oblastí
a
k
jaké

n
adoblasti

náležejí.
K
dyž
nám

vznikne
nová

ob-
last,která

nenavazuje
na
žádnou

oblast
na
předchozím

řád-
ku,
p
ořídím

e
si
pro
ní
i
novou

nadoblast
(reprezentovanou

třeba
p
ořadovým

číslem
).

P
odobně

jednoduché
to
bude,

i
když

nová
oblast

naváže
na

jednu
oblast

z
předchozího

řádku
(neb
o
i
více

oblastí,
ale

všechny
náležejícíté

stejné
nadoblasti),pak

jen
nové

oblasti

nastavím
e
stejné

číslo
nadoblastia

k
nadoblastipřip

očtem
e

velikost
přidávané

oblasti.

P
roblem

atickým
ale
bude,když

nějaká
oblast

sp
ojídvě

(ne-
b
o
více)

různých
nadoblastí

z
předchozího

řádku.
V
tako-

vém
případě

m
usím

e
tyto

nadoblasti
sp
ojit,

což
znam

ená
sjednotit

ve
všech

oblastech
těchto

nadoblastí
číslo

nadob-
lasti

na
to
sam
é.
T
ohle

p
otřebujem

e,
protože

tím
m
ůže-

m
e
ovlivnit

i
zbytek

předchozího
řádku

(představte
si
třeba

dvoje
„hráb

ě“,
jejichž

krajní
zuby

sp
ojí
nová

oblast).

T
om
uto
problém

u
se
většinou

říká
U
n
ion
-F
in
d
a
p
okud

ho
budem

e
im
plem

entovat
tak,

že
přečíslujem

e
vždy

m
en-

ší
nadoblast

na
větší,

tak
skončím

e
s
časem

O
(Z
log

Z
)

(kde
Z
představuje

p
očet

zm
ěn,
neb
oli
p
očet

různých
ob-

lastí,
které

p
otkám

e).
D
á
se
dosáhnout

i
lepšího

času
(až

O
(Z
log

∗
Z
)),
ale
na
to
vás
již
odkážem

e
do
kuchařky

o
m
i-

nim
álních

kostrách, 4
kde
se
tom
uto
problém

u
věnujem

e
víc

do
hloubky.

G
rafové

řešení

E
legantnější

řešení
se
zakládá

na
tom

p
ostavit

si
vhodný

graf.
K
aždá

oblast
nám

bude
představovat

jeden
vrchol

ohodnocený
velikostí

této
oblasti

a
p
okaždé,

když
se
na
na-

vazujících
řádcích

p
otkajídvě

oblastipatřícístejné
skupině,

tak
m
ezi
nim
i
natáhnem

e
hranu.

N
a
takto

vzniklém
grafu

pak
budem

e
p
om
ocí
prohledávání

do
šířky

neb
o
hloubky

hledat
souvislé

nadoblasti
–
pro
kaž-

dou
oblast

si
budem

e
držet,

jestli
už
patří

do
nějaké

nadob-
lasti,

a
p
okud

ne,
tak
z
ní
spustím

e
prohledávání

a
přitom

p
očítám

e
velikost.

Jak
dlouho

nám
to
bude

trvat,
závisí

na
velikosti

grafu.
V
zniklý

graf
bude

m
ít
vzhledem

k
Z
lineárně

vrcholů
ihran

(hrany
plynou

z
toho,že

je
to
rovinný

graf,což
lehce

nahléd-
nem
e).T
akže

výsledná
časová

složitost
bude

jen
O
(Z
)
a
ješ-

tě
si
nem
usím

e
kom
plikovat

řešení
im
plem

entací
U
nion-

F
ind,
což
je
jistě

lepší.

P
rogram

(P
ython

3):
h
t
t
p
:
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k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
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2
-
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.
p
y

Jirka
S
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&
Jirka

S
etn
ička

M
edvědí

pozn
ám
ka:
P
okud

bychom
chtělišetřit

pam
ětí,m

ů-
žem
e
zkom

binovat
ob
ě
řešení

do
jednoho:

procházet
obrá-

zek
p
o
řádcích

a
k
přečíslovávání

nadoblastí
p
oužít

hledání
kom
p
onent

souvislosti
grafu

překryvů
oblastí

sestrojeného
vždy

znovu
pro
aktuálnídvojiciřádků.T

ím
zachovám

e
line-

ární
časovou

složitost
a
v
pam
ěti
nám

bude
stačit

udržovat
p
ouze

dvojici
řádků.
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s
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f
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n
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c
z
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v
i
z
/
k
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c
h
a
r
k
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/
m
i
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m
a
l
n
i
-
k
o
s
t
r
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vznikne
nový

záhon,tak
tento

skončídříve,než
záhon,který

byl
aktivní

před
ním

(a
je
tak
v
zásobníku

níže),
jinak

by
se
nám

někde
chodníčky

křížily.

K
aždý

chodníček
nám

bude
na
zásobníku

záhonů
zakládat

nový
záhon.

P
okud

ze
stejného

vrcholu
vychází

více
chod-

níčků,
tak
chcem

e
nejdříve

založit
ty
záhony,

které
skončí

p
ozději.

Jinak
řečeno

na
vršku

zásobníku
chcem

e
ten
ze

záhonů,
který

skončí
nejdříve

–
k
tom
uto
záhonu

budem
e

navíc
ukládat

vrcholy,
kterým

i
cestou

p
o
obvodu

nám
ěstí

projdem
e.

P
otřebujem

e
si
tedy

seřadit
předpisy

chodníčků
tak,

jak
je

budem
e
zpracovávat.

P
ředpis

chodníčku
si
vždy

upravím
e,

aby
nám

chodníček
vedl

z
vrcholu

s
m
enším

číslem
do
vr-

cholu
s
větším

číslem
.
P
ak
si
je
seřadím

e
od
nejm

enšího
výchozího

vrcholu
a
chodníčky

se
stejným

výchozím
vrcho-

lem
pak
naopak

od
největšího

cílového
vrcholu.

N
yní
již
m
ám
e
všechny

p
otřebné

stavební
kam
eny,

tak
si

p
ojďm

e
algoritm

us
rozm

yslet
jako

celek.N
a
začátku

siutří-
dím
e
předpisy

chodníčků,přidám
e
na
zásobník

aktivníprv-
ní
záhon

a
pak
p
ostupně

ob
cházím

e
vrcholy

na
obvodu

ná-
m
ěstí.

P
ro
každý

vrchol
udělám

e:

1.
P
řidám

e
k
aktivním

u
záhonu

tento
vrchol.

2.
P
okud

tu
končí

aktivní
záhon,

tak
ho
vyjm

em
e
ze
zásob-

níku
(a
zkontrolujem

e
znovu

–
m
ůže
jich
tu
končit

více).

3.
P
ro
všechny

chodníčky
začínající

v
tom
to
vrcholu

přidá-
m
e
nový

záhon
na
vršek

zásobníku.

4.
P
řesunem

e
se
na
další

vrchol
na
obvodu.

P
řitom

m
ůžem

e
lehce

zjistit,
který

ze
záhonů

je
největší,

a
nakonec

nám
stačí

vypsat
jeho

zajím
avé
vrcholy

(tedy
vrcholy,m

ezikterým
iskáčem

e
p
o
chodníčcích).Jediný

pro-
blém

tohoto
řešeníje,že

je
závislé

na
velikostinám

ěstí,kte-
ré
m
ůže
být
obrovské

(třeba
nám
ěstí
s
velikostí

m
ilion

se
třem

i
chodníčky).

P
ojďm

e
to
opravit.

N
ejvíce

se
zdržujem

e
s
tím
,
že
skáčem

e
p
o
jednotlivých

vr-
cholech

na
obvodu.N

am
ísto
toho

b
od
4
algoritm

u
zm
ěním

e
tak,

aby
skočil

až
na
nejbližší

zajím
avý
vrchol.

T
o
je
buď

další
začátek

nového
chodníčku

(který
získám

e
jednoduše,

protože
chodníčky

procházím
e
v
utříděném

p
ořadí),

neb
o

na
nejbližší

konec
oblasti

(což
je
konec

aktivní
oblasti

na
vršku

zásobníku).

T
akto

se
vyhnem

e
zdlouhavém

u
ob
cházení

celého
nám
ěs-

tí
a
skáčem

e
jenom

p
o
zajím

avých
vrcholech,

kterých
pro

K
chodníčků

bude
2
K
.
A
nam
ísto
toho,

abychom
k
jednot-

livým
záhonům

ukládali
všechny

vrcholy,
tak
k
nim
rovnou

uložím
e
jen
tyto

zajím
avé.

Č
asu
nám

to
teď
zab
ere
O
(K
log

K
)
na
utřídění

chodníčků
a
O
(K
)
na
jejich

ob
ejití,

celkově
tak
O
(K
log

K
).
P
am
ě-

ti
sp
otřebujem

e
jenom

lineárně
k
p
očtu

chodníčků,
neb
oli

O
(K
),a
p
otenciálně

obrovském
u
N
se
tak
ve
složitostiúpl-

ně
vyhnem

e.

P
rogram

(C
):

h
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p
:
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P
lán
ován

í
n
áv
štěv

N
ejprve

zkusím
e
úlohu

přeform
ulovat

tak,
aby
se
nám

s
ní

lép
e
pracovalo.

V
p
ůvodním

znění
jsm
e
se
ptali,

zda
se

u
P
etra

v
N
víkendech

najde
m
ísto
pro

K
kam
arádů.

Jedna
z
m
ožných

(a
v
řešení

častých)
interpretací

úlohy
je

hledání
m
axim

álního
párování

v
bipartitním

grafu,
o
kte-

rém
p
ojednává

naše
kuchařka

o
tocích

v
sítích. 3

Jednu
parti-

tu
představujíkam

arádi,druhou
víkendy,hrany

značívolný
čas.
Spuštěním

algoritm
u
na
hledání

párování
úlohu

vyře-
ším
e
velice

snadno.
Z
ato
ovšem

nijak
nevyužívám

e
faktu,

že
každý

kam
arád

m
á
čas
právě

ve
dvou

víkendech,
a
úlohu

jsm
e
vyřešili

převedením
na
složitější

problém
.

Z
kusm

e
si
proto

zadání
představit

jako
jiný

grafový
pro-

blém
.V
rcholy

tentokrát
budou

p
ouze

víkendy,neorientova-
né
hrany

m
ezi
nim
i
budou

kam
arádi

–
každý

sp
ojuje

prá-
vě
dva
víkendy.

T
akto

sice
vznikne

m
ultigraf,

to
nám

ale
v
úvahách

nebude
překážet.

N
yní
se
ptám

e,
zdali

m
ůžem

e
zorientovat

hrany
tak,

aby
vstupní

stup
eň
každého

vrcholu
byl
nejvýše

jedna.
H
ezky

se
to
představuje

na
papíře

–
z
každé

hrany
dělám

e
šipku,

která
ukazuje

na
víkend,

ve
kterém

přijede
daný

kam
arád.

Sluší
se
přip
om
enout,

že
úloha

p
o
nás
nechtěla

najít
řešení,

nýbrž
p
ouze

rozhodnout,
zda
řešení

existuje.
A
lgoritm

us
se
tím
zjednoduší,

m
ísto
ukládání

orientace
bude

vyřešené
hrany

m
azat.

Z
ačnem

e
tím
,
že
už
b
ěhem

načítání
vstupu

budem
e
p
očítat

stupně
vrcholů.

S
každou

sm
azanou

hranou
aktualizujem

e
nap
očítané

stupně.

Jak
vypadá

načtený
m
ultigraf?

N
em
usíbýt

souvislý,to
nám

ale
nevadí,

každou
kom
p
onentu

vyřeším
e
zvlášť.

M
ůže
ob-

sahovat
izolované

vrcholy
–
to
jsou

víkendy,
ve
kterých

ne-
m
á
čas
žádný

kam
arád.

T
y
m
ůžem

e
rovnou

sm
azat,

do
ře-

šení
nijak

nezasahují.

P
okud

se
někde

vyskytuje
list
(vrchol

stupně
1),
m
ůžem

e
jeho

hranu
B
Ú
N
O
zorientovat

sm
ěrem

k
listu,

tím
určitě

nic
nezkazím

e.
Jak
už
jsm
e
řekli,

vyřešené
hrany

budem
e

z
grafu

m
azat.Sm

azáním
hrany

vedoucído
listu

ovšem
m
ů-

že
vzniknout

další
list,
proto

tento
p
ostup

opakujem
e.

N
yním

ám
e
graf,jehož

každá
kom
p
onenta

obsahuje
vrcholy

stupně
alesp

oň
dva.P

rotože
každá

hrana
sp
ojuje

dva
vrcho-

ly,tak
p
okud

je
v
kom
p
onentě

stejně
hran

jako
vrcholů,pak

m
usí
být
všechny

stupně
právě

dva.
T
aková

kom
p
onenta

je
ale
obyčejný

cyklus!
T
en
m
ůžem

e
zorientovat

lib
ovolným

sm
ěrem

a
prohlásit

jej
za
vyřešený.

P
okud

je
ovšem

v
nějaké

kom
p
onentě

více
hran

než
vrcholů,

pak
m
ám
e
více

kam
arádů

než
volných

víkendů,
a
řešení

nutně
nem
ůže
existovat.

T
ento

případ
p
oznám

e
snadno

–
existuje

vrchol,
který

m
á
stup
eň
ostře

větší
než
dva.

N
a
první

p
ohled

složitý
algoritm

us
je
tedy

vlastně
hrozně

jednoduchý.
R
ekurzivně

odstraním
e
všechny

hrany
do
listů

3
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
t
o
k
y

–
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Ú
kol
2
[3b]:

M
ějm
e
strom

s
hranam

i
ohodnoceným

i
celý-

m
i
čísly.

P
ředp
očítejte

něco
p
odobného

skočkám
,
co
bu-

de
um
ožňovat

vyp
očítat

m
inim
um
z
ohodnocení

hran
na

lib
ovolné

„svislé“
cestě,

tedy
cestě

m
ezi
určeným

vrcho-
lem

a
jeho

zadaným
(pra)předkem

.
D
osáhněte

složitosti
O
(n
log

n
)/O
(log

n
).

Ú
kol
3
[2b]:

U
kažte,

že
budem

e-li
se
ptát

na
součet

m
ísto

m
inim
a,
lze
předchozí

úkol
zrychlit

na
O
(n
)/O
(1).

L
C
A
skočkam

i

P
ojďm

e
se
vrátit

k
hledání

sp
olečných

předků.
P
ředp
oklá-

dejm
e,
že
jsm
e
si
pro
zadaný

strom
předp

očítali
hloubky

vrcholů
d(v)

a
všechny

skočky.

N
ejprve

ukážem
e,
že
stačí

um
ět
sp
očítat

lca
(x
,y)
v
přípa-

dech,kdy
x
a
y
jsou

stejně
hlub
oko.K

dyby
totiž

byl(řekně-
m
e)
vrchol

x
hloub

ěji
než

y,
stačí

x
nahradit

jeho
předkem

v
hloub

ce
d(y)

a
výsledek

se
nezm

ění.
Jiným

i
slovy

p
okud

d(x
)
>

d(y),
pak

lca
(x
,y)
=
lca
(P
ra
(x
,d(y)−

d(x
)),y).

Stačí
se
tedy

zabývat
případy,

kdy
d(x
)
=

d(y).
P
ojďm

e
najít,

o
kolik

hladin
výše

leží
nejhlubší

sp
olečný

předek.
H
ledám

e
tedy

nejm
enší

takové
k,
pro
které

je
P
ra
(x
,k)
=

P
ra
(y
,k).T

o
m
ůžem

e
najít

následujícím
odifikacíbinárního

vyhledávání.

P
ředp
okládajm

e,že
vzdálenost

ke
sp
olečném

u
předkovileží

v
intervalu

⟨0,h⟩
(na
p
očátku

volím
e
třeba

h
=

n
).Z
kusím

e
se
p
odívat

do
vzdálenosti

ℓ
=

h
/2.Sp

očítám
e
x
′
=
P
ra
(x
,ℓ)

a
y
′
=
P
ra
(y
,ℓ).
Je-li

x
′
=

y
′,
pak
vím
e,
že
nejhlubší

sp
o-

lečný
předek

leží
ve
vzdálenosti

nejvýše
ℓ.
Jsou-li

naopak
x
′
a
y
′
různé,

vím
e,
že
lca
(x

′,y
′)
je
totéž

jako
lca
(x
,y).

P
roto

m
ůžem

e
x
a
y
nahradit

dvojicí
x
′
a
y
′,
čím
ž
jsm
e

se
ke
sp
olečném

u
předkovi

přiblížili
na
vzdálenost

nejvýše
h
−
ℓ
≤

h
/2.

V
ob
ou
případech

jsm
e
tedy

intervalzm
enšilidvakrát,takže

p
o
O
(log

n
)
krocích

už
bude

nejbližší
sp
olečný

předek
pří-

m
o
otcem

x
i
y.
K
aždý

krok
přitom

zahrnuje
dva
výp
očty

funkce
P
ra
,
což
ob
ecně

trvá
logaritm

icky
dlouho.

C
elý
vý-

p
očet

proto
p
otrvá

O
(log

2
n
).
P
okud

ovšem
budem

e
h
volit

jako
m
ocninu

dvojky,všechna
ℓ
b
ěhem

výp
očtu

budou
také

m
ocniny

dvojky,
takže

všechna
p
otřebná

P
ra
budou

přím
o

skočky.
T
ím
jsm
e
časovou

složitost
snížili

na
O
(log

n
).

V
pseudokódu

to
vyjde

velm
i
jednoduše:

lca
(x
,y):

1.
P
okud

x
=

y,
vrátím

e
výsledek

x
.

2.
P
okud

d(x
)
<

d(y),
prohodím

e
x
a
y.

3.
P
okud

d(x
)
>

d(y),p
oložím

e
x
←
P
ra
(x
,d(x
)−

d(y)).
4.
P
ro

i
=
⌊log

2
n⌋,...,0:

5.
x
′←

S
(x
,i),

y
′←

S
(y
,i)

6.
P
okud

x
′̸=

y
′:
x
←

x
′,
y
←

y
′.

7.
V
rátím

e
výsledek

S
(x
,0).

V
yzkoušejm

e
si
to
na
strom

u
z
úvodního

obrázku.
K
dy-

bychom
hledali

lca
(c,a),

p
o
kroku

3
by
bylo

x
=
9
a
y
=
a.

N
ásledně

by
pro
všechna

i
>
0
vyšlo

S
(x
,i)
=

S
(y
,i),takže

by
se

x
ani

y
dlouho

nem
ěnily.

A
ž
v
p
osledním

průchodu
s
i
=
0
bychom

přešli
do

x
=
5,

y
=
7.
N
akonec

bychom
provedli

p
oslední

krůček
do
sp
olečného

předka
2.

Ú
kol4

[1b]:
O
p
ět
m
ějm
e
strom

s
celočíselně

ohodnoceným
i

hranam
i.C
hcem

e
um
ět
sp
očítat

m
inim
um
čisoučet

na
cestě

m
ezi
lib
ovolným

i
dvěm

a
zadaným

i
vrcholy.

E
T
-p
osloupnosti

Sp
oleční

předci
se
dají

p
očítat

i
jinak.

Strom
projdem

e
do

hloubky
a
kdykoliv

projdem
e
vrcholem

,
zaznam

enám
e
si

tento
vrchol

a
jeho

hloubku.
T
ím
vznikne

takzvaná
E
T
-

p
osloupnost

vrcholů
(kdepak

m
im
ozem

šťané,
je
to
p
odle

anglického
E
uler

T
our
sequen

ce,
neb
p
oslupnost

souvisí
i

s
eulerovským

i
tahy).

P
ro
strom

z
obrázku

by
vypadala

takto:

vrchol
0
1
3
8
3
1
4
1
0
2
5
9
c
9
5
2
6
2
7
a
7
b
7
2
0

hloubka
0
1
2
3
2
1
2
1
0
1
2
3
4
3
2
1
2
1
2
3
2
3
2
1
0

C
hvíli

m
editujm

e
nad
vlastnostm

i
E
T
-p
oslupnosti.

V
rchol

o
s
synech

se
v
ní
bude

nacházet
právě

(s
+
1)-krát:

jednou
do
nějvstoupím

e
shora

a
pak
znovu

p
o
návratu

z
každého

ze
synů.L

ib
ovolný

jeden
z
těchto

výskytů
prohlásím

e
za
hlavn

í
výskyt.

V
příkladu

jsm
e
za
hlavní

volili
nejlevější

výskyty
a

vyznačili
jsm
e
je
tučně.

Jak
dlouhá

je
celá

p
osloupnost,

sp
očítám

e
také

snadno:
D
F
S
projde

každou
hranou

dvakrát
a
p
okaždé

do
p
osloup-

nosti
zapíše

jeden
vrchol.

Jelikož
hran

je
n
−
1,
zapíše

takto
2n
−
2
vrcholů.

N
esm
ím
e
ale
zap
om
enout

na
kořen

strom
u,

do
nějž

jsm
e
p
oprvé

nepřišlip
o
hraně,takže

délku
p
osloup-

nosti
opravím

e
na
2
n
−
1.

E
T
-p
osloupnost

tedy
vytvořím

e
v
čase

O
(n
).
Sam
otný

vý-
p
očet

lca
(x
,y)
pak
bude

přím
očarý:

najdem
e
hlavní

výsky-
ty
vrcholů

x
a
y
v
E
T
-p
oslupnostia

ze
všech

vrcholů
ležících

m
ezi
nim
i
vyb
erem

e
ten,

jehož
hloubka

je
nejm

enší.
V
na-

šem
příkladu

tedy
hledám

e
m
inim
um
v
p
odtrženém

úseku
p
osloupnosti.

P
roč
to
funguje?

D
F
S
navštíví

nejdříve
sp
olečného

předka
(říkejm

e
m
u
p),pak

se
vydá

k
jednom

u
ze
zadaných

vrcholů
(řekněm

e
k
x
),
pak
se
vrátí

do
p,
projde

případné
další

p
o-

tom
ky

p,načež
sestoupído

y,aby
se
z
něj
časem

vrátilop
ět

do
p.M
ezinávštěvam

i
x
a
y
je
tedy

asp
oň
jedna

navštěva
p

a
nem
ohli

jsm
e
navštívit

žádný
vrchol

vyšší
než

p,
neb
oť

k
nim

se
dostanem

e
až
p
o
definitivním

opuštění
p.
N
avíc

nezáleží
na
tom
,
které

výskyty
jsm
e
si
zvolili

jako
hlavní,

protože
m
ezi
každým

i
dvěm

a
výskyty

téhož
vrcholu

projde
D
F
S
p
ouze

nějaké
jeho

p
otom

ky.

Ú
kol
5
[4b]:

U
važm

e
strom

s
ohodnoceným

i
hranam

i
a
je-

ho
E
T
-p
osloupnost,

do
které

tentokrát
zapisujem

e
hrany.

P
ři
průchodu

hranou
sm
ěrem

dolů
píšem

e
ohodnocení

této
hrany,

při
průchodu

nahoru
totéž

s
opačným

znam
énkem

.
U
kažte,jak

p
om
ocítéto

p
osloupnostisp

očítat
součet

ohod-
nocení

hran
na
cestě

m
ezi
vrcholem

a
jeho

p
otom

kem
.

L
C
A
a
R
M
Q

P
řevedli

jsm
e
tedy

problém
L
C
A
na
hledání

nejm
enšího

prvku
v
zadaném

úseku
p
osloupnosti.O

b
ecnějiřečeno:Z

ná-
m
e
nějakou

p
osloupnost

čísel
x
1 ,...,x

n ,chcem
e
pro
niněco

předp
očítat

a
pak
rychle

odp
ovídat

na
dotazy

typu
„kte-

ré
x
i
je
nejm

enší
v
ůseku

x
i ,x

i+
1 ,...,x

j “.
T
ato
úloha

je
znám

á
p
od
názvem

R
M
Q
(R
an
ge
M
in
im
um
Q
uery
)
a
exis-

tuje
na
ni
přehršel

různých
algoritm

ů.
A
by
se
nám

o
ni

lép
e
vyprávělo,

budem
e
m
luvit

o
hledání

m
inim
a,
i
když

ve
skutečnosti

budem
e
hledat

polohu
m
inim
a,
nejen

jeho
hodnotu.

Jak
na
R
M
Q
?
M
ůžem

e
například

p
oužít

intervalové
stro-

m
y
z
m
inulého

dílu.
V
čase

O
(n
)
vytvořím

e
pro
naši

p
o-

slupnost
intervalový

strom
,
jehož

vnitřní
vrcholy

si
budou

pam
atovat,kde

v
příslušném

p
odstrom

u
ležím

inim
um
.M
i-

nim
um
z
ob
ecného

úseku
pak
vyhodnotím

e
v
čase

O
(log

n
).

–
5
–



T
ak
získám

e
datovou

strukturu
pro
L
C
A
pracující

v
čase

O
(n
)/O
(log

n
).

Č
as
na
dotaz

m
ůžem

e
ještě

snížit
za
cenu

zp
om
alení

před-
výp
očtu.

P
ředvýp

očet
odp
ovědí

pro
všechny

m
ožné

dotazy
rovnou

zavrhnem
e,trvalby

O
(n
2).A

le
nabízíse

provést
p
o-

dobný
trik
jako

u
skoček:

předp
očítat

m
inim
a
všech

úseků
délky

2
k,
ať
už
začínají

kdekoliv.
B
udem

e
p
očítat

tabul-
ku

M
velikosti

n
×
log

n
,
kde

M
(i,k)

je
m
inim
um
úseku

x
i ,x

i+
1 ,...,x

i+
2
k−
1 .
T
uto
tabulku

m
ůžem

e
vyplnit

v
ča-

se
O
(n
log

n
)
tak,

že
m
inim
um
každého

úseku
sp
očítám

e
z
m
inim

jeho
p
olovin:

1.
P
ro

i
=
1,...,n

:
2.

M
(i,0)

=
x
i

3.
P
ro

k
=
1,...,⌊log

2
n⌋:

4.
P
ro

i
=
1,...,n

−
2
k
+
1:

5.
M
(i,k)

=
m
in(M

(i,k
−
1),M

(i
+
2
k−
1,k
−
1))

D
obrá,

m
ám
e
tabulku.

N
yní
přijde

dotaz
na
nějaký

úsek
x
i ,...,x

j .
Z
aokrouhlím

e
délku

tohoto
úseku

dolů
na
nej-

bližší
m
ocninu

dvojky
(tedy

najdem
e
největší

k
takové,

že
2
k

<
j
−

i
+
1).
U
vážím

e
dva

úseky
velikosti

2
k:
jeden

bude
přiražený

k
začátku

našeho
dotazu,

druhý
ke
konci.

V
šim
něte

si,
že
pro
tyto

úseky
už
m
inim
a
znám

e
a
navíc

oba
úseky

sp
olečně

p
okrývají

celý
dotaz,

byť
některé

prvky
dvakrát.

T
o
ovšem

nevadí,
protože

do
m
ininim

a
m
ůžem

e
prvek

zap
očítat,

kolikrát
chcem

e.

i
j

Stačí
tedy

sp
očítat

m
inim
um
z
M
(i,k)

a
M
(j−

2
k
+
1
,k).

T
o
jistě

zvládnem
e
v
konstantním

čase,jen
m
usím

e
dořešit,

kde
rychle

seženem
e
největší

2
k
m
enší

než
délka

úseku.
T
o

je
v
p
odstatě

celočíselný
dvojkový

logaritm
us.V

áš
procesor

na
něj
nejspíš

m
á
instrukci,

ale
i
kdyby

ji
nem
ěl,
p
om
oc
je

snadná:
m
ám
e
dost

času
na
to,
abychom

si
předp

očítali
tabulku

logaritm
ů
čísel

1
až

n
.

T
ak
získám

e
datovou

strukturu
pro
R
M
Q
,
a
tedy

i
L
C
A
,

v
čase

O
(n
log

n
)/O
(1).

(K
rátké

zam
yšlení:jak

se
tato

technika
lišíod

intervalových
strom

ů?
T
y
si
také

pam
atují

m
inim
a
všech

intervalů
délky

m
ocniny

dvojky,ovšem
jenom

těch
„správně

zarovnaných“,
tedy

začínajících
na
násobku

své
délky.M

y
sipam

atujem
e
i

ty
nezarovnané,

takže
um
ím
e
ob
ecný

úsek
p
okrývat

dvěm
a

intervaly
nam
ísto
logaritm

ického
p
očtu.)

D
odejm

e
ještě,že

existuje
ještě

rychlejšístruktura.F
unguje

v
čase

O
(n
)/O
(1)
a
je
m
nohem

m
agičtější.

K
dybyste

se
chtělipříslušné

kouzlo
naučit,najdete

ho
v
knížce

K
rajinou

grafových
algoritm

ů, 1
v
kapitole

o
dekom

p
ozici

strom
ů.

Ú
kol
6
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N
avrhněte

datovou
strukturu

pro
následující

problém
:
m
ám
e
vrchol

x
a
nějakého

jeho
předka

p.
C
hcem

e
zjistit,

který
ze
synů

vrcholu
p
leží
„sm
ěrem

k
x
“,
tedy

na
cestě

z
p
do

x
.
M
ůžete

předp
okládat,

že
m
áte
k
disp
ozici

strukturu
pro
R
M
Q
se
složitostíO

(n
log

n
)/O
(1).

M
artin

„M
edvěd“

M
areš

D
oufám

e,
že
jste
dostali

aspoň
tolik

dárečků,
kolik

je
pod
n
aším

ván
očn
ím
bin
árn
ím
strom

em
:-)

1
h
t
t
p
:
//
m
j
.
u
c
w
.
c
z
/
v
y
u
k
a
/
g
a
/

–
6
–

V
šim
něte

si,
že
když

stejně
upravím

e
i
text,

tak
nám

už
obyčejné

K
M
P
někdy

najde
správné

řešení.
P
ředstavm

e
si,

že
hledám

e
slovo

P
O
T
O
P
A
v
G
H
A
H
G
Z
G
H
L.
H
ledaná

P
O
T
O
P
A
se

zm
ěnína

0
0
0
2
4
0
a
text
na
0
0
0
2
4
0
2
4
0.P
rvnívýskyt

daného
slova

nyní
přesně

odp
ovídá

prvním
šesti

znakům
v
textu,

našlo
by
ho
tedy

i
obyčejné

K
M
P
.
D
ruhý

výskyt
však

od-
p
ovídá

v
textu

2
4
0
2
4
0.
V
šim
něte

si,
že
neodp

ovídají
první

dvě
čísla.

T
ato
čísla

znam
enají,

že
p
oslední

výskyt
přísluš-

ného
písm

ene
byl
již
před

„oknem
“
2
4
0
2
4
0,
což
sedí
s
tím
,

že
v
jehle

m
ám
e
na
příslušných

m
ístech

nuly.
Z
bylá

čísla
již

odp
ovídají

přesně.

Stačí
tedy

upravit
K
M
P
tak
aby
nula

v
jehle

odp
ovídala

krom
ě
nuly

v
textu

i
jakém

ukoliv
dostatečně

vysokém
u
čís-

lu.
T
o
znam

ená
číslu,

které
je
větší

než
je
index

dané
nuly

v
jehle.

V
šim
něte

si,
že
tato

úprava
časovou

složitost
K
M
P

nijak
nezhorší.

Ú
vodní

úpravu
na
čísla

zvládnem
e
v
lineárním

čase.
Stej-

ně
tak
i
stavbu

a
p
oužití

K
M
P
.
C
elý
algoritm

us
tedy

b
ěží

v
lineárním

čase.

P
rogram

(P
ython

3):
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
9
-
2
-
2
.
p
y

Jan
ka
B
átoryová

&
D
om
in
ik
S
m
rž

29-2-3
B
illb
oard

ová
většin

a

Z
e
všeho

nejdříve
vyřeším

e
to,
že
čísla

stran
m
ohou

být
velká.

P
řečíslujem

e
si
tedy

strany
celým

i
čísly

0,...,n
−
1.

T
o
udělám

e
tak,

že
si
nejdříve

čísla
všech

stran
setřídím

e,
zbavím

e
se
duplicit

(třeba
tím
,že
sido

nového
p
ole
přidám

e
každé

číslo,
když

ho
při
procházení

setřízeného
seznam

u
čísel

uvidím
e
p
oprvé).

V
p
oli
b
ez
duplicit

pak
budem

e
m
ít

na
indexu

odp
ovídajícím

u
novém

u
číslu

strany
její
p
ůvodní

číslo.

K
dykoliv

pak
p
otřebujem

e
přeložit

číslo
strany

na
číslo,

které
jsm
e
m
u
nově

přiřadili,
tak
ho
m
ůžem

e
najít

p
om
ocí

binárního
vyhledávání

v
p
oli
s
již
odstraněným

i
duplikáty.

T
o
nám

celé
bude

trvat
O
(n
log

n
)
a
každý

překlad
čísla

strany
bude

trvat
O
(log

n
).

N
yní
už
jen
p
otřebujem

e
problém

vyřešit
pro
strany

očíslo-
vané

celým
ičísly

0,...,n
−
1.P
ostup

ovat
budem

e
tak,že

si
pro
každý

dotaz
nejprve

najdem
e
jednoho

kandidáta,
tedy

stranu,
která

by
v
tom

intervalu
m
ohla

m
ít
většinu

a
o
kte-

ré
vím
e,
že
p
okud

většinu
nem
á,
tak
ji
nem
á
ani
žádná

jiná
strana.

P
oté
ověřím

e,
zda
kandidát

opravdu
většinu

m
á.

Jak
ale
kandidáta

získám
e?
U
kážem

e
si
velm

i
elegantní

ře-
šení,se

kterým
přišelR

íša
H
ladík.N

ejdříve
sipředp

očítám
e

⌈log
n⌉
tabulek

prefixových
součtů

pro
přeloženou

p
osloup-

nost
stran.

P
řitom

k-té
prefixové

součty
budou

udávat,
ko-

lik
přeložených

čísel
stran

m
ělo
na

k-té
p
ozici

v
binárním

zápisu
jedničku.

R
ozm
yslem

e
si,
jak
vypadá

k-tý
bit
přelo-

ženého
čísla

strany,
která

m
á
v
daném

intervalu
nadp

olo-
viční

většinu
(za
předp

okladu,
že
taková

strana
existuje).

P
ředp
okládejm

e
na
chvíli,

že
v
daném

intervalu
existuje

jedna
strana

s
nadp

oloviční
většinou.

O
značm

e
si

b
k
hod-

notu
bitu,

kterou
m
á
tato

strana
na

k-té
p
ozici.

M
ůžem

e
nahlédnout,

že
hodnota

b
k
je
stejná,

jako
hodnota,

kterou
m
á
v
daném

intervalu
většina

přeložených
čísel

stran
–
více

než
p
olovina

všech
čísel

v
tom

intervalu
je
totiž

přeložené
číslo

strany
s
většinou.

V
ětšinovou

hodnotu
k-tého

bitu
čísel

v
daném

intervalu
m
ůžem

e
sp
očítat

v
konstantním

čase
p
om
ocí
prefixových

součtů
pro

k-té
p
ozice.

K
dyž

takto
určím

e
všechny

bity

čísla,
dostanem

e
jediného

m
ožného

kandidáta.
P
okud

tedy
v
daném

intervalu
m
á
nějaká

strana
většinu,

tak
ji
um
ím
e

najít
v
čase

O
(log

n
)
a
předvýp

očty
jsm
e
stráviliO

(n
log

n
).

N
yní
už
jen
p
otřebujem

e
um
ět
rychle

ověřit,
zda
m
á
v
da-

ném
intervalu

opravdu
nalezený

kandidát
nadp

olovičnívět-
šinu.

P
ro
každou

stranu
si
udělám

e
jednu

přihrádku
a
do

každé
uložím

e
p
ole
obsahující

p
ozice

výskytů
dané

strany
v
p
osloupnosti

(to
m
ůžem

e
vytvářet

už
b
ěhem

přečíslová-
vání

stran).

K
andidáta

m
ůžem

e
ověřit

tak,
že
si
p
om
ocí
binárního

vy-
hledávání

v
příslušné

přihrádce
najdem

e
index

prvního
a

p
osledního

výskytu
kandidáta

v
intervalu.R

ozdíltěchto
in-

dexů
plus

1
je
p
očet

výskytů
kandidáta

v
daném

intervalu.
N
o
a
tak
sim
ůžem

e
jednoduše

ověřit,zda
m
á
opravdu

v
in-

tervalu
kandidát

nadp
oloviční

většinu.
P
ředvýp

očty
v
této

fázi
algoritm

u
zab
erou

O
(n
)
času

a
prostoru

a
ověřit

kan-
didáta

nám
bude

trvat
O
(log

n
).

C
elková

časová
složitost

je
tedy

O
(n
log

n
)
na
předvýp

o-
čet
a
O
(log

n
)
na
dotaz.

P
am
ěťová

složitost
je
O
(n
log

n
),

protože
tolik

jsm
e
p
otřeb

ovali
na
uložení

prefixových
souč-

tů
jednotlivých

p
ozic

v
druhé

fázi
algoritm

u
a
více

pam
ěti

jsm
e
nikde

nep
oužili.

K
uba
T
ětek

&
Jen
da
H
adrava

29-2-4
N
ejsložitější

záh
on

	
P
raktická

úloha
o
hledání

záhonu
tvořeného

m
noho-

úhelníkem
s
nejvíce

stranam
im
ěla
dvě
úskalí.T

ím
prv-

ním
bylo

rychle
zjistit,

který
záhon

je
tím
největším

,
tím

druhým
drobnějším

pak
bylo

vypsání
všech

význam
ných

b
odů
na
obvodu

tohoto
záhonu.

P
ojďm

e
se
nejdříve

zam
yslet

nad
tím
,
jak
m
ůže
nějaký

zá-
hon
vypadat.

C
hodníky

na
nám
ěstí
nám

vedou
p
ouze

m
ezi

b
ody
na
jeho

obvodu
(nikdy

se
žádné

dva
chodníky

nestý-
kajíněkde

„uvnitř“
nám
ěstí)

a
nepřidávajínám

žádné
nové

vrcholy,všechny
vrcholy

(rohy)
záhonů

tedy
budou

tvořeny
z
p
ůvodních

vrcholů
na
obvodu

nám
ěstí.

Jeden
záhon

tak
bude

tvořen
vždycky

nějakou
p
osloupnos-

tí
vrcholů

na
obvodu

nám
ěstí,

pak
skokem

p
o
chodníku

na
jiný

vrchol
na
obvodu

nám
ěstí
a
navazující

p
osloupností

vrcholů,
p
otom

dalším
chodníkem

a
tak
dále,

dokud
se
ne-

vrátím
e
zp
ět
do
výchozího

vrcholu.

K
dyž
si
jako

příklad
vezm

em
e
chodníčky

na
nám
ěstí
ze
za-

dání
(pro

přip
om
enutí

na
následujícím

obrázku)
a
budem

e
ho
ob
cházet

p
o
sm
ěru
hodinových

ručiček
od
vrcholu

s
čís-

lem
nula,

p
otkám

e
p
ostupně

několik
záhonů.

N
a
začátku

začnem
e
v
záhonu

0567,
ale
hned

v
nultém

vrcholu
vstou-

pím
e
do
záhonu

015,
pak
ve
vrcholu

číslo
jedna

do
záhonu

1245
a
pak
ve
vrcholu

číslo
dva
do
záhonu

234.

0

12

3
4

5 6

7
Ž
ádný

z
těchto

záhonů
jsm
e
ještě

ne-
ob
ešli
celý

a
tak
je
budem

e
všechny

p
ovažovat

za
aktivn

í.
K
dyž
se
nyní

vydám
e
p
o
obvodu

nám
ěstí
dál,
bu-

dem
e
p
otkávat

zbylé
vrcholy

těchto
aktivních

záhonů.N
ejdříve

ve
vrcho-

lu
číslo

čtyři
p
otkám

e
p
oslední

vr-
chol

záhonu
234
a
tím
ho
ukončím

e.
A
dál
budem

e
p
odobným

zp
ůsob

em
ukončovat

i
ostatní

aktivní
záhony

a
to
v
opačném

p
ořadí,

než
v
jakém

nám
vznikaly.

T
oto
p
ozorování

nám
dává

návod
k
im
plem

entaci
–
aktivní

záhony
si
budem

e
ukládat

do
zásobníku.

V
ždy,

když
nám

–
11
–



Vzorová
řešenídruhé

série
dvacátého

devátého
ročníku

KSP

29-2-1
C
esty

d
o
školy

Ú
lohu

cesty
do
školy

bylo
nejvíce

radno
řešiti

program
o-

váním
dynam

ickým
.
D
ostali

jsm
e
od
vás
několik

různých
zp
ůsob

ů,
jak
úlohu

p
om
ocí
dynam

ického
program

ování
ře-

šit,
a
některé

si
ukážem

e.

Jak
ale
přijít

na
to,
že
se
úlohu

m
ám
snažit

řešit
dyna-

m
ickým

program
ováním

?
U
této

úlohy
m
ám
e
dvě
vodítka.

P
rvním

je,
jak
nám

skoro
všichni

z
vás
napsali,

že
p
okud

bychom
se
problém

snažili
vyřešit

hloup
ě,
dostanem

e
exp
o-

nenciální
složitost

(sled
m
á
délku

K
,
tedy

díky
kom
binato-

rice
vím
e,že

existuje
N

K
m
ožností,jak

m
ůže
sled
vypadat).

D
ruhá

náp
ověda

je
v
tom
,
že
úloha

se
chová

„iterativně“:
p
okud

vím
e,kolik

sledů
délky

i
existuje

z
vrcholu

v
do
všech

vrcholů
grafu,

vím
e
zároveň,

kolik
sledů

délky
i+
1
existuje

z
v
do
lib
ovolného

vrcholu
x
:je
to
prostý

součet
p
očtu

sledů
délky

i
pro
všechny

u
,
z
kterých

vede
hrana

do
x
.

N
a
tom
to
principu

bude
založeno

naše
řešení.

F
orm
álněji:

budem
e
p
očítat

D
(v
,i)
–
tedy

p
očet

sledů
délky

i
ze
startu

do
vrcholu

v,indukcíp
odle

i.
D
(v
,i)
sp
očítám

e
jako

součet
D
(u
,i−

1)
přes

všechny
u
,
ze
kterých

vede
hrana

do
v.

Jak
takový

algoritm
us
reálně

napsat?
N
a-

příklad
si
m
ůžem

e
u
každého

vrcholu
pa-

m
atovat

dvě
čísla

–
D
(v
,i)
a
D
(v
,i
+
1)
–

a
p
očítat

D
(v
,i
+
1)
ve
vlnách.

P
rocházej-

m
e
všechny

vrcholy
a
u
všech,

které
m
ají

D
(v
,i)
nenulové,

budem
e
propagovat

jejich
D
(v
,i)
p
o
hranách

v
→

u
,
které

z
nich

ve-
dou,

a
přičítat

je
k
D
(u
,i+
1).
A
ž
obslouží-

m
e
všechny

vrcholy,
které

m
ají

D
(v
,i)
ne-

nulové,
stačí

nám
D
(v
,i)
zap
om
enout

a
p
o-

kračovat
dále

tak,
že
z
D
(v
,i
+
1)
p
očítám

e
D
(v
,i
+
2).

Jak
je
vidět,

v
každém

kroku
prob

erem
e
všechny

vrcholy,
to
je

N
op
erací,a

m
axim

álně
jednou

propagujem
e
p
o
každé

hraně,
což
je

M
op
erací.

P
očet

kroků
je

K
,
tedy

dohrom
a-

dy
m
ám
e
složitost

O
(K
·(M

+
N
)).
P
rotože

si
u
každého

vrcholu
pam
atujem

e
jen
dvě
čísla,

m
ám
e
pam
ěťovou

složi-
tostO

(N
)
(p
okud

bychom
sipam

atovalivšechna
předchozí

D
(v
,i),
hrozilo

by,
že
pro
velká

K
vytečem

e
z
pam
ěti,
pro-

tože
si
celkem

budem
e
pam
atovat

N
·
K
čísel).

D
alším

ožností,jak
dosáhnout

stejné
časové

složitostis
kra-

p
et
jinou

im
plem

entací,
je
m
ísto

probírání
všech

D
(v
,i),

abychom
sp
očetli(i+

1)-nívlnu,probírat
všechny

hrany
ve-

doucí
do

v
a
p
o
nich

„tahat“
čísla

do
v.
O
p
ět
se
dostávám

e
k
tom
u,že

prob
erem

e
všechny

vrcholy
a
skrze

každou
hranu

„táhnem
e“
číslo

jen
jednou,

tedy
op
ět
O
(K
·(M

+
N
)).

O
b
jevila

se
i
řešení

využívající
prohledávání

do
hloubky

(D
F
S),
která

fungují
na
principu

kešování
(někdy

se
lze

p
otkat

is
výrazem

„m
em
oizace“)

–
zapam

atovánísiněčeho,
co
jsm
e
již
sp
očítali,

pro
p
oužití

p
ozději.

T
ady
konkrétně

si
v
nějakém

p
oli
pro
každý

vrchol
u
a
číslo

i
pam
atujem

e
p
očet

sledů
délky

i
z
u
do
cíle.

P
okud

v
D
F
S
volám

e
rekurzivně

dalšíD
F
S,abychom

zjisti-
li
D
(v
→

s,i),
tak
si
p
o
skončení

fujnkce
m
ůžem

e
výsledek

uložit.
P
okud

ho
budem

e
někdy

p
otřeb

ovat,
m
ísto

nové-
ho
D
F
S
ho
jen
vytáhnem

e
z
pam
ěti.
O
p
ět
nahlédnem

e,
že

časová
složitost

je
O
(K
·(M

+
N
)),
neb
oť
každou

hranou
projdem

e
prohledáváním

do
hloubky

K
-krát.

} ∑
Ř
ešení

z
úplně

jiného
soudku,

které
stojí

za
zm
ínku,

je
trochu

čarovný
trik
založený

na
um
ocňování

m
atic
–

p
okud

ještě
nevíte,jak

se
to
dělá,začtěte

se
do
řešeníúlohy

28-Z
1-6. 2

V
ezm
ěm
e
m
atici

sousednosti
grafu.

T
o
je
tabulka

N
×

N
,

naplněná
0
a
1.
D
o
i-tého

řádku
a
j-tého

sloup
ce
dám
e
1

právě
tehdy,

když
v
grafu

existuje
hrana

i→
j.
P
ro
neori-

entované
grafy

tak
m
atice

bude
sym
etrická.

T
ato
m
atice

m
á
m
agickou

vlastnost:
p
odívam

e-li
se
na
její

K
-tou

m
ocninu,

číslo
v
i-tém

řádku
a
j-tém

sloup
ci
udá-

vá
p
očet

orientovaných
sledů

z
i
do

j.
N
aše
úloha

tedy
šla

vyřešit
p
om
ocí
tohoto

triku
jednoduše

tak,
že
graf
si
repre-

zentujem
e
p
om
ocí
m
atice

sousednosti,
tu
um
ocním

e
na

K
-

tou
a
p
otom

odevzdám
e
p
olíčko

(start,cíl).Jak
je
to
rychlé?

N
ásob
ením

atic
trvá

O
(N
3)
(ten

„obyčejný
zp
ůsob“,existu-

je
rychlejší

algoritm
us)
a
p
otřebujem

e
ji
vynásobit

K
-krát.

T
edy

O
(K
·N

3).

A
le
to
není

vše.
M
ocnit

m
ůžem

e
i
rychleji:

X
·
X
=

X
2,

X
2·

X
2
=

X
4,
...,
čím
ž
m
ůžem

e
sp
očítat

K
-tou

m
ocninu

p
om
ocí
O
(log

K
)
m
aticových

násob
ení
–
detaily

op
ět
viz

28-Z
1-6.V

ýsledná
časová

složitost
tedy

bude
O
(log

K
·N
3),

což
už
je
čas,který

pro
m
alé
a
husté

grafy
a
velká

K
konku-

ruje
našem

u
dynam

ickém
u
program

ování.
Jako

cvičení
do-

p
oručujem

e
prom

yslet
si,
proč

m
ocnění

m
atice

sousednosti
m
á
tuto

vlastnost,
neb
oť
je
to
jen
další

příklad
dynam

ické-
ho
program

ování
;-)

Š
těpán

H
ojdar

29-2-2
H
led
án
í
p
om
sty

Ú
loha

byla
označená

jako
kuchařková,

takže
bude

dobré
začít

tam
.
V
kuchařce

jste
se
m
ohli

dozvědět
o
algoritm

u
K
M
P
,
který

hledá
slovo

v
nějakém

textu.
N
aše
situace

je
rozdílná

p
ouze

tím
,že
text
je
zašifrovaný.P

řím
očaré

p
oužití

zjevně
stačit

nebude,
bude

si
tedy

p
otřeba

nějak
p
om
oct.

D
ále
ukážem

e,
že
je
jedno

jestli
m
ám
e
hledat

slovo
P
O
T
O
-

P
A
neb
o
A
B
C
B
A
D.
P
ředstavm

e
si,
že
jsm
e
totiž

našli
nějaké

m
ísto,

kde
m
ohla

být
P
O
T
O
P
A.
P
ak
P
z
p
otopy

odp
ovídá

nějakém
u
konkrétním

u
písm

enku
z
textu,

řekněm
e
třeba

X.
P
rávě

X
bude

odp
ovídat

i
A
z
A
B
C
B
A
D.
A
nalogicky

to
bude

platit
i
pro
zbylá

písm
enka.

T
akže

nás
nezajím

á,jaká
konkrétnípísm

ena
jsou
kde
p
ouži-

ta,ale
p
ouze

to,kde
jsou

písm
ena
stejná.L

ze
tedy

jednotli-
vá
stejná

písm
ena
nějak

„seskupit“.M
ůžem

e
tedy

například
nechat

písm
ena,

aby
ukazovala

na
jiné
své
výskyty.

N
ahraďm

e
tedy

jednotlivá
písm

ena
v
hledaném

slově
čís-

lem
,
které

nám
bude

říkat,
o
kolik

m
íst
zp
ět
se
nacházelo

stejné
písm

eno
(a
nula

v
případě,že

se
jedná

o
prvnívýskyt

daného
písm

ene).
P
ro
slovo

P
O
T
O
P
A
dostanem

e
0
0
0
2
4
0.

T
uto
úpravu

m
ůžem

e
stihnout

v
lineárním

čase.
Stačí

si
udržovat

p
ole,
kde
si
budem

e
pro
každé

písm
eno
pam
ato-

vat
jeho

p
oslední

výskyt.
T
oto
p
ole
na
p
očátku

inicializuje-
m
e
například

−
1.P
otom

p
ostupně

projdem
e
hledané

slovo.
P
ro
každé

písm
eno
se
p
odívám

e
do
p
ole.
P
okud

jsm
e
jej
ni-

kdy
neviděli,

zaznam
enám

e
do
výsledku

0.
P
okud

jsm
e
jej

již
viděli,

tak
do
výsledku

zaznam
enám

e
rozdíl

aktuálního
indexu

a
p
osledního

výskytu.
V
ob
ou
případech

příslušně
upravím

e
p
ole
p
osledních

výskytů.

2
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
2
8
-
Z
1
-
6
/
r
e
s
e
n
i

–
10
–

R
ecepty

z
program

átorské
kuchařky:R

ozděla
panuj

D
nešní

díl
program

átorské
kuchařky

se
bude

zabývat
algo-

ritm
y
založeným

i
na
m
etodě

R
ozděl

a
pan
uj.
Slušelo

by
se

začít
tím
,
jaká

je
m
yšlenka

této
m
etody:

Č
asto

se
setkám

e
s
úloham

i,které
lze
snadno

rozdělit
na
nějaké

m
enšíúlohy

a
z
jejich

výsledků
zase

snadno
složit

výsledek
p
ůvodní

velké
úlohy.

P
řitom

m
enší

úlohy
m
ůžem

e
řešit

op
ět
tým
ž
algo-

ritm
em
(zavolám

e
si
ho
rekurzivně),

leda
by
již
byly

tak
m
aličké,

že
dokážem

e
odp
ovědět

triviálně
b
ez
jakéhokoliv

p
očítání.

Z
krátka

jak
říkali

staří
řím
ští
císařové:

D
ivide

et
im
p
era.
U
veďm

e
si
pro
začátek

jeden
ilustrační

příklad:

Q
uicksort

Q
uickSort

(alias
Q
S)
je
algoritm

us
pro
třídění

p
osloupnosti

prvků.
U
ž
jste
si
o
něm

m
ohli
přečíst

v
kuchařce

o
třídění.

T
entokrát

se
na
něj
p
odívám

e
trochu

p
odrobněji

a
navíc

nám
p
oslouží

jako
ingredience

pro
další

algoritm
y.

Q
S
v
každém

svém
kroku

zvolí
nějaký

prvek
(budem

e
m
u

říkat
pivot)

a
přerovná

prvky
v
p
osloupnosti

tak,
aby
na-

pravo
od
pivota

byly
p
ouze

prvky
větší

než
pivot

a
nale-

vo
p
ouze

m
enší.

P
okud

se
vyskytnou

prvky
rovné

pivotu,
m
ůžem

e
si
dle
lib
osti
vybrat

jak
levou,

tak
pravou

stranu
p
osloupnosti,

funkčnost
algoritm

u
to
nijak

neovlivní.
T
ento

p
ostup

pak
rekurzivně

zopakujem
e
zvlášť

pro
prvky

nale-
vo
a
zvlášť

pro
prvky

napravo
od
pivota,

a
tak
získám

e
setříděnou

p
osloupnost.

Im
plem

entací
Q
S
je
m
noho

a
m
im
o
jiné

se
liší
zp
ůsob

em
volby

pivota.
M
y
si
předvedem

e
jinou,

než
jsm
e
ukazovali

v
třídící

kuchařce
(hlavně

proto,
že
se
nám

z
ní
pak
budou

snadno
odvozovat

další
algoritm

y),
a
pro
jednoduchost

bu-
dem
e
jako

pivota
volit

p
oslední

prvek
zkoum

aného
úseku:

p
o
l
e
=
[
1
,
2
,
8
,
4
2
,
9
,
1
7
,
-
5
,
2
0
,
2
]

#
P
ř
e
r
o
v
n
e
j
p
o
l
e
o
d
l
e
v
é
h
o
d
o
p
r
a
v
é
h
o
i
n
d
e
x
u

d
e
f
p
r
e
r
o
v
n
e
j
(
p
o
l
e
,
L
,
P
)
:

p
i
v
o
t
=
p
o
l
e
[
P
-
1
]

#
i
j
e
n
e
j
l
e
v
ě
j
š
í
n
e
p
ř
e
r
o
v
n
a
n
ý
p
r
v
e
k

i
=
L

#
j
j
e
a
k
t
u
á
l
n
í
p
r
o
b
í
r
a
n
ý
p
r
v
e
k

f
o
r
j
i
n
r
a
n
g
e
(
L
,
P
-
1
)
:

i
f
(
p
o
l
e
[
j
]
<
=
p
i
v
o
t
)
:

#
P
r
o
h
o
d
í
m
e
p
r
v
e
k
s
n
e
j
l
e
v
ě
j
š
í
m

p
o
l
e
[
i
]
,
p
o
l
e
[
j
]
=
p
o
l
e
[
j
]
,
p
o
l
e
[
i
]

i
+
=
1

#
D
á
m
e
p
i
v
o
t
a
n
a
s
p
r
á
v
n
é
m
í
s
t
o

p
o
l
e
[
P
-
1
]
,
p
o
l
e
[
i
]
=
p
o
l
e
[
i
]
,
p
o
l
e
[
P
-
1
]

r
e
t
u
r
n
i

d
e
f
q
u
i
c
k
s
o
r
t
(
p
o
l
e
,
l
e
v
y
_
i
n
d
e
x
,
p
r
a
v
y
_
i
n
d
e
x
)
:

i
f
(
l
e
v
y
_
i
n
d
e
x
>
=
p
r
a
v
y
_
i
n
d
e
x
)
:

r
e
t
u
r
n

#
P
ř
e
r
o
v
n
á
m
e
ú
s
e
k
a
n
a
j
d
e
m
e
p
i
v
o
t
a
.
.
.

p
=
p
r
e
r
o
v
n
e
j
(
p
o
l
e
,
l
e
v
y
_
i
n
d
e
x
,
p
r
a
v
y
_
i
n
d
e
x
)

#
.
.
.
a
z
a
v
o
l
á
m
e
s
e
r
e
k
u
r
z
i
v
n
ě
n
a
p
o
d
ú
s
e
k
y

q
u
i
c
k
s
o
r
t
(
p
o
l
e
,
l
e
v
y
_
i
n
d
e
x
,
p
)

q
u
i
c
k
s
o
r
t
(
p
o
l
e
,
p
+
1
,
p
r
a
v
y
_
i
n
d
e
x
)

B
ohužel

volit
pivota

právě
takto

je
docela

nešikovné,
pro-

tože
se
nám

snadno
m
ůže
stát,

že
si
vyb
erem

e
nejm

enší
neb
o
největší

prvek
v
úseku

(rozm
yslete

si,
jak
by
vypa-

dala
p
osloupnost,

ve
které

to
nastane

p
okaždé),

takže
do-

stanem
e
p
osloupnost

délky
N
,
rozdělím

e
ji
na
úseky

délek
N
−
1
a
1,
načež

p
okračujem

e
s
úsekem

délky
N
−
1,
ten

rozdělím
e
na

N
−
2
a
1,
atd.

P
řitom

p
okaždé

na
přerovná-

ní
sp
otřebujem

e
čas
lineární

s
velikostí

úseku,
celkem

tedy
O
(N
+
(N
−
1)
+
(N
−
2)
+

...+
1)
=
O
(N
2).

N
a
druhou

stranu
p
okud

bychom
si
za
pivota

vybrali
vždy

m
edián

z
právě

probíraných
prvků

(tj.
prvek,

který
by
se

v
setříděné

p
osloupnosti

nacházel
uprostřed;

pro
sudý

p
o-

čet
prvků

zvolím
e
lib
ovolný

z
ob
ou
prostředních

prvků),
dosáhnem

e
daleko

lepší
složitostiO

(N
log

N
).
A
le
raději

si
to
dokažm

e
p
ořádně:

P
řerovnávací

část
algoritm

u
b
ěží
v
čase

lineárním
vůči

p
o-

čtu
prvků,

které
m
ám
e
přerovnat.

V
prvním

kroku
Q
S
pra-

cujem
e
s
celou

p
osloupností,čilipřerovnám

e
celkem

N
prv-

ků.
N
ásleduje

rekurzivní
volání

pro
levou

a
pravou

část
p
o-

sloupnosti
(ob
ě
dlouhé

(N
−
1)/2±

1);
přerovnávání

v
ob
ou

částech
dohrom

ady
trvá

op
ět
O
(N
)
a
vzniknou

tím
části

dlouhé
nejvýše

N
/4.
Z
anořím

e-li
se
v
rekurzi

do
hloubky

k,
pracujem

e
s
částm

i
dlouhým

i
nejvýše

N
/2

k,
které

dohro-
m
ady
dají

nejvýše
N
(všechny

části
dohrom

ady
dají

prvky
vstupní

p
osloupnosti

b
ez
těch,

které
jsm
e
si
už
zvolili

jako
pivoty).

V
hloub

ce
⌈log

2
N
⌉
už
jsou

všechny
části

nejvýše
jednoprvkové,

takže
se
rekurze

zastaví.
C
elkem

tedy
m
á-

m
e
⌈log

2
N
⌉
hladin

(hloub
ek)
a
na
každé

z
nich

trávím
e

lineární
čas,
dohrom

ady
O
(N
log

N
).

V
tom
to
důkazu

jsm
e
se
ale
dopustili

jednoho
p
odvodu:

Z
ap
om
něli
jsm
e
na
to,
že
také

m
usím

e
m
edián

um
ět
najít.

Jak
z
této

nepříjem
né
situace

ven?

•
N
aučit

se
počítat

m
edián

.
A
le
jak?

•
S
pokojit

se
se
„lžim

edián
em
“:
K
dybychom

si
m
ísto
m
ediá-

nu
vybrali

lib
ovolný

prvek,
který

bude
v
setříděné

p
osloup-

nosti
„v
prostřední

p
olovině“

(čili
alesp

oň
čtvrtina

prvků
bude

větší
a
alesp

oň
čtvrtina

m
enší

než
on),

získám
e
také

složitostO
(N
log

N
),neb

oť
úsek

délky
N
rozložím

e
na
úse-

ky,které
budou

m
ít
délky

nejvýše
(1−
1/4)·N

,takže
na

k-té
hladině

budou
úseky

délek
nejvýše

(1
−
1/4)

k
·
N
,
čili
hla-

din
bude

m
axim

álně
log
1−
1
/
4
N
=
O
(log

N
).
M
ísto
1/4
by

fungovala
ilib
ovolná

jiná
konstanta

m
ezinulou

a
jedničkou,

ale
anito

nám
nep
om
ůže
k
tom
u,abychom

um
ělilžim

edián
najít.
•
R
ecyklovat

pravid
lo
typu

„vezm
i
p
oslední

prvek“
a
jen
ho

trochu
vylepšit.

T
o
b
ohužel

nebude
fungovat,

protože
p
o-

kud
budem

e
při
výb
ěru
pivota

hledět
jenom

na
konstantní

p
očet

prvků,bude
p
om
ěrně

snadné
přijít

na
vstup,pro

kte-
rý
toto

pravidlo
bude

dávat
kvadratickou

složitost,
i
když

obvykle
p
ůjde

dokázat,že
takových

vstup
ů
je
„m
álo“.(P

ro-
to
se
také

Q
S
často

im
plem

entuje
právě

s
náhodnou

volb
ou

pivota.)
•
V
olit
pivota

n
áhodn

ě
ze
všech

prvků
zkoum

aného
úseku.

K
náhodné

volb
ě
sam
ozřejm

ě
p
otřebujem

e
náhodný

gene-
rátor

a
s
těm
i
je
to
svízelné,

ale
zkusm

e
na
chvíli

věřit,
že

jeden
takový

m
ám
e
neb
o
alesp

oň
že
m
ám
e
něco

s
p
odob-

ným
i
vlastnostm

i.
Jak
nám

to
p
om
ůže?

N
áhodně

zvolený
pivot

nebude
sice
přesně

uprostřed,
ale
s
pravděp

odobností
1/2
to
bude

lžim
edián,

takže
p
o
prům

ěrně
dvou

hladinách
se
ke
lžim
ediánu

dopracujem
e.
P
roto

časová
složitost

tako-
véhoto

random
izovaného

Q
S
bude

v
prům

ěru
2-krát

větší,
než
lžim
ediánového

Q
S,
čili
v
prům

ěru
také

O
(N
log

N
).

Jednoduše
řečeno,

zatím
co
fixní

pravidlo
nám

dalo
dobrý

čas
pro
prům

ěrný
vstup,

ale
existovaly

vstupy,
na
kterých

bylo
p
om
alé,
random

izování
nám

dává
dobrý

prům
ěrný

čas
pro
všechny

m
ožné

vstupy.

–
7
–



H
ledání

k-tého
nejm

enšího
prvku

N
ad
Q
uickSortem

jsm
e
zvítězili,

ale
současně

jsm
e
při
tom

zjistili,
že
neum

ím
e
rychle

najít
m
edián.

T
o
tak
nem
ůže-

m
e
nechat,

a
proto

rovnou
zkusím

e
vyřešit

ob
ecnější

pro-
blém

:
najít

k-tý
nejm

enší
prvek

(m
edián

dostávám
e
pro

k
=
⌊N

/2⌋).
P
rvní

řešení
této

úlohy
se
nabízí

sam
o.
N
ačtem

e
p
osloup-

nost
do
p
ole,prvky

p
ole
setřídím

e
nějakým

rychlým
algorit-

m
em
a
kýžený

k-tý
nejm

enšíprvek
naleznem

e
na

k-té
p
ozici

v
nyní

již
setříděném

p
oli.
M
á
to
však

jeden
háček.

P
okud

prvky,
které

m
ám
e
na
vstupu,

um
ím
e
p
ouze

p
orovnat,

pak
nedosáhnem

e
lepší

časové
složitosti

(a
to
ani
v
prům

ěrném
případě)

než
O
(N
log

N
)
–
rychleji

prostě
třídit

nelze,
dů-

kaz
m
ůžete

najít
například

v
třídící

kuchařce.

O
něco

rychlejší
řešení

je
založeno

na
výše

zm
íněném

al-
goritm

u
Q
uickSort

(často
se
m
u
proto

říká
Q
uickSelect).

O
p
ět
si
vyb
erem

e
pivota

a
p
osloupnost

rozdělím
e
na
prv-

ky
m
enší

než
pivot,

pivota
a
prvky

větší
než
pivot

(pro
jednoduchost

budem
e
předp

okládat,
že
žádné

dva
prvky

p
osloupnosti

nejsou
stejné).

P
okud

se
pivot

nalézá
na

k-té
p
ozici,

je
to
hledaný

k-tý
nejm

enší
prvek

p
osloupnosti,

protože
právě

k
−
1
prvků

je
m
enších.Z

bývajídva
případy,kdy

tom
u
tak
není.P

akliže
je

p
ozice

pivota
v
p
osloupnosti

větší
než

k,
pak
se
hledaný

pr-
vek
nalézá

nalevo
od
pivota

a
p
ostačí

rekurzivně
najít

k-tý
nejm

enšíprvek
m
eziprvky

nalevo.V
opačném

případě,kdy
je
p
ozice

pivota
m
enší

než
k,
je
hledaný

prvek
v
p
osloup-

nostinapravo
od
pivota.M

ezitěm
ito
prvky

však
nebudem

e
hledat

k-tý
nejm

enší
prvek,

ale
(k
−

p)-tý
nejm

enší
prvek,

kde
p
je
p
ozice

pivota
v
p
osloupnosti.

Č
asovou

složitost
rozeb

erem
e
p
odobně

jako
u
Q
uickSortu.

N
ešikovná

volba
pivota

dává
op
ět
v
nejhorším

případě
kva-

dratickou
složitost.

P
okud

bychom
naopak

volili
za
pivota

m
edián,

budem
e
nejprve

přerovnávat
N
prvků,

pak
jich

zbude
nejvýše

N
/2,
pak
nejvýše

N
/4
atd.,

což
dohrom

ady
dává

složitost
O
(N
+

N
/2
+

N
/4
+

...+
1)
=
O
(N
).
P
ro

lžim
edián

dostanem
e
rovněž

lineární
složitost

a
op
ět
stejně

jako
u
Q
S
m
ůžem

e
nahlédnout,

že
náhodnou

volb
ou
pivota

dostanem
e
v
prům

ěru
stejný

čas
jako

se
lžim
ediánem

.

P
rogram

bude
velm

i
jednoduchý,

využijem
e-li
přerovnávací

proceduru
od
Q
S:

d
e
f
k
t
y
(
p
o
l
e
,
k
,
L
,
P
)
:

p
i
v
o
t
=
p
r
e
r
o
v
n
e
j
(
p
o
l
e
,
L
,
P
)

i
f
(
k
=
=
p
i
v
o
t
)
:

r
e
t
u
r
n
p
o
l
e
[
p
i
v
o
t
]

i
f
(
k
<
p
i
v
o
t
)
:

r
e
t
u
r
n
k
t
y
(
p
o
l
e
,
k
,
L
,
p
i
v
o
t
)

e
l
s
e
:r
e
t
u
r
n
k
t
y
(
p
o
l
e
,
k
,
p
i
v
o
t
+
1
,
P
)

k-tý
nejm

enší
p
odruhé,

tentokrát
lineárně

a
b
ez
náhody

E
xistuje

však
algoritm

us,který
řešínašiúlohu

lineárně,a
to

iv
nejhorším

případě.Je
založený

na
triku:zvolit

vhodného
pivota

(jak
ukážem

e,
bude

to
jeden

ze
lžim
ediánů)

rekur-
zivním

voláním
téhož

algoritm
u.
Z
ařídím

e
to
takto:

1.
P
okud

jsm
e
dostali

m
éně
než
6
prvků,

p
oužijem

e
nějaký

triviální
algoritm

us,
například

si
p
osloupnost

setřídím
e
a

vrátím
e
k-tý

prvek
setříděné

p
osloupnosti.

2.
R
ozdělím

e
prvky

p
osloupnosti

na
p
ětice;

p
okud

není
p
o-

čet
prvků

dělitelný
p
ěti,
p
oslední

p
ětici

nechám
e
nekom

-
pletní.

3.
Sp
očítám

e
m
edián

každé
p
ětice.

T
o
m
ůžem

e
provést

na-
příklad

rekurzivním
zavoláním

celého
našeho

algoritm
u,

čili
v
důsledku

tříděním
.
(T
aké
bychom

si
m
ohli

pro
5

prvků
zkonstruovat

rozhodovacístrom
s
nejm

enším
m
ož-

ným
p
očtem

p
orovnání,což

je
rychlejší,ale

jednak
p
ouze

konstanta-krát,
jednak

je
to
daleko

pracnější.)

4.
M
ám
e
tedy

N
/5
m
ediánů.

V
nich

rekurzivně
najdem

e
m
edián

m
(označím

e
m
ediány

p
ětic
za
novou

p
osloupnost

a
na
ní
začnem

e
op
ět
od
prvního

b
odu).

5.
P
řerovnám

e
vstupní

p
osloupnost

p
o
quicksortovsku

a
ja-

ko
pivota

p
oužijem

e
prvek

m
.
P
o
přerovnání

je
pivot,

p
odobně

jako
v
předchozím

algoritm
u,na

(z
+
1)-níp

ozi-
civ
p
osloupnosti,kde

z
je
p
očet

prvků
s
m
enšíhodnotou,

než
m
á
pivot.

6.
O
p
ět,
p
odobně

jako
u
předchozího

algoritm
u,
p
okud

je
k
=

z
+
1,pak

je
právě

pivot
m

k-tým
nejm

enším
prvkem

p
osloupnosti.

V
případě,

že
tom
u
tak
není

a
k
<

z
+
1,

budem
e
hledat

k-tý
nejm

enší
prvek

m
ezi
prvním

i
z
členy

p
osloupnosti,

v
opačném

případě,
kdy

k
>

z
+
1,
budem

e
hledat

(k
−
z
+
1)-ní

nejm
enší
prvek

m
ezi
p
osledním

i
n
−

z
−
1
prvky.

#
P
ř
í
p
r
a
v
a
p
r
o
p
ř
e
r
o
v
n
á
v
á
n
í
z
Q
u
i
c
k
S
o
r
t
u

#
-
>
c
h
c
e
m
e
p
i
v
o
t
a
j
a
k
o
p
o
s
l
e
d
n
í
p
r
v
e
k

d
e
f
p
r
e
r
o
v
n
e
j
_
p
o
d
l
e
(
p
o
l
e
,
L
,
P
,
p
o
d
l
e
)
:

q
=
L

w
h
i
l
e
(
p
o
l
e
[
q
]
!
=
p
o
d
l
e
)
:

q
+
=
1

p
o
l
e
[
q
]
,
p
o
l
e
[
P
-
1
]
=
p
o
l
e
[
P
-
1
]
,
p
o
l
e
[
q
]

r
e
t
u
r
n
p
r
e
r
o
v
n
e
j
(
p
o
l
e
,
L
,
P
)

d
e
f
k
t
y
(
p
o
l
e
,
k
,
L
,
P
)
:

p
o
c
e
t
=
P
-
L

#
J
e
d
n
o
d
u
c
h
é
p
ř
í
p
a
d
y

i
f
(
p
o
c
e
t
<
=
1
)
:

r
e
t
u
r
n
p
o
l
e
[
L
]

i
f
(
p
o
c
e
t
<
=
5
)
:

q
u
i
c
k
s
o
r
t
(
p
o
l
e
,
L
,
P
)

r
e
t
u
r
n
p
o
l
e
[
k
]

#
R
o
z
d
ě
l
e
n
í
n
a
p
ě
t
i
c
e

p
e
t
i
c
=
(
p
o
c
e
t
+
4
)
/
/
5

m
e
d
i
a
n
y
=
[
0
]
*
p
e
t
i
c

f
o
r
i
i
n
r
a
n
g
e
(
0
,
p
o
c
e
t
,
5
)
:

i
f
(
i
+
5
>
p
o
c
e
t
)
:

#
I
g
n
o
r
u
j
e
m
e
n
e
ú
p
l
n
o
u
p
ě
t
i
c
i

b
r
e
a
k

q
u
i
c
k
s
o
r
t
(
p
o
l
e
,
L
+
i
,
L
+
i
+
5
)

m
e
d
i
a
n
y
[
i
/
/
5
]
=
p
o
l
e
[
i
+
2
]

#
N
a
l
e
z
n
e
m
e
m
e
d
i
á
n
m
e
d
i
á
n
ů
p
ě
t
i
c

m
e
d
i
a
n
=
k
t
y
(
m
e
d
i
a
n
y
,
p
e
t
i
c
/
/
2
,
0
,
p
e
t
i
c
)

p
i
v
o
t
=
p
r
e
r
o
v
n
e
j
_
p
o
d
l
e
(
p
o
l
e
,
L
,
P
,
m
e
d
i
a
n
)

i
f
(
p
i
v
o
t
=
=
k
)
:

r
e
t
u
r
n
m
e
d
i
a
n

i
f
(
k
<
p
i
v
o
t
)
:

r
e
t
u
r
n
k
t
y
(
p
o
l
e
,
k
,
L
,
p
i
v
o
t
)

e
l
s
e
:r
e
t
u
r
n
k
t
y
(
p
o
l
e
,
k
,
p
i
v
o
t
+
1
,
P
)

–
8
–

Z
bývá

dokázat,že
tato

dvojitá
rekurze

m
á
slíb
enou

lineární
složitost.Z

kusm
e
se
proto

p
odívat,kolik

prvků
p
osloupnos-

ti
p
o
přerovnání

je
větších

než
prvek

m
.
V
šech

p
ětic
je

N
/5

a
alesp

oň
p
olovina

z
nich

(tedy
N
/10)

m
á
m
edián

m
enší

než
m
.
V
každé

takové
p
ětici

pak
navíc

najdem
e
dva
prvky

m
enší

než
m
edián

p
ětice

(takže
jsou

zde
tři
prvky

m
enší,

než
m
).
C
elkem

tak
existuje

alesp
oň
3/10

·
N
prvků

m
en-

ších
než

m
.
V
ětších

tedy
m
ůže
být
m
axim

álně
7/10

·
N
.

Sym
etricky

ukážem
e,
že
i
m
enších

prvků
m
ůže
být
nejvýše

7
/10
·N
.

R
ozdělení

na
p
ětice,

hledání
m
ediánů

p
ětic
a
přerovnávání

trvá
lineárně,tedy

nejvýše
cN
kroků

pro
nějakou

konstantu
c
>
0.P
ak
už
algoritm

us
p
ouze

dvakrát
rekurzivně

volá
sám

seb
e:
nejprve

pro
N
/5
m
ediánů

p
ětic,

pak
pro
≤
7
/10
·
N

prvků
před/za

pivotem
.P
ro
celkovou

časovou
složitost

t(N
)

našeho
algoritm

u
tedy

platí:

t(N
)≤

cN
+
t(N

/5)
+

t(7
/10
·N
).

N
ynízbývá

tuto
rekurzivnínerovnicivyřešit,což

provedem
e

drobným
úskokem

:
uhodnem

e,
že
výsledkem

bude
lineární

funkce,
tedy

že
t(N
)
=

d
N
pro
nějaké

d
>
0.
D
ostanem

e:

d
N
≤
(c
+
1
/5
·d
+
7
/10
·d)·N

.

T
o
platí

např.
pro

d
=
10c,

takže
opravdu

t(N
)
=
O
(N
).

N
ásob
ení
dlouhých

čísel

D
alším

p
ěkným

příkladem
na
rozdělovánía

panováníje
ná-

sob
ení
dlouhých

čísel
–
tak
dlouhých,

že
se
už
nevejdou

do
integeru,

takže
s
nim
i
m
usím

e
p
očítat

p
o
číslicích

(ať
už
v
jakékoliv

soustavě
–
teď
zvolím

e
desítkovou,

často
se

hodítřeba
256-ková).K

lasickým
„školním

“
algoritm

em
pro

násob
enína

papíře
to
zvládnem

e
na
kvadratický

p
očet

op
e-

rací,
zde
si
předvedem

e
efektivnější

zp
ůsob.

L
ib
ovolné

2N
-ciferné

číslo
m
ůžem

e
zapsat

jako
10

N
A
+
B
,

kde
A
a
B
jsou

N
-ciferná.

Součin
dvou

takových
čísel

pak
bude

(10
N
A
+

B
)·(10

N
C
+

D
)
=
(10
2
N
A
C
+
10

N
(A

D
+

B
C
)+

B
D
).Sčítat

dokážem
e
v
lineárním

čase,násobit
m
oc-

ninou
deseti

také
(dopíšem

e
příslušný

p
očet

nul
na
konec

čísla),
N
-ciferná

čísla
budem

e
násobit

rekurzivním
zavolá-

ním
téhož

algoritm
u.P
ro
časovou

složitost
tedy

bude
platit

t(N
)
=

cN
+
4t(N

/2).
N
yní
tuto

rovnici
m
ůžem

e
snadno

vyřešit,
ale
ani
to
dělat

nebudem
e,
neb
oť
nám

vyjde,
že

t(N
)≈

N
2,
čili
jsm
e
si
oproti

p
ůvodním

u
algoritm

u
vůb
ec

nep
om
ohli.

P
řijde

trik.
M
ísto
čtyř

násob
ení
čísel

p
oloviční

délky
nám

budou
stačit

jen
tři:sp

očtem
e
A
C
,
B
D
a
(A
+
B
)·(C
+
D
)
=

A
C
+
A
D
+
B
C
+
B
D
,přičem

ž
p
okud

od
p
osledního

součinu

odečtem
e
A
C
a
B
D
,
dostanem

e
přesně

A
D
+

B
C
,
které

jsm
e
předtím

p
očítali

dvěm
a
násob

ením
i.
Č
asová

složitost
nyní

bude
t(N
)
=

c ′N
+
3t(N

/2).
(K
onstanta

c ′
je
o
něco

větší
než

c,
protože

přibylo
sčítání

a
odčítání,

ale
stále

je
to
konstanta.

M
y
si
ovšem

zvolím
e
jednotku

času
tak,

aby
bylo

c ′
=
1,
a
ušetřím

e
si
tak
sp
oustu

psaní.)

Jak
naši

rovnici
vyřeším

e?
Z
kusím

e
ji
dosadit

do
seb
e
sam
é

a
p
ozorovat,

co
se
bude

dít:

t(N
)
=

N
+
3(N

/2
+
3
t(N

/4))
=

=
N
+
3
/2
·N
+
9
t(N

/4)
=

=
N
+
3
/2
·N
+
9
/4
·N
+
27

t(N
/8)
=

...=

=
N
+
3
/2
·
N
+
...+

3
k−
1/2

k−
1·N

+
3
kt(N

/2
k).

P
okud

zvolím
e
k
=
log
2
N
,
vyjde

N
/2

k
=
1,
čili

t(N
/2

k)
=

t(1)
=

d,
kde

d
je
nějaká

konstanta.
T
o
znam

ená,
že:

t(N
)
=

N
· [1
+
3
/2
+
9
/4
+

...+
(3
/2)

k−
1 ]
+
3
kd

.

V
ýraz

v
hranaté

závorce
je
součet

prvních
k
členů

geom
et-

rické
řady

s
kvocien

tem
(neb
olip
odílem

dvou
p
o
sob
ě
jdou-

cích
prvků)

3
/2.
T
uto
geom

etrickou
řadu

si
m
ůžem

e
sečíst

jako:
(
32 )

k
−
1

32
−
1
=
O ((

32 )
k )

T
ato
funkce

však
roste

p
om
aleji

než
zbylý

člen
3
kd,
takže

ji
klidně

m
ůžem

e
zanedbat

a
zabývat

se
p
ouze

oním
p
osled-

ním
členem

:

3
k
=
2
k
lo
g
2
3
=
2
lo
g
2
n
·lo
g
2
3
=
(2
lo
g
2
n) lo

g
2
3
=

n
lo
g
2
3
≈

n
1
.5
8

K
onstanta

d
se
nám

„schová
do
O
-čka“,

takže
algoritm

us
m
á
časovou

složitost
přibližně

O
(n
1
.5
8).
E
xistují

i
rychlejší

algoritm
y
se
složitostí

až
O
(n
log

n
),
ale
ty
jsou

m
nohem

ďáb
elštější

a
pro
m
alá

n
se
to
sotva

vyplatí.

P
rogram

si
pro
dnešek

odpustím
e,
šetřím

eť
naše

lesy.

K
zam
yšlení

•
P
ři
hledání

k-tého
nejm

enšího
prvku

jsm
e
předp

okládali,
že
všechny

prvky
jsou

různé.
P
rohlédněte

si
algoritm

y
p
ozorně

a
rozm

yslete
si,
že
budou

fungovat
i
b
ez
toho.

O
pravdu?

•
P
roč
jsm
e
zvolili

zrovna
p
ětice?

Jak
by
to
dopadlo

pro
trojice?

A
jak
pro
sedm

ice?
F
ungoval

by
takový

algorit-
m
us?
B
yl
by
také

lineární?
•
V
e
výp
očtu

t(N
)
jsm
e
si
nedali

p
ozor

na
neúplné

p
ětice

a
také

jsm
e
předp

okládali,
že
p
ětic
je
sudý

p
očet.

O
no

se
totiž

nic
zlého

nem
ůže
stát.

Jak
se
to
snadno

nahléd-
ne?
P
roč
nestačí

na
začátku

doplnit
vstup

„nekonečny“
na
délku,

která
je
m
ocninou

deseti?
•
K
dybychom

neuhodli,
že

t(N
)
je
lineární,

jak
by
se
na
to

dalo
přijít?

•
Ještě

jednou
Q
S:
P
ředstavte

si,
že
budujete

binární
vy-

hledávací
strom

vkládáním
prvků

v
náhodném

p
ořadí.

O
b
ecně

nem
usí
být
vyvážený,

ale
v
prům

ěru
v
něm

p
ů-

jde
vyhledávat

v
čase

O
(log

N
).
Ž
ádný

div:
Strom

y,
kte-

ré
nám

vzniknou,
odp
ovídají

přesně
m
ožným

průb
ěhům

Q
uickSortu.

D
avid

M
atoušek

&
M
artin

M
areš
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