Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

29. rocnik KSP

Mili resitelé a resitelky!
,UZ snih se ztraci ze strdni a zem zacina Zzit, jenom blejsklo slunce do louZi, vtom partdk na nés
vlit...“ zpiva se v jedné pisnicce. Pfed nasim Matfyzem uz po snéhu nezbyly ani ty louze, tak zase

vz

huréd do préce. P¥indsime vAm nové tlohy i dalsi dil seridlu o stromech a téSime se na vase feSeni :-)

Zejména pro zacinajici fesitele chystame i letos jarni soust¥edéni, tentokrat od 29. 4. do 6. 5. ve Stédra-
kové Lhoté (kousek od Sumperka). Budeme radi, pokud o soustiedéni date védét svym méné zkusenym
kamaradiam, ktefi by do taji programovani a algoritmizace chtéli proniknout hloubéji.

Za teseni KSP je mozné byt pfijat na MFF UK bez prijimacich zkousek. Na ziskani osvédceni tspés-
ného fesitele je letos tieba ziskat v hlavni kategorii alespon 150 bodt. Osvédceni je tfeba dodat do
30. 4., maturanti tak maji posledni Sanci si ho vyslouzit v¢as. Kvili ubyvajicimu ¢asu jim ale nabi-
zime pfednostni opraveni a dodani osvédceni interni cestou. Ozvéte se ndm, pokud se vas prominuti

Unor 2017

pfijimacek za letosni KSP tyka.

Termin série: Pondéli 3. dubna 2017 v 8:00

Odevzdavani:

Pies web na adrese |hitps://ksp.mff.cuni.cz/submit /|

Odmeéna série:
odevzdanych tloh.

Sladkou odménu posleme kazdému, kdo ziskd alespon polovinu bodu z péti

Ctvrta série dvacatého devatého roéniku KSP

Chodbou se rozléhal hovor, smich i Susténi papird, jak
se nékteri studenti jesté snazili honem rychle néco doucit.
Vilém pobavené sledoval svého kamardda, ktery rozebiral,
jaké vsechny otdzky by v testu nechtél potkat.

»A hlavné doufam, Ze se nebudou ptdt na Novdkovy spis-
ky o stesti a ndhode,”“ mdchl Bernard rukama.

»1ak u nich snad staci védeét, Ze je postupné nekdo krade
z Archivu, ne?“

»Dalst!“ prerusil kamardady mocny hlas. Oba chlapci se
usmadli a Viléem se vydal na klasickou kontrolu pred testem.

Kontrolujici muz mu polozil nekolik obvyklych otdzek a
zacal kontrolovat Vilémovo obleceni. ,Kapesnicky?* ujisto-
val se, kdyZ pohmatem nasel predmeét v kapse kalhot. Vi-
lémovi se rozbusilo srdce, zatajil dech a jen mémé prikyvl.
Snad proto ho muz chvili nejisté pozoroval, pak razné sda-
hl do kapsy. .. a vytahl malou mékkou podkovu. Chvili se
tvdril zmatené, pak mu zazdtily oci, kdyz si vsiml nékolika
Ctyrlistku umné maskovanych ve vzoru Vilémovy kosile.

, Ctyrlistky na zkousku a podkova na kontrolu? Dobrej
ndpad, chlape,” popldcal Viléma po zddech a ctyrlistky je-
den po druhém zabavil. ,Madte stésti, Ze studujete zrovna na
Institutu ndhodnych a ndpadné nendhodnych jevi,“ dodal
jeste a s usmeévem ho poslal do zkouskové mistnosti.

Vilém rozhodné na ctyrlistky nespoléhal, a tak navzdory
jejich zabaveni za hodinu a pul odevzddval husté popsanou
pisemku. Dva zkouSejici na sebe mrkli. ,Oni maji body ze
semestru, ze? MuZeme pTi odevzddni prijimat jen pisemky
od lidi, kteri maji vic bodu neZ jejich predchidce?“

29-4-1 Odevzdavani pisemek 10 bodu

Studenti utvofili frontu na odevzdani pisemek, kazdy ji ode-
vzda jednomu ze dvou zkousejicich. Kazdy student méa také
néjaké body ze semestru. Aby ale mohl student pisemku
odevzdat, musi mit vice bod nez posledni student, ktery
odevzdal pisemku stejnému opravujicimu; predbihat se ne-
smi. Komu méa kdo odevzdavat, aby mohli odevzdat vsich-
ni?

Formalnéji: je dana posloupnost celych ¢isel. Vasim tikolem
je rozdélit ji na dvé rostouci podposloupnosti (pfipadné zjis-
tit, Ze to nejde).

Mizeme si predstavit, ze kazdy prvek posloupnosti obarvi-
me jednou ze dvou barev (tfeba modrou nebo Gervenou).
A chceme to udélat tak, aby modré prvky tvorily rostouci
podposloupnost — tedy pokud budeme c¢ist zleva doprava
jen modré prvky (Cervené pfeskakujeme), budou pfectend
¢isla v rostoucim poradi.

To samé musi platit pro ¢ervené prvky. Zadny prvek nemtize
byt obarven dvéma barvami ani zistat neobarveny.

Formadt vstupu: Posloupnost celych ¢isel.

Formdt vystupu: Na prvnim fadku modra podposloupnost
(vSechny modré prvky étené zleva doprava v pivodnim po-
fadi), na druhém éervena.

Ukdzkovy vystup:
9 14 17 26
458

Ukdzkovy vstup:
94 14 5 17 8 26

Ukdzkovy vystup:
NELZE

Ukdzkovy vstup:
8111 12 0 6

Nezapomeriite diikladné zduvodnit, proc¢ vase feseni funguje.

Kdo vi, nakolik zkouSejici jen provokovali, rozhodné se
vsem studentum povedlo pisemku odevzdat. Vilém si jes-
te zasel s Bernardem na chvili sednout ven a pak uZ hurd
domai.

Ndsledugict rano ho pri pohledu do zrcadla privitala cernd
plocha. ,Zase? Tyhle kramy nic nevydrzi. .. “ povzdechl si
a vymeénil baterky. Ale porad je to asi lepsi nez mit doma
sklenéné zrcadlo. Pribeéhu o strasidelnych koncich uZ slysel
vic neZ dost.

Tenhle trend zacal pred par lety, kdyZ se do aut misto
zpétnych zrcdtek zacaly instalovat zadni kamery. Tim sice
neubylo dopravnich nehod, ale vyrazné se zmirnily jejich
ndsledky.


https://ksp.mff.cuni.cz/submit/

Smartphony po svém prichodu zase rychle vytlacily mald
osobni zrcatka, se kterymi vds dnes nepusti ani do letadla.

Jakmile dostatecné klesly ceny a spotreba velkych LCD
paneli, zacala byt i velkd domdct zrcadla nahrazovdana elek-
tronickymi. Zpocdtku to byly jednoduchoucké pristroje tvo-
Tené jen kamerou a displejem. Ale ve svété, kde i rychlo-
varné konvice maji Wi-Fi, nemohla zrcadla zustat dlouho
pozadu.

Dnes jsou z nich velmi chytrd (nékteri stale trvaji na
tom, Ze piilis chytrd) a flexibilni zaiizeni. NejenZe si na
nich rano prectete moviny ¢i prohlédnete kalenddr, ale na-
priklad mezi ndctiletymi devéaty je velmi oblibend aplikace
Zrcadlo, zrcadlo. . .
vyhnuly pocitacové viry a utoky. Nejcastéji v podobée smiro-
vdani kamerou, ale rozmohly se i rizné vtipky od nevinngch
(obraz vzhiru nohama) po celkem necitlivé (vidite za zddy
strasidelny stin ¢i svou podobiznu digitdlné zestdrlou o deset
let). Ale to je mald dan za bezpeénost. V poslednich mési-
cich se dokonce mluvi o plosném zdkazu sklenénych zrcadel
v EU. ..

Dost filozofovani o zrcadlech, za chvili zacind ustni zkous-
ka! Vilém se rychle sbalil a vyrazil.

* ok %

Cekdni na zkousku si krdtil prohliZenim rizngch hracich
automatil, které byly rozmistény po chodbé. Zddné vijhry ne-
vyddvaly, ale studenti si na nich mohli vyzkouset své stésti
a ruzné€ zpusoby, jak ho ovlivnit.

Jeden z automati ho zvldsté zaujal. Vypadal pro ucely
vyzkumu Stésti aZ podezrele deterministicky. . .

12 bodu

29-4-2 Hraci automat

Na zdi visi hraci automat. Je tvofen tizkym prostorem
‘é mezi dvéma skly, do kterého je mozné z libovolného
mista podél horni hrany vhodit kulicku. Ta pak pada dolt
a cestou narédzi na kruhové prekazky, po kterych se vzdy
skutali a dal pada opét kolmo k zemi. Nakonec dopadne
na dolni hranu automatu, podél které je stupnice udavajici
skore.

Celou situaci si mizeme piedstavit dvojrozmérné. Plocha
automatu je obdélnik, po kterém jsou nepravidelné rozmis-
téné prekazky ve tvaru kruhu. Pfekazky se nikdy neprekry-
vaji. Vhozend kulicka je ve srovnani s témito kruhy velmi
mala, takze si ji mizeme predstavit jako bod. Volnym pro-
storem pada vzdy kolmo dolt. Pokud dopadne na kruhovou
prekazku, skutali se po jejim hornim okraji tak, jak byste
¢ekali — doleva, pokud dopadla nalevo od stfedu prekazky,
doprava, pokud napravo.

Pro jednoduchost predpokladejte, ze kdyz kulicka dopadne
presné na stfed prekazky, pada vzdy vpravo.

@

Na vstupu dostanete nejdiiv popis automatu: vysku H, Sit-
ku W a pocet prekazek N. Nasleduji pro kazdou prekazku

—9_

tTi ¢isla udavajici stted a polomér. Poté nasleduje () dotazu.
Kazdy dotaz je popsan jednim redlnym cislem udavajicim
z-ovou soufadnici mista, kde na hornim okjraji automa-
tu vhodime kulicku. Pro kazdy dotaz chceme urcit x-ovou
soufadnici mista na dolnim okraji automatu, kam kulicka
dopadne. Predpokladejte, ze dotazt bude Ffadové alespon
tolik jako prekazek.

Strih. Mezitim ma nedaleké policejni stanici. . .

yHlasent pribyvd. Podivné nehody, zmizeni. .. Viera jed-
noho ¢loveka dvakrdt zasdhl blesk! Oba zdsahy preZil, ale by-
lo to na Zeleznicnim prejezdu, a nezZ se stacil probrat, prejel
ho vlak. Kolemjdoci pry tou dobou v okoli zahlédli ¢ernou
kocku. Ale na takovouhle smilu cernd kocka nestaci. .. “

»MuzZe to samozrejmé byt nejaky prirozeny zdroj smauly,
ale kolegové z krimindlky se domnivaji, Ze za timhle pri-
padem, a spoustou podobnych, stoji méjakd organizovand
zloc¢inecka banda.“

»Dokonce dve,“ prihodil nové prichozi policista. ,,Zachy-
tili nejoké vyhruzné dopisy, které si posilaji mezi sebou.
Mdame spoustu podezrelych, ale zatim netusime, kdo kam
patri. .. “

11 bodu

29-4-3 Vyhruzné dopisy
Dva zneptatelené gangy si vyménuji vyhruzné dopisy.
F1l Oba gangy dohromady ¢itaji IV lidi. Kazdy ¢lovek patii
do pravé jednoho z gangu, ale nevime kterého. O kazdém
clovéku vime, kolik odeslal a kolik pfijal vyhruznjych dopist.

Radi bychom zjistili, kdo komu posilal dopisy. To nejspis
neptjde jednoznac¢né, ale staci ndm najit jedno libovolné
feSeni. Jedna dvojice odesilatel-adresat si mohla poslat vi-
ce dopist, v takovém pripadé nas zajimé kolik. Vyhruzné
dopisy se posilaji pouze mezi gangy, nikdy uvnit gangu.
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Jinymi slovy, hleddme orientovany bipartitni multigraf (te-
dy graf, kde mezi jednou dvojici vrchol muze vést vice
hran) — vrcholy pfedstavuji lidi, partity gangy a kazda hra-
na jeden poslany dopis (orientovand od odesilatele k p¥ijem-
ci). Pro kazdy vrchol méme piedepsan jeho vstupni a vy-
stupni stupeii (kolik hran v ném maé zac¢inat a kolik kon¢it).
Rozdéleni vrchold na partity neni urceno, to je tieba najit.
Parity mohou byt rizné velké.

/

N

Format vstupu: Na prvnim fadku bude pfirozené ¢&islo NV
udavajici pocet lidi (vrcholti). Déle pro kazdého ¢loveka Fa-
dek se dvéma nezapornymi celymi ¢isly udavajicimi, kolik
dopist dany c¢lovek ptijal a kolik odeslal.

Formdt vystupu: Pro kazdou dvojici odesilatel-adresat, kte-
ra si poslala alesponl jeden dopis, vypiste trojici ¢isel: pora-
dov4 ¢isla odesilatele a adresata (0 az N —1) a pocet dopisti,
které odesilatel poslal adresatovi. Pokud existuje vice fese-
ni, vypiste libovolné. Vstupy budou zadany tak, aby vzdy
alespon jedno Feseni existovalo.



Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:

6 011
23 041
12 051
10 102
01 341
21 421
10

Odpovidajici bipartitni multigraf vypada nasledovné:

0 2 3

1 4 5)
I v tomto prfipadeé jde jen o jedno z mnoha moznych feseni.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vés, jak vystupy vyrobite.

Do mistnosti vesel starsi straznik, patrné ndcelnik zdejsi
stanice. ,Tak,“ odmlcel se pred neprijemnou otdzkou, ,kdo
tady bude v pdtek?“

»Ja nel“ ozval se jeden z policisti. ,, Vidéli jste muj ho-
roskop 7%

Ostatni si vytahli kazdy po jedné sirce.

Nacelnik presel do vedlejsi mistnosti, kde mezitim pokra-
covala prestavba mistni pocitacové sité. Byla tam spousta
pocitact, switchi, routerd a mezi nimi ¢im ddl vice kabeli.
»Pozor kabel!“ zavolal jeden z instalujicich.

»Na co tu mdme vic pocitacu nez cely utvar informacni
bezpecnosti? O ty kabely se brzo nékdo prerazi. .. “

»Evropskd unie,“ odvétil montér, neprestdvaje tahat ka-
bely. ,,Pokud neutratime vSechno, musime dotaci vratit. Ale
oficidlné — jako zalohu pro pFipad vypadku.“

29-4-4 Policejni sit 8 bodt

Policejni sit tvoii N poditacl, kazdy miize byt propojen
s nékolika dalgimi. Sif tvorfi strom.

Navic méme uréeno K dilezitych pocitac¢t (vrcholir). Ty
chceme sparovat do dvojic, které se budou navzajem zalo-
hovat: pokud jeden pocitac z dané dvojice prestane fungo-
vat, zastoupi jeho ¢innost ten druhjy.

Aby to bylo mozné, musi si pocitace ve dvojici prubézné na-
vzajem predévat vSechna sva data — ta teCou po cesté, kterd
dané dva vrcholy ve stromu spojuje (¥ikejme ji spojent).
Neni urceno, ktery pocita¢ mame sparovat s kterym, miize-
me si vybrat libovolné. Ale protoze nakoupené pocitace pres
svou cenu nejsou prili§ vykonné, nechceme, aby jakymkoli
pocitacem prochazelo vic nez jedno spojeni.

Tedy hledame takové rozdéleni dtilezitych vrcholt do dvo-
jic, aby cesty spojujici vrcholy v kazdé dvojici byly navza-
jem disjunktni — nemély zadné spole¢né vrcholy ani hrany.

Pokud existuje vice moznych feseni, vypiste vSechna.

Na nasledujicim obrazku je priklad takového stromu. Diile-
zité vrcholy (dostanete na vstupu) jsou oznaceny krouzkem.
Nalezena spojeni (vystup algoritmu) jsou zvyraznéna tuc-
né. V tomto ptipadé existuje jediné feseni.

Ale pro néasledujici zadani Zadné FeSeni neexistuje:

Rdno se Vilémovi povedlo pri vypindni budiku spadnout
z postele a v koupelné si malem zlomil nohu. KdyzZ mu jeho
chytré zrcadlo s kalenddrem prozradilo, Ze je cturtek 12.,
radéji nepremyslel o tom, jak 2l bude pristi den, a rozhodl
se doplnit zdsoby.

Jelikoz nemohl najit oblibenou tasku, vzal si prosté sviy
bézny batoh a prihodil radéji pdr talismani. Jim navzdory
ho mdlem prastily vchodové dvere. Jesté Ze na ulici nebylo
moc lidi, takZe si netrhl takovou ostudu.

Neprosel ani celou ulici, kdyZ se mu rozvdzala tkanicka,
on o ni zakopl a pri padu hodil klice do kandlu. Tehdy ho
dostihla désiva myslenka. Jeho stredecni zkouska byla pre-
devcirem, presto jeho zrcadlo véera tvrdilo, Ze je streda, a to
znamend. .. Ze je pdtek trindctého!

Na chvili ho popadl vztek. Ddvno bylo schvdleno, Ze ten
den budou vZdy od ¢asného rdna do vecera znit sirény, a za-
tim ticho. Holt byly sirény asi rozbité, jako obvykle. Vztek
ale vystridala zvédavost. Kdo je tedy téch pdr lidi, kteri si
troufli vyjit ven?

V té chvili se ovsem jeden z téch lidi vydal prdvé k Vi-
léemowi. ,,Co tu sakra vyvadis? Vy novdccei ‘ste porad vétsi
amateri!“ naddval, popadl Viléma a viekl ho ulici. Vilémouvi
se hlavou honily myslenky a moc nestihal vnimat cestu. Na-
jednou byli pred jakousi budovou, najednou se v ni propléta-
li ruznymi neznacenymi schodisti a vyjchody. . . a najednou
byli na misté. Mohli byt vdzné ve tFindctém patre?

Vilém se opatrné rozhlédl kolem sebe. Jeho pozornost
upoutala zejména knihovna u zdi. Byly v ni vysklddané riz-
né knihy a sesitky a... to snad mebylo mozné! Novdkovy
spisky o stésti a mdhode. Mohly vsechny ukradené kopie
z Archivu dokumenti o mezipFirozenosti zmizet sem?

29-4-5 Chybégjici spisek 12 bodu

Z Archivu dokumentil o mezipfirozenosti bylo postupné
ukradeno mnoho oc¢islovanych spiskt. Vilém nyni M téchto
spiskt vidi v knihovné v tajné skrysi a zajimalo by ho, jaké
nejmensi ¢islo spisku tu chybi.

Protoze ale v mistnosti neni sdm, nemuze spisky jen tak
prerovnavat, stejné tak si nemuze prosté vytahnout papir
a tuzku a psat si poznamky. Musi si vystacit s omezenym
mnozstvim paméti poskytnutym vlastni hlavou. ..



Formalnéji: v paméti mate k dispozici nesetfidénou po-
sloupnost N ¢isel. Tato ¢ast paméti je jen pro ¢teni, to
zejména znamena, ze si posloupnost nemtizete settidit. Da-
le méate k dispozici konstantni mnozstvi pomocné paméti.
Urcete nejmensi prirozené Cislo, které se v posloupnosti ne-
vyskytuje.

Ukdzkovy vystup:
2

Ukdzkovy vstup:
309861

Néco Viléma vrdtilo do pritomnosti, upoutalo jeho pozor-
nost zpdtky do mistnosti. Mezitim se tu mahromadilo dost
lidt, a ti v$ichni ted umlkli a pozorovali prichdzejiciho muZe.

Vilém si nebyl jisty, jestli ho vic znepokojuje cernd kocka
v muZové ndruci, nebo fakt, Ze nikoho jiného tato malickost
zjevné netrdpi.

»Jsem rdd, Ze vds tu vSechny zase vidim,“ ujal se muz
slova. ,Jak jisté vite, cernd kocka je idedlnim prostredkem
k neutralizaci neZidoucich osob. Vysledek nejenze vypadd
jako nehoda, ona to doopravdy je nehoda.

Musite spravné odhadnout pocet. Jedna obvykle nestact,
ale pokud jich pouZijete prilis,“ pohlédl prisné na jednoho
z pritomnyjch, ,jsou druhy den noviny plné zprdv o zdsazich
blesku na Zeleznicnim prejezdu. JenZe i kdyZ se trefite, obcas
nékdo kocku zahlédne. . .

Proto jsem vdzné rdd, zZe se nam tehdy povedlo zfalsovat
utracent teéhle krasky,“ zdvihl kocku spocivajici mu v ndruci.
,» Urcité si vzpomindte, jak byla vldda nesvd z cerné kocky,
kterd nenost smulu, ale nejspis ani oni nevédéli, jak silnou
magi v ruce zbran.“

»INasi vyzkumnici se ovsem pustili do prdace a zjistils. . . ¢
muz se zamyslené zamracil, pak mdvl rukou, ,néjakou ge-
novou odlisnost. A protoZe tu od nds maji skvélé vybaveni
a jsou Sikount, dovolte mi predstavit vam,“ dramaticky se
otocil a ukdzal k prichdzejici hnédé kocce.

Obezretné k ni dosel, opatrné ji vzal do ndruce a pak
si z prihlizejicich vyvolal jednoho neochotného dobrovolni-
ka. O pdr spadlych predméti, vylitych sklenicek, zakopnuti
a dalsich pozoruhodngch ndhod pozdéji zacinalo byt jasnée,
jak mocnou zbran md skupina k dispozici.

»Hele, a proc¢ vlastné nenabarvime néjakou cernou koc-
ku?“ zeptal se tise nékdo pobliz Viléema. ,Nepamatujes si
snad, co se stalo Dlouhdnovi, kdyz se o to pokusil?“ odpo-
védel hned jing a pak byl klid, dokud se slova opét neujal
Séf.

» Verim, Ze s nasim novym mildckem se ndm bude dobre
darit a pékné se rozrosteme. Proto si taky uZ brzy poridime
nove sidlo, hned jak vymyslime, jak velky pozemek vilastné
chceme koupit.

29-4-6 Nové sidlo 11 bodu

Zlocinecka organizace si chce postavit nové sidlo. To mé pu-
dorys ve tvaru konvexniho mnohotihelniku. Rada by koupila
nejmensi mozny obdélnikovy pozemek, na ktery se budova
vejde. Ve mésté jsou pozemky drahé a jiny nez obdélnikovy
vam neprodaji. Zaroven by ale chtéla, aby budova alespon
jednou stranou piiléhala k ulici (tedy k okraji pozemku).

Formélné: je ddn konvexni mnohothelnik. Najdéte (obsa-
hem) nejmensi obdélnik, do kterého se mnohotihelnik cely
vejde. Obdélnik mize byt v obecné poloze (libovolné nato-
¢eny), ale chceme, aby alespoii jedna strana mnohotihelniku
priléhala ke strané opsaného obdélniku.

Formdt vstupu: Pocet vrcholi mnohothelnika N a soutad-
nice jeho vrcholi v poradi na obvodu. Mtzete predpokla-
dat, Ze souradnice jsou celociselné.

Formdt vystupu: Jedno realné ¢islo udéavajici obsah nejmen-
§itho opsaného obdélniku splnujiciho popsana kritéria.

Ukdzkovy vstup:

Ukdzkovy vystup:

O N OO OO,
N > DN O

Tohle je zlé. . .

Viléem tusil, Ze by mel néco udélat, ale nemel ponéti co.
Zawvolat policii zreyjme nepomiZe. Dnes si nikdo zasahnout
netroufne. I kdyby troufl, nejspis by to skoncilo fiaskem.

V zoufalstvi prohrdbl kapsy. Zalaminovany ctyrlistek meél
jeden list ulomeny. Pochopitelné.

Krom jiného vytdhl i malé klubicko vinéné prize, kterym
obcas bavival své domdaci kocky. Teprve pri pohledu na néj
si poradné uvédomil, Ze nebezpecnd kocka mosici smulu je
pordad kocka. A kocky si rddy hraji.

Pdar metri odmotal, zbytek zajistil uzlem a hodil smérem
k hnedé kocce. Pldn byl jednoduchiy: upoutat jeji pozornost,
pritahnout klubicko zpét a s trochou §tésti (ehm) ji tim pri-
ldkat.

Ale prece byste necekali, Ze v pdtek trindctého néjaky
plan vyjde. Zhruba ve stejnou chvili se staly dvée veéci: Séf
se ohlédl Vilémovym smérem a provdzek se pretrhl. Kocka
vidéla klubicko dopadnout asi metr pred sebe. Najednou po-
citila zvlasni nutkdni liné odhlédnout a odejit, které prichd-
zelo zdanlivé odnikud.

Ale sama méla jiny nazor. Tady se objevil zajimavy pred-
met, ktery chce prozkoumat, a pokud si vesmir mysli, Ze by
méla znudéné odejit, tak si vesmir mize s prominutim trh-
nout.

Neslysné se priplizila ke klubicku a pdrkrdt do néj stouch-
la packou. VZdy se o kus pohnulo a skutdlelo zpatky.

,Co tam blbnes? Nehraj si a davej pozor!“ adresoval ne-
vrle $éf Vilémoui.

Ono se to nehybe! Asi spi. .. Kocka se naptdhla a prudce
vymrstila smérem ke klubicku, odrdZejic ho o nékolik metri
kupredu. Wihii!

Séf, nezpozorovav toto déni, se pomalu rozesel smérem
k Vilémovi prdave ve chvili, kdy kocka vybéhla za klubickem
— a zkrizila tim $éfovi cestu.

* ok %



Na policejni stanici byl toho dne klid. Sedél tu jediny
straznik, ktery st vytahl kratsi sirku, a pozorné si prohliZel
protéjsi zed. Radéji si netroufl ani ¢ist noviny.

Kdyz tu z niceho nic do sluzebny zmatené vbéhl vydéseny
muz. Vypadal, jako by spatril néjaky prizrak, a pravdépo-
dobné netusil, kde se nachdzi. Probéhl kanceldri bez ohléd-
nuti otevrenymi dvermi do sousedni mistnosti. . . kde zakopl
o jeden z nové nataZenych sitovyjch kabeli.

Pri padu mu vypadla spousta schémat a ndcrtku popi-
sugicich plany jeho zlocinecké organizace, pozndmky o ge-
netice cernych kocek, seznamy likvidovangch osob. Straznik
k nému opatrné prisel a papiry prolistoval.

»Kdopak se to chytil — do nasi sité?“ nemohl si odpus-
tit usklebnou pozndmku. ,Z toho si nic nedélejte, tohle se
tu stdva pravidelné. V pdtek trindctého zloc¢ince nechytd-
me. NejenZe to neni bezpecné, ale hlavné to meni potreba.
Prichdzi sami. .. “

Nepodcenugte kocky.

Pribéh pro vds prichystali
Karry Buresovd & Filip Stédronsky

29-4-7 Rozebirame stromy 15 bodu

Vitejte u dalsiho dilu stromového seridlu. Tentokrat

se zaméfime na cestové operace. Tim myslime tako-
vé, které dostanou dva vrcholy stromu a maji néco provést
s cestou mezi nimi. TTeba zjistit, jak je tato cesta dlouha,
nebo najit na ni hranu s nejvétsim ohodnocenim.

Pro mélké stromy je to snadné: hledame-li cestu mezi vrcho-
ly = a y, staci z obou vrcholi stoupat smérem ke koreni, az
se obé cesty poprvé protnou v nejblizsim spoleéném pred-
chiidci p (to jsme prozkoumali v minulém dild). Hledanou
cestu pak mizeme poskladat ze dvou c¢asti: cesty mezi x
a p a cesty mezi y a p. VSe zvladneme v case linedrnim
s hloubkou stromu.

Snadné to je i pro stromy, které se viibec nevétvi, tedy samy
maji tvar cesty. V jsme se naucili pfimét in-
tervalové stromy, aby v logaritmickém case vyhodnocovaly
dotazy na libovolné intervaly posloupnosti. Mtizeme si te-
dy poridit intervalovy strom pro posloupnost hran na cesté
a intervaly pak budou odpovidat jejim podcestam. Dokon-
ce pomoci liného vyhodnocovani zvladneme rychle ménit
ohodnoceni hran na podcesté.

V tomto dilu si ukdzeme, jak tyto dvé techniky spojit. Zave-
deme takzvanou dekompozici stromu na lehké a tézké hrany
neboli heavy-light dekompozici. Ta ndm pomutze k rychlé-
mu vyhodnocovani cestovych dotazt v libovolné hlubokém
a libovolné kosatém stromu. Jen se ndm strom nebude smét
pod rukama ménit, tedy az na ohodnoceni vrchol a hran.

Heavy-light dekompozice (HLD)

Nejprve par definic. Méjme néjaky zakorenény strom. Ozna-
¢ime T'(v) podstrom sloZeny z vrcholu v a vSech jeho (i ne-

pfimych) potomku. Velikosti podstromu minime pocet jeho
vrchold a budeme ji znadit size(v).

Hrany z kazdého vrcholu do jeho synil rozdélime na lehké
a tézke nasledovné: hranu do nejvétsiho podstromu prohla-
sime za tézkou, vSechny ostatni za lehké. Existuje-li vice
nejvétsich podstromt, vybereme si libovolny jeden z nich.

Jak to dopadne pro jeden konkrétni strom, vidime na na-
sledujicim obrazku. Cisla ve vrcholech jsou jejich size.

Tézké hrany jsou na obrazku vyznaceny tucné a zjevné tvo-
1 cesty. To neni ndhoda, plati to v kazdém stromu. Staci si
uvédomit, ze z kazdého vrcholu muze vést dolti nejvyse jed-
na t&zka hrana. (Dokonce vime, Ze neni-li vrchol list, vede
z néj pravé jedna takova.)

Navic plati, ze lehkych hran neni nikdy mnoho za sebou.
Ptesnéji feceno, na cesté z kotene do libovolného vrcholu v
lezi nejvyse log, n lehkych hran (n jako obvykle znadi veli-
kost celého stromu).

Pojdme to dokézat. Vydejme se z kofene do v a sledujme,
jak se méni size aktualniho vrcholu. Za chvili uvidime, ze
kdykoliv projdeme po lehké hrané, klesne size aspon dva-
krat. Po k lehkych hranach tedy klesne aspoti 2F-krat, takze
kdyby bylo k > logy n, nezbyly by v podstromu zadné vr-
choly.

Dobréa, pro¢ tedy na lehké hrané size tolik klesa? Uvazme
lehkou hranu z néjakého vrcholu u do jeho syna £. Z defi-
nice musi existovat i tézka hrana do jiného syna t a plati
size(t) > size(f). Jenze podstromy T'(¢) a T(t) jsou sou-
¢asti T'(u), takze size(u) > size(t) + size({) a z toho ihned
size(u) > 2 size(£).

Pojdme zopakovat, co jsme zjistili:

e Heavy-light dekompozice rozklada strom na tézke cesty,
které jsou propojené lehkymi hranami.

e Kazdy vrchol lezi na pravé jedné tézké cesté. (Tedy pii-
pustime-li i cesty sloZené z jediného vrcholu.)

e Kazda lehka hrana vede z vrcholu néjaké tézké cesty do
nejvyssiho vrcholu jiné tézké cesty.

e Lehka hloubka“ je logaritmicki. Presnéji feceno, mezi
kazdymi dvéma tézkymi cestami lezi O(logn) lehkjch
hran.

Ukol 1 [2b]: N&kdy se pouzivéa jina definice tézkych hran:
hrana z vrcholu v do syna s je tézkd, pokud size(s) >
size(v)/2. Rozmyslete, jak se takto definovani dekompo-
zice bude lisit od té nasi. Prekreslete podle toho pfedchozi
obréazek.
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Dekompozici si muzeme predstavit i tak, ze kazdou tézkou
cestu zkontrahujeme do jediného vrcholu. Tim dostaneme
jiny strom, v némz zbudou jen ptvodni lehké hrany a bude
logaritmicky hluboky. Jak vypada, je vidét na nasleduji-
cim obrazku. Vrcholy bez pismenek odpovidaji trividlnim
(jednovrcholovym) tézkym cestam.

A

Vypocet dekompozice
Nyni se podivame, jak HLD reprezentovat v paméti a zejmé-
na jak ji rychle sestrojit.

V kazdém vrcholu v naseho stromu si budeme pamatovat:

e size(v) — velikost podstromu pod v

® hson(v) — do kterého syna vede tézkd hrana (nebo 0,
pokud Zadny neni, coZ je mozné jen tehdy, je-li v list)

® path(v) — odkaz na tézkou cestu, na niz vrchol lezi

e index(v) — kolikaty v poradi na t&zké cesté je (Cislujeme
od nuly od spodniho vrcholu cesty)

Tézké cesty si pamatujeme bokem. Pro cestu p uloZime:

® [parent(p) — otec kotene cesty (tak budeme Fikat jejimu
nejvy$$imu vrcholu, tedy vrcholu s nejvy$sim indexem);
tedy vrchol, z néjz vede do kofene lehkd hrana. Miize
byt (), pokud je kofen cesty také kofenem celého stromu.

e plen(p) — délka cesty (pocet hran na ni)
e puertex(p) — pole vrcholl cesty v poradi jejich indexii

7 pPROHLEDAVAIY
Do HLougky
4 A

w

Dekompozici mizeme snadno spoci-
tat dvojim prohledanim do hloubky.
Pfi tom prvnim stanovime velikosti
podstromi, rozhodneme, které hrany
jsou lehké a tézké, a vypocteme inde-
xy. Druhé sestroji popisy jednotlivych
tézkych cest.

Prvni prohledani vypadé nasledovné.
Spoustime ho v kofeni stromu a pfi navratu z rekurze poc¢ita
jednotlivé vlastnosti vrcholt podle definice.

HLD; (v):
1. size(v) < 1
2. h+0 < kam povede tézk4 hrana?
3. Pro vSechny syny s vrcholu v:
4. HLD(s)
5. size(v) < size(v) + size(s)
6. Pokud h = ) nebo size(s) > size(h):
7. h+s
8. hson(v) < h
9. Pokud h = 0 < jsme v listu
10.  path(v) < nova tézka cesta
11.  index(v) + 0

12. Jinak:
13.  path(v) < path(h)
14.  index(v) < index(h) + 1

< pokracovani tézké cesty

Druhé prohledavani spoustime opét z kotfene. Jako druhy
parametr pfedavame otce aktualniho vrcholu, pro kofen je

-6 —

to (). Vzdy posbirdme vrcholy na jedné t&zké cesté a pak se
zavolame na vsechny jejich syny.

HLD,(v,0):

1. p + path(v) < vrchol v je kofenem tézké cesty p
2. Iparent(p) < o

3. plen(p) < index(v)

4. pvertex(p) < nové pole délky plen(p) + 1

5. Dokud v # 0: < prochazime tézkou cestu
6. puertex(p)[index(v)] < v

7. Pro vSechny syny s vrcholu v:

8. HLDs(s,v) < pfi tom rekurze na syny
9. v <« hson(v) < pokracujeme po tézké cesté

Obé prohledani provedou konstantni mnozZstvi prace pro
kazdy vrchol a hranu stromu, celkem tedy O(n). Dodejme,
ze by se vSechno dalo zvladnout béhem jediného DFS, ale
ve dvou nam to prijde prehlednéjsi.

Stromovi predchudci

Abychom si osahali, jak se s HLD zachéazi, zkusime ji po-
uzit na ulohu hleddni nejblizsiho spoleéného predchiidce
2 im0 T

Vzpomenme si na primitivni algoritmus, ktery z kazdého
ze zadanych vrcholti prosel po cesté do kofene, znackoval
vrcholy a ¢ihal, kde se obé cesty poprvé potkaji. Ted na to
pujdeme podobné, ale misto jednotlivych vrcholti budeme
znackovat najednou celé tézké cesty.

Pojmenujme zadané vrcholy u a v. Nejprve budeme stoupat
z u ke kofeni. Kdykoliv jsme v néjakém vrcholu z, z path(zx)
se dozvime, na které tézké cesté p se nachazime. Pak hned
vyskocime z kotene tézké cesty po lehké hrané do vrcholu
Iparent(p). Jests si k tézké cesté poznacime novou polozku
enter(p) fikajici, kudy jsme na cestu vstoupili. Nenavstive-
né cesty budou mit enter(p) = 0.

Poté budeme stoupat z v. Stejnym zpusobem, ale misto zna-
¢eni tézkych cest budeme naopak testovat, zda uz nejsou
oznacené. Diive ¢i pozdéji narazime na tézkou cestu p, na
niz jsme uz byli pfi stoupani z u. Pfitom vime, kudy jsme
se na tuto cestu v obou pripadech napojili — v jednom mis-
t& napojeni ted stojime, druhé mame ulozené v enter(p).
Hledanym spoleénym pfedchidcem je vyssi z téchto dvou
mist, coz pozname podle indext vrchold.
V pseudokédu to vypada takto:
lea(u,v):

l.x+u
. Dokud z # 0, opakujeme:
p < path(x)

enter(p) < x

< z u do korene

x < Iparent(p)
LY < z v do korene
. Dokud enter(path(y)) = (), opakujeme:

y < Iparent(path(y))

. 7 < enter(path(y))

. Dokud u # 0, opakujeme:
enter(path(u)) < 0

u < Iparent(path(u))

. Pokud index(y) > index(r):
Vratime y.

. Jinak:

16.

© 0 N U W N

< mista napojeni: r a y

Ju—y
S

4 smazeme znacky

[ S S S
® N

< vratime vyssizr ay

[
o

Vréatime r.
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Pribéh algoritmu mizeme sledovat na nasledujicim obraz-
ku. Cisla ve vrcholech jsou jejich indexy, tuéné jsou zvyraz-
nény tézké cesty, Sedivé je podbarvena cesta mezi u a v.

Casova slozitost funkce Ica je O(logn), nebot pii kazdém
stoupani navstivi nejvyse logaritmicky tézkych cest a kaz-
dou z nich zpracuje v konstantnim case. Ziskali jsme te-
dy datovou strukturu pro spoleéné predchidce, které staci
predvypocet v ¢ase O(n) a odpovida na dotazy v O(logn).

Ukol 2 [3b]: Navrhnéte algoritmus, ktery bude pomoci HLD
odpovidat na dotazy na wvzddlenost zadanych dvou vrchola
(tedy pocet hran na cesté mezi nimi).

Kudy, kudy cesticka?

Nyni se podivame na to, jak pomoci HLD odpovidat na ces-
tové dotazy. Pfedvedeme si to na ptikladu cestovych minim.
Dostaneme zadany strom, jehoz hrany budou ohodnoceny
celociselnymi cenami. Pak ndm budou pfichazet dotazy na
nejlevnéjsi hranu na cesté mezi zadanymi vrcholy.

Pro strom si opét spocitame HLD a kazdou tézkou ces-
tu navic opatfime intervalovym stromem, ktery bude umét
odpovidat na intervalovd minima cen na této cesté. Ceny
tézkych hran si tedy budeme pamatovat v intervalovych
stromech, zatimco ceny lehkjch hran ulozime samostatné.
Jeden intervalovy strom vybudujeme v ¢ase linedrnim v dél-
ce jeho tézké cesty a jelikoz kazdy vrchol lezi na pravé jedné
t87ké cesté, sestrojime celou datovou strukturu v ¢ase O(n).

Nyni ptijde dotaz na cestu mezi néjakymi vrcholy u a v.
Spustime algoritmus pro lca(u,v) a béhem vypoctu si za-
pamatujeme, kterymi lehkymi hranami a kterymi ¢astmi
tézkych cest jsme prosli. Pak staci najit nejlevnéjsi z téch-
to lehkych hran a minim ¢asti tézkych cest. Lehkjch hran
je O(logn) a kazdou zpracujeme v konstantnim case, t&8z-
kych cest je také O(logn) a na kazdé provadime interva-
lovy dotaz v ¢ase O(logn). Dohromady tedy stravime cas
O(log? n).

Podobné mizeme provadét cestovy update. Pofidime si in-
tervalové stromy s linym vyhodnocovanim, které dovedou
intervalovy update v logaritmickém case. Kdykoliv tfeba
budeme chtit zdrazit vSechny hrany na néjaké cesté o §, roz-
lozime update na zdrazeni O(log n) lehkych hran a O(logn)
intervalovych updata ¢asti tézkych cest v jejich intervalo-
vych stromech. Ve opét stihneme v ¢ase O(log® n).

Ukol 3 [5b]: Zrychlete cestovy dotaz na O(logn) za piedpo-
kladu, ze ceny hran se od inicializace struktury jiz nezméni.
Inicializace by méla stale pracovat v linearnim case.

Ukol 4 [5b]: Méjme graf s ohodnocenymi hranami a jeho
minimalni kostru.! Pro kaZdou hranu, ktera nelezi v kostie,
spocitejte, o kolik nejvyse miZzeme jeji ohodnoceni snizit,
aby kostra stéle ziistala minimalni.

Martin ,Medved” Mares

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostry
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Recepty z programatorské kucharky: Geometrie

Geometrické algoritmy

V dnesnim dile naseho kuchatrkového specidlu se budeme
ulit valit geometrické problémy. A co Ze si predstavujeme
pod pojmem geometricky problém? Trochu analytické geo-
metrie, naptriklad zjisténi, na které strané orientované prim-
ky bod lezi, trocha plotii, neboli konvexnich obal, a obecné
mnoho zametani.

V celé kuchaice se omezime pouze na dvourozmérné pro-
blémy, tedy na algoritmy v roviné. Nékteré postupy se daji
zobecnit pro trojrozmérné, a vétsinou i pro n-rozmérné pro-
blémy, ale to je jiz nad ramec této kucharky.

Geometrické zaklady

Nejdiive trocha stiedoskolské analytické geometrie pro ty,
kdo ji jesté neméli. Ostatni mohou tuto sekci preskocit.

Kazdy bod v roviné mtizeme urcit jeho souradnicemi vi-
¢i osdm. Nejbéznéji se pouziva takzvany kartézsky sourad-
ny systém, tedy dvé na sebe kolmé osy oznacované jako
x-0vé osa (vodorovnd) a y-ové osa (svisld). Obvykle se uva-
Zuje, ze hodnoty na oséch rostou smérem doprava (osa x)
a smérem nahoru (osa y), my se toho budeme v nasi ku-
chafce drzet.

Misto, kde se obé osy protinaji, se oznacuje jako pocdtek
soustavy soutadnic. Samotné soutadnice bodu zapisujeme
jako dvojici ¢isel, kterd udavaji, o kolik jednotek se musime
posunout ve sméru které z os, abychom z pocatku dorazili
do bodu, kterému souradnice patfi. Pocatek mé souradni-
ce [0,0]. Bod se soufadnicemi [a,b] lezi na pozici, kterou
ziskame tak, ze se od pocatku posuneme o a jednotek ve
sméru prvni osy (z-ové) a o b jednotek ve sméru druhé osy
(y-ové).

Vse ostatni funguje tak, jak jsme se ucili pfi geometrii na
zakladni skole, tedy tisecka je urcena dvéma krajnimi body,
obdélnik ¢tyfmi a podobné. Jesté si ale fekneme, co je to
vektor, a zavedeme nékteré dalsi pojmy.

Casto potiebujeme popsat vzajemnou polohu dvou bodii.
Miizeme napiiklad udat jejich vzdalenost a smér (tfeba jako
thel vzhledem k ose x). Prakti¢té&jsi ale byva Fici, o kolik se
lisi jejich x-ové a y-ové souradnice. To nam da dvojici ¢isel,
které fikame vektor.

Pokud napfiiklad k bodu [1, 1] pfi¢teme vektor a = (2, —1),
dostaneme se do bodu [3,0]. Stejné tak, pokud odeéte-
me napiiklad bod [4,2] od bodu [1, 3], tak dostaneme vek-
tor b = (—3,1) udavajici jejich vzajemnou polohu.

Pomoci vektoru a bodu tedy lze urcit pfimku. Bod nam
urc¢i, kam umistit vektor, a vektor ndm urci smér pfimky
z daného bodu. Tomuto vektoru se fika smérovy vektor,
nebo také nékdy smeérnice, dané primky nebo tsecky.
Samotné vyjadreni pfimky nebo tsecky poté muze byt ve
dvou tvarech. Prvnim z nich je parametricky tvar. Zakladem
je né&jaky bod A = [ay, ay]. Od toho se ve sméru smérového
vektoru u = (uy,u,) mizeme pohybovat libovolné a stéle
budeme na piimce. To nam vede na nasledujici tvar, kde
t je libovolny realny parametr, neboli proménna, za kterou
si mizeme dosadit jakékoliv realné ¢islo a vzdy nam vyjde
bod na pfimce. Parametricky tvar vypada takto:

T = a; + tu,

Y = ay + tuy

To samé muzeme vyjadrit i vektorové, tedy X = A + tu.

Pro ilustrovani funkce parametru, kdyz bude ¢t = 0, tak do-
staneme vychozi bod pfimky. Pokud poté budeme s para-
metrem hybat od —oco do +00, dostaneme postupneé vsechny
body na primce.

Druhym zptisobem zapisu je obecny tvar primky. K jeho
vyjadieni budeme potfebovat kolmy vektor ke smérovému
vektoru, tomu se také fikd mormdlovy vektor. V roviné ho
ziskdme jednoduse. Pokud je v = (v, v,) smérnice piimky,
tak vektor na néj kolmy ma tvar n = (v, —v,). Jako po-
znamku pro zvidavé mizeme uvést, ze skaldrni soucin téch-
to vektort, tedy soucin po slozkich (v-n = ab+ b(—a)), je
roven 0, coz je také jedna z definic kolmosti.

A jak tedy vypada slibovany obecny tvar primky? Pokud je
n = (a, b) normélovy vektor piimky, tak obecny tvar pfim-
ky je rovnice ax + by 4+ ¢ = 0. Dobfe, a a b mame, jak ale
zjistit ¢? Normalovy vektor urc¢uje smér, kterym piimka po-
vede, ale stale ji mizeme libovolné posouvat. Potfebujeme
jesté znat jeden bod, ktery na nasi piimce lezi, aby byla
urcend jednoznacné.

Kdyz dosadime soufadnice takového bodu do rovnice prim-
ky s neznamou c, ziskdme tak rovnici pro ¢, kterou vy-
fesime. A mame hotovo, zndme hodnoty vSech koeficient
v rovnici. Jesté si mizeme v§imnout, ze pro ¢ = 0 prochézi
primka pocatkem.

Takovéto tvary se hodi nejen pro né€jaké zapsani pirimek,
ale také pro zjisténi jejich priseciku. Kdyz hledame prise-
¢ik, hledame vlastné misto, kde maji obé pfimky navzajem
stejné z-ové a y-ové souradnice. A to vede na jednoduché
soustavy linedrnich rovnic, které jisté€ jiz vyresit umite.

Jesté si ale zdaraznéme rozdil tsecek oproti primkam. V pfi-
padé parametrického tvaru omezujeme velikost parametru
t (napiiklad t € (0,1)) a v piipadé obecného tvaru ome-
zujeme rozsah jedné ze souradnic (napiiklad z € (—2,2)).
V pripadé, ze bychom chtéli vyjadrit polopiimku, si para-
metr nebo soufadnici omezime pouze z jedné strany.

Nakonec si ukdzeme jednu zakladni aplikaci parametru a pa-
rametrického vyjadreni tsecky. Jak snadno spocitat stied
néjaké tsecky AB? V takovém piipadé neni nic jednodussi-
ho, nez si vzit vektor B — A, pfendsobit ho parametrem 1/2
(stfed tisecky je v poloviné jeji délky) a pii¢ist k bodu A.
Trivialni tpravou pak zjistime, Ze stfed tsecky muzeme spo-
Citat jako aritmeticky primeér jejich krajnich bodi:

1 A+ B
At :

S(B—A4)=

Jako pfiklad na rozkoukani si ukazeme, jak zjistit, na které
strané pfimky lezi bod.

Zjisténi polohy bodu vuéi pfimce

Nejdiive si zavedeme pojem orientovana pfimka. Kdyz bu-
deme mit piimku uréenou dvojici bodi A a B, budeme se
na ni divat, jako kdybychom stali v prvnim bodé (bod A)
a divali se smérem ke druhému (bod B). Pak jiz mame jas-
né definovanou pravou a levou stranu a muzeme fici, kde
viuci piimce bod lezi.

Vezméme si tedy piimku uréenou body A a B a bod X.
Uréime si vektory u = X — A av =B — A (s prvky ug, uy,
respektive v, v,) a porovndme thel mezi nimi.



Pokud jste uz méli analytickou geometrii, urcité znate vzo-
recek na vypocet thlu mezi dvéma vektory. Vzorecek méa
tvar:

U-v

cosa =
|uf|v]

Jeho nevyhodou je, Ze vypocet inverzni funkce cos™! trva

dlouho. Je proto lepsi pouzit jiny zptsob vypoctu, kde si

vystac¢ime pouze s nasobenim.

Tim jinym zptsobem je vypocet determinantu matice ur-
¢ené témito vektory. Matice je pouze tabulka, kde jsou vek-
tory posklddany pod sebe (ta nase tedy bude velkd 2 na 2
policka).

Determinant matice této velikosti nam udava obsah rov-
nobé&zniku uréeného zadanymi vektory. A navic znaménko
determinantu ndm ¥ikd, jestli je thel mezi vektory (méfe-
ny v kladném sméru, tedy proti sméru hodinovych rucicek)
mensi nez m, nebo vétsi nez .

Kdo se jesté s determinanty nesetkal, mize brat nasledujici
vzorec pro vypocet determinantu matice dva krat dva ja-
ko kouzelnou formuli. Kdo pfesto chce zdtivodnéni, mutze si
zkusit udélat rozbor vSech vzajemnych poloh dvou primek
(a jejich smérovych vektort), které mohou nastat. Po chvi-
li dojdete ke vztahu presné odpovidajicimu nasledujicimu
vzorecku:

d = uyVy — UyVsy.

Pokud vyjde d kladné, je bod napravo od primky, pokud
vyjde d zaporné, je bod nalevo od pfimky, a kone¢né, pokud
vyjde d = 0, tak bod lezi na pfimce.

Bod a konvexni mnohothelnik

Konvexni mnohotuhelnik je takovy, ktery nema zadny vniti-
ni thel vétsi nez 180°. Jinou definici je, ze pokud si zvolime
libovolné dva body v mnohothelniku a natdhneme tsecku
mezi nimi, nikdy nam nevyleze z mnohothelniku ven.

Kdyz uz vime, co konvexni mnohothelnik je, jak zjistime,
jestli néjaky bod lezi v ném, nebo ne? Vyuzijeme vlastnosti
konvexnosti. Sta¢i nam jit po hranach na obvodu a zjisto-
vat, jestli hledany bod lezi na stejné strané vSech hran (tedy
pfimek uréenych koncovymi body hran), nebo nelezi.

Pokud bod lezi na stejné strané vsech hran, nachazi se
uvnitf mnohothelniku. Pokud se ale vuci jen jediné hra-
né nachazi na jiné strané nez vuci ostatnim, lezi bod vné
mnohotthelniku. Nejlépe to vysvétli obrazek:

Tomuto postupu se také nékdy Fika test polorovinami. Kaz-
d4 kontrola nam zabere konstantné mnoho ¢asu. Casova

slozitost tohoto postupu je tedy linearni vzhledem k poctu
hran, neboli O(N).

Bod a nekonvexni mnohotthelnik

Pro nekonvexni utvary je jiz postup o néco tézsi, protoze
jak si mizeme vSimnout, postup s kontrolovanim polohy
bodu vuéi vSéem hrandm fungovat nebude.

Mizeme si ale na chvili zahrat na Robina Hooda a ze zkou-
maného bodu vystrelit sip, respektive vést polopfimku. Pék-
né se nam bude pocitat, pokud polopfimku povedeme rov-
nobézné s néjakou z os (tfeba ve sméru (1,0)). Celé Feseni
pak spociva v pocitani, kolikrat polopfimka protne hranici
mnohotthelniku.

MiuZeme si totiz v§imnout, Ze findlné polopfimka skon¢i ven-
ku a nikdy vice jiz do mnohothelniku nevstoupi. A pokazdé,
kdyz do mnohotthelniku vstoupi, musi z néj zase nékdy vy-
stoupit. Pokud tedy bod lezi venku, zacali jsme polopfimku
vést zvenku, a tedy bude pocet protnuti sudy, pokud bod
lezi uvnitt, tak bude pocet protnuti hranice lichy.

Jediné, na co je potfeba dat pozor, je situace, kdy polo-
pfimka povede presné skrz néjaky vrchol. V takovém pii-
padé se musime podivat na opa¢né krajni body hran, které
se v tomto vrcholu stykaji. Pokud se obé nachézi ve stejné
poloroviné urcené polopfimkou, jen jsme se vrcholu dotkli,
ale neprosli jsme skrz (a tedy nepocitdme zadny prusecik).
Pokud se ale krajni body hran nachézi v opac¢nych polo-
rovindch, znamend to, Ze jsme ve vrcholu hranici protali
a musime zapocitat jeden prusecik.

Jako cviceni na rozmyslenou nechame situaci, kdy se druhy
krajni bod jedné z hran nachézi na polopfimce.

N
Opét musime zkontrolovat polopfimku vic¢i vSem hranam,
takze Casova slozitost je znovu O(N) (i kdyZ s o néco vyssi
konstantou, protoze spocitani priseciku je vice pocetnich
operaci nez jeden test polorovinou).

Konvexni obal a zametani roviny

Podivame se na jeden z nejznaméjsich geometrickych pro-
blému, totiz hledani konvexniho obalu mnoziny bodu v ro-
viné. Konvexni obal je nejmensi konvexni mnohothelnik,
ktery obsahuje vSechny zadané body. MuzZeme si vS§imnout,
ze vSechny vrcholy vysledného mnohothelnika musi byt né-
jaké body ze zadané mnoziny, jinak bychom mohli mnoho-
thelnik jesté zmensit (a nebyl by to konvexni obal).

Jako motivaci si pfedstavte tieba situaci, ze mate sad ovoc-
nych stromi a chcete je oplotit co nejkratsim plotem. Jak
takovy plot, nebo obecné obal, nalézt?

Vlevo neobalené body, vpravo obalené.

Ukéazeme si postup, kterému se fikd zametdnt roviny. Je to
trik, ktery najde uplatnéni u mnoha rtiznych geometrickych
problémt a vyplati se ho umét.



Zakladni myslenka spociva v tom, ze néjakou pfimkou, Ti-
kejme ji zametact primka, piejedeme pfes celou rovinu (od
minus nekone¢na do plus nekonecéna, zleva doprava nebo
shora doli) a vzdy, kdyZ zametaci pfimka protne néjaky pro
nas zajimavy bod, zpracujeme ptislusnou udélost. Uddlost
je néco vyznamného, co souvisi s p¥islusnym bodem (pri-
se¢ik pfimek, vrchol mnohothelnika apod.)

Ale jak jet pfimkou postupné od minus nekonec¢na do plus
nekonec¢na? To neni vibec nutné. Pohyb pfimky miZeme
zadit v néjakém startovnim bodé (vétsinou prvni udédlost
v setfidéné posloupnosti udélosti) a ukonéit ho po zpraco-
vani vSech udalosti. Navic nebudeme pfimkou pohybovat
plynule, ale budeme ji vzdy skdkat z udélosti na udalost
(protoZe mezi udalostmi se nic zajimavého nedéje).

Vratme se k naSemu problému s konvexnim obalem. Jako
udélosti budeme brat vSechny body, které dostaneme na
vstupu. V tomto pripadé ndm zadné nové udalosti v pribé-
hu vypoctu vznikat nebudou, takze frontu udalosti mtzeme
implementovat jako linearni spojovy seznam.

Na zacatku si body setfidime podle jejich z-ové soufadnice
(zatim budeme pro jednoduchost pfedpokladat, ze zaddné
dva body nemaji stejnou xz-ovou soufadnici), zacneme je
zametaci pfimkou postupné prochézet zleva doprava a bu-
deme si udrzovat konvexni obal bodt, které jsme uz zpra-
covali.

V pribéhu vypoctu si budeme konstruovat horni a dol-
ni obalku. Obé obalky budou urcité zacinat v nejlevéjsim
a kon¢it v nejpravéjsim bodé (jednoduchym pozorovéanim
lze nahlédnout, Ze tyto body do obalu urcité patii). A jak
uz nazev napovida, horni obalka ptjde vrchem a bude se
zatéacet stale doprava, a dolni obalka naopak piijde spodem
a bude se stale zatacet doleva.

Mzeme se pro zjednoduseni dohodnout, ze nejlevéjsi i nej-
pravéjsi bod patifi do obou obalek. Kdyz pak horni a dolni
obalku spojime, dostaneme konvexni obal.

Horni (respektive dolni) obéalku si budeme udrzovat jako
linedrni seznam vrcholi.

Ted si ukaZzeme, jak bude probihat jeden krok zpracovani.
Vypocet se bude provadét samostatné pro horni a dolni
obalku, my si ho ukdzeme jen pro horni (pro dolni je az na
zrcadleni stejny).

Uvazujme, Ze uz mame néjakou ¢ast horni obalky, skodi-
li jsme zametaci pfimkou na dal$i bod a ten ted chceme
pridat. Podivame se na posledni bod v horni obalce a zkon-
trolujeme thel posledni hrany v obdlce a useCky mezi po-
slednim bodem obalu a novym bodem.

K tomu mtzeme vyuzit napiiklad test polorovinami z tvo-
du kuchatky (pokud novy bod lezi viiéi posledni hrané hor-
ni obalky napravo, je vnitini thel konvexni, pokud nalevo,
je thel konkavni). Jestlize se horni obélka zataci doprava,
mame vyhrano, pfiddme novy bod do obalky a mutzeme se

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni
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vevs

posunout na dalsi bod. Zajimavéjsi je ale situace, kdy se
nam obalka stoc¢i doleva a vznikne konkéavni thel.

Pokud se podivame na obrazek vyse, jasné vidime, Ze je po-
tfeba dosavadni posledni bod obalky odebrat a zkusit spojit
nové pridavany bod s pfedposlednim. Odstranime tedy po-
sledni bod obalky a budeme test opakovat s predposlednim
bodem.

Takto budeme pokracovat (a pfipadné vyhazovat dalsi bo-
dy), bud nez bude thel hran konvexni, nebo dokud ndm
v obélce nezistane pouze jeden bod (poéatecni). Pak novy
bod priddme do obalky a pokracujeme s dalsim.

Vyse popsany postup je nejvyhodnéjsi provadét najednou
pro obé dvé obalky. Tedy kazdy bod se pokusime pfipojit
k horni i dolni obélce a podle toho obé obalky prislusné
upravime.

Proc¢ tento postup funguje? Postupné projdeme vSechny bo-
dy a kazdy z nich se alespon na chvili stane poslednim bo-
dem obéalky. P¥i zméné obalky se obsazend plocha v konvex-
nim obalu vzdy pouze zvétsi a zadny bod nam tedy nemiize
zustat mimo konvexni obal.

Jesté jsme zapomnéli na ptipad, kdy thel neni ani konvex-
ni, ani konkévni. V takovém piipadé se rozhodneme, jestli
budeme vrchol tohoto thlu zapocitavat mezi vrcholy kon-
vexniho obalu. Obvykle se takovy vrchol z konvexniho obalu
vyhazuje, ale nakonec vzdycky zalezi, k ¢emu ten konvexni
obal vlastné potfebujeme.

Skon¢ime, az zametaci primkou sko¢ime na posledni bod
a zpracujeme ho. V tomto bodé se nam obalky spoji a do-
staneme cely konvexni obal. Ted ale pfichdzi otdzka, kolik
¢asu nam tento postup zabere?

Muze se zdat, ze hodné, protoze pfi vyhazovani bodu z obal-
ky mtizeme postupné vyhodit skoro vsechny body. Oznac-
me si velikost zadané mnoziny (pocet bodi na vstupu pro-
gramu) N. Musime si uvédomit, ze kazdy bod do obalky
ptiddme pouze jednou a vyhodime ho také maximalné jed-
nou, tedy casova slozitost je linearni k velikosti mnoziny,
¢ili O(N), v pfipadsé, Ze jiz mame setfidény vstup. Pokud
ne, musime jesté pricist ¢as potiebny k setfidéni bodt, tedy
O(N log N) pfi pouziti néjakého rychlého tfidiciho algorit-
mu.?

Nakonec jesté zbyva dofesit vice bodu se stejnou x-ovou
soufadnici. Pokud to nejsou krajni body, tak nam to v po-
stupu nevadi. Mensim problémem je, kdyz to jsou pocatec-
ni, nebo koncové body. Problém ale snadno vyfeSime tim,
kdyz body sefadime lexikograficky, tedy nejdfive podle z,
a pokud je stejné, pak podle y. To nam jednoznacné urci
poradi bodti a pocatecni i koncovy bod.

Také si to mizeme predstavit tak, Ze rovinu nepatrné nato-
¢ime. Tim se ur¢ité konvexni obal (aZ na nato¢eni) nezméni,
nikde nebudou dva body nad sebou a z pohledu algoritmu
je to vlastné totéz, jako bychom prosli body v lexikografic-
kém poradi.

Hledani pruseciku usecek

Nakonec si ukdzeme jesté jeden typicky zametaci problém,
ktery principu zametani vyuziva o trochu vice nez konvexni

obal. Predstavte si, ze mate v roviné N tsecek a chcete najit
vSechny jejich pruseciky.

Hledame samoziejmé co nejrychlejsi algoritmus vzhledem
k N a poctu prusecika P.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni

Bystii si jiz jisté spocitali, ze pruseciki mize byt v extrém-
nim piipadé az N?, a tedy nic rychlejsiho neZ zkontrolovat
kazdou tisecku se vSemi dalSimi v tomto pripadé neni.

Ale takové piipady se moc Casto nestavaji, spiSe naopak.
Uvazujme tedy, ze priseciki je fadove tolik, kolik je tGsecek
a v tom pripadé je vyse popsany algoritmus jiz pomaly.

Ptredpokladejme pro zjednoduseni, ze v zadném bodé se ne-
protinaji t¥i a vice tsecek, zddné dveé tisecky nemaji vice nez
jeden spole¢ny bod (nelezi pies sebe) a zddné tsecka neni
ani presné svisla, ani pfesné vodorovna. VyfeSeni takovych-
to pripadi spociva v snadnych tpravach uvedeného feseni.

Pouzijeme opét zametaci piimku (pro lepsi predstavu ted
jdouci shora dolti, obecné ale nem4 smér zametani vyznam),
kterou budeme skakat pres udélosti, a na ni si budeme udr-
zovat aktualni stav. Nazvéme ji tfeba prurezem. Jak uz na-
zev napovida, bude udrzovat poradi tisecek, které aktualné
protinaji zametaci pfimku. Jelikoz se prarez bude po kazdé
udélosti ménit, budeme pro néj potrebovat Sikovnou da-
tovou strukturu. Ale na to se podividme aZ potom, co si
rozebereme udalosti, at vime, co od priifezu budeme chtit.

Stejné jako v minulém p¥ipadé budou mezi udalostmi vSech-
ny body na vstupu (tedy pocatecni i koncové body tsedek),
vyskytnou se tam ale i dalsi. Pojdme si tedy trochu lépe ro-
zebrat udalosti a akce, které se pfi nich maji stat:

® Zacdtek usecky: Pfidame tsecku na spravné misto do pri-
fezu, spocitame pripadné pruseciky s okolnimi tseckami
a ptridame je do seznamu udalosti.

e Konec usecky: Smazeme tseCku z prufezu, a jelikoz se
nam dvé okolni tisecky dostanou smazénim této k sobé,
musime jeSté spocitat jejich pfipadny prusecik a pridat
ho do seznamu udéalosti.

® Prisecik: Zapocitame a zapiseme si prusecik tsecek, pro-
hodime poradi téchto dvou tsecek na prirezu, a jelikoz
se ndm k sobé na prifezu dostaly nové tisecky, musime
spocitat, jestli se nékde protinaji, a pfipadné priseciky
pridat do seznamu udalosti.

Spocitani priseciki tsecek je jednoducha analytickd geo-
metrie. Nejdiive porovname jejich smérnice. Pokud jdou
od sebe, nemusime se o nic starat, pokud jdou k sobé, spo-
Gitame, ve kterém bodé se protnou. A kdyZz mame tento
bod, jenom ovéiime, jestli lezi na obou tseckach (neboli Ze
usecky nekonéi jesté pred spocitanym prisecikem).

Kdyz se podivame na pozadavky, hodilo by se ndm umét
v prufezu rychle vyhledavat, pridavat a mazat, k cemuz
nam nejlépe poslouzi vyhledavaci strom. Ale co za informa-
ce si budeme o tuseckach ve vrcholech stromu pamatovat?
Jejich aktudlni z-ovou pozici (tedy presnéji z-ovou souiad-
nici bodu této tGsecky na trovni zametaci pfimky)? Tu by-
chom museli po kazdé udalosti u vSech tsecek prepocitat,
budeme na to tedy muset jit chytfeji.

Ve vrcholech stromu si budeme uklddat pouze néjaky rovni-
covy tvar tsecky (napiiklad jeji obecnou rovnici, nebo smér-

3 http://mj.ucw.cz/vyuka/ads/43-geom. pdi]
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nici a bod) a vzdy, kdyZ budeme vyhleddvat ve stromu, tak
si na zakladé aktualni y-ové pozice zametaci pfimky spo-
¢itame v konstantnim cCase aktualni z-ovou pozici tsecky
(jednoduchym doplnénim do obecné rovnice) a podle toho
se budeme ve vyhledavacim stromu pohybovat.

Méme tedy datovou strukturu pro priifez, ale jak dlouho
budou trvat operace s ni? Jelikoz v kazdou chvili bude ve
vyhledévacim stromu maximalné N vrchold (tedy maximél-
né tolik, kolik je tseéek), budou vSechny operace se stro-
mem trvat O(log N).

Do seznamu udéalosti budeme potifebovat také pridavat prv-
ky, takze tentokrat se nAm mnohem vice hodi pouziti néjaké
haldy. Opét si mizeme uvédomit, ze v haldé bude najednou
pouze O(N) prvki (za kazdou usecku jeji zac¢dtek a konec
a pruseciky tsecek vedle sebe na prufezu, tedy maximéalné
N — 1 priisecikil), takze operace v ni bude trvat O(log V).

Kdyz uz mame vybudované datové struktury, podivejme se
na to, jak algoritmus pobézi. Na zacatku pridame do pru-
fezu prvni tsecku a do seznamu udalosti vSechny zacatky
i konce tsecek. Pak jiz jen postupujeme po udalostech, kaz-
dou udalost zpracujeme podle postupu vyse a skoncime ve
chvili, kdy nam dojdou vsechny udalosti.

Algoritmus funguje spravné, jelikoZ postupné projde pies
vSechny pruseciky (kdyZ jedna tsecka protiné vice dalsich,
tak postupnym prohazovanim v prurezu se dostanou vsech-
ny tyto dvojice vedle sebe a vSechny priseciky pfidame do
udélosti) a zddny priseéik neprojdeme vicekrat.
Zpracovani jakékoliv udalosti nas stoji konstantni mnozstvi
operaci s datovymi strukturami, a protoze kazda z téchto
operaci stoji maximalné O(log N), tak nas zpracovani jed-
né udélosti stoji O(log N). Pocet udélosti je 2N + P kde
N je pocet tiseCek a P pocet prisecikti na vystupu, tedy
celkova Casova slozitost je O((N + P)log N). Pro poradek
jesté uvedme pamétovou slozitost, které je diky pouzitym
datovym strukturdm O(N).

Mizeme si vSimnout, ze pokud by priisecikti bylo radoveé
N2, tak jsme si vlastné pohorsili. Pfedpokladali jsme ale
situaci, kdy je prisecikl fadove stejné jako tisecek. V tomto
pripadé je nas algoritmus vyrazné rychlejsi.

Zavér

Prosli jsme si zédkladni geometrické algoritmy pro rovinn-
né problémy a ukézali jejich zékladni myslenky. Riaznou
aplikaci a kombinaci téchto postupti muzeme Fesit vétsinu
lehéich geometrickych problémt v roviné, které potkame.

Jen jako ochutnavku si jesté uvedeme naptiklad Voroného
diagramy, coz je rozklad roviny na oblasti, které jsou vzdy
nejbliz danému bodu (motivaci mize byt naptiklad pfifaze-
ni obci na mapé k nejblizsimu krajskému méstu). P¥i jejich
konstrukci se také uplatni zametéani roviny, ovSem tentokrat
jiz ne primkou, ale pomoci zametacich parabol.

A jak jsme si uvedli na za¢atku, mnohé z uvedenych po-
stupt 1ze zobecnit z roviny i do prostoru, ale o tom nékdy
jindy. Pokud mate zajem o dalsi informace o geometric-
kych algoritmech, tak vias mizeme odkézat na studijni text
k prednasce ADS? na strankach Martina Marese.

Pokud stale nemate geometrie dost, miizete si jesté zku-
sit vyhledat pojmy kombinatorickd a vypocetni geometrie.
Dostanete se tak ke spousté dalsich zajimavych materidld.

Jirka Setnicka


http://mj.ucw.cz/vyuka/ads/43-geom.pdf

Vzorova resSeni treti série dvacatého devatého ro¢niku KSP

29-3-1 Verbovani

Predstavme si, Zze jsme u mésta Leyfast a prochazime
W1l ocislované domy. V kazdém z domd mame nékolik moz-
nosti, jak se rozhodnout. Abychom nalezli nejlepsi feseni,
mizeme zkusit kazdou moznou kombinaci rozhodnuti a vy-
brat tu nejvyhodnéjsi, ale to by trvalo prili§ dlouho.

Mizeme také zkusit vybirat dalsi krok hladové, neboli vybi-
rat moznost neporusujici pravidla, kterd nam lokalné (pro
tento dim) dé nejlepsi vysledek. To bude sice rychlé, ale
nedostaneme takhle spravnou odpovéd. Zkuste si to na né-
jakych vstupech, k rozbiti tohoto postupu staci jiz ukazkovy
vstup ze zadani.

Problémem hladového fesSeni je, Ze nijak nerespektuje to,
ze volba v i-tém domé ovliviiuje mozné volby v okolnich
domech. Pripomerime si, co mizeme v domeé udélat. Pokud
skrz domy ptjdeme odzadu, tak mizeme:

e Naverbovat vojaka, pokud jsme tak neucinili v predcho-
zim a neucinime-li tak v ani nasledujicim domsé.

® Vzit zbrané, pak musime nutné naverbovat vojédka v na-
sledujicim domé.

® Nevzit zbrané ani nenaverbovat vojaka.

Volba, ktera ovliviiuje vybér v okolnich domech, je verbo-
vani. Pokud se zkusime podivat na problém omezeny jen
na prvnich ¢ domi, tak by nas pro dalsi rozhodovani moh-
lo zajimat, jaké nejvyssi bojeschopnosti umime dosahnout,
pokud si v i-tém domé dovolime naverbovat vojaka a pokud
si zde vojaka nepovolime naverbovat.

Postavime si pro to rekurzivni funkci B(i, (true|false)),
ktera bude pocitat presné toto. Pokud se nam povede ji
spocitat, tak celkovou maximalni bojeschopnost ziskame
zavolanim B(N, true).

Ted si budeme muset sestavit funkei (pro pfipomenuti, v Z;
je zisk bojeschopnosti pfi brani zbrani z i-tého domu, v V;
to samé, ale pro verbovani z i-tého domu).

® Pro ¢ < 0 bude mit funkce vzdy hodnotu 0.
e B(i, false) bude maximum z:
o 7, +V,_1+ B(i—2, false) (budeme brat zbrané, coz
vynuti verbovéani v i — 1; lze pouzit jen pro i > 1)
e B(i— 1,true) (nebudeme délat nic)
e B(i,true) bude maximum z B(i, false) a navic:
o V,+ B(i — 1, false) (budeme verbovat)

Takovouto funkci 1ze jednoduse naprogramovat. Horsi je
exponencialni casova slozitost zptsobend vétvenim vypo-
¢tu v kazdém domu. Nastésti funkce, kterou jsme prave
definovali, zavisi pouze na dvou parametrech: i a verbovat.

Vysledky volani si tak muZzeme ukladat do tabulky veli-
kosti 2N. Pti opakovaném zavolani pak staci vratit uz dri-
ve spocitany vysledek. Spocitame tedy nejvyse 2N hodnot
funkce B, proto dostavame linearni slozitost vzhledem k po-
¢tu hodnot na vstupu.

Zbyvéa domyslet, jak navic zjistit jeden z plant verbovani
nabyvajici hodnoty B(N,true). Napiiklad mizeme spustit
znovu trochu modifikovanou funkci pocitajici B, ktera bude
nyni vracet odkaz na i-ty prvek spojového seznamu, ktery
reprezentuje jeden ze znakl (z,v,-). VSimnéme si, Ze takto
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pouzijeme jen N polozek seznamu, protoze uz mame spoci-
tany hodnoty B a v kazdém kroku tak voldme pouze jednou
nasi modifikovanou funkci.

Na trochu (ale jen konstantné) elegantnéjsi feseni s nahra-
zenim spojového seznamu Fetézcem se muzete podivat do
vzorového programu v C++.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-1.cpp

Marek Cerny

29-3-2 Trpasli¢i zavazi

K porovnavéani vahy sad zavazi a protizavazi se dalo po-
uzit nékolik rtznych postupt. Jednim z nich bylo pievést
zapis na takovy, ktery bude obsahovat jen jednicky a nuly,
a tento pak porovnat jako se porovnavaji binarni ¢isla. Dru-
hou mozZnosti je porovnat zapisy v této ,rozsirené dvojkové
soustaveé“ primo.

Za chvili si ukdZeme obé moznosti, nejdiive ale provedme
pozorovani. Podobné jako v klasické dvojkové soustavé méa
kazda pozice dvojnasobnou hodnotu nez pozice predchozi.
Kdyz si budeme postupné séitat hodnoty na dalSich pozi-
cich (za néjakou pozici s hodnotou z), tak nejdfive dosta-
neme polovinu z, z dalsi pozice ¢tvrtinu (neboli polovinu té
zbyvajici poloviny do x) a tak dale. Kazda dalsi pozice ndm
soucet vice pfiblizi k hodnoté z, ale nikdy ho nepfesdhne.
Protoze pozic v binarnim d¢isle je koneéné mnoho, ptiblizi
se na jednicku a vic uz ne — matematici by fekli:

n
do2=2rt o
=0

Takze pokud bude nejlevéjsi nenulova pozice ¢isla zapsa-
ného v této soustavé zaporna, tak i kdyby vSechny ostatni
porzici jiz byly kladné, dostaneme nejvyse -1 (a tedy celé ¢is-
lo bude zaporné). A naopak, pokud bude kladnd, tak ¢islo
bude kladné.

Podle tohoto mtizeme udélat prvni porovnani a pokud maji
nejvyssi pozice obou porovnavanych ¢isel rozdilnd znamén-
ka, muzeme rovnou oznamit vysledek a konc¢ime. Dal tedy
budeme zabyvat jen pripady, kdy jsou znaménka na nejvys-
gich pozicich stejna.

Dalsi trividlni pozorovani je, Ze pireklopenim vsSech znamé-
nek na opacnd vlastné jen zménime znaménko celého cisla.
Prevod do dvojkové soustavy

Pro jednoduchost budeme popisovat prevod pro cisla, je-
jichZz nejvyssi nenulova pozice je kladna (kdyztak si je podle
predchoziho pozorovani pfeklopime a zapamatujeme si, ze
je ¢islo vlastné zéporné).

Budeme se chtit zbavit vSech vyskytd —1 v zapisu cisla.
Vsimnéme si, ze nasledujici zapisy mtzeme bez zmény hod-
noty prevadét:


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-1.cpp

e (1,-1) = (0,1)
® (0,—1) = (—1,1)

V obou situacich délame to, Ze pfi¢teme dvojici (—1,+2),
coz je v souc¢tu nula, a tim vlastné posildme minus jednicku
dal doleva.

Mizeme tedy zah&jit pfevod od nejmensiho fadu zprava
a takto si minus jednicky priubézné eliminovat, nebo si je
posilat dal doleva. Mame ale jednu situaci, kterou jsme si
nepopsali — co kdyz se nam vedle sebe objevi dvé minus
jednicky?

Na chvili si povolime pouzit i hodnotu —2 a podivejme se,
co se ndm pii pficteni dvojice (—1,+2) miize stét:
(-1,-1) = (-2,1)

(-1,-2) — (-2,0)

(0,—-2) — (—1,0)

e (1,—2) — (0,0)

Zkusme si to na c¢isle 5 zapsaném jako 1,0, —1, —1. Pfi pfe-
vodu zprava dostaneme postupné 1,0, —2,1, pak 1,—1,0,1
a nakonec 0,1,0,1, coz odpovida ¢islu 5.

Pfevod tedy umime udélat linedrnim prichodem ¢islem od
nejmensiho fadu k nejvétsimu a eliminovanim minus jedni-
¢ek pomoci pFi¢itani vzoru (—1,+2). Pokud takto pfevede-
me obé ¢isla, uz je snadno porovname bindrné (priichodem
od nejvétsiho fadu a hleddnim prvni pozice, kde se lisi).
Porovnani odeétenim

Pokud vam pievod do norméalni dvojkové soustavy prijde
jako nehezky trik, d& se porovnani udélat i odectenim jed-
noho ¢isla od druhého. Podle toho, jestli nam vysledek vy-
jde kladny, nebo zdporny (coz poznédme podle znaménka
nejvyssi jednicky), uré¢ime snadno, které ¢islo je vétsi.
Odecitani muzeme délat klasickym Skolnim postupem od
nejmensiho fadu. Pokud nam vysledek odecteni vyjde 1, 0
nebo —1, je vSe v pofaddku. Pokud ndm vyjde mensi, nez
—1, tak musime udélat pfevod —1 do vyssiho fadu (a k to-
mu soucasnému pricteme +2, vlastné opét aplikujeme vzor
(=1,4+2)). Pokud nam vyjde naopak vétsi nez 1, pFicteme
—2 a posleme pfevod 1 (tedy pouzijeme vzor (41, —2)).

Pojdme se podivat na pribéh vypoctu tfeba ¢isla 1, —1, —1,
od kterého odeéteme ¢islo 1,1 (neboli 1 — 3 = —2). V prv-
nim kroku nam na posledni pozici vysledku vznikne —2, coz
pfevedeme na 0 a do vyssiho fddu posleme —1. Na druhé
pozici dostaneme —3 (i s pfevodem), coz pievedeme na —1
a do vyssiho fadu posleme —1. A nakonec na nejvyssi po-
zici dostaneme 1 — 1 = 0, ¢imz ziskdme spravny vysledek
0,-1,0.

Tento postup zabere také linedrni ¢as vzhledem k velikosti
vstupnich ¢isel. Na oba postupy se mizete podivat v piilo-
Zeném programu.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-2.py

Jirka Setnicka

29-3-3 Skreti véze

Mnoho z vas prislo s ndpadem zkouset rizné primky a ové-
Tit, jestli se ndhodou nejedné o hledanou osu. Vsechny moz-
né primky vsak urcité vyzkouset nemtizeme, téch je neko-
neéné mnoho. Které pfimky tedy pripadaji v tvahu?

Vyuzijeme toho, ze kazdy bod musi mit pfi osové soumeér-
nosti sviij obraz. Ocislujeme si tedy body postupné Py,
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Py, ..., Py_1. Budeme nejprve predpokladat, ze bod Py
se zobrazi na néjaky jiny bod a ne sam na sebe.

Vsimnéte si, ze pokud bychom védéli, na ktery bod se Py
zobrazi, je osa soumérnosti jednozna¢né urcena: musi to byt
osa usecky spojujici Py s jeho obrazem. My samoziejmé
nevime, na ktery bod se Py zobrazi, ale mizeme vyzkousSet
vSechny moznosti. Tim ziskdme N — 1 primek, mezi nimiz
se urcité hledand osa nachédzi (za pfedpokladu, Ze néjaka
osa existuje a bod Py neni obrazem sebe sama).

Rozmyslime si jesté pripad, kdy Py je sam sobé obrazem
a nachazi se tedy pfimo na ose. Nejjednodussi je vzit misto
Py bod P; a k nému stejnym postupem zkouset body P> az
Pn_;. Takto vytesime pripady, kdy alespon jeden z bodi
Py a P; nelezi na ose. Pokud by oba lezely na ose, je osou
primka Py P; — tu také pfiddme do seznamu kandidatu.

Timto postupem jsme tedy ziskali 2N — 2 piimek, mezi
nimiz se urcité osa nachdzi (existuje-li). Sta¢i pro kazdou
z primek ovérit, jestli osou skutecné je, tj. jestli ma kazdy
bod svij obraz.

Nejprve si pro kazdy bod spocitdme, kam by se pfi dané
ose zobrazil. Pokud bod lezi pfimo na ose, je sdm sobé ob-
razem. Pokud na ose neni, chce to trochu pocitani, ale nic
naro¢ného. Vezmeme primku prochazejici danym bodem,
ktera je kolmé na osu, a spocitdme jeji prisecik s osou.
Tento prusecik se musi nachézet ve stiedu tsecky spojujici
dany bod a obraz, takze soufadnice obrazu se uz jednoduse
dopocitaji.

Pro kazdy bod tedy vime, kam se zobrazi. Ted uZ staci zkon-
trolovat, ze v misté obrazu lezi néjaky jiny bod — v opac-
ném piipadé zkoumané piimka osou neni. Pokud bychom
pii kontrolovani obrazu pokazdé prochazeli vSechny body,
bude ndm kontrola jednoho obrazu trvat O(N), kontrola
viech obrazti O(N?) a prozkouméni véech 2N — 2 primek
O(N?3).

Tento postup lze zrychlit vhodnym setiidénim bodi. Pro
kazdou potencidlni osu body setfidime podle polohy jejich
pramétu na osu (to je pata kolmice k ose, na niz lezi dany
bod). Vsimnéte si, Ze tento primét jsme uz spocitali pfi hle-
dani souradnic obrazu. Mtzeme vyuzit toho, Ze pokud méa
byt bod Pj obrazem P, budou soufadnice jejich primétt
na osu stejné.

Pokud mame tedy takto setfidéné body, mizeme je brat po-
stupné. Vzdy vezmeme vsechny body se stejnymi souiadni-
cemi primétu a ulozime je do dalsiho pole. Toto dalsi pole
opét setfidime, tentokrat podle pozice na pfimce, na které
se vSechny nachézeji (to je n&jaka pfimka kolmd k ose). Je
zfejmé, Ze prvni bod v tomto mensim seznamu musi byt
obrazem posledniho, druhy predposledniho atd. Pokud si


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-2.py

néjakad tato dvojice neni navzajem obrazem, néktery bod
z dvojice nemé obraz a zkoumana pfimka neni osou.

Ptivodni setfidéni bodii zvlddneme v ¢ase O(N log N), t¥i-
déni mensich seznami stihneme jesté rychleji. Kontrolu po
setfidéni stihneme v linedrnim case. Jelikoz zkoumanych
piimek je stéle linearné, ¢ini celkova slozitost O(N?log N).

Cely tento algoritmus muzeme jesté zrychlit pouzitim he-
Sovaci tabulky.* Jednoduse si soufadnice vSech bodt do
jedné takové tabulky ulozime. Pak pro kazdy bod spoci-
tame soufadnice jeho obrazu podle dané osy a podivame
se do tabulky, jestli se tam bod s takovymi soufadnicemi
nachézi. Jelikoz zjisténi existence v heSovaci tabulce pro-
béhne v primérné konstantnim case, ziskdme ovéreni osy
v Case prumeérné linearnim. Celkové tedy v pramérném ca-
se O(N?). Toto feseni uz stacilo na ziskdni plného poctu
bodi.

Tézisté na pomoc
Pojdme se ale jesté podivat na FeSeni jiného typu, tfeba po-
vede k jesté lepsim vysledkim. Néktefi z vas chytie vyuzili

Vv

dé z téchto tézist jesté vazime pocdtem bodt z piislusné
skupinky).

Miuzeme tedy vzit body po dvojicich — vzdy si vezmeme bod
a jeho obraz (body, co lezi pfimo na ose, nechdme samostat-

mo tento bod. Kazdé takto spocitané tézisté se nachazi na

ose, tedy 1 t&7iste téchto tézist — jakkoli vazené — se bude

Vv

puvodnich bodt.

~vey

Poznamename jesté, ze tézisté dokazeme spocitat v linear-
nim case. Staci spocitat praumeér z-ovych a prameér y-ovych
soufadnic jednotlivych bodid. Vysledkem jsou souradnice

MV

Takto ziskdme jeden bod osy, musime jesté prijit na dru-
hy. Jeden zpiisob je opét zkouset stiedy tusecek PyPy pro
ostatni k. Tento zptisob je zdanliveé lepsi oproti predchozimu
v tom, ze miZeme pomeérné rychle odmitat primky, které
nejsou osami. Protoze aby se Py zobrazilo na Py, musi byt
piimka PPy se stfedem S kolma na osu T'S (T je tézis-
t€) a navic musi T'S protinat Py Py ve stfedu tsecky PyP.
Vsechno toto dokézeme zkontrolovat v konstantnim case
a rychle tak odmitnout spoustu potencialnich os.

Kdyz vsak vsechny tyto rychlé kontroly uspéji, musime opét
oveérit, jestli je dana pfimka skute¢né osou. To muzeme pro-
vést jednim ze zplsobil popsanym v predchozi ¢asti.

Nicméné v obecném pitipadé jsme si moc nepomohli. Jako
acinny protipriklad se ukaze mnozina vrcholi pravidelné-
ho n-thelniku sjednocend s mnozinou bodt rovnostranné-

mnozina osové symetrickd neni.

Sami si mizZete vyzkouset, Zze pokud budou vrcholy z troj-
thelniku brany az jako posledni v potradi, skutecné jsme si,
co se rychlosti tyka, oproti predchozimu postupu viibec ne-
pomohli — stale budeme muset zkouset O(N) os a zadnou se
nam nepodafi odmitnout rychlym zptsobem. Kazdou osu
budeme muset ovéfit pomalym zptsobem, celkové jsme te-

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani
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dy stéle na slozitosti O(N?). Pro jiné p¥istupy je jesté horsi
pripad, kdy vSechny body z trojihelniku i z n-tthelniku maji

My

od tézisté stejnou vzdalenost.

vvey

vV

Vv

vvey

a nadale budeme pocitat s témito upravenymi souradni-
cemi. Pak vime, Ze osa soumérnosti, pokud existuje, bude

Vv

Dale budeme pracovat s takzvanymi polarnimi souradnice-
mi, tj. misto x-ové a y-ové souradnice budeme mit u kaz-
dého bodu thel, ktery svird x-ova osa s primkou spojujici

vV

Potom si sefadime body podle tthlu (prozatim budeme pfed-
pokladat, ze zddné dva body nemaji stejny tihel). Mame te-
dy u kazdého bodu P; thel ¢;. V tomto setfidéném poradi
budeme nadéle vrcholy zpracovavat, ale ukaze se, ze duilezi-
té pro nas bude pamatovat si rozdil ahlu oproti predchozi-
mu vrcholu. Tedy pro kazdy vrchol spoéitame d; = @;—p;_1
a pro nulty vrchol dg = g + 360° — pn_1. VSimnéte si, ze
soucet pres vSechna J; nam dé 360°.

Pokud vzdalenost jednotlivych bodi budeme znacit pomo-
ci r;, mizeme ted thly a vzddlenosti zapsat do Fetézce
s = dorod171...0n_17Nn—_1. Tedy jednotlivé r; a §; bude-
me chapat jako jednotlivé znaky Tetézce. VSimnéte si, zZe
7 tohoto Tetézce lze zpétné zrekonstruovat puvodni rozloze-
ni bodt (az na rotaci okolo stiedu, ktera neovlivituje osovou
soumérnost). Prosté se vzdy otoc¢ime o dany thel §; a na-
kreslime bod ve vzdéalenosti r; od pocatku.

Predstavme si na chvili, ze osa x je hledanou osou sou-
mérnosti. Uvazujme pripad, kdy zadny bod nelezi na pravé
strané této osy (tedy neexistuje bod s ¢; = 0). Pak neni
tézké si predstavit, Zze nékteré tihly a vzdalenosti si musi
odpovidat. Konkrétné ro = ry_1, 01 = dn_1, 1 = rn_2,
0o = dny_o atd. Pro pfipad, kdy bod lezi na pravé strané
osy = dostaneme podobné rovnosti, jen trochu posunuté,
50 = 5N—1, rn =Trn-1 atd.

Kazdopadné si vSimnéte, ze oba pripady znamenaji, ze fe-
tézec s je skoropalindrom (palindrom je fetézec, ktery se
stejné cte zepfedu i zezadu, tedy Ze prvni znak je stejny ja-
ko posledni, druhy je stejny jako pfedposledni atd.). Pfes-
néji feceno v prvnim pripadé dostaneme palindrom, kdyz
za s pripiSeme prvni znak s (tj. dg), ve druhém, kdyz pred
s ptipiSeme jeho posledni znak (tedy ry_1).

Bohuzel nemame zaruceno, Ze osou soumérnosti bude osa x.
Takze musime fetézec s vhodné zrotovat, tj. opakované brat
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posledni znak fetézce a dat jej na prvni misto. VSimnéte si,
ze pokud zrotujeme do néjakého stavu

T‘k(sk+1 N (51\],17']\7,1507’0 e 5k71

a na konec zkopirujeme prvni znak (ry), vysledek je palin-
dromem pravé tehdy, kdyz osa prochézi bodem r;. Analo-
gicky pokud rotaci dostaneme Tetézec

5krk . 51\/,17"]\],1507'0 e 6k,1rk,1

a opét zkopirujeme dy, vysledek je palindromem praveé teh-
dy, kdyz osa prochazi stfedem tisecky mezi body Px_1 a Pj.
Uvédomme si, ze to jsou jediné moznosti, kde osa soumeér-
nosti muze lezet. Mame-li totiz tézisté T (nebo jiny libo-
volny bod na ose soumérnosti), bod A a jeho obraz A’, tak
thel mezi pfimkou T'A a osou soumérnosti musi byt stejny
jako mezi osou a piimkou T'A’. Pfedstavme si, Ze by tedy
osa délila néjaky thel 0, na thly §; a J;/. Necht je ), ten
mensi z nich a bod pfi tomto thlu (P, nebo Py_1) ozna-
¢ime K. Bod K se musi zobrazit na jiny bod, ktery dava
s osou thel §;, (resp. 360° — J;,, podle toho, jak se na to
divate), ale vSechny ostatni body davaji thel vétsi (resp.
mensi), K tedy nemé obraz a zkoumand pfimka neni osa.

Staci vyzkousSet vSechny tyto rotace a podivat se zda nejsou
skoropalindromem. Pokud si budeme uchovavat fetézec ve
spojovém seznamu s ukazatelem na zacatek i konec, dalsi
rotaci vytvorime v konstantnim case, staci odebrat prvek
z konce seznamu a dat jej na zacatek. Samotna kontrola,
jestli je fetézec skoropalindromem, bude v linedrnim case.
Staci zkontrolovat jestli je prvni prvek shodny s predposled-
nim, druhy s pfedpredposlednim atd. To zvladneme pomoci
dvou ukazateld, které vidy posuneme o jednu pozici.

Nicméné to opét vypada, zZe jsme si viibec nepomohli. Jednu
rotaci zkontrolujeme v éase O(N), ale rotaci je také O(N),
dohromady dostaneme opét O(N?). Nicméné éastym tri-
kem, kdyz hledame vhodnou rotaci, je negenerovat nové
a nové rotace, nybrz fetézec zkopirovat dvakrat za sebe.
Zkusme to také.

Pivodné jsme hledali rotaci s palindromem délky 2N — 1
(nezapominejme, ze N je poéet bodi, délka s je tedy 2N),
stejné tak mtizeme hledat palindrom délky 2N —1 ve zdvo-
jeném fetézci. To mizeme udélat tak, Zze najdeme nejdelsi
palindrom liché délky, pokud je delsi nez 2N — 1, mtZzeme
jej jednoduse zkratit (odebirdnim vzdy dvojici znakt z kra-
je) na tuto délku. A jak najit nejdelsi palindrom? Na to se
podivame spolu v paté sérii. Zatim jen prozradime, zZe to
zvladneme v linearnim case.

Uz jsme témér na konci, ale nesmime zapomenout jesté na
jednu véc. Na zacatku tohoto feseni jsme predpokladali, ze
zaddné dva body nebudou mit pfifazeny stejny uhel ;.

S tim se uz dé& celkem snadno vyporadat. Trochu upravi-
me konstrukci fetézce s. Kdyz budeme mit nékolik bodt
stejny thel, napiSeme jejich vzdalenosti do tohoto fetézce
hned za sebou v setfidéném poradi. Protoze ale potfebu-
jeme, aby se sekvence bodid se stejnym uhlem cetla stej-
né popredu i pozpétku (abychom mohli problém pfevést
na hledani palindromu), tak ji hned za ni zapiSeme zno-
va, v opacném poradi. Nas fetézec miize vypadat napriklad
takto: (507“07“17“27"27“17‘0(537‘37‘3(54 e

Odpovidajicim zptsobem upravime i délku hledaného pa-
lindromu. Ta je 2N + A, kde N je pocet bodu a A je pocet
nenulovych §;.
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Pojdme si to shrnout a podivat se na vyslednou slozitost.
soufadnice zvladneme v linedrnim case. Setfidénim bodu
podle thla stravime O(N log N). Zkonstruovat a zdvojit fe-
tézec opét zvladneme linearné a konecné jsme slibili, Ze na-
lezeni samotného palindromu jde také rychle. Celkoveé jsme
se tedy konecéné dostali na ¢asovou slozitost O(N log N).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-3.py

Dominik Smrz € Martin ,,Medvéd“ Mares

29-3-4 Mezi hlidkami

Ze vSeho nejdfive tlohu pfevedeme na variantu, kde je zaka-
zano vstupovat pouze na policka s hlidkou, ale na sousedni
slapnout muzete. Ud€lame to tak, ze priddme ,virtualni“
hlidku na vSechna pole sousedici s hlidkami ze zadani. Od-
povéd pro takto upravenou tlohu a vstup bude stejnd jako
pro ptvodni zadani.

Jednou z moznosti, jak se tloha dala fesit, bylo si na za-
¢atku najit pomoci prohledavani do Sitky nejkratsi cesty
mezi vSemi dvojicemi policek. P#i odpovidani na dotaz uz
budeme mit délku nejkratsi cesty predpocitanou a mtzeme
ji jen vratit.

Protoze pocitame cesty na poli velikosti N x M policek,
zabere nam vyhledani nejkratsich cest z jednoho policka do
v8ech ostatnich ¢as O(NM) (jedno prohledavani do sifky).
Jelikoz potfebujeme pocitat vzdalenost mezi vSemi dvojice-
mi poli¢ek, musime prohledavani spustit pro kazdé policko
samostatné, coz zabere O((NM)?) ¢asu a O((NM)?) pa-
méti. To neni prilis rychlé, zkusime to vylepsit.

Rychlejsi postup

Mizeme si vSimnout, ze vzhledem k malému poctu hlidek
nejkratsi cesta ptijde vétsinu casu po ¢asti plané, kde zadné
hlidky nejsou. Toho jde vyuzit a dosdhnout tak lepsi ¢aso-
vé 1 pamétové slozitosti. DAl v feSeni budeme pracovat se
souradnicemi startu x, ys a soufadnicemi cile x., y..

Reseni si rozdélime na dva piipady — bud neexistuje hlidka,
kterd je v obdélniku definovaném startem a cilem, a délka
nejkratsi cesty je tedy |zs — xc| + |ys — ye|, nebo ndm po
cesté néjaka hlidka bude prekazet a budeme to muset vyte-
sit. Tyto dva pripady také musime byt schopni odlisit, coz
vyfesime v posledni ¢asti feseni.

Chtéli bychom si predpocitat nejkratsi cestu mezi kazdymi
dvéma vrcholy, jenze to by trvalo pfilis dlouho. V§imneme
si ale, ze ve sloupcich a tadcich, kde neni hlidka, se ,nic
nedéje”. Pokud je takovych fadkt nebo sloupcu vice vedle
sebe, tak vzdy vSechny slou¢ime (zkontrahujeme) do jedno-
ho a poznamename si ke kazdému policku, kolika policktim
odpovidé ve vertikdlnim a horizontalnim sméru. Jednotliva
zkontrahované poli¢ka tak mohou odpovidat i docela vel-
kych obdélnikiim v puvodni plani. Nejkratsi cesty si pak
predpocitame az na této upravené plani.

P1i slucovani si u kazdého policka z puvodni plané navic
zaznamename, kde je jeho ,sloucena verze“ v kontrahova-
né plani. To se nam bude pozdéji hodit a takto se k této
informaci dostaneme v konstantnim cCase.

Na této kontrahované plani budeme chtit hledat nejkratsi
cesty. Muze se zdat, ze po upravé, kdy néktera policka re-
prezentuji vétsi vzdalenosti, nebude bézné prohledavani do
§itky stacit, ale muzeme si rozmyslet, ze diky kontrahovani
vzdy celych fadkd a sloupci bude i obycejné prohledavani


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-3.py

do sitky stale dostavat policka ve spravném poradi — takové
prohledavani do sitky totiz ptifadi polickiim stejna ohod-
noceni, jako kdybychom ho spustili na ptivodni plani. Nad
timto prohleddvanim do $ifky také muzeme premyslet jako
nad Dijkstrovym algoritmem, ktery namisto haldy pouziva
frontu.

Protoze hlidek bylo k, tak takto upravena plan ma rozmeé-
ry O(k?) (mezi sousednimi hlidkami je maximilné jeden
zkontrahovany sloupec nebo Fadek) a predpoditat si vSech-
ny nejkratsi cesty tedy bude trvat O(k*).

Potfebujeme jesté umét zjistit, zda je v obdélniku defino-
vaném startem a cilem hlidka. To miizeme udélat jednodu-
$e pomoci dvoudimenzionalnich prefixovych souéti (o nich
si muzete precist tfeba v nasi kuchafce zakladnich algo-
ritmt).®> Hlidky budeme povazovat za jednicky a prazdni
policka za nuly. V daném obdélniku pak bude hlidka praveé
tehdy, kdyz je v ném nenulovy soucet.

Dotaz pak bude vypadat nasledovné: Pokud mezi policky
nen{ zadna hlidka, délka nejkratsi cesty je |zs—xc|+|ys —yel-
Pokud mezi nimi hlidka je, vyuzijeme nasi kontrahované
plané, kde mame pro kazdou dvojici polic¢ek predpocitanou
nejkratsi cestu

Drobnou nesnézi je, Ze start (nebo cil) mohou lezet uvnitf
néjakého kontrahovaného obdélniku. MiuzZeme si rozmyslet,
7e Cast cesty, kterd je v tomto obdélniku, mtze jit libovol-
nou nejkratsi cestou do rohu nejblizsiho k cili (respektive
startu), tuto ¢ast cesty spoéitdme jako v piipadé vyse.

A dal uz pak vyhleddvame jen ve zkontrahované plani, re-
spektive v predpocitané datové struktufe délek cest mezi
dvojici zkontrahovanych policek.

Predpodéitani kontrahované plané bude trvat O(MN + k%)
a stejné prostoru bude zabirat vysledna datova struktura.
Na dotazy pak budeme schopni odpovidat v konstantnim
Case.

Kuba Tétek

29-3-5 Dradi zamek

K zadani této tlohy jste vSichni dostali napovédu, totiz ku-
chatku o metodé Rozdél a panuj. Toho jste vsichni sprav-
né vyuzili, a tfebaze dosla feseni vyuzivala rtizné pristupy,
vzdy byly zaloZeny na této metodé.

Takze jak se k tloze spravné postavit? Pfipomenime, Ze
¢tvercova miizka ma rozméry N x N, kde N je néjaka moc-
nina dvojky. Je snadné si vS§imnout, ze pro N = 1 mé tloha
trivialni feseni: mame jediné plné pole.

Pro vétsi N chceme celé zadani rozdélit na mensi dlohy.
Miizku uprostied rozsekneme na ¢tyti podmiizky, kazdou
S rozmery (%) X (%) Na podmiizku, kde se vyskytuje pl-
né pole, mizeme rekurzivné zavolat stejny algoritmus. Pro
ostatni podmfizky si pomuzeme tak, ze do rohu, ktery vza-
jemné tvori, vlozime navic dilek:

I cast

s plnym
polem

> http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy|

~16 —

V kazdé z nich se ted nachdzi plné pole, tudiz i na né se
muzZzeme zavolat rekurzivné.

Cely algoritmus slouzi zaroven i jako dukaz, ze kteroukoliv
mifzku velikosti N = 2% lze pokryt dilky. Pocateéni pozo-
rovani pro k = 0 je indukénim predpokladem, rozdéleni na
podmiizky indukénim krokem.

Pokud bychom chtéli algoritmus implementovat (coz jsme
od vas nepozadovali), je zajimavé se podivat na ¢asovou
slozitost. Budeme nasledovat vyse uvedeny postup a vy-
tvorime funkci, kterd vzdy polozi novy dilek a navic pro
N > 1 zavola rekurzivné ctyrikrat sama sebe. Samotny
pribéh funkce mé konstantni ¢asovou sloZitost (pouze vy-
poéitame polohu plného pole), takze zbyva vytesit, kolikrat
se zavola.

Zkusime pro zménu premyslet odspodu: volame funkci na
kazdou podmfizku velikosti 1 x 1, a téch se v m¥iZce nachéazi
N?Z: dale na kazdou podmiizku velikosti 2 2, téch je celkem
NTZ. Dostavame se tak k souctu fady: N2+ NTQ + NTZ +.. 41
K jejimu feSeni mtzeme vyuzit naptiklad kuchaikovou vétu
(Master Theorem), kterd nam odpovi, Ze celkova Gasova
slozitost je O(N?).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-5.py

Kuba Marousek



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-3-5.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy

29-3-6 Obrazec pro draka

Pro jednodussi feseni tulohy je dobré ptrevést si mnohotihel-
nik na néco, s ¢im se pracuje lépe. Vytvorime si graf, jehoz
vrcholy predstavuji trojuhelniky a hrany reprezentuji tyce.
Vrcholy sousednich trojuhelniki jsou tedy spojené hranou.
Jesté se nam bude hodit, kdyz i strany mnohothelniku bu-
dou hrany a za kazdou stranou budeme mit také vrchol.
MuZeme si vSimnout, Ze tento graf je stromem.

Nyni si miizeme vybrat jeden z vrcholt mimo mnohothelnik
a prohlésit ho za kofen naseho, nyni bindrniho, stromu. Ted
by néas zajimalo, co udéla s nasim stromem jedno ptreklopeni
tyce. Ukazeme si, Ze odpovida operaci stromové rotace.

Rotace je ,,oto¢eni“ hrany mezi dvéma vrcholy, kde zacho-
vame poradi vrcholt a podstromy prevésime, viz obrazek.

)
SR/ AN O
A\ /B B\ /C

Presné tohle udéld zvednuti tyce a jeji umisténi napric:

e I T

Pocatecni i cilovy obrazec prevedeme na bindrni strom, kde
za kofen zvolime ten stejny vrchol (neboli vrchol za stejnou
stranou mnohothelniku). Ted hleddme, jak pfevést pomoci
rotaci jeden na druhy. Jesté je dobré si ocislovat listy — tedy
vrcholy za hranami mnohothelniku. Aby dva stromy repre-
zentovaly stejnou triangulaci, tak musi sedét i ocislovani
list .

Stromové rotace maji jednu dilezitou vlastnost, totiz za-
chovavaji poradi listti. Nestane se nam tak, ze by se pora-
di listi néjakym zptsobem pomichalo (coz by znamenalo,
Ze by se ndm i mnohouhelnik musel néjak pfeklapét). Za-
chovani této vlastnosti je dillezité, protoze bychom jinak
mohli sice vymyslet zpisob, jak pfejit od jednoho stromu
k druhému, ale nesedély by nam listy, tedy by vlastné vibec
nemuselo jit o tu samou triangulaci.

Nyni uz jsme velmi blizko cile. Pfipominame, Ze hledame
libovolnou posloupnost rotaci, nemusi byt nutné nejkratsi.
Pokud budeme opakovat dostatecné dlouho rotace do jed-
noho sméru, tieba doleva, ziskame linearni strom.

Staci zacit u kofene a opakovat rotace, dokud neni vpravo
jenom list. Poté pujdeme k jeho pravému synovi a bude-
me to opakovat. V kazdé rotaci jeden vrchol zaradime do
linedrniho stromu a tedy ndm to bude trvat O(n) kroki.

To samé muzeme provést s cilovym stromem. Vyuzijeme
toho, ze k rotaci vpravo je rotace vlevo inverzni operaci.
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Abychom ziskali hledanou posloupnost preklopeni, miiZe-
me provést rotace stromu pocateéniho obrazce na linearni
strom a pak pozpatku ty, co jsme provedli s cilovym stro-
mem.

Strom sestrojime v linedrnim ¢ase, obé pfevedeni na line-
arni strom zvlddneme O(n) rotacemi, a protoze kazd4 trva
jen konstantni ¢as, tak celkovy ¢as bude O(n). Pocet rotaci
bude také O(n).

Najit nejkratsi posloupnost rotaci, ktera prevadi jeden bi-
narni strom na druhy, v polynomialnim c¢ase zatim bohuzel
neumime. Jestli to vibec jde, je stale otevieny problém.
Umoznilo by nam to efektivné spocitat rotacni vzdalenost
dvou stromd, totiz kolik nejméné rotaci je potieba pro pre-
vedeni jednoho stromu na jiny. To je hezkd metrika — zpt-
sob, jak méfit ,vzdalenost* (rozdilnost) dvou stromd.

Jirka Sejkora

29-3-7 Stromovi predci

Ukol 1: Chytiejsi znackovani

Ke koreni chceme stoupat z obou vrcholti soucasné. Jelikoz
nam asi nedali paralelni pocita¢, budeme to co nejvérnéji
simulovat. Vzdycky jeden krok na cesté z prvniho vrcholu,
pak jeden z druhého, a tak déale. Vrcholy na obou cestach
znackujeme a jakmile prvni vrchol dostane obé znacky, je
to hledany spoleény piedchidce (LCA).

Jak dlouho to trva? Oznacéme d; a do vzdélenosti k LCA.
Tento LCA dostane prvni znacku po d; krocich, druhou
po dy. Algoritmus se tedy zastavi po O(max(dy,ds)) kro-
cich, coz je totéz jako pozadovanych O(dy + da).

Ukol 2: Minimum svislé cesty

Chceme pocitat minimum ohodnoceni hran na ,svislé* ces-
t€ mezi vrcholem z a jeho predkem p. Predpocitame si
hloubky vrcholtt d(v), takze dotaz umime pielozit na mi-
nimum na cesté mezi x a Pra(z, d(z) — d(p)).

V zadéani jsme ukazali, jak si predpocitat skocky, tedy hrany
z v do Pra(v,2"), a pak poéitat Pra(w, k) slozenim O(logn)
skocek. Nyni si pro kazdou skocku predpocitame jesté mi-
nimum z ohodnoceni preskakovanych hran. To pro kazdou
zvladneme v konstantnim case slozenim dvou uz spocita-
nych minim. A pi#i skladani Pra(v,2*) ze skocek rovnou
slozime i prislusnd minima.

Predvypocet trva O(nlogn), pak odpoviddme v O(logn).
Ukol 3: Soucet svislé cesty

Soucet je mnohem jednodussi. Spocitdme si analogii prefi-
xovych soucti, tedy soucty S(v) vSech hran z kofene do v.
Soucet na cesté mezi x a jeho predkem p pak je prosté
S(x) — S(p). Predvypocet trva O(n), na dotazy odpovida-
me v O(1).

Ukol 4: Minimum obecné cesty

Minimum nebo soucet na obecné cesté mezi x a y spocteme
tak, Ze nejdfive nalezneme ¢ = lca(z,y). Pokud je x = ¢
nebo y = /, cesta je svisla a jsme hotovi. V opa¢ném pripadé
cestu rozlozime na dvé svislé cesty: z x do £ a z ¢ do y, pro
které uz umime odpovédét.

Ukol 5: Soucet pomoci ET-posloupnosti

Dostaneme ET-posloupnost, do niz jsme pii prichodu hra-
nou smérem dolu napsali jeji ohodnoceni, a pfi navratu na-
horu minus ohodnoceni. Chceme pocitat soucty na svislych
cestach, opét oznac¢ime x nizsi vrchol cesty a p ten vyssi.



Nejprve dokazeme, ze soucet vsech ¢isel mezi dvéma vysky-
ty téhoz vrcholu v v ET-posloupnosti je nulovy. Urcité to
staci dokézat pro ,sousedni® vyskyty, tedy takové, mezi ni-
miz jsme v nenavstivili. Nechme DFS bézet tak dlouho,
nez dospéje do prvniho z nasich dvou vyskyti vrcholu v.
Pak bude pokracovat do nékterého ze synu vrcholu v, na-
¢ez proleze cely podstrom pod timto synem, a nakonec se
vrati zpét do v, coz bude druhy z vyskytd. Kdykoliv pfi
tomto priichodu prosel po néjaké hrané dolti, vratil se po ni
pak nahoru, takze k celkovému souctu tato hrana prispéje
nulou.

Nyni dokazeme, Ze soucet vSech ¢isel mezi jakymkoli visky-
tem vrcholu p a jakymkoli vyskytem vrcholu z je roven
souctu cesty mezi x a p. Vzhledem k pfedchozimu odstavci
si mizeme vybrat konkrétni vyskyty: pro p si vybereme ten,
z néjz odejdeme hranou vedouci smérem k x; pro x zvolime
prvni vyskyt.

Uvazujme, co DFS provede mezi témito dvéma vyskyty.
Urcité proslo po cesté z p do z. VSechny podstromy odpo-
jujici se od této cesty doleva, kompletné proslo, takze cel-
kem pfispély nulou. Podstromy odpojujici se vpravo viibec
nenavstivilo. Nenulou tedy prispély pouze hrany na cesté.
K odpovidani na dany typ dotazti tedy stac¢i predpocitat
prefixové soucty pro ohodnocenou ET-posloupnost, a pa-
matovat si pro kazdy vrchol jeho libovolny vyskyt. To zvlad-

neme v linearnim case, na dotazy pak odpovidame odecte-
nim dvou prefixovych souctl, tedy v konstantnim case.

Ukol 6: Syn v zadaném sméru

Dostaneme vrchol x a jeho predchtidce p. Chceme najit to-
ho ze synu vrcholu p, ktery lezi na cesté z p do z. Pouzi-
jeme podobny trik jako pro vypocet LCA. ET-posloupnost
ohodnotime hloubkami a budeme hledat vrchol s minim&lni
hloubkou lezici mezi libovolnym vyskytem vrcholu = a po-
slednim vyskytem vrcholu p.

7 toho pfimo nic nezjistime: minimum se evidentné naby-
vé pro vrchol p. Ale pokud v zadaném intervalu nalezneme
nejlevéjsi minimum, je to ten z vyskytd vrcholu p, do néjz
jsme se z x vratili. Tésné pfed nim v posloupnosti lezi hle-
dany syn.

Staci nam tedy vylepsit strukturu pro intervalovd minima,
aby vzdy nasla nejlevéjsi vyskyt minima v intervalu. To se
dé zafidit tieba tak, ze do ET-posloupnosti pro i-ty vyskyt
vrcholu v misto hloubky d(v) zapiSeme uspotadanou dvojici
(d(v), 1) a dvojice budeme porovnavat lexikograficky. Nebo
mizeme dvojici zakédovat do pfirozeného ¢isla d(v) - n 4+ .

Takto upravena struktura bude stejné rychla jako ta ptvod-
ni, takze s pfedvypoétem v O(nlogn) dokdZeme odpovidat
v konstantnim case.

Martin ,Medved” Mares
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5.  Pavel Turek GTomkovaOL 4 7
6. Roman Bujdak G JM Galanta 3 3
7.  Peter Grajcar GMetodovaBA 3 3
8. Rajmund Hruska GPosKosice 4 2
9.  Pavel Turinsky G Brandys 4 12
10. Filip Geib G MMH LM 3 5
11. Jonas Fiala GJungmanLT 4 7
12. Martin Picek GJirsikaCB 2 2
13. Martin Kurecka  GJaroseBO 3 1
14. Jakub Pintera SPS Prosek 4 2
15. Miroslav Hrabal =~ GTomkovaOL 3 4
16. Matous Bilek GJSkodyPR 2 1
17. Matous Marik G_Krumlov 4 1
18. Lukas Caha GZborovPH 3 2
19. Katefina Cizkova G _Rokycany 3 2
20. Jan Kaifer GKepleraPH 1 5
21. Tomas Raunig GHlu 2 2
22. Frantisek Kmje¢ G Brandys 1 4
23. Krystof Mitka ZSUniverzum 0 3
24. Frantisek Deckert GOpatovPHA 4 1
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H3-1 H3-2 H3-3 H3-4 H3-5 H3-6 H3-7 | série celkem
8 10 11 11 9 13 15 60,0  180,0
8 10 5,5 9 11 47,0  140,2
8 8,0 121,6

10 7 8 11 39,1 1123

10 11 9 15 45,0  100,6

8 10 6 9 12 47,6 99,8
8 10 4 7 31,2 99,5
2 10 3 6 27,1 92,7
8 10 9 27,0 70,0
8 10 9 2 28,4 67,4
6 5 14,5 66,6

0,0 56,0

8 8,0 55,0
8 10 9 8 15 53,3 53,3
8 8,0 51,4
8 10 18,0 43,6
10 6 6 10 41,0 41,0

0,0 40,7

0,0 38,7

8 8 8 25,8 34,6
8 10 6 24,0 345
0,0 34,3

0,0 33,3

2 10 13,8 31,2
8 10 11 29,0 29,0




resitel skola rocnik sérit | H3-1 H3-2 H3-3 H3-4 H3-5 H3-6 HS3-7 | série celkem
25. Filip Masar PiarGNitra 3 2 0,0 27,4
26. Petr Gebauer GMgélnik 3 2 0,0 26,8
27. Michal Kodad SPS_Smichov 1 6 0,0 26,5
28. Jifi Loffelmann GLitomérPH 3 6 8 10 18,0 25,9
29. Véclav Pavlicek SPSE_Pard 1 6 0,0 25,5
30. Ondrej Gonzor G Brandys 0 2 2 1 4,8 23,6
31. Anna Rechtackovd  GJaroseBO 4 2 0,0 22.7
32. Kristidn Jacik GSRandyJN 4 1 0,0 22,6
33. Ondrej Krsicka GJaroseBO 1 2 0,0 22,0
34. Stanislav Lukes GPisnickdPH 4 13 10 10,0 21,9
35. Anna Hollmannovd GSRandyJN 0 3 1 1 2,8 21,5
36. Daniel Skypala GTomkovaOL —1 2 6 7,1 19,6
37. Radek Olsak MensaG 2 1 0,0 18,4
38. Jindfich Dité VOSPSZdar 1 2 1 1,6 17,2
39. Ptemysl Stastny GZamberk 4 15 8 8,0 15,6
40. Ondrej Cach SPSE_Pard 1 1 0,0 15,4
41.-42. Vojtéch Hudec G_CTiebova 3 3 0,0 12,1

Josef Polasek GKepleraPH 1 1 8 1 1 12,1 12,1
43. Vojtéch Lengal GZborovPH 3 1 0,0 11,0
44. Dalibor Kraméar G BO-Ret 2 1 0 8 8,7 8,7
45.-46. Adam Dfinek GNAlejiPH 3 1 0,0 8,0

Jakub Suchéanek GOpatovPHA 3 3 8 8,0 8,0
47. Jan Neumann GNAlejiPH 3 2 0,0 7,7
48.-49. Jakub Dobry GMikulasPL 3 4 0,0 7,6

Anna Sebestikovd ~ GCeskaCB 2 2 0,0 7,6
50. Michael Kozel GZborovPH 3 1 0,0 7,5
51. Jan Jenicek GNAlejiPH 1 1 0,0 7,4
52. Jakub Jirkal GJungmanLT 2 1 0,0 7,2
53. Jakub Spisak G VBN Prie 4 1 0,0 7,0
54.-55. Erik Kucdk GHorMichal 4 1 0,0 6,7

Martin Miller GVodéraPH 3 1 0,0 6,7
56. Michal Topfer G DrJPekMB 4 11 0,0 6,6
57. Eliska VI¢inska GHladnov 2 2 0,0 6,3
58. Vaclav Sraier GCeskoliPH 4 10 6 5,7 5,7
59. Jan Bil GDasickaPA 4 1 2 4,0 4,0
60. Jonas Havelka GJiroveCB 1 2 0,0 2,2

KSP pro vés pfipravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
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