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Piedné se vim omlouvame za zpoZdéni vydani FeSeni, orgové se na prazdniny rozutekli za
jinymi akcemi ¢i za ucenim se na statnice a sepsand fesSeni lezela néjakou dobu opusténa.

Nakonec se k vam ale feseni dostava a miizete se tak podivat, na jaka feseni jsme pii zadavani
uloh cilili a také se miizete podivat na zavér naseho stromového seridlu.

Pfejeme vam prijemné pocteni a hodné stésti i do dalsiho roku.
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Vzorova feSeni paté série dvacatého devatého ro¢niku KSP

29-5-1 Holubi posta

Cilem této ulohy bylo nalézt nejkratsi cestu pro zaslani
W1l zpravy holubi postou. Ale aby nebylo hledani nejkratsi
cesty tak jednoduché, mohlo se stat, ze v nékterych vr-
cholech budeme muset chvili pockat, nez oteviou postovni
stanici a poslou holuba dal.

Pokud by tloha neobsahovala ¢ekani ve vrcholech, stacil by
na vyresSeni Uplné klasicky Dijkstriv algoritmus, o kterém
méame dokonce i kuchaiku.! Cekani ndm vsak dlohu zkom-
plikuje jen drobné.

Digkstriuv algoritmus je postaveny na myslence, ze si drzime
seznam otevienych vrchold a u kazdého otevieného vrcho-
lu mame poznamenanou délku nejkratsi cesty, kterou se do
néj umime dostat. Na pocatku obsahuje tento seznam pou-
ze startovni vrchol (se vzdalenosti nula) a vSechny ostatni
vrcholy maji vzdalenost nastavenou na nekonecno.

V kazdém kroku ze seznamu otevienych vrcholti vezmeme
takovy, do kterého se umime dostat nejkratsi cestou. Po-
kud jsou vSechny hrany v grafu nezaporné, tak vime, ze do
tohoto vrcholu se uz kratsi cestou ze zadného jiného ote-
vieného vrcholu nedostaneme, a mtzeme ho tedy prohlasit
za finalni a uzavrit.

Pii uzavirani vrcholu se podivame na vSechny jeho sousedy
a pokud se do nékterého z nich umime dostat kratsi cestou
(tedy délky cesty do uzaviraného vrcholu plus délka hrany
bude mensi, nez vzdalenost poznamenand v sousedovi), tak
vzdalenost v sousedovi aktualizujeme.

Spravnost tohoto postup je déna tim, Ze do uzaviraného
vrcholu se uz nemuzeme dostat jinou kratsi cestou, coz
uz jsme si ukdzali vySe. Nyni pojdme Dijkstriv algoritmus
lehce modifikovat pro nas pripad a pak si opét dokazeme
spravnost takto upraveného algoritmu.

Budeme potiebovat umét zjistit, jestli jsme do mésta pfi-
letéli v oteviraci dobu posty a pokud ne, tak zjistit, kolik
hodin zbyva do jejiho nejblizsiho otevieni. Jelikoz jsou ote-
viraci doby pravidelné, tak nam staci jenom odecist offset,
spocitat zbytek po déleni periodou a vyjde nam, v jakém
Case periody jsme dorazili. Z toho uz lehce vyvodime, jestli
je otevieno, nebo musime pockat.

Pak budeme postupovat jako v Dijkstrové algoritmu — pori-
dime si minimovou haldu, do které na zacatku vlozime start

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty|
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|

s casem odletu nula. V kazdém kroku pak vezmeme nejmen-
§i vrchol z haldy a pro kazdého souseda spocitame cas, ve
kterém do souseda pfiletime, a ¢as, ve kterém budeme mo-
ci ze souseda odletét dal (pokud priletime v oteviraci dobé,
tak budou Casy stejné, jinak bude c¢as odletu v okamziku
nejblizsiho dalsiho otevieni posty).

Takto upraveny Dijkstruv algoritmus bude stale fungovat
— pokud vezmeme otevieny vrchol s nejmensim casem od-
letu, tak se do néj uz ze zadného jiného otevieného vrcholu
nedostaneme s mensim ¢asem.

Jesté nam zbyvaji dvé posledni drobnosti: u vrchold si musi-
me pamatovat i ¢as ptiletu (to je dilezité u cilového vrcholu,
abychom pak spravné nalezli nejrychlejsi cestu) a také to,
odkud jsme do kazdého vrcholu priletéli s nejmensim casem
pro rekonstrukci nejkratsi cesty. Na detaily implementace
se muzete podivat do naseho vzorového feseni.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-1.4

Jirka Setnicka

29-5-2 Odcykleni zamku

Pomalé FeSeni

Nabizi se fesit tlohu primocafe: najdeme néjaky cyklus,
vybereme z néj nejtenci hranu, tu odstranime. To celé opa-
kujeme, dokud v grafu néjaké cykly jsou.

Pro hledéani cyklu se ndm bude hodit prohledévani do hloub-
ky. Plati, Ze v neorientovaném grafu existuje cyklus prave,
kdyz DFS najde zpétnou hranu — tedy hranu vedouci do
jiz dfive navstiveného vrcholu (ale ne toho, ze kterého jsme
praveé prisli). Podrobnosti o klasifikaci hran pomoci DFS na
stromové a zpétné najdete v nasi grafové kuchaice.?

Pokud si u kazdého vrcholu pamatujeme, odkud jsme do
néj prisli (tedy rodice v DFS stromé), snadno cely cyklus
obejdeme, najdeme nejtenci hranu a odstranime ji. Odstra-
nénim hrany (pokud nebyla zpétnd) ale porusime strukturu
DFS stromu, takze kdyz chceme hledat dalsi cyklus, musi-
me provést DFS znovu od zacatku.

Jedno DFS trva ¢as O(N + M). Kolikrat ho budeme pro-
vadeét? Urcité maximalné M-krat, protoze v kazdém kroku
odstranime jednu hranu. Ale muZe to byt opravdu tolik?


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-1.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

Ano, uvazte napiiklad néasledujici graf (hrana vlevo ma
tloustku 3, ostatni 1):

V kazdém kroku odebereme jednu hranu tloustky 1 a zba-
vime se tak jednoho trojihelniku. Celkem udélame (M —
1)/2 = ©(M) kroku. Celkova ¢asova slozitost je tedy oprav-
du ©(M (M + N)) = O(M? + MN).

Rychlejsi feseni

Predchozi feSeni se asi neda nijak snadno primo zrychlit.
Pokud chceme dosdhnout lepsi slozitosti, musime opustit
odstranovani cyklt po jednom a podivat se na problém ce-
listvéji.

Predpokladejme pro jednoduchost, Ze graf je souvisly. Chce-
me 7z néj postupné odstranit vSechny cykly, to znameni, ze
na konci nam zbude strom. Potencialné by to mohl byt i les,

ale to se nestane, protoze odstranénim hrany lezici na cyklu
nelze porusit souvislost grafu (rozmyslete si).

Dostavame tedy strom propojujici vSechny vrcholy ptivod-
niho grafu, neboli jeho kostru.?

A jelikoZ se celou dobu snazime odstranovat nejtenci mozné
hrany, na kostru zbudou ty tlustsi. V tuto chvili si mize-
me odvazné tipnout, Ze vyslednd kostra bude maximéalni:
tedy s nejvétsim moZnym souctem tlousték hran (v kostro-
vé terminologii jim obvykle spi§ fikdme vdhy) mezi vSemi
kostrami.

Odtud se rysuje algoritmus: nejprve najdeme maximaélni
kostru. Vétsina znadmych algoritmt hleda kostru minimal-
ni, ale jednoduse je k tomuto ucelu upravime. Naptiklad
u Kruskalova algoritmu popsaného v kucharce stac¢i na za-
¢atku setiidit vahy sestupné misto vzestupné. Jiné algo-
ritmy lze téz snadno upravit, naptiklad tak, ze vSsechny vahy
vynasobime —1, nebo prosté v algoritmu obratime vSechna
porovnani vah.

Potom draty k odpojeni jsou pravé ty hrany, které nepatii
do nalezené maximalni kostry. Mizeme je dokonce odpojit
v libovolném poradi.

Proc¢ to funguje?

Uvazujme libovolnou hranu e nepatfici do maximalni kost-
ry. Ta spolu s pfislusnou éasti kostry uzavira cyklus (muze
lezet i na dalsich cyklech, ale ty nas nezajimaji). Ukazeme,
Ze ma na tomto cyklu miniméalni vahu.

Kdyby na témze cyklu existovala hrana f s mensi vahou,
mizeme z kostry odstranit f a pridat misto ni e:

Tim bychom dostali novou kostru s vétsi celkovou vahou,
coz nemuzeme, protoze puvodni kostra byla maximéalni. Te-
dy odpojovana hrana e musi byt nejlehéi na tu¢né vyzna-
¢eném cyklu.

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/kostry

A protoze cely zbytek cyklu patii do kostry, a tedy zlstane
v grafu az do konce, bude v dobé odpojovani tento cyklus
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hranu na néjakém cyklu a kazdé takovéto odpojeni je ko-
rektni.

Tim méme hotovo. Kostru nalezneme v ¢ase O(M log N),
zbytek algoritmu zvladneme v linedrnim case.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-2.py

Filip Stédronsky

29-5-3 Sérum pravdy

Nejprve si mizeme uvédomit, ze vzhledem k tomu, ze vSech-
na mnozstvi kapek jsou v lahvickadch nezapornd, pii zvét-
Seni poctu pouzitych lahvicek nikdy neklesne soucet vSech
kapek.

Jelikoz ze vSech lahvicek vybirdme souvisly tsek, mtizeme
si jej pamatovat pomoci dvou indext a, b tak, ze lahvicky
vybrané maji index i, kde a < ¢ < b. Jestlize indexy se
navzajem rovnaji, mame prazdny usek.

Postupujme ve hledani nejblizsiho souctu nasledovné:

Na pocéatku necht a = b = 0. Déle m&jme v kazdém kroku
vybrany tsek a k nému indexy a, b a soucet kapek S. V pri-
padé, Ze rozdil |S — K| je zatim nejmensi, co jsme potkali,
zapamatujeme si jej véetné indexd a,b. Poté se podivame
na vztah S a K. Mohou nastat t¥i moznosti:

e S = K. Potom jsme nasli optimalni feSeni a miZeme
skoncit.

e S < K. Potom je zbytecné se snazit soucet zmensit, pri-
dame tedy prvni lahvicku za tsekem do néj, tudiz b se
zvysi o 1.

V piipadé, ze pied zvySenim byl b roven poctu prvk,
nemame se kam posunout dale, a proto skonc¢ime.

e S > K. Analogicky, v tomto pfipadé chceme soucet kapek
zmens$it, proto prvni prvek z tiseku odstranime. Tudiz a se
zvysi o 1.

Rozmysleme si, ze a nemutze nikdy pfedcit b. Jakmile
a =10, je S =0, a proto nemize pro nezaporné K tato
situace nastat.

V pfipadé, ze jsme skondili, vypiSeme nejlepsi mozné na-
lezené feseni. V§imnéme si, Ze algoritmus funguje spravné
— prozkoumali jsme vSechny moznosti a, b, které mély sou-
Cet S dostatecné blizko K.

Jak si efektivné pamatovat aktuélni soucet S7 Jedna moz-
nost je pouzit prefixové soucty. Poté umime odpovédét kon-
stantnim ¢asem na soucet tseku.

Existuje vSak zptsob, jenz nepotiebuje linedrni mnozstvi
paméti, ale stale umi soucet udrzovat v konstantnim ca-
se. Na zacatku je urcité S = 0. Navic pii jednom kroku
bud pravé jednu lahvicku priddme nebo odebereme. Tudiz,
jestlize lahvicku pridéavame, jeji pocet kapek pficteme k S.
Podobné v pripadé odebirani zase jeji pocet kapek od S
odecteme.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-2.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/kostry

Jakou mé tento algoritmus casovou slozitost? Uz jsme na-
hlédli, ze soucet daného tiseku umime pocitat v konstant-
nim case. Déle kazdou lahvi¢ku navstivime nejvyse dvakrat
— jednou, kdyz ji pfidavame do tseku, a podruhé, kdyz ji
z useku odebirame. Celkova slozitost je tedy O(NNV) vzhle-
dem k poctu lahvicek.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-3.py

Vasek Koncicky

29-5-4 Rotujici ¢epele

Priklad vyfesime prohleddvanim do hloubky. Pokud by-
chom se podivali na vSechny bezpecéné casy, budou tvorit
sjednoceni (byt moznd prazdné) intervalt rychlosti. My bu-
deme postupné pridavat Cepele a pri tom si prepocitavat
interval By, coz bude nejlevéjsi interval, ve kterém bezpec-
né projedeme prvnimi k Cepelemi a ve kterém by mohlo
potencialné lezet feSeni.

Kdyz pridavame (k + 1)-ni ¢epel (tedy pocitdme interval
By.+1), potfebujeme najit nejpomalejsi bezpeény rychlost-
ni interval (k 4 1)-ni ¢epele, ktery ma neprazdny prunik
s Bji. Minimalni rychlost intervalu ziskame tak, Ze spocita-
me, kolikrat se dané cepel otocila do zacatku By, toto ¢islo
zaokrouhlime nahoru a z tohoto ¢isla spocitame cas, kdy se
tak stalo.

Nejvyssi rychlost intervalu pak spocteme tak, ze miniméalni
rychlost pfepocteme na ¢as, kdy bychom ke (k+1)-ni ¢epeli
dojeli, pfidame polovinu jeji periody a tento cas prepocte-
me na odpovidajici rychlost. Mize se nam stat, ze takovy
interval neexistuje. V takovém pfipadé tudy cesta nevede
a musime se vratit. Proto si budeme udrzovat vSechny in-
tervaly na zasobniku (prohledavdme do hloubky). Budeme
si tam pro kazdou cCepel udrzovat bezpecny interval pro
prvnich £ cepeli i interval samotné k-té Cepele.

Kdyz odebereme k-tou cepel ze zdsobniku, budeme chtit
pokracovat prohledavani dalsim intervalem k-té cepele. Ten
muzeme jednoduse spocitat tak, Ze spocteme ¢asy odpovi-
dajici krajnim rychlostem intervalu, pficteme k nim periodu
k-té Cepele a to prepocitame zpét na rychlosti. Pak spoci-
tame prinik tohoto intervalu s prohledavanym bezpecnym
intervalem prvnich k£ — 1 &epeli (ten najdeme na vrchu za-
sobniku). MiZe se stét, Ze i tento prinik bude prazdny,
v kterémzto pripadé budeme pokracovat v odebirani ze za-
sobniku.

Na kazdy prvek na zasobniku nam sta¢i O(1) bunék paméti
a zasobnik je vysoky nejvyse n, kde n je pocet Cepeli. Potte-
bujeme tedy O(n) paméti. Libovolnym intervalem libovolné
cepele projdeme nejvyse jednou, takze cely algoritmus bu-
de mit ¢asovou slozitost O(n X €gyg), kde €ayg je pramérny
pocet intervalil cepele.

Kolik takovy pocet intervaltt mtze byt? Tuto hodnotu spoc-
teme pro jednu cepel, ¢,y pak bude primérem téchto hod-
not. Nejdfive spocteme rozsah castl, ve kterych se umime
k ¢epeli dostat. Ozna¢me si minimalni a maximalni rychlost
voziku Upin @ Umae respektive a d; vzdalenost i-té Cepele
a p; délku jeji periody. Pak bude interval, kdy bychom se
uméli k i-té ¢epeli dostat (kdyby nebyly zadné dalsi ¢epele)
[Vmin * diy Umaz * d;] a jeho délka je vpmaq * di — Vmin * d;.
Cepel se za tuto dobu otoci (Vmaz * di — Vimin * d;)/pi-krat
a stejny bude i pocet bezpecnych intervalt této Cepele.

Kuba Tétek

29-5-5 ZaSifrovany text

Nejprve obecnéji k vasim reSenim — castokrat se objevilo, ze
jste si oznagdili délku véty napi. pismenem V' a slozitost pak
méfili vzhledem k V', nebo dokonce V. Pozor, V miize byt
asymptoticky stejné velké jako zaSifrovany text. Jeho délku
si oznacime jako N.

Obcas jste si pak nerovnost ze zadani otocili — plati K <
V'V, ne naopak. Tedy specialné neplati, ze O(v/'V) C O(K),
coz jste se snazili obc¢as pouzit. My se pokusime vyjadfovani
slozitosti vzhledem k V' vyhnout, nicméné oznaceni V' pro
délku klice si vypijcime.

Nejprve se pro zjednoduseni nau¢ime pocitat se znaky. Arit-
metické operace budeme totiz provadét rovnou s nimi. Pro-
hlasme, ze a = 0,b = 1,...,z = 25, a vSechny operace se
chovaji stejné, jako bychom je provedli s pfifazenymi ¢isly
— avSak modulo 26. Napfiklad a — b = z.

Nyni k véci. Napred chvili predpokladejme, Ze zname délku
klice K. Navic predpokladejme, ze V' > 1, protoze jinak by
i K bylo rovno jedné a znamé pismeno by slo najit kdekoli.

Z definice Vigenerovy sifry vime, ze pismena vzdéalena K od
sebe jsou zaSifrovana stejnym znakem klice. To ovSem zna-
mena, ze rozdil znakl v zaSifrovaném textu, které jsou od
sebe vzdalené pravé K, na kli¢i viibec nezavisi.

Prepocitame si tedy jak vstupni text, tak znamou vétu tak,
Ze od i-tého pismene odecteme (i+ K )-té. Poslednich K pis-
men zahodime. MiZzeme si to dovolit, K je asymptoticky
mensi nez vV, tedy se nam velikosti vstupnich dat nezmé-
ni fadove.

Nyni mame dvé posloupnosti rozdild, které na kli¢i nezavi-
si. Specialné to znamena, ze upraveny vstupni text obsahu-
je upravenou znamou vétu jako podposloupnost. Spustime
tedy obycejny algoritmus na vyhledani jehly v sené, nap¥i-
klad KMP. Jeho vysledkem bude pozice p zndmé véty ve
vstupnim textu.

Kdyz mame pozici, mizeme se zase vratit k ptivodnim tex-
tm a znadmou vétu na pozici p od textu odecist. Vyjde nam
néjaké opakovani klice. Pokud ale pozice p neni zrovna dé-
litelnd K, bude kli¢ néjak posunuty — to musime napravit.
Napriklad tak, ze vezmeme dva nejblizsi nasobky K vyssi
nebo rovny p, a precteme si kli¢ mezi témito pozicemi.

Prepocitani i hledani pomoci KMP stihneme v ¢ase linear-
nim k délce vstupu, tedy O(N). Predpokladdme, Ze zndmé
véta neni delsi nez vstup, protoze pak by se zjevné nemohla
v deSifrovaném vstupu vyskytovat.

Jak ale zjistit délku klice, jejiz znalost jsme predpokladali?
Prosté vyzkousime postupné vSechny. Potom se samoziejmé
miuze stat, ze vyhledavanim vétu nenajdeme, coz ale zna-
mena, ze jsme K zatim netrefili. Nejpozdéji po K krocich
nam hledéni néco najde.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-3.py

Pro¢ nejpozdéji? Samotny kli¢ muze byt periodicky, pak
najdeme jen jeho periodu. Informaci o tom, jak skuteéné
vypadal ptivodni kli¢, uz ziskat nemtizeme.

Ve vysledku tedy nejvyse K-krat opakujeme vyhledavani
a nas algoritmus ma dohromady ¢asovou slozitost O(NK).

Nejvic paméti nam sebere vyhleddvani v textu — potfebu-
jeme si ulozit vyhledavaci automat. Na ten nam ale stale
postaéi O(N) paméti, ostatné stejné jako na ulozeni vstupu.
Samotné upravené posloupnosti bychom ukladat nemuseli,
daji se pocitat ,za letu“.

Mimochodem, pokud bychom algoritmu pfedhodili nahod-
na pismena misto textu, on by stejné nalezl néjaké reseni.
Vzdy totiz existuje kli¢ délky V, ktery text desifruje tak,
aby se v ném dand véta nachéazela. Proti tomu neni obrany,
ale nastésti po nas nikdo nechtél, aby se algoritmus choval
spravné i pro nevalidni vstup.

Algoritmu navic staéi (s drobnou modifikaci ziskavani kli-
¢e), aby byla véta alespori dvakrat tak dlouhd jako kli¢ —
potom bude spravny kli¢ jednim z nalezenych. Zvysujeme
ale mnozstvi falesnych kli¢t, které v zasifrovaném textu na-
jdou vétu, prestoze tam puvodné nebyla. Vzorovy program
je upraven tak, aby vypsal vSechny nalezené klice kratsi
nez V.

Na zavér dodejme, 7Ze znalost ¢asti desifrovaného textu je
pomérné silny zptisob, jak ziskat kli¢ Sifry. Asi nejzndméj-
§im pripadem, ktery je mozna nepravdivou historkou, je
rozlusténi Sifer psanych na Enigmé. Némci totiz za valky
posilali kazdé rano zpravy o pocasi, které mély velice pfed-
vidatelny tvar, pficemz kli¢ se ménil pouze jednou denné.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-5.py

Ondra Hlavaty

29-5-6 Nejsilnéjsi kouzlo

Ackoli zadani této tlozky lze popsat tfemi slovy: ,najdé-
te nejdelsi palindrom“, mozna byste necekali, ze feseni lze
charakterizovat nasledujici trojici slov: ,umime to linear-
né“. Nez se ale dopracujeme k rychlému feseni, ukdzeme si
pro zacatek dvé pomalejsi. To druhé z nich se ndm bude
nesmirné hodit.

Asi kazdého napadlo feseni s ¢asovou slozitosti O(N3), kde
N je délka vstupniho textu. Staci vyzkouSet vSechny moz-
nosti. Vezmeme tedy kazdy mozny zacatek a kazdy mozny
konec. Tim ziskdme O(N?) kandid4tt. Ted uz jen kazdého
kandidata prekontrolujeme jednoduchym prichodem v li-
nearnim case a nejdelsi nalezeny palindrom nakonec vypi-
Seme.

Kvadratické FeSeni

Casto jste také vymysleli pékné kvadratické FeSeni. Jeho
myslenka je jednoducha. Nebudeme kontrolovat od kraju,
ale od stredu palindromi. Moznych stfedd je totiz pouze
linedrné s délkou vstupu. Stfed palindromu je bud jeden
znak (pro palindromy liché délky), nebo dvojice po sobé
jdoucich znakt (pro sudé palindromy). Od kazdého tedy
zacneme kontrolovat postupné smérem ke krajim.

Pro jednoduchost mtizeme hledat zvlast nejdelsi lichy palin-
drom a nejdelsi sudy a na zéveér si jen vybrat ten delsi z nich.
Pro liché palindromy tedy méme vzdy pozici stfedu s, tj.
index, na kterém je aktudlné testovany stied palindromu ve
vstupnim poli.

V kazdém kroku porovnédme znaky na pozicich s —i a s+1.
Pokud jsou stejné, zvétsime ¢ o jedna. Pokud se vSak lisi,
znamena to, ze nejdelsi palindrom se stfedem v s jsme nasli
v predchozim kroku. Zacind tedy na znaku s — i + 1, kon¢i
na s+¢— 1 a mé délku 2: — 1. V takovém pfipadé mizeme
pristoupit k dalgimu sttedu (s = s+ 1;i =1).

Pro sudé palindromy to bude fungovat stejné, jen se na par
mistech objevi navic +1. Samoziejmé také musime oset-
fit to, abychom pii kontrolovani nevytekli s indexy mimo
vstupni pole. Pokud véas zajimaji detaily, podivejte se na né
do programu.

Umime to lépe?

Na za¢atku jsme slibovali feseni s ¢asovou slozitosti O(N).
Jak bychom mohli soucasné kvadratické reseni zrychlit?
Nejprve reseni priddme trochu paméti. V obyc¢ejném poli
si pro kazdy zkoumany stfed zapamatujeme délku nejdelsi-
ho mozného palindromu.

Aby se nam s touto hodnotou lépe pracovalo, budeme si ve
skutecnosti ukladat vzdalenost stfedu s od krajnich znakt
nejdelsiho palindromu s timto stiedem. Rikejme této vzda-
lenosti tfeba polomér a oznafme si ji r[s]. Pro palindrom
délky 5 budeme mit ulozeny polomér 2.

Ptedstavme si, Zze jsme pravé nasli néjaky relativné dlouhy
palindrom se stfedem v s a krajnimi znaky s—r[s] a s+7r[s].

V popsaném feseni nas nyni ¢eka to, ze budeme postupné
zkouset hledat palindromy se stiedy s+1, s+2,s+3,.... Ta-
to hledani budou vzdy (alespoii ze zac¢atku) probihat uvnit¥
jiz nalezeného palindromu se stfedem v s. Tomuto palindro-
mu se stfedem s fikejme referencni.

Co ale plati pro palindromy? Jsou prece symetrické! Takze
pokud jsme nasli nejdelsi palindrom se stfedem v s — 7, vy-
uzijeme toho pro nalezeni nejdelsiho palindromu se stfedem
v s+ 7.

Pokud palindrom se stiedem s — j leZi zcela uvnitf referenc-
niho palindromu a ani oba nemaji spole¢ny krajni znak, po-
tom nemusime polomér palindromu se stfedem s+ j vibec
po¢itat. Rovnou prifadime jiz spoéitany polomér r[s + j| =
rls —j].

V opac¢ném piipadé oba palindromy bud za¢inaji na stejné
pozici, nebo dokonce s — j saha mimo referen¢ni palindrom.
V obou pfipadé vime o pozici s + j pouze to, ze na ni
lezi palindrom o poloméru alespoii r[s] — j. Jeho skuteény
polomér tedy budeme hledat az od této hodnoty.

Jakmile najdeme nejdelsi palindrom se stfedem v s+ j, za-
¢neme jej pouzivat jako referenéni palindrom. (V programu
to je pouhé pfifazeni do proménné s = s+ j).


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-5.py

Umime to linearné!

Je to vibec funkéni feseni? VSimnéte si, ze nové vznik-
ly algoritmus oproti pfedchozimu nekontroluje palindromy
pouze na téch mistech, o kterych jsme ukézali, Ze jsou sy-
metrické s jinymi, jiz zkontrolovanymi misty.

Dobra, tak jsme nékteré pripady zrychlili, ale pomohli jsme
si? Na prvni pohled ne. St¥edu stale prochézime linedrné
a kontrola jednoho miize trvat také az linedrné dlouho. Po-
divejme se na to ale z pohledu pravého okraje referenc¢niho
palindromu.

Pti kazdém porovnani dvou znakl na vstupu bud posuneme
pravy okraj o jedna doprava (pokud se znaky rovnaji), nebo
o jednom stfedu zjistime polomér jeho nejdelsiho palindro-
mu. VSimnéte si, ze pravy okraj referen¢niho palindromu se
nikdy nepohne doleva. Dohromady to celé zabere nejvyse
2N porovnéni pro liché palindromy a stejné tak pro sudé.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-6.py

Jenda Hadrava

29-5-7 Stromy v pohybu

Stromovy seridl nas dovedl od prfimocarych tvah o pro-
hledavani do hloubky az k docela sofistikovanym datovym
strukturam pro dynamické stromy. Priznejme si, Ze ke konci
trochu ,prituhovalo“. O to vétsi obdiv si zaslouzi ti Fesitelé,
kteti seridlu zustali vérni az do tohoto dilu!

Ukol 1: Naslednik uzlu

Rozcvicka: mdme BVS (totiz bindrni vyhleddvaci strom)
a chceme najit naslednika zadaného uzlu u. Vyuzijeme to-
ho, ze prohledévani do hloubky navstévuje uzly v rostoucim
poradi. Jak to vypada z pohledu konkrétniho uzlu? Nejprve
do néj prijdeme shora a odejdeme do levého syna. Pak se
vratime zleva, vypiseme aktualni uzel a odejdeme do pravé-
ho syna. Nakonec se vratime zprava, a hned poté odejdeme
do otce.

Po vypsani u tedy pokracujeme do jeho pravého syna, ma-
li takového. Nez ale vypiSeme pristi uzel, piijdeme doleva,
dokud to bude mozné.

Pokud naopak u zadného pravého syna nemaé, prohledavani
se vraci z rekurze, a to tak dlouho, dokud se vraci z pravych
synt. Jakmile se jednou vrati z levého, vypise aktuélni uzel,
coz je opét hledany naslednik.

Koneéné se mize stat, ze se vratime z pravych synt az do
kotene. Tehdy se prohledavani zastavi a zZadny naslednik
neexistuje. Neni divu — nejpravéjsi uzel v BVS je nejvétsi.
Hledani néaslednika tedy pracuje v case nejvyse linedrnim
s hloubkou stromu.

Ukol 2: Naslednik ve splay stromu

Ve splay stromu mizeme samoziejmé naslednika hledat stej-
né, ale kdyz to udélame trochu Sikovnéji, bude to (aspoil
amortizovang) rychlejsi.

Zacneme vysplayovanim uzlu u. Tim se u dostane do kote-
ne, takze pokud nebyl maximalni, mé urcité pravého syna.
Takze staci najit minimum z pravého podstromu: jit dopra-
va a stale doleva, dokud to jde. A vzpomenout si na trik ze
zadani, totiz nalezené minimum vysplayovat.

Tim zafidime, ze Cas straveny hledanim minima je pfi-
mo Gmérny ¢asu stravenému splayovanim. A jelikoZ vime,
Ze amortizovand slozitost splayovani je O(logn), musi byt
i amortizovana slozitost hleddni minima O(logn).

Ukol 3: Slepeni cest za vrchol

Cesty A a B slepime snadno: Nejprve nalezneme maximalni
uzel ve stromu cesty A, coz je néjaky externi uzel reprezen-
tujici posledni vrchol cesty A. Tento uzel odstranime a na
jeho misto pripojime kofen stromu B a vysplayujeme ho.
Po posledni hrané cesty A tedy bude v in-orderovém poradi
pfirozené nasledovat prvni vrchol cesty B. Casova slozitost
je amortizované logaritmicka.

Ukol 4: Minimum cesty v cesté

Na pocitani intervalovych minim v posloupnosti se nam
osvédcily intervalové stromy. Zde ovsem potfebujeme umét
i spojovat posloupnosti a krajet je. Pouzijeme tedy podob-
nou myslenku udrzovani minim podstromt, ale tentokrat
to provedeme ve splay stromu.

Konkrétné kazdy uzel splay stromu — pfipomenime, Ze re-
prezentuje hranu cesty — si zapamatuje jednak ohodnoceni
této hrany a jednak minimum z ohodnoceni vSech hran ve
svém podstromu.

Udrzuje se to snadno: kdykoliv zménime ohodnoceni hrany,
sta¢i prepocitat vSechna minima na cesté do kofene splay
stromu. A kdykoliv pfi splayovani rotujeme, tak v uzlech,
které se rotace ucCastnily, pfepocitAme minima. V jednom
uzlu umime minimum pfepocitat v konstantnim case z jeho
ohodnoceni a z minim ulozenych v jeho synech. Podobné
mizeme minima aktualizovat pfi rozdélovani a spojovani
splay stromii.

Zbyva popsat vypocet minima podcesty mezi danymi dvé-
ma vrcholy v a v. Mohli bychom se opét opicit po intervalo-
vych stromech (a v praxi by se to nejspis vyplatilo), ale ne-
odolame a predvedeme jiny trik: pomoci Split(u) a Split(v)
zadanou podcestu odsekneme od zbytku cesty. Pak se staci
podivat do kofene jejiho splay stromu na minimum. A na-
konec pomoci Jointi cesty poslepujeme zpét.

Toto vse trva O(logn) amortizovans.
Ukol 5: Minimum cesty ve stromu

Nyni chceme cestovad minima rozsitit na cesty v obecnych
stromech. Vyuzijeme dekompozici na tlusté a tenké cesty.
Kazdou tlustou cestu budeme reprezentovat splay stromem
upravenym podle predchoziho tkolu. Posledni vrchol tlusté
cesty si bude pamatovat nejen tenkou hranu smérem ke
kofeni stromu, ale i jeji ohodnoceni.

Snadno upravime Fzpose, aby pfi vyménach tenkych hran
za tlusté a opacné spravné prenasel ohodnoceni. Jelikoz pfi-
davame pouze konstantni mnozstvi prace na kazdou hranu,
Casova slozitost Ezpose zustane O(logn) amortizované.

Zména ohodnoceni hrany se tyka pouze jedné tlusté cesty
nebo jedné tenké hrany, takze ji stihneme v O(logn) amor-
tizovaneé.

Nalezeni minima cesty pak bude snadné: pomoci Fzxpose
z cesty udélame tlustou cestu a pak se jenom podivame do
korene jejiho splay stromu. Opét vSe amortizované logarit-
mické.

Ukol 6: Dynamicka minimalni kostra

Méame udrzovat minimalni kostru grafu, do néjz postupné
pfibyvaji hrany s danym ohodnocenim (vahou). Graf nebu-
de vzdy souvisly, takze upresnéme, ze nas zajima minimalni
kostra kazdé komponenty souvislosti.

Budeme udrzovat les koster jednotlivych komponent v po-
dobé dynamického stromu upraveného podle piedchoziho


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-5-6.py

tkolu, pouze s udrzovanim maxim misto minim. Na po-
¢atku v grafu nejsou zadné hrany, takze les obsahuje samé
jednovrcholové stromy.

Uvazujme nyni pfidani hrany uv do grafu. Nejprve se po-
divdme, zda u a v lezi v rtznych stromech (k tomu staci
provést Root(u) a Root(v)). Pokud ano, pak lezi i v rliz-
nych komponentach souvislosti, takze nova hrana propoji
dvé komponenty, a tedy se urcité nachazi v kazdé kostre,
¢ili 1 v té miniméalni. Tehdy operacemi Ewvert a Link hranu
pridame a jsme hotovi.

Dobra, ale co kdyz w i v lezi v téze komponenté? Tehdy se
podivame na cestu (fikejme ji P), kterd spojuje u s v v mi-
na této cesté (pouzijeme piedchozi tikol). Pokud je uv t6zsi
nez f nebo stejné tézka, kostru ponechdme stejnou. Jinak
hranu f odebereme a misto ni pfiddme uv (to obndsi Cut,
Evert a Link).

Dokazme, ze tim vznikne spravna minimélni kostra. Uva-
zujme cyklus C' vznikly spojenim konct cesty P hranou uwv.
Predstavme si, ze hleddme minimalni kostru grafu s hra-
nou uv Kruskalovym algoritmem, a uvazujme, jak se algo-
ritmus chova k cyklu C. Pokud je wv t€z8i nez f, narazi

na uv algoritmus az v okamziku, kdy se cela cesta P dosta-
la do kostry, takze uv by jiz vytvorila cyklus a je zahozena.
Pokud je naopak uv leh¢i, pak hranu f piedbéhne a pfi
pridavani f budou vSechny vrcholy cesty P pospojované
néjakou jinou cestou a f bude zahozena.

Minimalni kostru tedy dokdzeme po kazdém pridani hrany
pfepocitat v amortizované logaritmickém case.

Pribéh pokracuje

Svét dynamickych grafovych algoritmi je rozsahla dzungle,
dodnes ne zcela probadana. V seridlu jsme navstivili jeji
okrajové Casti, kde ziji dynamické stromy. Hluboko uvnitf
se nachazeji mnohem divocejsi algoritmy pracujici s obecny-
mi grafy a obecnymi operacemi (napiiklad minimalni kost-
ra, kterd umi hrany nejen pfiddvat, ale i odebirat). Jsou
to algoritmy jako tygr: oslnivé krasné, ale neni viibec snad-
né si je ochocit. Nechte si o nich vypravét na podzimnim
soustfedéni. . .

Pékné prézdniny (ehm, tedy uz pékny Skolni rok) pieje vas
pruvodce lesem

Martin ,Medved” Mares

Vysledkova listina paté série dvacatého devatého roéniku KSP

resitel skola rocnik sérii

0.

1. Tomas Domes MendelG_OP 4 6
2. Lukas Rozsypal GUstavniPH 4 8
3.  Peter Grajcar GMetodovaBA 3 5
4. Roman Bujdak G JM Galanta 3 5
5. Pavel Turek GTomkovaOL 4 8
6. Jakub Pelc G UherBrod 3 10
7.  Matous Bilek GJSkodyPR 2 3
8.  Richard Hladik GOAMarLaz 4 24
9. Martin Kurecka  GJaroseBO 3 2
10. Pavel Turinsky G Brandys 4 14
11. Lukas Caha GZborovPH 3 4
12. Katefina Cizkova G_Rokycany 3 4
13. Rajmund Hruska GPosKosice 4 2
14. Stanislav Lukes GPisnickaPH 4 15
15. Jan Kaifer GKepleraPH 1 6
16. Filip Geib G MMH LM 3 5
17. Tomé4s Koneény  GlJirsikaCB 4 2

H5-1 H5-2 H5-3 Hb5-4 Hb5-5 H5-6 H5-7 | série  celkem
10 11 8 1 12 10 15 59,0  300,0
10 11 6 9 10 7 14,5 | 554 2223
10 95 8 28,0 1994
10 0 9 7 4 35,3 179,56

4 8 3 7 23,9 161,8

0,0 1574

10 10,0 1477
55 7,5 9 6 8 7 46,4  136,2

6 2,6 124,1
0,0 1123

8 8,0 93,4

1 7,5 9 20,5 75,0
7 5,5 14,6 72,3

0,0 70,0

8 7,5 13,9 69,8
8 1 6 8 9 6 34,4 68,9
0,0 66,6

10 6 4 24,2 64,4




resitel skola rocénik sérii | H5-1 H5-2 H5-8 H5-4 H5-5 Hb5-6 H5-T | série  celkem
18. Michal Kodad SPS_Smichov 1 8 10 11 8 29,0 63,1
19. Martin Picek GlJirsikaCB 2 3 7.5 7.7 62,7
20. Viktor Fukala GKepleraPH 0 3 10 8 18,0 62,0
21. Frantisek Deckert GOpatovPHA 4 3 8 9,2 59,2
22. Frantisek Kmjec G Brandys 1 5 8 9 3 229 56,2
23. Jona$§ Fiala GJungmanLT 4 7 0,0 56,0
24. Miroslav Hrabal GTomkovaOL 3 5 10 10,0 53,6
25. Jakub Pintera SPS Prosek 4 2 0,0 51,4
26. Zuzana Urbanova GFXSaldyLI 3 1 8 11 6 109 48,6 48,6
27. Klara Tauchmanovd  GOhradniPH 3 1 10,5 8 5 10 44,8 44,8
28. Lenka Kopfova MendelG_OP 2 1 11 8 6 4 44,6 44.6
29. Matous Marik G_Krumlov 4 1 0,0 40,7
30. Ondfej Gonzor G Brandys 0 4 0 7 7,3 38,9
31. Karel Balej G_Rokycany 2 2 6 6 6 22,2 36,7
32. Toméas Raunig GHlu 2 2 0,0 34,3
33. Vaclav Pavlicek SPSE_Pard 1 7 0,0 33,5
34. Krystof Mitka ZSUniverzum 0 3 0,0 31,2
35. Jifi Loffelmann GLitomérPH 3 7 0,0 29,5
36. Jindfich Dité VOSPSZdar 1 3 10 10,3 27,5
37. Filip Masar PiarGNitra 3 2 0,0 27,4
38. Daniel Skypala GTomkovaOL —1 3 0,0 27,2
39. Petr Gebauer GMe¢élnik 3 2 0,0 26,8
40. Véclav Sraier GCeskoliPH 4 12 8 7.3 25,7
41. Anna Rechtackova GJaroseBO 4 2 0,0 22,7
42. Kristian Jacik GSRandyJN 4 1 0,0 22,6
43. Ondrej Krsicka GJaroseBO 1 2 0,0 22.0
44. Katefina Cerna GMilevsko 2 1 1 3 6 2 21,7 21,7
45. Anna Hollmannova GSRandyJN 0 3 0,0 21,5
46. Jakub Suchének GOpatovPHA 3 4 0,0 19,0
47. Radek Olsak MensaG 2 1 0,0 18,4
48. Daniela Hrbacova G Wicht 3 1 8 6 16,1 16,1
49. Premysl Stastny GZamberk 4 15 0,0 15,6
50. Ondrej Cach SPSE_Pard 1 1 0,0 15,4
51. Antonin Hejny GLitomérPH 0 1 0,0 13,3
52.-53. Vojtéch Hudec G_CTiebova 3 3 0,0 12,1

Josef Polasek GKepleraPH 1 1 0,0 12,1
54. Vojtéch Lengal GZborovPH 3 1 0,0 11,0
55. Stépan Zapadlo GJSkodyPR 1 1 2 9,3 9,3
56. Dalibor Kramar G BO-Re¢ 2 1 0,0 8,7
57. Adam Dfinek GNAlejiPH 3 1 0,0 8,0
58. Vit Skalicky GPisnickdiPH -1 1 0,0 7,9
59. Jan Neumann GNAlejiPH 3 2 0,0 7,7
60.-61. Jakub Dobry GMikul4sPL 3 4 0,0 7,6

Anna Sebestikova GCeskaCB 2 2 0,0 7,6
62. Michael Kozel GZborovPH 3 1 0,0 7,5
63. Jan Jenicek GNAlejiPH 1 1 0,0 7,4
64. Jakub Jirkal GJungmanLT 2 1 0,0 7,2
65. Jakub Spisak G VBN Prie 4 1 0,0 7,0
66. Michaela Bobenic¢ova GPosKosice 2 1 0,0 6,9
67.-68. Erik Kucak GHorMichal 4 1 0,0 6,7

Martin Miller GVodéraPH 3 1 0,0 6,7
69. Michal Téopfer G DrJPekMB 4 11 0,0 6,6
70. Eliska VIc¢inska GHladnov 2 2 0,0 6,3
71. Jan Bil GDasickaPA 4 1 0,0 4,0
72. Jonas Havelka GJirovcCB 1 2 0,0 2,2
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