Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

30. rocnik

Mili resitelé a resitelky!

Véanoce jsou jiz tady a od JeziSka se miizete tésit na spoustu darkt. KSP také prispéje svym dilem
do vinku, pfipravili jsme totiz pro véas dalsi stavnatou sérii tloh.

Protoze ptes Vanoce kazdy rad mlsd, u spousty tiloh najdete predkrm v podobé leh¢ich variant. Nejen
7e za né muzete dostat spoustu bodd, ale jako spravny predkrm vas pripravi na hlavni chod, tedy
samotné tlohy. Navic, pokud je vyfesite vSechny, vam KSP vénuje i sladky zakusek!

Jesté pripomeneme, ze kazdému ftesiteli, ktery ziskd v tomto ro¢niku z kazdé série alespon 5 bodii,

posleme KSP propisku, blok, placku a tieba i néco navic.

Diky feseni KSP se také miZete vyhnout pfijimacim zkouskdam na MFF UK! Staci, kdyz ziskéte
alespoii polovinu bodt z ro¢niku (tedy 150 bodil) a my vam vystavime osvédceni, diky kterému vés
ptijmou na MFF bez zkousek. Pozor ale: pokud studujete posledni ro¢nik stfedni skoly a chcete letosni
osvédceni vyuzit, musite mit potfebné body jiz po ctvrté sérii.

Termin série: 22. ledna v 8:00

KSP

Prosinec 2017

Odevzdavani: Pies web na adrese phttps://ksp.mff.cuni.cz/submit /|

Odmeéna série: Sladkou odménu si vyslouzi kazdy, kdo vyiesi kaZzdou tlohu s lehkou variantou

alespon na polovinu bodu.

Druha série tficatého ro¢niku KSP

V budové Matfyzu na Malostranském ndmeésti je Rotunda
jednoznacné nejvétsi a nejkrdsnéjsi mistnosti. Je to vysokd
kruhovd dvorana sahajici aZ do dalstho patra, kde sklenéné
stény nabizi pohled do prostor skolni knihovny. Kdysi se
v Rotundé nachdzely prostory ndrodni banky, ale ty casy
jsou uz ddavno pryc. Misto toho tu jsou do kruhu serazené
pocitace, nalevo unizove, vpravo windowsové, jako kdyby se
co nevidét mely pustit do boje. Venku se uZ ddvno setmeélo
a oteviraci doba pocitacové laboratote (neboli labu, jak Tikd
kazdy spravny matfyzdk) se chyli ke konci. Délal jsem tu
dnes cely den sluzbu a ted zbyvd lab, beztak uZ prdzdny,
zamknout.

Beru si véeci, jdu ke dverim a chystdm se zhasnout svét-
la, kdyz vtom wvidim zvldastni véc. U jednoho z unizovych
pocitaci uplné nalevo se rozblikala cervend ledka. Co to md
znamenat? Ani jsem nevédél, Ze néjaky pocitac v labu by
umél takhle blikat. Chci prijit bliz, ale pak si vSimnu, Ze se
uplné stejné rozblikal jeden z poéitaci napravo. A po chvilce
dalsi. A dalsi. A zanedlouho blikaji cervené vsechny pocita-
ce, a k tomu vsemu navic uplné synchronné.
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» 1o je ale blbej vtip,“ mumldm si pro sebe, ale spis chci
zakryt fakt, Ze jsem se zacal trochu bat. Prijdu k jednomu
ze stroju a pohnu mysi. Displej se rozzdvi a jd vidim. . .
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- - - @ Turinguv stroj se vZdycky zastavi.“

Pane jo, ja jsem zase usnul na prednasce? To by neby-
lo poprvé, ale nepamatuji si, Ze by se mi zddlo o slouZeni
nulého, a do toho mi ostatni orgové KSP daji za kol Tidit
vySetrovant toho, kam vlastné zmizel pan Napovéeda. Jsem si
jisty, zZe podobné perné€ tydny jsem mél minuly rok, ale mu-
sel bych se podivat do své databdze, jestli tomu tak opravdu
bylo.

30-2-1 Zaneprazdnény org 11 bodu

N4&s vypravéé, organizator KSPc¢ka, si jiz dlouhou dobu za-
znamenava, jak byl pro néj ktery tyden hekticky. Databazi
téchto zdznami si mizete predstavit jako posloupnost ce-
Iych ¢isel A;, kde i predstavuje poradové ¢islo tydne od sa-
motného zac¢atku méreni. Hodnota kazdého prvku posloup-
nosti popisuje orgovu zaneprazdnénost béhem tydne.

Mate databazi k dispozici a chtéli bychom po vas, abys-
te uméli rychle odpovidat na dotazy ,,Kolikrat se vyskytlo
v tydnech od = do y hodnoceni H?“, neboli ,Kolikrat se
v podposloupnosti A, az A, vyskytuje ¢&islo H?“. Dota-
zi muze byt mnoho, a proto se mize hodit si na zacatku
predpocitat néjaka data a ta poté pouzit pri odpovidani na
dotazy. V takovém pfipadé nés zajimaji ¢asové a pamétové
slozitosti jak predpocitani, tak jednoho dotazu.

Priklad vstupu: Posloupnost A; je 1, 2,2, 3,2, 2, 3, 3. Pred-
pokladame, Ze indexujeme od jednicky. Na dotaz ,kolikrat
se od druhého do patého tydne vyskytla zaneprazdnénost
2% je odpovéd 3, na dotaz ,kolikrat se od patého tydne do
osmého tydne vyskytla zaneprazdnénost 3“ je odpovéd 2.

Leh¢i varianta (za 6 bodt): Reste pro jednodussi dotazy
@ , Vyskytuje se v tydnech od x do y hodnoceni H7“.

Skupince orgo-agenti s Jirkou v cele se podatilo zatopit
Ndpovediv bunkr, ale samotny Ndpovéda se nékam vyparil
a dosla nam jen zdhadnd esemeska, Ze se presouvd do Tokia.
Moc jsme ale neverili tomu, Ze by ndm ten padouch jen tak


https://ksp.mff.cuni.cz/submit/

vyzradil néjaké pravdivé informace. Navic, se zacdtkem se-
mestru se popravdé nikomu do Japonska odjizdét nechtélo.
Po vysuseni podzemnich prostor se ndm ale do ruky dostala
nékterd zarizent, kterd on a jeho otroci vyvijeli.

Na zacdatku jsme se ale nedostali k nicemu zajimavému.
Napovéda pro jeden z experimentu vyZadoval mnoho ndhod-
nych c¢isel, ale asi byl hodné paranoidni a neveril tradicnim
generdtorum. Proto si vyrdbel vlastni, hardwarové generd-
tory. Nekolik jsme jich zkoumali, ale vSechny délaly témer
to same.

30-2-2 Hardwarovy generator 13 bodua

Méme seznam M prvkd a chceme z néj ndhodné vybirat
prvky. U kazdého prvku méme uvedené, s jakou pravdépo-
dobnosti ma byt vybran (pravdépodobnosti vSech prvki se
spravné poscitaji na 1).

Protoze nevérime tradi¢nim generatoram cisel, pouzivame
nas vlastni, hardwarovy generator. Ten vsak umi jedinou

véc: rovnomeérné generovat néjaké ¢islo z uzavieného inter-
valu [0, 1].

Rovnomeérnosti myslime, ze vSechna ¢isla maji stejnou Sanci
byt vygenerovana. (Kdybychom to chtéli definovat poradné,
nestacilo by fici, Ze maji stejnou pravdépodobnost, protoze
ta je pro kazdé z nekone¢né mnoha ¢isel nulova. Mohli by-
chom tfeba Tici, ze pro kazdy podinterval délky p plati, ze
se do néj strefime s pravdépodobnosti pfesné p.)

Urcete, jak budete opakované ndhodné vybirat prvky mno-
ziny se zadanymi pravdépodobnostmi jen s pomoci naseho
generatoru. Predpokladejte, ze umite pfesné pocitat s re-
alnymi ¢isly, nevznikaji zaokrouhlovaci chyby a generovani
jednoho nédhodného ¢isla probiha v konstantnim ¢ase. Op-
timalizujte nejprve na Cas straveny pri generovani jednoho
prvku, néasledné pak na cas pfedvypoctu pred prvnim ge-
nerovanim.

Zname FeSeni, které travi na pfedvypocétu O(M) a nésledna
generovani zvladne v konstantnim case. Vymyslite néjaké
stejné rychlé? Pokud ne, urcité poslete i to pomalejsi, také
za néj dostanete body.

Priklad vstupu: Mate prvky A, B a C. A chcete generovat
s pravdépodobnosti 1/6, B s pravdépodobnosti 1/3 a C
s pravdépodobnosti 1/2.

Nasteésti jsme meli k dispozici i disky se softwarem. To
bylo o méco zajimavéjsi. Hned po predndsce jsem na chodbé
potkal Janku, jak zkoumd zdrojové kody néceho, co vypadalo
jako pocitacovy virus. Po zdtahu v Hostivari Janka zjistila,
Ze hackovdni pocitaci ji vlastné bavi, a zacala téma stu-
dovat vice do hloubky. Aby zdiraznila svoji novou zdlibu,
zacala vsude mosit cerné bryle a chodit spdt jesté pozdéji
nez vétsina organizdtory.

»To je dost zaujimavy kusok, tento virus,“ vysvétlila mi.
nikto na internete ho nepoznd, ale velmi dobre sa $iri po
sieti.“ ,Jak to mizes védét?“ ptam se. Ukazalo se, Ze Jan-
ka si stahla simuldtor pocitacové sité, v podstaté pdr pro-
pojenych virtudlnich stroju, a zkousela virus pustit v nem.
Pokud se virus spustil na sprdavném pocitaci, byl skutecné
schopny celou sit zamofit.

miZe piimo pfenést z pocitade A do pocitace B (obracené
to byt nemusi — pokud ano, tak se v seznamu vyskytuje
dalsi dvojice (B, A)).

Predpokladame, Ze na zacatku utoku je virus jen v jednom
pocitaci v siti, odtud se rozsifi na vSechny pocitace, které
dokéaze pifimo nakazit, nésledné se z téchto pocitacti opét
pfenese dal, jak miize. .. a takhle pokracuje, dokud je Site-
ni mozné. Pro kazdy pocitac¢ P chceme najit pocet stroju,
které se nakazi, pokud bude P nakazen na zacatku ttoku.
Mizete se podivat na obrazek s prikladem. Krouzky odpo-
vidaji pocita¢iim, dvojice pocitact, kde prvni mize nakazit
druhy, jsou propojeny a ¢islo u pocitace P odpovida poctu
napadenych pocitac¢t, pokud je virus na zacatku v P.
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Lehéi varianta (za 6 bodi): Reste stejnou tlohu za
@ predpokladu, ze v seznamu prenost neni cyklus.
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Displej ukazuje sitent viru a jd si mimodek vzpomenu na
ten divny sen na predndsce. To s temi blikajicimi pocitaci
se nestalo, ale kdyz to vidim, tak se nemuzu nezeptat: ,,Jan-
ka, urcité se ten program z téch virtudlnich masin nemuze
dostat ven?“

»Nie,“ odpovédéla. Ale nic dalsitho nerekla, zaviela note-
book a odesla. Jaky vyraz méla ve tvari, to jsem kvuli tém
cerngm brylim nemohl odhadnout.

Zbytek dne jsem stravil podivné zmateny. Hlavou se mi
honily podivné myslenky. Vybavovaly se mi osoby, se kte-
rymi jsem se meznal, a mista, na kterych jsem urcité nikdy
nebyl. Je vdzné na case se pordadné vyspat, Tekl jsem si,
navic zitra mame kvili vysetrovdni nejakou zajimavou nd-
vStEVU.

* * k

Mistnost S322 je zdkladnou kazZdého KSPdka, takze v de-
vét hodin rdno (ano, rdno) tam jen tak na nékoho nenara-
zite. Kdyz uZ ano, tak dotycny vypadd, jako by prdavé vylezl
z postele, a k dokonalému dojmu chybi jen pyZamo. Dnes
jsme tu ale hostili particku mediku, a to kvuli jednomu ze
soubori v Ndpovédové pocitaci, ktery podezrele pripominal
sekvenci DNA. Nez jsme se k souboru prokousali, muse-
li jsme pochopit nékteré netradicni komprimacni metody,
které Napovéda pouzival.

30-2-4 Komprimace 10 bodu

30-2-3 Siieni viru podruhé 10 bodu

Méte sif N navzdjem propojenych pocitact. V této siti
zkoumate chovani viru, jehoz ukolem je nakazit co nejvice
pocitact. Virus se ale nesifi iplné pfimocare. Mame seznam
dvojic po¢itach a u kazdé dvojice (A, B) plati, Ze se virus

Vasim tkolem je rozbalit zkomprimovana data. K jejich
W1l komprimaci doslo nasledujicim zptisobem:

Data zapsané jako posloupnost bit se rozdélila na posloup-
nost ruzné dlouhych bloki. Kazdy blok je pak ve zkompri-
movaném souboru reprezentovan jednim ze dvou zpisobu.



Prvni zptisob je jednoduchy, data bloku jsou zapsana pfimo
tak, jak byla v ptivodnim souboru. Druhy zptisob umoznu-
je zkratit zapis opakujicich se kusi DNA. Misto samotnych
dat je zde pouze reference (odkaz) na kus ptivodnich dat,
ktera jsou s danym blokem shodni. Reference na pozici ¢
tedy znamena, ze nulty bit bloku je shodny s ¢-tym bitem
pivodnich dat, prvni bit bloku s (i + 1)-nim bitem atd., aZ
do vyplnéni celého bloku.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku dostanete dvé mezerou
oddélens ¢isla N a M. Cislo N znaéi pocet bit@ ptivodniho
souboru a M pocet blokti. Nasleduje M radkt, kazdy repre-
zentuje jeden blok. Kazdy z téchto radkt obsahuje 3 idaje
oddélené mezerou. Prvni je typ zapisu dat (D = data, nebo
R = reference), druhy je velikost bloku. Tfeti idaj je bud
posloupnost bitt (tedy posloupnost nul a jedni¢ek), pokud
blok obsahuje primo data, nebo odkaz na zacatek tseku,
jehoz obsah je shodny s daty bloku (adresy bita ¢islujeme
od nuly). Bloky na vstupu jsou pfesné v poradi, jak jdou
za sebou v puvodnim souboru.

Formdt vystupu: Na vystup vypiste puvodni dekomprimo-
vany soubor, tedy posloupnost nul a jednicek, pokud je
urcena jednoznac¢né. Mohla se nicméné nékde stat chyba
a puvodni data nemusi jit ze zkomprimovanych informaci
urc¢it jednoznacné, posloupnost ptivodnich bit tedy nejde
zrekonstruovat. V takovém ptipadé vypiste NEJDE.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
5 0111010
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Ukazkovy vstup:
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Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
10 2 0101010101

D 201
R 80

R 14
D211
R25
R12 011
D10 (0|1 1|1 0

Na obrazku vidite zobrazeny prvni vstup. Pavodni soubor
mél 7 bitd. Mame pét bloka: pozici 0, pozice 1-2, pozi-
ce 3-4, pozici b, pozici 6. Kazdy radek reprezentuje zapis
jednoho bloku.
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, Vite, méli jsme takovy projekt. Nedotdhli jsme ho do
konce, ale nevylucujeme, Ze by se to Napovedovi mohlo po-
vést,“ ekl jeden z mediku. ,Tykalo se to prenosu lidského
veédomi. Zjistili jsme, Ze urcitou hypnotizacni technikou je
mozné€ prehrat vedomi do mozku jin€ho cloveka.“

,Jednd se v podstaté o silnou reakci organismu na je-
den vizudlni viem,“ vysvetluje druhy. ,Pak je jingymi viemy
docela snadné preprogramouvat velkou cast bunék v mozku.“

Zamumldm: ,To zni, jako kdyby ten clovek byl posedly.“
Spdnek mi néjak nepomohl, divné se mi toci hlava, asi bych
potreboval néjakou odbornou pomoc. . .

* * k
. néjaké dobré doktory pry maji v Tokiu.

* * k

Jeden z organizdatorid beze slova vstal a odbéhl z mistnosti.

»Nevite, co se s tim Kubou déje?“ pta se Filip. ,,Chovad
se od vcerejska dost divné.“ Ostatni jenom pokrcili rame-
ny. Jesté chvili se s mediky bavili o tom, jak by bylo mozné
transplantaci védoms vyuZzit, a jaok by ji asi vyuzil Ndpovéda.
Pak uz ale prisel cas se rozloucit. Orgové zamkli S322 a do-
provdzeli navstevu k vychodu, kdyz se zvenku ozvalo hlasité
PRASK!

,Co to sakra je?“ Filip otevrel vchodové dvefe a zdése-
né uskocil. Prohnalo se kolem néj rameno néjakého velkého
stroje. ,To je ten novy vysavac odpadki! Jak se tady tahle
véc vzala?“ Dostal rychle odpovéd. Kolem dveri projela ka-
bina stroje, ve které sedél Kuba. Ale podle jeho vyrazu ve
tvari nebylo jasné, jestli je to skutecné on.

30-2-5 Autovysavac 12 bodu

Kuba, respektive pomocnik pana Napovédy v Kubové

téle, si ,vypujéil* novy stroj Prazskych sluzeb: obfi
vysava¢ na odpadky. Pravé ho pfivezl ho na parkovisté na
Malostranském namésti, a protoze si chce vytvofit volny
prostor, chce s nim nasat néjaka z aut, kterd tu parkuji.
Protoze je pomocnik skodoliby, chtél by nasatim znicit co
nejdrazsi auta, konkrétné takovou skupinu aut, aby median
jejich cen byl co nejvyssi.

Jak definujeme medidn pro mnozinu ¢isel? Provedeme to
jen pro pripad, ze je v mnoziné lichy pocet prvka. Pokud
sefadime ¢isla v mnoziné podle velikosti, je median tim ¢is-
lem, které se nachézi uprostfed seznamu, Plati tedy, ze 50 %
ostatnich ¢isel je mensi nebo rovno medidnu a 50 % je vyssi
nebo rovno medianu.

Parkovisté reprezentujeme jako ¢tvereckovou sif o rozmé-
rech M x N.V kazdém poli je uvedena hodnota zde stojici-
ho auta. Vysavac¢ dokaze vysat néjakou obdélnikovou oblast
o rozmérech P x @) poli. Zjistéte, ktera oblast této velikosti
ma nejvyssi medidn cen — maéte jistotu, ze P - Q je vzdy
liché.

Méjme naptiklad parkovisté velikosti 4 x 4 s nasledujicimi
hodnotami cen aut, pficemz dokézeme vysat oblast 3 x 3:

200 30 10 40
20 10 50 40
60 60 10 40
10 10 10 20

Ackoliv je nejdrazsi auto v levém hornim rohu, mediin té-
to oblasti velikosti 3 x 3 je jen 30. Lepsi je prava horni
oblast 3 x 3, ktera méa median 40.

Lehéi varianta (za 6 bodi): Reste za predpokladu, ze
N=1.



Filip se s ostatnimi opatrné podival ven. Kuba neustdle
popojizdél po parkovisti, hybal ramenem vysavace na vsech-
ny strany a zddlo se, Ze pordd neni spokojeny s vybérem vo-
zidel. Najednou se ale ozvalo zaburdceni motoru a do pro-
storu parkovisté vjelo auto. Byl to Jirka a jeho Volkswagen!
NezZ se kdokoliv stacil vzpamatovat, udélal Jirka pdr obra-
tu na rucni brzdé a nastrddoval si to primo pod rameno
vysavace.

,Ne! Tam nejezdi! vykvikl Filip. Vsiml si, Ze se Kuba
v kabiné stroje zachechtal a sdhl po velké pdce, kterd jisté
zapinala vysdvdni. NeZ ji ale stacil pohnout, svétla v kabiné
zhasla a motor stroje se zastavil.

yZatracend kraksnal!“ ozvalo se naddvani. Zddlo se, Ze
Kubovi se také zablokovaly dvere, protoZe bylo slyset, jak
s mimi lomcuge. Jirka vylezl ven ze svého auta, jakoby nic.
» Vy jste si mysleli, Ze nevim, co délam?“ usklibl se na ostat-
ni. ,, Védel jsem, Ze tahle masina je naprogramovand hroz-
né mizerné. Ta Tidici jednotka nedokdZe odhadovat ceny
podobné vytunenych aut, jako toho mého. KdyzZ naskenu-
je vSechna moje vylepSent, tak se prosté wvari a posle do
kopru cely vysavac.“

Z budovy vybéhla Janka. ,UZ som na to prisla! Virus je
v labu a vykondval tie transplantdcie, o ktorych ste sa bavili.
Jag, “ rekla zkrousene, kdyz vidéla pohromu na parkovisti.

,» Vsadim se, ze Kuba, ehm, ten Silenec, ktery ted ovlddd
Kubovo telo, tu nezustdval jenom kvali tomu, Ze by chtel
jen tak micit auta,” vekl Filip. ,Ddvalo by smysl, aby utekl
do Tokia za Ndpovédou. No jasné,“ doslo mu, ,nechtél on
jenom odkryt vstup do parlamentniho metra? UZ jsme jeho
sit zmapovali, dostal by se jim minimdiné na letiste.“

30-2-6 Parlamentni metro 12 bodu

Za ¢asu studené valky vznikla v Praze tajnd podzemni dra-
ha s jedinym tGcelem — evakuovat politiky a statniky v pri-
padé hrozici jaderné apokalypsy. Metro mé mnoho stanic,
které jsou propojeny tunely. Do jedné stanice muze ustit
libovolny pocet tuneld, a at uz vlak pfijede z jakéhokoliv
smeéru, muze se vydat dal jakjymkoliv tunelem.

Z bezpecnostnich diivodd neni metro napojeno na elektric-
kou sit, misto toho je kazdy vlak pohdnén svou vlastni bate-
rii. Aby mély vlaky co nejmensi t¥eni, je z tunel vypustén
vzduch a vlaky se pohybuji jen po magnetické kolejnici.
Znamené to, ze energii musi vlak vyvinout jen v momenté,
kdyz vyjizdi ze stanice, a to tim vétsi energii, ¢im vétsi rych-
lost chce vyvinout. Na délce tiseku mezi stanicemi spotieba
viibec nezéavisi. Vlak ale musi (z bezpe¢nostnich divodi)
zastavit v kazdé stanici na cesté.

Formalnéji, vede-li mezi dvéma stanicemi tunel s délkou s
a vlak jim projede rychlosti v, urazi celou trasu za s/v jed-
notek Gasu a bude ho to stat v jednotek energie (¢as na
rozjizdéni a brzdéni zanedbdvame).

Pro danou pocatecni a cilovou stanici a zadané nabiti ba-
terie rozhodnéte, jak se co nejrychleji dostat ze startu do
cile, abychom si pritom vystacili pouze s energii z baterie.
Kromé seznamu stanic v potradi, v jakém je navstivime, nas
zajimaji i rychlosti, kterymi budeme projizdét tunely mezi
nimi.

Priklad: Pro nésledujici rozlozeni stanic, pocatecni stani-
ci A, koncovou stanici C' a baterii s kapacitou 6 jednotek je
optiméalnim feSenim jet pres stanici B, a to nasledovné: Na
useku A-B pojedeme rychlosti 4, na tiseku B—C rychlosti 2,
dohromady tedy vyuzijeme celou baterii. Celkovy Cas cesty
bude 4/4+41/2 = 3/2 jednotek. Kdybychom misto toho jeli

pres D, nestihli bychom se do cile dostat dfive nez za dvé
¢asové jednotky.

N /1‘3\.0
Ty

@ Leh¢i varianta (za 7 bodu): VSechny stanice tvori jednu
souvislou trasu — z koncovych stanic vede jediny tunel,
ze vSech ostatnich pravé dva. Najdéte nejrychlejsi zptisob
jak se prepravit mezi koncovymi stanicemi.

Po tom blaznivém veceru byl Kuba zatcéen, ale nastés-
ti nebylo tézké ukdzat, Ze je ,posedly a Ze do mej bylo
transplantovdno védomi jednoho z pomocniki pana Ndpo-
védy. Nastésti se schopnygm medikum podatilo najit zpisob,
ktergm posednuti zvrdtit. O mésic pozdéji se pred mistnos-
ti §322 konala oslava na pocest navrdtivsiho se Kuby. Sice
se s obavami tvdril na jakykoliv displej okolo sebe, ale byl
pevné rozhodnuty pokracovat ve studiu.

»Kdy jen toho padoucha dostaneme,“ povzdechl si. ,,Ne-
boj,“ uklidnil ho Jirka. ,UZ jsme prosli vsechen jeho soft-
ware. Zddné dalsi viry tu bijt nemiZou, na viechny pocitace
jsme nainstalovali ochranny software.” , Tok teda jo, budu
ti verit,“ usmdl se Kuba.

* * Kk

Byla to porddna pdrty. Posledni skupinka orgi odesla
az nad ranem. Ten uplné posledni org zhasl svétlo, takze
v chodbé zustalo Sero, prerusované jen mesmélymi paprsky
ranniho slunce.

Ndhle sero prerusi bliknuti. A dalsi. A zase dalsi. Co to?
V rohu chodby stoji velky kopirovaci stroj. A ta cervend
ledka, co ma ném blikd, by urcite blikat neméla. . .

Pak zhasne. Nevadi. Ono na ni jesté dojde.

Kuba Marousek (snad)

30-2-7 Pamét odima assembleru 15 bodu

Asi vés pii ¢teni minulého dilu napadlo, Ze pro spous-
tu tloh si s tfinacti 32-bitovymi registry nevystacime.
Pojdme se naucit pracovat s paméti — té mame obvykle
k dispozici fadové gigabajty.
Co je pamét vlastné za&?
V béznych programovacich jazycich vétSinou pristupujeme
k paméti prostfednictvim proménnych, poli, objektd atp.
Ale to vse jsou jen abstrakce poskytované nasim preklada-
¢em Ci interpretem.




7Z pohledu procesoru je pamét prosté dlouhé rada okének,
kazdé z kterychz si pamatuje jeden bajt, tedy ¢islo od 0 do
255. Témto okénktim se ob¢as Fikéd pamétové buriky. Kaz-
dé okénko je jednoznacné urcené svym poradovym cislem,
kterému fikame adresa.

Pro zacatek feknéme, ze adresy maji rozsah od 0 do N —1,
kde N je velikost paméti v bajtech. Casem se ukaze, ze

vvvvv

Piistup k paméti

ARM patii mezi takzvané load/store architektury. To zna-
mena, ze vétsina instrukci neumi pfimo pracovat s paméti,
pouze s registry. Namisto toho existuji specidlni instrukce
slouzici k pfenosu dat z paméti do registri (kde s nimi pak
miizeme provadét néjaké vypocty) a z registri do paméti.

Zacneme tim nejjednodussim: ¢tenim a zapisem jednoho
bajtu. K tomu slouzi instrukce:

® LDRB cilovy-registr, zdrojovd-adresa (LoaD Register By-
te) pro ¢teni z paméti do registru,

® STRB zdrojovy-registr, cilovd-adresa (STore Register By-
te) pro zapis z registru do paméti.

Registr se zapisuje, jak jste zvykli, napt. r3. Adresu lze
zapsat vicero zpusoby, ale prekvapivé ne jako ¢iselnou kon-
stantu. Asi nejjednodussi zépis je [registr], ktery pouZije
jako adresu obsah néjakého registru.

Takze napriklad instrukce LDRB r1, [r5] nacte do regist-
ru rl bajt z adresy ulozené v registru r5. Obdobné nasle-
dujici posloupnost instrukci zapise bajt s hodnotou 42 na
adresu 0x10000:

MOV r0, #42
MOV r1, #0x10000
STRB r0, [ri]

Pozor je tfeba dat na to, ze ptistup k paméti je vyrazné po-
malejsi nez prace s registry — zhruba 3x az 100x. Pro¢ tak
velké rozpéti by bylo na delsi povidani — souvisi to s takzva-
nou cache procesoru, o které mozna bude fe¢ v nékterém
z dalsich dili. Zjednodusené lze Fict, Ze opakovany pristup
k castem paméti, ke kterym jste pfistupovali nedavno, bude
rychlejsi.

Kazdopéadné se vyplati hodnoty, se kterjymi provadite spous-
tu vypoctu za sebou, drzet v registrech a do paméti ulozit
tfeba az na samém konci néjaké série vypoctu, kdy potre-
bujete registr uvolnit pro jiné tcely.

Pamétova reprezentace &isel

Kdyz registry i aritmetické operace pracuji s 32-bitovymi
Cisly, hodilo by se nam tato ¢isla ukladat do paméti. Do
jednoho bajtu se vejde 8 bitti, takze k ulozeni jednoho cisla
potfebujeme 4 bajty. Uvazujme naptiklad ¢islo 0x1234567.
To mizeme rozdélit na bajty nasledovné:

8 biti (1 bajt)
0 1:2 34567

0000 000110010 001110100 01010110 0111
N\

Y
32 biti

Existuji dva bézné zptisoby, jak takové ¢islo do paméti ulo-
7it, které se lisi pofadim téchto bajtid v paméti. Big endian
znamend uloZeni bajtd v poradi od nejvyznamnéjsiho po
nejméné vyznamny, jak by je asi pfirozené zapsal clovek.
little endian znamena poradi pfesné opacné, tedy nase ¢islo
by bylo zapsané sekvenci bajtti 0x67 0x45 0x23 0x01. Na

—

ARMu se obvykle pouzivd pravé little endian (stejné jako
na intelskych procesorech).

A prestoze by se dalo ¢islo ulozit a nacist vhodnou kom-
binaci STRB/LDRB a aritmetickych instrukci, je to natolik
bézné operace, ze pro ni ARM nabizi specidlni instrukce:
STR registr, adresa a LDR registr, adresa. Vyznam para-
metrid je stejny jako u bajtovych verzi, k ulozeni ¢isla se
pouziji pamétové bunky adresa az adresa + 3.

Pokud se v r0 nachézi ¢islo 0x1234567 a provedeme instruk-
ce:

MOV r1, #0x10000
STR r0, [ri1]

bude vysledek vypadat nasledovné:

0[0 1i2 34 5i6 7|

pamét | [67[45[23[01] |

- OFFF 1000 1001 1002 1003 1004 -

Je dobrym zvykem ukladat Cisla na adresy, které jsou na-
sobkem velikosti daného typu — v tomto pfipadé nasobkem
Ctyft.

Existuji i dalsi varianty load/store instrukci. Kompletni
ptehled ukazuje nésledujici tabulka:

bitt | znaménkovost | min. max.
LDRB 8 | bezznaménkové 0 255
LDRSB 8 | znaménkové —128 127
STRB 8 | nezalezi dle znaménkovosti
LDRH 16 | bezznaménkové 0 65535
LDRSH 16 | znaménkové —32768 32767
STRH 16 | nezalezi dle znaménkovosti
LDR 32 | nezalezi dle znaménkovosti
STR 32 | nezalezi dle znaménkovosti

Ukol 1 [1b]: Vysvétlete, pro¢ zatimco LDRB a LDRH maji zna-
ménkovou a bezznaménkovou variantu, LDR a vSechny store
instrukce jsou spole¢né pro znaménkova i bezznaménkova
¢isla.

Proménné a pamétfové reprezentace

Ve vyssich programovacich jazycich jsme zvykli pracovat
i s jinymi typy, nez jen &isly. Ukdzeme si, jak rdzné typy
reprezentovat v paméti. Paméfovou reprezentaci néjakého
typu rozumime schéma urcujici, jak pfevést libovolnou hod-
notu daného typu na posloupnost bajt v paméti (a zpét).
Reprezentace obvykle maji pevnou velikost, abychom si pro
né mohli vyhradit misto v paméti.

Proménné pak je prosté vyhrazeny tisek paméti obsahuji-
ci hodnotu proménné uloZenou dle pamétové reprezentace
dané typem proménné.

e Cela cisla jsou reprezentovana 1 az 4 bajty, jak bylo po-
pséano vyse, dle potfebného rozsahu. Velikost reprezenta-
ce je neménné: udédva maximalni ¢islo, které dana pro-
ménna muze uchovat. Ale pokud do 32-bitové proménné
ulozite tieba jednicku, stale bude zabirat v paméti 4 baj-
ty.

Desetinna ¢isla se ukladaji v takzvaném forméatu s plo-
vouci ¢arkou (floating-point, IEEE 754). Cisla se ukladaji
ve tvaru m-2¢, kde ¢isla m (tzv. mantisa) a e (exponent)
jsou uloZena zvlast a kazdému je vyhrazen néjaky podet



bitt. Diky tomuto zapisu maji floatové typy obrovsky
rozsah, ale omezenou presnost.

Existuje nékolik variant, které se lisi velikosti, nejcastéji
potkate takzvanou double precision (typ double v Céc-
ku), kterd zabird 64 bitd, z toho 53 bitd tvofi mantisa
a 11 exponent. Diky tomu umoznuje reprezentovat ¢isla
v rozsahu fadové od —21990 do 21000 ale pamatuje si jen
53 nejvyznamnéjsich dvojkovych cislic. Prace s desetin-
nymi ¢isly je na ARMu trochu komplikovanéjsi a v seridlu
se ji vénovat nebudeme.

Pole vytvorime tak, ze prosté ulozime spoustu repre-
zentaci daného typu tésné za sebe. Naptiklad pole 32-
bitovych celych ¢isel o £ prvcich bude souvisly tsek pa-
méti délky 44. Tady je dulezité, Zze reprezentace jednot-
livych prvka maji pevnou velikost. Diky tomu dokazeme
spocitat v konstantnim case vzdalenost libovolného prv-
ku od zacatku pole (tzv. offset, a tedy i jeho adresu.
V nasem piikladu ma i-ty prvek offset 4i a nachazi se na
adrese A + 4i, kde A je adresa zacatku pole. ARM navic
nabizi uzite¢né zkratky pro pristup k prvkam pole, které
si ukazeme nize.

P0] Pl P2

1002 1003 1004 1005 1006 1007 1008 1009 100A 100B 100C 100D 100E 100F 1010 1011

Abychom si pro né mohli vyhradit misto v paméti, musi
mit pole pevnou nejen velikost jednoho prvku, nybrz i
pocet prvki.

Obcas by se nam ale hodilo mit pole s proménlivym po-
¢tem prvki. Pokud zndme néjakou rozumnou horni hra-
nici na to, kolik prvka v poli nejvyse bude, miazeme si
v paméti vyhradit prostor odpovidajici tomuto limitu
(obvykle nazyvanému kapacita pole) a pak z néj vyu-
Zit jen aktudlné potiebnou ¢ast. To typicky znamena, ze
si nékam vedle ulozime pocet prvki, které jsou v poli
opravdu ulozené (k), potom prvnich k& prvka pole obsa-
huje smysluplné hodnoty a zbytek ignorujeme.

Alternativné muZzeme konec obsazené ¢asti pole poznat
tak, Ze si za néj pridame néjakou specialni znacku, ktera
se v normalnich datech nevyskytuje, napfiklad 0 nebo
—1.

Retézce miZzeme chipat prosté jako pole znaki, at uz
yznak“ znamena cokoli. Pokud se obejdeme bez diakri-
tiky, miizeme znaky reprezentovat ASCII kédy! a kaz-
dy znak zabere jeden bajt. Povidani o tom, jak zachézet
s unicodovymi fetézci, by vydalo na samostatny seridl.

U fetézct opét nardzime na to, ze mohou mit promén-
livou délku. Zde je nejcast&jSim FeSenim (vychdzejicim
z Céckové tradice) ukoncit platnou ¢ast fetézce nulovym
bajtem. Napiiklad fetézec obsahujici slovo BAGR by mohl
vypadat nasledovné:

nevyuzita ¢ast pameéti

obsah Tetézce o )
(muZe obsahovat cokoliv)

/—/%
B A G R

[42]41]47]52]00/00]F4[86/00]0A] | |
1000 1001 1002 1003 1004 1005 1006 1007 1008 1009 100A 100B

vyhrazené oblast paméti (buffer)

e Struktury a objekty reprezentujeme podobné jako po-
le, tedy prosté nasdzime do paméti jednou polozku za
druhou, jen tentokrat miize mit kazda jiny typ a velikost.

I https://cs.wikipedia.org/wiki/ASCI]]

Ale protoZe seznam polozek, jejich typy i pofadi jsou pev-
né a dopiedu znamé, muzeme opét snadno spocitat offset
kazdé polozky od zacatku struktury. Ten je neménny, mu-
zeme si ho klidné spocitat s tuzkou a papirem a napsat
do programu jako konstantu (v kompilovanych jazycich
tohle udéla prekladac).

Jesté je tfeba dat pozor na jednu véc. V minulém dilu
jsme zminovali, Ze je vhodné, aby ¢iselné typy byly v pa-
méti zarovnané na nasobek své velikosti (nékteré verze
ARMu to dokonce vyzaduji). Proto se oblas mezi prvky
struktury nechéva vhodné velkd mezera (padding), aby
nasledujici prvek byl spravné zarovnany. Ptiklad struk-
tury, které obsahuje 32bitové, 16bitové a znovu 32bitové
¢islo (v Cécku bychom zapsali jako struct s { int a;
short b; int c¢; }):

| 2.p. [padding]
4 5 6 7
offset (desitkove)

3. polozka |
9 10 11

[ 1. polozka
o 1 2

3 8

V takovéto strukture vime, Ze 3. polozka bude mit vzdy
offest 8, takze pro pristup k ni staci pricist 8 k adrese
zaCatku struktury. Aby ndm zarovnani spravné vyslo, je
tfeba i zacatek struktury mit zarovnany na nasobek Ctyft.
Ukazatele ¢&i reference (napt. vzijemné odkazy mezi
prvky spojového seznamu ¢ vrcholy bindrniho stromu)
uklddame prosté jako 32-bitové ¢islo obsahujici adresu
cile (kterym je Gasto néjakd struktura). Nize si ukaze-
me piiklad reprezentace spojového seznamu. Null pointer
(,,ukazatel nikam“) reprezentujeme ¢islem 0. To zname-
na, ze na adresu 0 bychom neméli nic uklddat, protoze
ukazatel na takovou véc by neslo rozpoznat od null poin-
teru. Ale to vam opera¢ni systém ani nedovoli.

Pole a rezimy adresovani

Pojdme se nyni pozornéji podivat na to, jakymi zptlisoby
se da zapsat adresa v load/store instrukcich. TFi zakladni
varianty jsou nasledujici:

® [registr], napt. [r4] — adresou je obsah registru. Tento
zapis uz jsme potkali vyse.

® [registr,#konstanta], napt. [r2,#10] — jako adresa se
pouzije soucet obsahu registru a ¢iselné konstanty (muze
byt i zdpornd).

® [registr,registr], napt. [r2,r7] — jako adresa se pouzije
soucet hodnot obou registra.

® [registr,registr ,LSL #posun] — k hodnoté prvniho regis-
tru se pri¢te hodnota druhého registru posunuta o da-
ny pocet bitu doleva, tedy vynasobena 2P°*%" . Napriklad
[r3,r2,LSL #3] odpovid4 adrese r3+23-r2 = r3+8-12.

Varianta s konstantnim posunem se hodi, kdyz mame spous-
tu ¢iselnych proménnych. Pokud je mame v paméti blizko
sebe, nemusime si pfed kazdym c¢tenim néjaké proménné
pripravit do registru jeji presnou adresu. Misto toho si v jed-
nom registru budeme udzovat zacatek celé oblasti a k jed-
notlivym proménnym pfistupovat pomoci tohoto registru
a ruznych offseti. Napitiklad pokud mame ¢iselné promén-
né na adresach 0x10000, 0x10004, 0x10008, ..., ulozime si
napt. 0x10000 do r10 a pak k jednotlivym proménnym pii-
stupujeme instrukcemi typu LDR r1, [r10, #8].

Taktéz se hodi pro pristup k polozkam struktur: pokud ma-

me v r0 adresu struktury a chceme pristoupit k jeji polozce
s offsetem 10, muzeme pouzit LDR r5, [r0, #10].


https://cs.wikipedia.org/wiki/ASCII

Dvouregistrové adresovani, zvl4st ve verzi s bitovym posu-
nem, se naopak hodi pro praci s poli. Napiiklad méame-li
v r0 adresu pole a v rl index, mtizeme piislusny prvek pie-
Cist pomoci LDR r5, [rO, rl, LSL #2].

Nasledujici kéd projde pole 32-bitovych ¢isel bez znaménka
zacinajici na adrese 0x10000 o 1024 prvcich a vypise index
maximalniho prvku:

MOV rO, #0x10000
MOV rl, #0 // index p¥i prochazeni
MOV r2, #0 // prozatimni maximum
MOV r3, #-1 // index prozatimniho maxima
smycka:
LDR r4, [rO, rl, LSL #2] // nalte prvek pole
// z adresy r0 + 4x*rl
CMP r4, r2
BLO neni_vetsi
// pokud je vé&t3i nebo rovno...
MOV r2, r4 // ...nahradime maximum...
MOV r3, r1 // ...a uloZime jeho index
neni_vetsi:
ADD r1, #1
CMP r1, #1024
BLO smycka
// na konci je v r3 index maxima

Z toho, jak funguji pole, vidime, pro¢ musi mit pevnou ve-
likost. Poté, co si pro pole najdeme néjaké misto v paméti,
mizeme pridavat prvky maximalné tak dlouho, dokud ko-
nec pole nenarazi na zacatek néceho jiného, co je v paméti
ulozené o kus dal.

ARM m4 jesté nabizi jesté dalsi nezvyklé adresovaci médy,
které usnadnuji prochézeni poli:

e [registr, offset] ! — pouzije registr+offset jako adresu pro
load/store instrukci a na konci ji zapiSe zpétky do regis-
tru.

e [registr] , offset — pouzije hodnotu registru jako adresu
pro load/store instrukci a po jejim provedeni do néj za-
piSe hodnotu registr+offset.

Offset muze opét byt konstanta, dalsi registr nebo registr
s posunem. Tyto instrukce se chovaji trochu podobné ja-
ko Céckovy prefixovy a postfixovy operator ++. Pouzitim
téchto adresovacich médd miizeme jednou instrukci precist
prvek z pole a skocit na dalsi, usetiime si tak jednu instruk-
ci ADD.

Ukéazeme si to na piikladu kddu, ktery secte vSechny prvky
pole (opét od 0x10000 délky 1024):

MOV r0O, #0x10000
MOV r2, #0
smycka:
LDR r1, [x0], #4
ADD r2, ri
CMP rO, 0x10400 // pokud je rO pfed koncem pole
BLO smycka

Ukol 2 [3b]: V paméti na adrese 0x10004 méte pole 32-
bitovych celych ¢isel a na adrese 0x10000 32-bitové celé
¢islo udavajici jeho délku. Vasim tikolem je toto pole obratit
pozpétku na misté (aby se na misté prvniho prvku ocitl
posledni, ..., aZ na misté posledniho prvni). Idealné byste
se méli obejit bez dalsi pomocné paméti.

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni

Ukol 3 [3b]: V registru r0 dostanete ¢islo N. Napiste pro-
gram, ktery vynuluje souvisly blok N bajtt v paméti za-
¢inajici od adresy 0x10000. Program smi celkem provést
nejvyse 0.3 - N instrukei (plus konstanta nezdvisla na N).

Ukol 4 [5b]: V paméti na adrese 0x10004 méate pole 32-
bitovych celych ¢isel se znaménkem a na adrese 0x10000 32-
bitové celé ¢islo udavajici jeho délku (miizete predpokladat,
Ze je to mocnina dvojky). Vasim tkolem je toto pole set¥idit.
Pro plny pocet bodti implementujte néjaky efektivni tridici
algoritmus (s lepsi nez kvadratickou sloZitosti).

Mizeme doporu¢it napf. nerekurzivni (bottom-up) varian-
tu MergeSortu popsanou v nasi kuchatce,? pfipadné vhod-
né implementovany RadixSort. Méte k dispozici pomocnou
pamét velkou jako piivodni pole (plus néjakd konstanta) od
adresy 0x8000000. Vysledné settidéné pole miizete ulozit
bud misto ptivodniho, nebo do této pomocné oblasti.

Priklad: spojové seznamy

N

Podivame se na ptiklad trochu sloztéjsi dato- 1000 DD
vé struktury, totiz (jednosmérného) spojové-  1001|CC|
ho seznamu. Ten ve vyssich programovacich 1002 BB]
jazycich obvykle reprezentujeme jako spoustu  1003| a4 |
struktur (objektil) provazanych ukazateli. 1004] OC |
S tim, co jsme si ukézali vise, uz vime, jak ty- 10|10}
to struktury reprezentovat. Napi. bude-li nas  1°%[ 90|
seznam obsahovat 32-bitové &isla, bude kaz- 1007 00|
dy jeho prvek reprezentovan souvislym osmi- 1% |
bajtovym tsekem paméti. Prvni ¢tyfi bajty 10 |
budou obsahovat hodnotu prvku, druhé étyfi 1004 |
bajty adresu nésledujiciho prvku. 1008

100c| 44
Posledni prvek ma misto adresy nasledovnika | 25
ulozen null pointer, tedy nulu. 100E| 29
Na obréazku vpravo je piiklad spojového se-  100F| 11|
znamu obsahujiciho dvé ¢isla, 0xAABBCCDD  tot0[ 00
a 0x11223344. Piipominame, Ze prvky sezna-  101t| 00
mu mohou byt v paméti rozmisténé naprosto  1012[ 00
libovolné: s mezerami, pozpatku, napieskac- 1013 00 |

ku, etc.

Nasledujci kéd projde seznam a spocitd jeho délku. Prvni
prvek seznamu je ulozen na adrese 0x10000.

MOV r0O, #0x10000

MOV r1, #0

smycka:

ADD ri1, #1

LDR r0O, [rO, 4] // na pozici rO+4 je ukazatel
// na nasledujici prvek

CMP r0, O

BNE smycka

// v rl je délka seznamu

Ukol 5 [3b]: V paméti na adrese 0x10000 méte uloZeny uka-
zatel na prvni prvek spojového seznamu (pozor, nikoli pfi-
mo prvni prvek). Seznam obsahuje 32-bitova celd ¢isla setii-
déné ve vzestupném pofadi. V registru r0 dostanete adresu
nového prvku — kompletni struktury vcéetné zatim nevy-
plnéného odkazu na naslednika. Vasim tkolem je pfipojit
novy prvek na spravné misto do puvodniho seznamu, aby
zustal setfidény a aby na adrese 0x10000 stale byl ukazatel
na jeho zacatek.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni

Priklad: vyhledavani v telefonnim seznamu

Méame v paméti pole struktur popisujici néco jako telefonni
seznam. Kazd4 polozka obsahuje dva fetézce: jméno (osmi-
bajtovy buffer pro fetézec proménlivé délky ukonceny nu-
lovym bajtem) a ¢islo (4-znakovy Fetézec pevné délky bez
ukonéeni). Jednoduchy seznam o dvou polozkich by mohl
v paméti vypadat takto:

| [el6]o]s]
23

[Flrlain[t]al\o| [1[2[3]4]P[e|p[al\O] |
0 12
Na obrazku pro prehlednost ukazujeme znaky misto jejich
ASCII kédi. ,\0“ znaéi nulovy bajt (konvenéni zapis z Céc-
ka). Odpovidajici Céckova deklarace by vypadala takto:
struct polozka {

char jmeno[8];

char cislo[4];
};

struct polozka seznam[2];

V registru r0 dostaneme ukazatel na fetézec se jménem, ke
kterému bychom chtéli v seznamu najit odpovidajici cislo.
O to se postarad nasledujici kus kédu:

//

r0 - vyhledavany retézec

// rl - adresa zalatku pole

// r2 - polet zaznami

// r3 - adresa aktudlné zkoumaného zaznamu
MOV r3, ri

MOV r10, #12

MUL r10, r10, r2

ADD r10, ri1

// r10 = r1 + 12xr2 (adresa konce pole)
porovnej:

// Porovna F¥et&zce na adresdch r0 (hledany)
// a r3 (aktudlni jméno v seznamu). Skoci
// na label "stejne" nebo "ruzne" podle vysledku

MOV r4, #0
znak: // porovnani r4-tého znaku obou Fetézcl

LDRB r5, [rO, r4] // znak hledaného Feté&zce
LDRB r6, [r3, r4] // znak jména ze seznamu
CMP r5, r6
BNE ruzne
CMP r5, O

// narazili jsme na konec fetézce, aniz bychom
// ptedtim nasli neshodu

BEQ stejne

ADD r4, #1

CMP r4, #8

BHS ruzne // fetézec neukoneny nulou - chyba
B znak

ruzne:

ADD r3, #12 // ptejdeme na dal8i zaznam
CMP r3, rl10

BLO porovnej

B nenalezeno

stejne: // na8li jsme shodujici se jméno

ADD r3, #8 // o 8 bajtt dal je ¢&islo

// tady bychom ho mohli t¥eba vypsat, kdybychom
// to um&li

nenalezeno:

Pri porovnavani je tfeba dat si pozor, abychom se zastavili,
kdyz libovolny z fetézct skonéi (narazime na nulovy bajt).

Protoze zbytek bufferu za koncem retézce mize byt vyplné-
ny néjakym nahodnym smetim, pokud bychom neskonc¢ili,
mohli bychom dva shodné kratké fetézce vyhodnotit jako
rizné, protoze se lisi v této ignorované c¢asti.

V kédu vyse je to trochu schované: pokud jsou fetézce rizné
dlouhé a narazime na konec jednoho z nich, porovnavani
skonéi, protoze se na daném misté znaky lisi (jeden Fetézec
obsahuje nulovy bajt a druhy smysluplny znak). Pokud jsou
oba Tetézce stejné dlouhé, narazime na oba nulové bajty
soucasné a pomuze nam podminka CMP r5, O.

Ale zrovna tak je dobré si pohlidat i maximélni délku, po-
kud by se nékde nedopatfenim objevil fetézec neukoncéeny
nulou, aby porovnavani nepokracovalo donekonéena (pfi-
padné do doby, nez narazi na nulu v Uplné nesouvisejici
¢asti paméti).

Pamétova reprezentace instrukci

Pamét kromé dat, které si tam ulozime, osahuje také kéd
naseho programu. Tomuto principu se fikd von Neumann-
nova architektura: kod je ulozeny ve stejné paméti jako da-
ta, neni pro né&j vyhrazené zadné specidlni misto. To mé
spoustu vyhod: pokud operac¢ni systém nacitd kéd progra-
mu z disku do paméti, mize pouzit stejné instrukce pro
praci s paméti jako pro data (v tuto chvili ten kéd jsou pro
néj data). Obcas se taky programu muZe hodit generovat
¢asti svého kédu az za béhu.

Jak uz jsme naznacili v minulém dilu, program neni v pamé-
ti uloZen jako textovy zapis v assembleru, tomu by proce-
sor nerozumél. Misto toho je kazda instrukce (véetné svych
parametrli) zakédovand jednim 32-bitovym celym éislem.
Tohle je jedna z vlastnosti, kterd ¢ini ARM pfijemné jed-
noduchym; na jinych procesorech maji ¢asto rtizné druhy
instrukei rtuzné dlouhé kédy. Instrukce musi byt v paméti
zarovnané (uloZené na adresich, které jsou ndsobkem Gty¥).

V procesoru existuje specidlni registr oznacovany pc (Pro-
gram Counter, dostupny téZ jako r15), ktery obsahuje pa-
métovou adresu aktudlné vykondvané instrukce. Velmi zjed-
nodusené bychom si ¢innost procesoru mohli predstavit jako
neustalé opakovani nasledujicich kroki:

1. Nacti instrukci z adresy pc v pameéti
2. Dekéduj a proved instrukci

3. Pokud instrukce nezménila pc (neprovedla skok), zvys
automaticky pc o 4 (pfejdi na nésledujici instrukei).

vvvvv

zpracovava nékolik instrukei ¢asteéné paralelné (zatimco se
jedna provadi, dalsi uz se nacita atp.). To ma ob¢as trochu
podivné disledky. Napiiklad pokusite-li se precist hodnotu
registru pc instrukci typu MOV rO, pc, neulozi se do r0
adresa této instrukce MOV, jak by mozna ¢lovek cekal, nybrz
hodnota o 8 vyssi (o 2 instrukce dal).

Podivejme se nyni, jak takovy kdd néjaké instrukce vypada.
Existuje nékolik rtiznych kédovani pro rtizné druhy instruk-
ci: jedno pro vSechny aritmetické, jedno pro load/store, jed-
no pro skoky, atd.

UkéZeme si napiiklad kédovéni aritmetickych instrukei (po-
uzivané i pro dalsi podobné instrukce, jako napf. MOV):

31 24 19 15 11 0
kod 1. arg. | cilovy 2. argument
podm. 10 0 operace|” | registr | registr | (registr/konstanta)
(4b) (4b) (4b)  (4b) (12b)



Podivame-li se na kdd instrukce, najdeme v ném:

¢ Podminku. Uz v minulém dile jsme stru¢né zminovali, Ze
podminku jde pripojit k vétsiné instrukci, nejen ke sko-
ku. Dané instrukce se pak provede, pouze pokud je pod-
minka splnéna. Kazda podminka z minulého dilu ma sviij
4-bitovy kéd, napt. 0000=EQ, 0010=HS, . .. Existuje spe-
cidlni podminka AL (ALways, 1110), ktera zatfidi nepod-
minéné spusténi dané instrukce. Ale v assemblerovém za-
pisu ji lze vynechat (piSeme MOV misto MOVAL).

Typ druhého argumentu (,,T“ v diagramu vyse). Pokud
T=1, druhy argument je konstanta, jinak je to registr.

e K4d operace (opkdd), ktery ikd, o jakou instrukci vitbec
jde. Napt¥. ADD=0100, MOV=1101.

Bit S udavajici, zda se dle vysledkd ma nastavit stavovy
registr. Timto jsou odliSeny napfiklad instrukce ADDS a
ADD.

Cislo registru, ktery tvofi prvni argument. Prvnim argu-
mentem musi byt vzdy registr. Cislo registru je pfesné

to, které je obsazené v jeho nazvu — napt. r5 je reprezen-
tovan C¢islem 5 (0101).

e (islo cilového registru, kam se ulozi vysledek operace.

e Druhy argument (registr nebo konstanta).

Pravdépodobné jste pfi hrani s nasim simulatorem narazili
na to, ze nékteré konstanty nejde v assembleru zapsat (pie-
kladag si st&zuje, ze jsou piili§ velké). Ted uz vite pro¢: na
konstantni argument v instrukci zbyva jen 12 bitd, takze
tam urcité libovolné 32-bitové ¢islo nevtéstname.

Autofi ARMu ale téchto 12 bitd vyuzili velmi chytfe. Na-
misto jednoho 12-bitového éisla (s rozsahem 0 az 4096) je
rozdélili na dvé &asti: 8-bitovou hodnotu (x) a 4-bitovou
rotaci (r). Hodnota druhého operandu vznikne jako x do-
plnéné nulami zleva na 32 bitt a nasledné bitové zrotované
doprava o 2r bit. Pro r > 4 se tato rotace chova jako bi-
tovy posun doleva (rozmyslete si). Takze takto dokézeme
snadno vytvaret konstanty tvaru « - 2¥ pro mala .

Filip Stédronsky



Recepty z programatorské kucharky: Binarni vyhledavani

Binarni vyhledavani je mocna technika, kterd se objevuje
ve vSemoznych algoritmech a tlohach. Obecné spociva ve
vyuzivani monoténnosti néjakého pole nebo funkce k rych-
lejsimu prohledavani. To zni pravdépodobné velmi nejasné;
za¢neme proto konkrétnéjsimi priklady a budeme postupné
zobecniovat.

Ve své nejjednodussi podobé je binarni vyhledévani tech-
nika, kterda nam umozni rychle prohledavat serazené pole.
Reknéme, 7e mame vzestupné setiidéné pole A, o kterém
vime, ze obsahuje Cislo k. Chceme zjistit, jaky ma k index
v poli, ¢ili pro jaké i plati A[i] = k. Budeme v podstaté
hadat, ktery index to je, a zpfesnovat nas odhad. Napred
odhadneme index v poloviné pole (ten oznacime mid jako
middle, ¢ili st¥ed).

e Pokud A[mid] = k, je hotovo.

e Pokud A[mid] < k, vSechny prvky A nalevo od mid musi
byt také mensi nez k. Proto vyhledavani spustime znovu,
ale pouze na prvcich napravo od mid (samoziejmeé uz bez
mid).

e Pokud A[mid] > k, analogicky spustime vyhledédvani na
levé poloviné.

Pokud pole nem4 presny stfed (méd sudou délku), zvolime
za mid a libovolny ze dvou prostfednich indexti.

Reknéme napiiklad, Ze chceme v poli [1,4,5,7,11,16,20]
zjistit index ¢isla 11. Vyhledavani bude postupovat takto:

0 1 2 3 4 5 6
1 4 5 7 11 16 20 malo
‘ 11 16 20 moc
11 | trefa!

Vysledek je tedy 4. Stac¢ilo ndm podivat se na tfi prvky,
takze vyrazn€ méné€ nez 7 v naivnim prohledavani.

Protoze délka intervalu, na kterém hledame, se v kazdé ite-
raci zmensi alesponl na polovinu, po i-té iteraci bude mit
interval délku nejvyse N/2¢ (kde N je délka pole). Celkem
proto provedeme maximalné log, IV iteraci, nez se dostane-
me na délku 1. Casové slozitost je proto O(log N).

Nejintuitivnéjsi je asi rekurzivni predstava, kterd v kddu
vypadéa takto:
# pole A je dané
# Vyhledavani ¢isla k, pokud vime, Ze se
# nachazi nékde v intervalu <1, r>.
def index_prvku(l, r, k):
if 1 > r: # volame se na prazdny usek
return None # zde hledané k urcité neni

mid = (1 + r) // 2 # primér hranic
if A[mid] == # hotovo,
return mid # mid je hledany index
elif A[mid] < k: # chceme vic
# spust na pravé pilce (ale uz bez mid)
return index_prvku(mid + 1, r, k)
else: # posledni moZnost: chceme méné
# spust na levé poloviné
return index_prvku(l, mid - 1, k)

# Zavolame na <0, len(A) - 1>, tedy na celé pole
index = index_prvku(O, len(A) - 1, k)
if index is None:

print ("{} se v poli nevyskytuje.".format(k))
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else:
print ("{} se v poli vyskytuje na pozici {}"
.format (k, index))

Mize se nam stat, ze hledané k v poli nelezi. To pfi vyhle-
davani pozname tak, Ze se ndm interval, kde k jesté muze
byt, zmensi na prazdny. Komentafre kéd zna¢né prodluzuji,
ale v praxi je to opravdu jen par rfadki. Castéji se viak po-
uzivad implementace, kde misto rekurze pouzijeme cyklus.
Prevod je jednoduchy, uvedeme si tedy i tuto verzi:

# Pole A je dané
def index_prvku(k):
# po celou dobu plati, Ze k se musi
# nachazet nékde v intervalu <1, r>
1, r =0, len(p) - 1
while 1 <= r:
# dokud je interval <1, r> nepréazdny
mid = (1 + 1) // 2
if A[mid] == k:
return mid
elif A[mid] < k:
1 =mid + 1
else:
r = mid - 1
return None
# Pole neobsahuje k,
# jinak bychom ho uZ nasSli

Binarni vyhledavani pres funkce

Uvazme, jak by se kéd zmeénil, kdybychom pole A neméli
ulozené v paméti, ale nacitali bychom ho naptiklad z disku
nebo po siti. Pak bychom nejspis méli néjakou funkci f,
které bychom se mohli ptat na jednotlivé indexy a ona by
nam vracela prislusné hodnoty. Jedind zména by pak byla
v tom, ze bychom se misto pfistupovani k prvkidm pole ptali
této funkce na odpovidajici indexy.

Binarni vyhledavani je totiZ mnohem mocnéjsi nez pros-
té vyhledavani v poli. Nase funkce pro binarni vyhledavani
nyni vlastné nepracuje s zddnym polem, jen s néjakou funk-
ci f. Za tu ale mizeme dosadit néco tplné jiného nez jen
prvky pole. Musime vsak dodrzZet vlastnost, Ze f je neklesa-
jici, aby mohlo vyhledavani fungovat (stejné tak by mohla
byt nerostouci, ale tento pfipad je analogicky, takze se bu-
deme zabyvat pouze neklesajicimi funkcemi).

Zkusime tedy za f dosadit néco jiného. Reknéme, Ze chceme
pomoci binarniho vyhledavani umét pocitat tfeba druhou
odmocninu ¢isla: mame dané ¢islo x a chceme najit ¢islo
mid > 0 takové, ze mid je odmocnina z x. Jinak Feceno,
mid? = z. Bindrnim vyhledédvanim tlohu vyiesime tak, Ze
budeme hédat &sla mid a vizdy srovndme f(mid) = mid?
s z. Pokud je mid? vétsi nez x, mid je vétsi, nez chceme.
Horni hranici proto nastavime na toto mid. A naopak, po-
kud je mid? mensi, nastavime spodni hranici na toto mid.
Dulezité je, ze pro kladna mid je funkce f neklesajici, jinak
bychom na ni bindrné vyhledavat nemohli.

Na obrazku je pripad, kdy hleddme odmocninu ze dvou.
V prvni iteraci jsme mid odhadli na 1 a f(mid) je proto
taky 1, takze méné nez x (které je 2). Zahodime proto levou
polovinu.



0 1 2

y1P<2

y15°>2
y125° <2

Protoze odmocnina muze byt iracionalni, nemtzeme pred-
pokladat, ze ji dokazeme spocitat presné, tzn. ze by nastal
ptipad mid? = x. Odmocninu tedy jen aproximujeme. Pro
takovéto aproximacni tdlohy stac¢i cyklus zopakovat dosta-
te¢nékrat, abychom ziskali rozumnou presnost. Pfesnost se
velmi rychle zvySuje (s kazdou iteraci se velikost interva-
lu, kde se mtize nachizet vysledek, zmensi na polovinu),
a proto vétsinou staci tfeba 100 iteraci.

Drobny, ale podstatny detail je volba intervalu (¢,r), ve
kterém vyhledavani zac¢iname — pokud hledané mid lezi mi-
mo tento interval (tj. neplati, ze f(¢) < f(mid) < f(r)),
algoritmus samozifejmé nemtze fungovat. Pro nas piiklad
s f(z) = 22 jsme zvolili £ = 0, r = max(1, z), rozmyslete si,
pro¢ tato volba funguje.

V kédu:

def f(a):
return a * a

def odmocnina(x):

1, r = 0., max(float(x), 1.)

for iterace in range(100):
mid = (1 + 1) / 2
if f(mid) < x: 1 = mid # chceme vic
else: r = mid # chceme min

return 1

# 1 a r jsou dostatecné blizko,

# je jedno, které vratime

Kéd je velmi podobny predchozimu, prestoze déla néco do-
cela jiného. Oproti minule nepracujeme s celymi ¢isly, ale
s Cisly redlnymi. Z toho plynou zmény, které jsme vysveétlili
vyse. Pripad f(mid) == x preskakujeme proto, Ze chceme
jen dostatecné dobry odhad a v naprosto presny vysledek
nedoufame.

Funkce f je nyni Uplné jind nez pfedtim, ale vyhledava-
ni funguje analogicky. Dulezité je, Ze hodnotu f zjistujeme
tolikrat, kolik probéhne iteraci cyklu (zde stokrat, v celo-
¢iselném ptipadé O(log N)-krét), takze jen mélokrat. Jeji

vypocet tak mize byt i pomérné pomaly a cely program
pobézi porad rychle 3 — fadové rychleji, nez kdybychom si
pocitali vSechny funkéni hodnoty.

Jak se vyporadat se stejnymi hodnotami

Presunime se zpét do celych ¢isel. Hned v prikladu s vy-
hledavanim v poli jsme opomenuli pripad, kdy se néjaké
¢islo v poli vyskytuje vickrat. V takovych pfipadech chce-
me zpravidla najit prvni nebo posledni pozici prvku. Takto
mizeme napiiklad najit v sefazeném poli posledni prvek,
ktery méa hodnotu maximalné k. Pokusme se k tomuto tce-
lu binarni vyhledavani upravit.

Existuje nékolik zptusobd, jak se s tim vyporadat, ale ¢asto
byvaji nachylné na chyby, zejména na plus-minus-jednicko-
vé. Nejjednodussi je pamatovat si nejvyssi index pole, ktery
podminku splnuje, a ve vyhledavani pokracovat jako ob-
vykle, dokud se nam interval nezmensi na nulovy nebo za-
porny. Muze to vypadat takto:

# pole A je dané
def neni_vetsi_nez_k(x, k):
# neni vétSi nez k, takZe je mozZnym feSenim
return A[x] <= k
def nejvetsi_prvek_ne_vetsi_nez_k(k):
1, r =0, len(hd) - 1
nejlepsi = None
while 1 <= r:
# dokud neni interval prazdny
mid = (1 +r) // 2
if neni_vetsi_nez_k(mid, k):
nejlepsi = mid
1 =mid + 1
else:
r =mid - 1
return nejlepsi
# Pokud zadny prvek nespliiuje podminku,
# vrati se None

Vsimnéme si, ze kdyz najdeme prvek, ktery podminku spl-
nuje, zmensime interval na pravou polovinu. To znamen3,
7e kdyz pak najdeme dalsi prvek, ktery také podminku spl-
nuje, bude nutné lepsi. Proto mtzeme nejlepsi nastavit
rovnou na mid bez jakychkoli srovnani.

Vyhledavani podle predikatu

Schvalné pouzivame frazi ,prvek, ktery spliuje podminku*
misto néceho jako ,prvek, ktery neni vétsi nez k“. Miazeme
totiz udélat dalsi abstrakci — pfi vyhledavani nam nezalezi
na porovnavani néjakych ¢isel, jen na tom, jestli prostiedni
hodnota spliiuje néjakou podminku, ¢ili predikat. Dilezi-
té je, ze tento predikat je ,merostouci“, ¢ili na zacatku je
na néjakém tseku vzdy splnény (vrati true) a dale uz ni-
kdy. My hleddme pravé hranici mezi témito ¢astmi: nejvyssi
hodnotu, pro kterou funkce vrati true.

Formélné, predikat p(z) musi splitovat:

p(z) = false = (y > = = p(y) = false).

To znamend, ze kdyz nékde predikat neni splnén, dale uz
nebude splnén nikde.

Predikat je v tomto pfipadé f (mid) >= hledany, ale klidné
by to mohlo byt néco jako ,je mozné vyskladat x koni na Sa-
chovnici tak, aby se neohrozovali?“ Timto zptsobem miize-
me Fesit tlohy typu ,,najdéte nejvétsi k, pro které jesté plati

Samoziejmé v rozumnych mezich — bude-li nas vypocet jedné hodnoty stat O(2") ¢asu, bindrnim vyhledavanim to moc

nezachranime.
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podminka“. Nékdy se totiz stava, ze ptvodni problém neni
mozné jednoduse zodpovédét, ale dokdzeme rychle (Fekné-
me v O(N) nebo O(N log N)) odpovédét na dotazy typu:
,Plati jesté pro dané k podminka?“ Pak staci implemen-
tovat tyto dotazy a binidrni vyhleddvani ndm d& odpovéd.
Napriklad tlohu ,Kolik nejvice koni je mozné umistit na
Sachovnici tak, aby se neohrozovali?“ muzeme redukovat
na ,Je mozné vyskladat x koni na Sachovnici tak, aby se
neohrozovali?“ za pouziti binarniho vyhledavani.

Uvedme piiklad (zjednoduseni P-I-1 z MO-P 2015): Ma-
me hotel, ktery ma N (max. 10°) pater. V kazdém patie
je jeden pokoj. Postupné se do hotelti ubytovava H hos-
ti (H < N), z nichZ -ty miZe byt ubytovan maximalné
v patie a; (protoZe se boji vysek). Kolik hostt dokdZzeme
ubytovat, nez budeme muset néjakého odmitnout, protoze
se nikam nevejde?

Reseni: Dokazeme jednoduse zjistit, zda dokaZeme ubyto-
vat prvnich K hostt. Sta¢i vzit prvnich K, tuto posloup-
nost sefadit a pak zabirat patra odspoda — host s nejvétsim
strachem z vySek do prvniho patra a tak déale. To zabere
O(Nlog N) ¢asu. S touto podminkou uz spustime bindrni
vyhledavéani a dostaneme odpovéd za O(N log? N) Gasu.

Ne vzdy je predikatova forma tillohy jednodussi nez ptivodni
tloha, tfeba pfi hledani nejkratsi cesty nedokézeme rych-
le zjistit, zda existuje cesta dlouhd maximalné x. Vzdy je
ale dobré se zamyslet, zda by binarni vyhledavani mohlo
pomoci.
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Priklady
Papir

(T&z8i verze této ulohy byla zadana jako uloha D na ACM
ICPC World Finals 2015.)

Méme obdélnikovy papir, ve kterém jsou vystifihnuté di-
ry ve tvaru kruhu. VSechny diry jsou celé uvnitf papiru a
neprekryvaji se. Kde mame vést fez papirem rovnobézny
s osou x tak, aby byl papir rozdélen na dvé ¢asti o stejném
obsahu? Dér muze byt az 100 000.

Vzducholod’
(Pfevzata z Codeforces, uloha 590B.)

Letime vzducholodi a chceme se dostat z bodu A do bo-
du B (body jsou zadané soufadnicemi), ale situace je kom-
plikovana vétrem. Otaceni vzducholodi netrva zadny cas,
ale vzducholod mé maximalni rychlost v (oproti vzduchu).
Prvnich ¢ sekund vane vitr s vektorem (w,, wy), po t sekun-
déch se zméni na vektor (ug,u,) a v tomto sméru uz zista-
ne.

Formalné, pokud mé vzducholod oproti vétru nulovou rych-
lost a je na [z, y] a vane vitr (u,,u,), po 7 sekundach bude
vzducholod na [z + 7T - ugz,y + T - uy]. Maximalni rychlost
vzducholodi je vzdy vétsi nez velikost vektoru vétru.

Za jak dlouho se nejrychleji dostaneme z A do B? (Maxi-
malni povolen4 odchylka je 1076.)

Kuchatku pro vas sepsal

Viclav Volhejn



Vzorova feSeni prvni série tficatého ro€niku KSP

30-1-1 Oprava databaze

Cilem bylo spojit vSechny zaznamy, které spolu maji néjaké
,propojeni“. Emailové adresy a jména si mtizeme piedsta-
vit jako vrcholy neorientovaného grafu a zaznamy v data-
béazi jako jeho hrany, které emaily se jménem spojuji (po-
kud si s grafy nerozumite, mizete se mrknout do grafové
kuchaiky).* Jedné osobé pak libovolna dvojice vrcholt pat-
1, pokud mezi nimi existuje libovolné dlouha cesta — kdyz
se nachéazi v jedné komponenté souvislosti. Projit vsech-
ny komponenty souvislosti uz jde jednoduse prohledavanim
grafu do hloubky, jen je potfeba dat pozor na to, Ze neni
souvisly. Staci si ale pro kazdy vrchol pamatovat, jestli uz
jsme jej navstivili (t¥eba v néjakém poli bool). Pak vSech-
ny projdeme, a pokud jsme v ném jesté nebyli, spustime
prohledavani do hloubky. Nakonec vypiSeme pocet naleze-
nych prvka.

Samotné prohledani grafu ndm zabere O(N + M), kde N
je pocet vrcholt a M pocet hran — prochazime vSechny vr-
choly a pokazdé spustime prohledavani do hloubky. Vsech-
ny prohledané vrcholy ale ozna¢ime jako ,uz prohledané®,
takZe se nikdy nespusti dvakrat prohledani stejné kompo-
nenty a kazda hrana se navstivi jen jednou.

Ted zbyva vymyslet, jak vyrobit graf z databéze. Je potfe-
ba néjakym zpusobem mapovat jména a emailové adresy
na vrcholy v grafu. Nejjednodussi asi bude kazdému tex-
tovému Tetézci pridélit index v poli, do kterého si vrcholy
budeme ukladat. To ptijde udélat pomoci néjaké vyhledava-
ci datové struktury — projdeme vSechny zaznamy, najdeme
vrchol jména a vrchol emailové adresy, pripadné vyrobime
novy, pridame ho do pole, a vyrobime mezi nimi hranu.

Jako vyhledéavaci strukturu jste casto pouzivali hashovaci
tabulku, nebo vyhledavaci strom, ale asymptoticky rychlej-
§i je pouzit trii (pismenkovy strom), kterd umi pfidavat i
vyhledavat prvky v linedrnim case s délkou textového fetéz-
ce. Hashovaci tabulka to umi skoro stejné rychle, ale neni
deterministickd, takze je konstantni jen v primérném pii-
padé — mohla by tedy byt vyrazné pomalejsi, kdybychom
méli velkou smilu. Vyhledavaci strom by provedl logarit-
micky pocet porovnani, které kazdé pot¥ebuje az O(¢), kde
{ je délka TFetézce. Zpracovani vstupu by pak zabralo ¢as
O(L -log(n)), kde L je soucet délek vSech Fetézcli a n podet
fetézcl na vstupu.

Trie je strom, kde kazdy vrchol ma O(X) synt (kde X je
velikost abecedy), v kazdém vrcholu je uloZen jeden znak
Tetézce a celad cesta do né€jakého listu je jeho klicem. Ve
vrcholech, kde néjaky rfetézec kondi, je pak ulozen i od-
kaz na vrchol naseho grafu. Pro $touraly, kdybychom chtéli
podporovat UNICODE, tak asi nechceme milién synti pro
kazdy vrchol, ale stac¢i to zakédovat pomoci UTF-8 a pra-
covat s tim jako fetézci bytt. Pripadné Tetézci bitl, to by
fungovalo taky, kdyby bylo i 256 synt moc. Viz kuchatka
o vyhledavani v textu,® kapitola Adresaf pomoci trie.

Pripadné je mozné si pole setridit, nejdiive podle jmen,
pak pridélit indexy a pak to samé podle emailt. Tiidéni
standardnim algoritmim trvd O(n - log(n - ¢)), kde n je
pocet prvki a c je slozitost porovnani, kterda je tmérna

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-texty

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostry|
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délce textovych fetézci. Nicméné tiidit texty jde i linedrné
vzhledem k souctu délek, naptiklad pomoci trie.

Algoritmus provede pfi stavbé grafu maximalné dvé opera-
ce s vyhledavaci strukturou — vyhledani vrcholu a piipadné
vlozeni nového, kde kazda operace trva trii linearné s délkou
textového retézce. Coz muize byt docela podstatné, v zadani
nikdo neslibil, Ze v8ichni maji hezkou a kratkou emailovou
adresu, a Casto jste na to zapominali. Pak je tfeba graf pro-
jit — coz trvd O(N + M). Dohromady to tedy trva linedrné
dlouho s velikosti vstupu v bajtech, protoze pocet hran i
vrchold je urcité mensi nez pocet bajtd na vstupu.

Nekteri jste také tlohu fesili pomoci datové struktury DFU
(Disjoint-Find-Union), kterd ndm umozni si pamatovat, co
je s ¢im v jedné komponenté, a rychle tyto komponenty
spojovat, kdyz se ndm vyskytne novy zdznam, ktery ,spoji*
dva lidi dohromady. Pro tuto tlohu to sice bylo malicko
asymptoticky nevyhodné, ale rozhodné by se to hodilo na
online verzi ulohy — kdybychom chtéli postupné zadavat
zaznamy a uz v prubéhu nacitani dat védét, kolik je to
doopravdy osob. Vice informaci o této datové struktute je
v kuchafce o kostrach v grafu.®

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-1-1.d

Pali Rohar € Standa Lukes

30-1-2 Telefonni hlavolam

Predstavme si, Ze stojime pied telefonem, uz jsme si vyza-
dali néjaké napovédy a nyni pfemyslime, zda muzeme s jis-
totou zméacknout néjaké tlacitko a pripadné které. Urcité
nema smysl uvazovat ta tlacitka, o kterych z néjaké napo-
védy vime, ze je mame zmacknout az po néjakém jiném.
Zaméime se tedy na ta ostatni a fikejme jim t¥eba predvoj.
Klicem k optimélnimu feSeni je si uvédomit, ze tlacitko
mizeme zméacknout, jen pokud je v predvoji jediné. Proc
tomu tak je? Predstavme si, ze mame v predvoji néja-
ka dvé tlacitka X a Y. Spravné potfadi je, dejme tomu,
XAB...YPQ... Viimnéte si, ze kdyz Y z tohoto pofa-
di ,vytrhneme“ a ddme na zacatek, tak nam to zaddnou
napovédu ,neporusi“. A tedy v souCasnosti jeSté nemuze-
me védét, které z téchto poradi je spravné, takze nemii-
zeme s jistotou zmacknout X ani Y. Naopak pokud uz je
v predvoji jediné tlacitko, tak jej jisté zmacknout muzeme.
Pted ostatnimi tlac¢itky totiz musime zmacknout néjaké ji-
né, a jisté tedy nejsou prvni.

Jakmile zméckneme néjaké tlacitko, mtizeme vSechny né-
povédy, které se ho tykaji, zapomenout (uz ndm k niemu
nejsou) a cely postup opakovat se zbylymi tlacitky (s vy-
uzitim ndpovéd, které nam po ,zapomenuti“ zbyly). Tak-
to budeme postupné mackat tlacitka v jediném spravném
pofadi, dokud nezméackneme vsechna. Uz vime, ze na to
spotfebujeme co nejméné napovéd, protoze na napovédu se
ptéame jen tehdy, kdyz je vysledné poradi nejasné.

Z toho plyne jednoduchy algoritmus: Po kazdé napovédé
projdeme vSechna jesté nezmacknuta tlacitka a pro kazdé
si spocitame, kolik tlacitek mame podle napovéd zmacknout
pfed nim. Pokud neméame pred danym tlac¢itkem zmacknout


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-1-1.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-textu
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostry

zadné jiné, pridame ho do predvoje. Pokud je po zkontro-
lovani vSech tlacitek v predvoji jen jediné, zmackneme ho,
zapomeneme o ném vSechny napovédy a postup opakujeme.
Tento postup funguje, bohuzel se ndm ale miize stat, ze pro
kazdou novou napovédu musime pfi pocitani tlacitek pro-
jit skoro vSechny pfedchozi, takze casova slozitost takového
feseni bude O(M?).

Nedélame vSak néco zbytecné? VSimneme si, Ze znovu a zno-
vu u kazdého tlacitka prepocitavame, kolik tlacitek musime
zmacknout pred nim. Tato Cisla se ale ptili§ neméni: pro né-
jaké tlac¢itko B se jeho ¢ita¢ zméni, kdyz dostaneme néjakou
napovédu (4, B) (to se pak ¢ita¢ zvysi o jedna), nebo kdyz
naopak po zméacknuti néjakého tlacitka A napovédu (A, B)
zapomeneme (¢ita¢ o jedna snizime).

Budeme si tedy u kazdého tlacitka toto ¢islo pamatovat
a pii ziskdni/zapomenuti ndpovédy ho jednoduse prepodi-
tame. K tomu si pro kazdé tlac¢itko A musime pamatovat
vSechny jeho népovédy (A, B) (tj. jen vSechny napovédy
»A zmackneme dfive nez B), abychom po jeho zmacknuti
védéli, jaké Citace mame snizit o jednicku. Kromé toho si
taky budeme pamatovat aktualni predvoj, abychom uméli
rychle kontrolovat, kdy uz je v ném jen jedno ¢islo, a jaké.

Algoritmus je pak pfimocary:
Dokud mame néjaké nezméacknuté tlacitko:

e Dokud je v predvoji vic jak jedno tlac¢itko, ptame se na
napovédy: dostaneme néjakou napovédu (4, B), a pokud
jsou A i B jesté nezmacknuté (tj. napovéda je relevantni),
zvysime ¢ita¢ v B o jednicku a u A si napovédu pozna-
mename. Pokud bylo B v pfedvoji (mélo ¢&ita¢ na nule),
tak ho z néj odstranime.

® Dokud je v predvoji jen jediné tlac¢itko: zméckneme ho,
podivdme se na vSechny nédpovédy (A, B), které jsme si
k nému poznamenali, a vS§em B snizime ¢ita¢ o jednicku.
Ta cisla, jejichz ¢ita¢ jsme snizili na nulu, pfidame do
predvoje.

Zbyvé si rozmyslet, jak toto vSechno udrzovat. K pocita-
ni pfedchézejicich tlacitek nam staci obycejné pole cisel,
pro seznam napovéd, které po zmacknuti tlacitka projdeme,
miZeme pouZit pole poli (nebo spojovych seznamt). Pro
predvoj mtizeme pouzit napiiklad heSovaci tabulku; pokud
by vam vadilo, ze tak ziskdme konstantni vkladani a ma-
zani pouze v prumérném piipadé, zkuste si rozmyslet, jak
k tomuto ucelu upravit obyc¢ejny spojovy seznam.

Spotfebujeme nejvyse M napovéd, pro kazdou napovédu
provedeme jen konstantné mnoho prace. Druhy krok sice
mize trvat dlouho, ale dohromady kazdé tlac¢itko zmack-
neme pravé jednou a kazdou napovédu také zapomeneme
pravé jednou. Celkova ¢asova slozitost je tedy O(N + M) =
O(M), stejné jako pamétovi.

Na zavér poznamename, ze tloha se dala pomérné piimoca-
fe prevést na hledani topologického usporadani v postupné
budovaném grafu (nevite-li, co je to graf nebo topologické
uspotadani, zkuste se podivat do nasi grafové kuchaiky).”
Myslenka algoritmu je stejnd, jen bychom misto o tlac¢itkach
a napoveédach hovotili o vrcholech a grafech.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-1-2.py

Dominik Smrz € Risa Hladik

7 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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30-1-3 Placeni v ¢éajovné

Mnoho z vas se pokusilo jit na problém placeni co mozna
nejtézsimi mincemi hladové. Vétsinou tak, ze jste si spocetli
pomér vahy ku hodnoté mince a postupné jste platili od
mince s nejvétsim pomeérem (abyste se zbavili co moznéd
nejvétsi véhy).

Tento postup ale neda nejlepsi kombinaci minci, vyvrati-
me to jednoduchym protipiikladem. Pfedstavte si, ze tfeba
existuji mince o hodnotéch 1, 3 a 5, kde mince s hodnotou
1 vazi jednu tunu, mince o hodnoté 5 vazi jeden kilogram
a mince o hodnoté 3 vézi jeden gram (a obvykld penézenka
obyvatel této zemé mé podobu slusné velkého nakladniho
auta).

Protoze nechceme, aby nase penézenka vazila vice, jak my
samotni, tak v ni mame jenom leh¢i mince o hodnotach
3 a 5 a chceme s nimi zaplatit ¢astku 21. Hladovy postup
by pouzival minci o hodnoté 5, dokud by se vesla (tedy
¢tytikrat), a pak by se pokusil pfeplatit o co moznéd nejmé-
né. No a ouha, preplatili bychom tak pozadovanou ¢astku
0 2 a ¢ajovnik by nam vratil dvé tézké mince o hodnoté 1.
Spravné feseni je oc¢ividné zaplatit pomoci t¥1 minci o hod-
noté 5 a dvou o hodnoté 3.

Hladovy postup dokonce ani nemusi vratit validni kombi-
naci minci. Zrecyklujme priklad vysSe, jenom zrusme mince
o hodnoté 1. Stejné jako predtim bychom pfeplatili o cast-
ku 2, ale ¢ajovnik by nemél zadny zpuisob, jak nam castku 2
vratit.

Kdyz jsme si tedy primitivni hladové postupy vyvratili,
zkusme se na to podivat trosku jinak.

Do ¢ajovny lépe a s batohem

Nejdiive si vyfesime leh¢i tlohu: jakych hodnot a hmotnos-
ti umime dosdhnout pomoci kombinace nanejvyse K min-
ci N riznych typid? Jedna z moznosti, jak to spocitat, je
spustit rekurzi hloubky K a na kazdé tirovni rekurze se roz-
hodnout, jakou z N + 1 minci (pfiddme si jednu virtudlni
minci znamenajici ,nepouzit nic“) zvolit. To ndm ale d&
¢as O(NK) a piitom spousta vétvi vypoctu povede k to-
mu samému — tfeba protoze nam viibec nezalezi na poradi,
v jakém mince vybereme.

Vyfesme tento problém lépe. Pojdme se divat, jaké éastky
umime dosdhnout s pouzitim pouze jedné mince. Pak zkus-
me z kazdé této castky vyjit a podivejme se, jaké vSechny
¢astky umime dosdhnout s pouzitim dvou minci a tak dale.

Pfipravme si dvourozmérnou tabulku, kde fadky budou
znacit pocet pouzitych minci a sloupce budou odpovidat
poskladané hodnoté. Radki budeme potiebovat K, pocet
sloupcti si omezme néjakou maximélni ¢astkou M. Tabul-
ka tedy bude mit rozmér K x M. Vyplnéné policko [i, j]
v tabulce bude znamenat, Ze umime s pouzitim ¢ minci do-
sahnout castky j.

Dobre, ale kam se nam ztratila hmotnost? Budeme ji psat
primo do policek tabulky. Tieba pro ptiklad vyse s mincemi
1, 3 a 5 budeme mit policko [2,2] vyplnéné vidhou 2 tuny
(protoZze pomoci dvou minci umime poskladat hodnotu 2
jako dvé mince o hodnoté 1). Co ale s polickem [2,6]7 To
umime poskladat jako dvé mince hodnoty 3, ale také jako
jednu minci hodnoty 1 a jednu minci hodnoty 5. Druhé

v,

moznost je t€z8i, a tak zde zapiSeme tu.

Tabulku budeme postupné vyplinovat po fadcich. Na zacat-


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-1-2.py
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ku vyplnime v prvnim fadku policka odpovidajici jednot-
livym mincim (kdyby néjaké dvé mince mély stejnou hod-
notu, zapiSeme sem pochopitelné tu téz8i) a pak budeme
postupné vyplinovat dalsi fadky. Na kazdé vyplnéné policko
z predchoziho fadku zkusime aplikovat vSech N + 1 minci
(véetné té nasi virtudlni s hodnotou a vahou nula), a pokud
nam tato kombinace da vétsi hmotnost, nez je zapsana na
odpovidajicim policku ve vyplnovaném fadku, tak policko
pfrepisSeme novou kombinaci.

Vysledky na konci vypoctu najdeme na poslednim Fadku.
Pro ziskéni seznamu minci, ktery vedl na néjakou hodnotu,
nam staci si u kazdé hodnoty poznamenavat, odkud z pred-
choziho fadku jsme na ni prisli. Pro rekonstrukci pak staci
projit tyto zpétné odkazy a vypisovat pritom hodnoty min-
cl.

Tim jsme pravé popsali postup, kterému se velmi casto fika
batoh a tloze problém batohu (anglicky knapsack problem).
e ®
<

Nyni si nasi tlohu miZzeme rozdélit na dvé mensi: jakou nej-
tézsi sadu minci mtzeme pouzit k zaplaceni néjaké castky
a obdobné to samé pro ¢ajovnika. Ulohy se mirné lisi v tom,
ze my mame omezené pocty jednotlivych minci, kdezto ¢a-
jovnik mé& od kazdé mince libovolné mnoho kust, ale na
problému to prakticky nic nezméni.

Spocitejme si nejprve, jak muze vracet ¢ajovnik. Ten méa
sice neomezeny pocet kust kazdé mince, ale je dulezité,
7e obé strany maji omezeny maximalni pocet minci, které
mohou k placeni pouzit — v zadani jsme tyto limity oznacily
jako K a L. Cajovnik muize zaplatit maximéalné L mincemi,
ale u kazdé z nich se muze rozhodnout, ktera mince to bude.

Budeme tedy potfebovat tabulku vysokou L fadki. Sitku
tabulky mtizeme omezit maximalni ¢astkou, kterou mtizeme
zaplatit. Bohuzel nelze udélat zadny odhad typu ,maximal-
né dvojnasobek ¢astky k zaplaceni“ — zkuste si t¥eba zapla-
tit ¢astku 45, pokud mate k dispozici jenom mince o cené
1000000007 a cajovnik vam muze vracet jesté navic mince
hodnoty 59 (ano, obé to jsou prvoéisla). Spravné Feeni je
zaplatit 42 velkymi mincemi, aby vam ¢ajovnik mohl vratit
spoustou mensich minci. Nejlepsi odhad na sitku tabulky
je tak LH 4., kde H,,q, je hodnota nejcennéjsi mince.

Ted uZz jenom tabulku potiebujeme vyplnit. Budeme to dé-
lat postupem popsanym vySe — na kazdé policko minulého
fadku zkusime aplikovat vSech N + 1 minci (v¢etné min-
ce znamenajici ,nepouzivam zadnou minci“) a tim ziska-
me policka v dalsim fadku. V poslednim fadku tak ziska-
me vSechny mozné hodnoty, které miuze ¢ajovnik poskladat,
a ke kazdé z nich i nejtézsi kombinaci minci. Vyplnéni této
tabulky ndm zabere ¢as O(LH, 4. N), protoZe na kazdém
policku tabulky mtizeme potfebovat ozkouset vSechny moz-
né mince.

Nyni to samé budeme potFebovat udélat pro nas. Na nasi

strané je ale problém ztiZen tim, Ze mame omezené pocty
jednotlivych minci. Mohli bychom si u kazdého policka jes-
té ukladat odkaz na dalsi pole velikosti N, kde bychom si
mince pocitali, ale to by nas zbytecné zdrzovalo.

Misto toho udélejme jednoduché pozorovani, ze na poradi
minci nezalezi. Budeme tedy skladat castky tak, ze si u kaz-
dého zaznamu v tabulce budeme pamatovat jen typ nejvyssi
pouzité mince a pocet jiz pouzitych minci tohoto typu a do-
volime si na toto policko navazat jenom minci stejné nebo
vy$si hodnoty. Pfi pouziti stejného typu mince musime sa-
moziejmé oveérit, ze pocitadlo neptfekroci dostupny pocet
minci, a toto pocitadlo inkrementujeme. Pti pouziti vyssi
mince pocitadlo nastavime na jednicku. A pokud na stejné
poli¢ko umime se stejnou vahou prijit vice zpisoby, budeme
preferovat ten s mensim typem mince (a v pfipadé stejnych
typi ten s menSim poctem).

Tuto tabulku zvladneme vyplnit v ¢ase O(K HpazIN).

Finalni krok

Nyni mame vyplnéné tabulky toho, jaké ¢astky (a diky
zpétnym odkaztim i jakou kombinaci minci) umime na na-
§1 strané i na strané ¢ajovnika poskladat. Z obou tabulek
nas budou zajimat jenom posledni fadky (ve kterych jsou
kumulované vSechny vysledky pro jakykoliv pocet minci),
pojdme v nich najit nejlepsi feseni.

Chceme zaplatit za ¢aj v hodnoté H, a to tak, ze muze-
me i preplatit a ¢ajovnik ndm obnos vrati. P¥itom chceme
skoncit s co nejlehéi penézenkou.

Zkusime tedy projit vSechny mozné castky v poslednim rad-
ku nasi tabulky a ke kazdé z nich budeme hledat v posled-
nim fadku éajovnikovy tabulky ¢astku k vraceni (k néjakym
c¢astkdm nemusi existovat, takovym zptisobem tedy zapla-
tit nemuzeme). Nasi tabulku budeme prochézet od nejmen-
si k nejvétsi Castce, ¢ajovnikovu naopak, a oba dva radky
nam staci projit jednou. Pritom si budeme pocitat vysled-
nou vadhu nasi penézenky a na konci vydame to nejlepsi
TeSeni.

Caj nakoupen, ted hura na pana Napovédu!

Jirka Setnicka

30-1-4 Cesta v bunkru

Nejprve detailné prozkoumame, jak Hilbertovo bludisté
W1l vypada a jaké ma vlastnosti.

Anatomie Hilbertova bludisté

Pfipomenime si obrazek ze zadani s bludisti rada 1, 2 a 3:

Bludisté fadu r se sklada ze ¢tyf kvadrantd (¢tvrtin), coz
jsou rizné otocena bludisté fadu r — 1. Levy horni kvadrant
je otoceny o 90° proti sméru hodinovych rucicek, pravy
horni 0 90° po sméru, oba dolni jsou v piivodni poloze.
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Bludisté je ohranic¢eho okrajem z prazdnych policek. Okra-
je jednotlivych kvadrantt se piekryvaji. Cast z nich tvoii
okraj celého bludisté; zbytek, ktery lezi uvnitt bludisté, tvo-
11 tunely. VSechny tunely se potkavaji ve stfedu bludiste;
podle toho, kterym smérem ze stfedu vedou, je miZeme
pojmenovat levy, pravy, horni a dolni tunel.

V tunelech ovsem lezi 3 zdvaly — dodatecné zdi spojujici
jednotlivé kvadranty (Seda policka na obrazku). Ty déli tu-
nely na dvé komponenty souvislosti: v jedné je levy, pravy
a horni tunel, v druhé dolni tunel.

Nyni dokaZeme, ze bludisté fadu r meif (271 +1) x (271 +
1) poli¢ek (této délce strany budeme Fikat velikost bludis-
t&). Dtikaz povedeme indukci podle fadu bludisté. Bludisté
fadu 1 ma velikost 5. Bludisté fadu r > 1 se sklada z kvad-
rantd fadu r — 1. Ty maji podle indukéniho pfedpokladu
velikost 2" +41. Jelikoz se jejich okraje piekryvaji o jedno po-
licko, velikost celého bludisté ¢ini 2(2"+1)—1=2-2"+1=
2+1 4+ 1. Tim je indukéni krok hotov.

Jesté si vSimneme jedné uziteéné vlastnosti. Pokud z blu-
disté odstranime okraj, zbude wvnitrek. O vnitiku plati, Ze
jeho prazdna policka tvoii les (graf, jehoz komponenty sou-
vislosti jsou stromy; jinymi slovy graf bez cykla) a Ze kazdy
strom lesa sousedi s okrajem v pravé jednom misté (tomuto
mistu napojeni budeme fikat portdl). Dokdzeme to opét in-
dukci podle fadu: bludisté fadu 1 ma uvnitf jediné prazdné
policko, coz je les o jednom stromu a tento strom sousedi
s okrajem.

Indukéni krok opét vyuziva toho, ze bludisté fadu r» > 1
se sklada z kvadrantt fadu r. Kazdy z nich je lesem stro-
mia pripojenych k okraji kvadrantu. Nékteré z nich jsou
tedy pripojené i k okraji celého bludisté. Ty zbylé sousedi
s nékterym z tuneli. Tunely tedy mohou spojit vice stromu
dohromady, ale jelikoz tunely samy neobsahuji cykly, vznik-
ne propojenim stromut opét strom. A jelikoZ tunely vedou
k okraji bludisté, kazdy novy strom také sousedi s okrajem.

Vime tedy, ze celé bludisté bez okraje tvofi les. Navic vSech-
ny jeho stromy jsou pfipojeny na okraj, takze se da dostat
z libovolného policka do libovolného. Uvniti téhoz stro-
mu dokonce pravé jednou cestou, mezi stromy je mozné
po okraji projit dvéma zptsoby.

Konstrukce bludisté

Abychom si rozmysleli, jak se s rekurzivni strukturou blu-
disté zachazi, pokusime se nejprve sestavit funkei f(r,1,7),
ktera nam fekne, zda se v bludisti fadu r na souradnicich
(i,7) vyskytuje zed. Prvni soufadnice bude udavat rddek
shora dolt od 0 do 2!, druhé podobné sloupec zleva do-
prava.

Oznac¢ime n = 27! (mez soufadnic v bludisti) a ¢ = 2"
(totéz v kvadrantu).

Nejprve se postarame o okraje: pokud bud i, nebo j je
bud 0, nebo n, policko (i, j) lezi na okraji, a tedy je prazdné.

Pokud je libovolna souradnice rovna g, polic¢ko lezi v tunelu.
Neni-li to néktery ze zavalt (¢,1), (¢,n — 1), (¢ + 1,q), je
policko opét prazdné.

V ostatnich pfipadech se staci zamérit na jeden kvadrant,
tedy otazku prevést na bludisté fadu r» — 1. Jen je potieba
soutradnice spravné otoCit. V levém hornim kvadrantu se
ptdme na f(r —1,5,q—1), v pravém hornim na f(r—1,n—
J,1), v levém dolnim na f(r—1,i—gq,j) a v pravém dolnim
na f(r —1,i - g, - q).
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Zbyva doftesit, jak se rekurze zastavi. Rozmysleme si, co se
stane pro r = 0 (to ma byt bludisté 3 x 3 s jednim jedi-
nym polickem zdi uprost¥ed). Na jeho okraje odpoviddme
spravné, zed na pozici (1,1) lezi na pfedpoklddané poloze
tunelu (g, 1), takZe také hned odpovime a déle se rekurzivné
nevolame.

Jelikoz rekurze ma hloubku r a na jedné tirovni travime kon-
stantni Gas, cely vypocet funkece f trva O(r). Celé bludisté
bychom pak zkonstruovali v ¢ase O(2" - 2" - 1) = O(4" - ).
(Dodejme, Ze to jde i v ase O(4"), tedy linedrné v poctu
polic¢ek. Zkuste pfijit na to, jak.)

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-1-4-gen.py|

Jakmile umime bludisté sestrojit, miizeme nejkratsi cestu
hledat prostym prichodem do Sitky. To by fungovalo v li-
nearnim case s velikosti bludisté a dalo by se za to ziskat
10 bodt. U vétsich bludist ndm ovSem dojde pamét (sa-
motné bludisté bychom si sice nemuseli pamatovat a misto
toho policka konstruovat, kdykoliv se na né dostaneme, ale
beztak musime evidovat, kde uz jsme byli, abychom se ne-
zacyklili). U jesté vétsich bludist ndm dojde i ¢as.

Cesta na okraj

Pokusime se najit rychlejsi algoritmus, ktery nepotiebuje
prochéazet vSechna policka. Budeme bludisté rekurzivné ro-
zebirat na kvadranty a sledovat, jak se cesta propléta mezi
kvadranty. Situaci usnadni, Ze vnitiek bludisté je les, takze
kromé prichodu okrajem je cesta urend jednoznacné.

Nejdiive vyresime jednodussi pripad: vypocet cesty ze zada-
ného policka kamkoliv na okraj. Jako vysledek budeme vra-
cet nejen vzdalenost, ale také souradnice policka na okraji,
kam jsme se dostali.

Méjme bludisté fadu r a policko (i, ), z néhoz se chceme
dostat na okraj. Opét oznacime n = 2"t! a ¢ = 2.

Pokud 7 nebo j je 0 nebo n, na okraji jiz jsme, takze hned
vratime 0 a (7, 7). Pokud ¢ = ¢ nebo j = ¢, jsme v tunelu,
takze sta¢i dojit na okraj. Podle toho, ktery tunel to je,
najdeme spréavny portal (bud (0, ¢), nebo (n,q)). Do porta-
lu jdeme pravotihle, takze staci spocitat pravotuhlou neboli
manhattanskou vzddlenost mezi polickem (i, ) a portélem.
Manhattanské vzdélenost bodu (z,y) a (z/,y’) je definova-
na jako |z — 2’| + |y — ¢/|.

V ostatnich piipadech lezi policko uvniti néjakého kvadran-
tu. Pfepocitame tedy polohu poli¢ka na souradnice uvnitt
kvadrantu (po patfiéném posunuti a otoceni), zavolame se
rekurzivné na kvadrant a pak prepocitdme soutradnice ci-
lového poli¢ka zpét do celého bludisté (opacné otoceni a
posunuti). Cilové policko pfitom lezi bud na okraji celé-
ho bludisté, nebo v tunelu. Odtamtud uz na okraj dokaze-
me dojit, takze staci se¢ist vzdalenost uvniti kvadrantu se
vzdalenosti tunelem.

Rekurze méa hloubku nejvyse r, na kazdé trovni stravime
konstantni ¢as. Celkem tedy O(r).

Obecna cesta

Nyni algoritmus rozsifime, aby umél najit cestu mezi libo-
volnymi dvéma policky.

Mame-li propojit policka (i1, 1) a (iz, j2), nejprve se podi-
vame, v jakych lezi kvadrantech. Lezi-li v tomtéz kvadran-
tu, chtéli bychom se na tento kvadrant zavolat rekurzivné.
Ovsem pozor: muze se stat, ze kazdé policko lezi v jiném
stromu, takze je potieba propojit stromy cestou lezici mimo


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-1-4-gen.py

kvadrant. Podobné kdyby policka lezela v rtiznych kvadran-
tech, museli bychom se nejprve dostat na okraj kvadrantt
a pak body na okrajich propojit.

Budeme proto fesit obecnéjsi tlohu: pro zadané dvé policka
chceme budto najit cestu vnitikem bludisté (to jde, pokud
jsou polic¢ka v tomtéz stromu), anebo najit cestu z kazdého
policka do néjakého portalu na okraji bludisté. V prvnim
ptipadeé je vysledkem vzdélenost, v druhém soufadnice obou
portalt a vzdalenost mezi policky a portaly.

Nyni jiz rekurze funguje. Pokud jsou (i1, j1) a (iz, j2) v tom-
téz kvadrantu, zavolame se na tento kvadrant. Rozlisime
dva pripady:

¢ Pokud rekurze nalezla propojeni vnitikem kvadrantu, ne-
zbyla na néas zadna prace a vysledek pouze predame dal.

® Pokud rekurze nasla propojeni do néjakych portald Py

a P,, pokusime se tyto portaly propojit vnitikem. Necht

Q; je policko na okraji nejblizsi k P; (je-li P; v tunelu,

pak je to portal na usti tohoto tunelu; je-li P; na okraji,
pak Qi = Pz)

e Pokud Q1 = @2, lezi P, i P> v tunelech a nejsou od-

déleny zavaly. Propojime je tedy tunelem a ke vzdale-

nosti pripoc¢itame manhattanskou vzdalenost policek
P1 a Pg.

® V opacném piipadé propojeni vnittkem neexistuje
(bud nékteré z P; nelezi v tunelu, nebo ndm brani za-
val). Tehdy jako vysledek vratime dvojici portalt @1,
(22 na okraji naseho bludisté a k celkové vzdalenosti
pripoc¢itame mahnattanskou vzdalenost ;1 od P; a
Q2 od PQ.

Pokud naopak (i1,71) a (i2, j2) lezi v rtiznych kvadrantech,
spustime na kazdy z nich predchozi algoritmus, ¢imz jsme
se presunuli do portalti na okrajich kvadrantt a ty pak pro-
pojime vysSe popsanym zpusobem.

Libovolny problém fadu r tedy bud prevedeme v konstant-
nim ¢ase na problém fadu r — 1, nebo ho predeveme na
dva problémy ,bod—-okraj“ ¥adu r — 1. Cela rekurze tedy
dobéhne v éase O(r).

Ale pozor, jesté nejsme hotovi: z rekurze nam mize misto
cesty vnittkem vypadnout dvojice portali na okraji celého
bludisté, které jesté musime okrajem propojit. To je po-
tfeba udélat specidlné, protoze okraj neni strom. MuzZeme
si ale vSimnout, Ze lezi-li portaly na protilehlych stranach
bludisté, mame dvé moznosti, jak je propojit, takze si staci
vybrat tu kratsi z nich. A pokud portaly lezi na téze strané
bludisté, pfipadné na dvou sousednich, staci vzdy zapocitat
jejich manhattanskou vzdalenost, protoze druha z moznych
cest je nutné delsi.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-1-4.py

Martin ,Medved” Mares

30-1-5 Zavirovani sité

Nejdiive se podivejme na jeden pokus o feseni, ktery bohu-
zel nefunguje. Algoritmy, které hladové infikuji podle stup-
11, at uz s naslednym odsimulovanim, kam se virus rozsii,
nebo bez néj, bohuzel nefunguji. Podivejme se na protipfi-
klad:
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V obou teckovanych obdélnicich musi byt alespon jeden vr-
chol nakazen, jinak se nedaji ,,tu¢né* vrcholy nakazit. K na-
kaze celého grafu dokonce tyto dva vrcholy staci. Hladové
feSeni by ale vybralo koren, protoze ma nejvétsi stupen,
a pak by jesté muselo nakazit alesponn dalsi dva vrcholy,
tedy nejde o nejmensi feseni.

Vétsina odevzdanych fesSeni zadinala jednoduchym pozoro-
vanim, totiz, Zze neméa smysl nakazit list. Misto néj miazeme
nakazit jeho souseda a tim se ihned nakazi i on. Pojdme
tuto Gvahu trochu zobecnit.

Pro jednodussi premysleni si strom zakofenime v libovol-
ném vrcholu. MizZeme jit od listti a pro kazdy vrchol roz-
hodnout, zda jej na zacatku nakazime, nebo ne, jen pod-
le jiz rozhodnutych vrcholi pod nim. Budeme potiebovat,
abychom pro kazdy vrchol provedli rozhodnuti az poté, co
jsou rozhodnuti vsichni potomci. Nékteri z vas to fesili po-
moci rozdéleni stromu na vrstvy, ale jednodussi je vyuzit
prohledavani do hloubky (DFS). Poté, co se vratime z re-
kurze posledniho potomka, uz mame vSechno pod sebou
rozhodnuté a miizeme se také rozhodnout.

Z rekurze budeme vracet, zda je vrchol nakazen, at uz od
svych potomki, nebo ho bylo nutné nakazit na zacatku.
V druhém piipadé ho pfiddme do vystupu, ale vracet bu-
deme v obou pfipadech stejnou hodnotu. Jak se tedy roz-
hodnout? Spocitame si pocet nakazenych a nenakazenych
potomki a pocet sousedii, do kterého nesmime zapomenout
zapocitat rodice. Jen si musime dat pozor na pripad, kdy
jsme v kofeni, ktery ho nema. Podle nich rozhodneme, zda
se vrchol nakazi od potomkti, nebo zda se nakazi, kdyz na-
kazime i rodice, nebo zda ho musime nakazit na zacatku.

e Pokud je pocet nakazenych potomkt alespon polovina
poctu sousedii, tak se nakazil od potomkt a vratime ,na-
kazen“.

® Pokud je pocet nakazenych potomkd o jedna méné nez
polovina poc¢tu sousedtt a vrchol neni kofenem, tak se
nakazi od otce, vratime ,nenakazen*.

® Pokud je pocet nakazenych potomki jesté mensi, tak ten-
to vrchol je potfeba nakazit na zacatku, pfidame do se-
znamu nakazenych vrcholti a vratime ,nakazen“.

Vsimnéme si, Ze nepotiebujeme zadnou specidlni podminku
pro listy, ty pfirozené spadnou do druhé varianty. To odpo-
vid4a nasemu pozorovani, ze se vyplati je nechat nakazit od
otce.

Tento postup bude fungovat, jelikoZ je po celou dobu béhu
algoritmu jasné dané, kterou hodnotu musime vratit, a po-
kud muzeme uset¥it pocateéni infikovani, tak ho uSetfime.

Casova slozitost je stejné jako pro DFS, vie stihneme pro-
vést v ase O(N), paméti budeme také potiebovat O(N).
Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-1-5.py

Jirka Sejkora


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-1-4.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-1-5.py

30-1-6 Karetni hlavolam

V této tloze jste méli za kol pracovat s operaci XOR. Uka-
zalo se, ze tato neobvykla operace nejednomu z vas zamo-
tala hlavu a poslala vas do slepych ulicek.

Pojdme se tedy odrazit od takika univerzalniho feSeni na
vsSechny ulohy — vyzkousime vSechny moznosti. Kolik téch
moznosti je? Kazdé ¢islo mizeme sparovat postupneé se vse-
mi ostatnimi, to ndm dava O(N?) moznosti. Jelikoz proce-
sor stejné pracuje v binarni soustavé, XOR pro néj neni pro-
blém a zvladdne jej stejné rychle jako séitédni (pokud jste se
s nim jesté nesetkali, tak vézte, ze ve vétsiné standardnich
programovacich jazykl je zapisovan pomoci stiisky ,,~“).
Takze O(N?) je i asovd slozitost celého algoritmu.

Vyborné! Tak jsme si poridili feseni, které nemé vibec Spat-
nou ¢asovou slozitost, a skoro nic nds to nestélo. Pojdme
ho zkusit trosku vylepsit. Co kdybychom znali hned nejlep-
§i ¢islo na sparovani? Dobfe, to bychom chtéli asi trosku
moc, ale pojdme se podivat, jak bude vypadat pro néjaké
¢islo jeho idedlni partner, ktery da nejlepsi vysledek.

Vzhledem k operaci, se kterou pracujeme, bude vyhodné se
na ¢isla koukat ve dvojkovém zapisu. Stejné tak se bude ho-
dit, kdyz vsechna ¢isla budou ,stejné dlouha“, doplnime si
tedy vSechna ¢isla zleva nulami tak, aby méla stejné dlouhy
dvojkovy zapis.

Kdyz tedy hledame idedlniho partnera, chceme, aby na
vSech mistech mél opacnou cifru, tedy tam, kde ma pi-
vodni ¢islo jednicku, chceme nulu a naopak. Toto nam da
vysledek slozeny ze samych jednicek, coz je vzhledem na
nasSe omezeni na délku nejvétsi mozné cislo.

Obvykle se ndm ale takto dobrého partnera najit nepodafi.
cifry vice vlevo. Kdyz hledame partnera pro ¢islo za¢inajici
jednickou, partner musi za¢inat nulou (pokud néjaky tako-
vy existuje). Jakékoliv ¢islo, které zaéind jednic¢kou, by totiz
dalo vysledek zacdinajici nulou, zatimco pri sparovani s ¢is-
lem zacinajicim nulou bychom dostali vysledek zacinajici
jednickou.

Jak tedy najdeme nejlepsiho partnera pro dané ¢islo z téch
nabizenych? Jisté chceme cislo, které se 1lisi v prvni ciffe.
Pokud je takovych vice, zaméfime se na ty, které se lisi
ve druhé ciffe, a tak dale. Mize se nam ale také stat, ze
takto v néjakém kroku vylouc¢ime vSechna ¢isla. V takovém
pripadeé se neda nic délat a budeme muset vzit takové cislo,
ze vysledek bude mit na daném misté nulu. Kazdopadné az
nam v tomto elimina¢nim procesu zbude jediné ¢islo, je to
jisté nas hledany partner.

Pomohli jsme si ale viitbec? Takto se zda, Zze budeme muset
pro kazdé c¢islo v nejhorsim piipadé opakované prochézet
vSechna ostatni. Kli¢éem bude si ¢isla Sikovné ulozit. Chceme
se rychle dozvédeét, jestli mame néjaké cislo, které zacina
jednic¢kou (nebo nulou). Poté opét jestli ve zbylé skupiné
C¢isel je néjaké, které méa na druhé pozici jednicku (nebo
nulu), atd.

010 011 101 111

To nas nabéada si ¢isla uklddat v (neplném) bindrnim stro-
mu, jak vidite na obrazku. Koren bude reprezentovat vsech-
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na binarni ¢isla. Vrcholy tésné pod kofenem reprezentuji
samostatné cisla, kterd zacinaji nulou a ty, kterd zacinaji
jednickou. Takto pokracujeme déle az listy budou reprezen-
tovat primo cela cisla. Mlze se nam stat, ze néjaké skupiny
budou celé chybét, v tom pripadé bude chybét i prislusny
vrchol v daném stromu.

V takovémto stromu se uz jednoduse najde nejlepsi partner.
Cteme piivodni é&slo po cifrach a vzdy, pokud je to moz-
né, se vydame doli opac¢nou hranou, nez je prislusné cifra.
Pokud to mozné neni, jdeme dolt zbylou hranou (v tom
piipadé bude ve vysledku na dané pozici nula).

Jednoduché je i tento strom postavit. Zacneme se samot-
nym kofenem a postupné pridavame vSechna ¢isla. Kazdé
¢islo ¢teme po cifrach. Pokud jesté ve stromu hrana odpovi-
dajici dané ciffe neexistuje, tak ji vytvorime a pfesuneme se
po ni dola. Jestli ve stromu uz je, tak ji vytvaret nemusime,
jen se po ni vydame.

Pro kazdé cislo ndm tedy staci strom dvakrat projit od
kotene az k listu (jednou pfi vytvafeni a jednou p#i hledani
partnera). Vsimnéte si, Ze strom je tak vysoky, jak je dlouhé
nejvétsi ¢islo ve dvojkovém zapise. Tedy jinymi slovy jako
jeho dvojkovy logaritmus.

Na zacatku jsme predpokladali, Ze ¢isla na vstupu jsou do-
stateCné mala, takze i jejich ciferny zapis je kratky, a te-
dy hloubka stromu je jen konstantni. Mohli bychom tuto
konstantu pri pocitani slozitosti jednoduse zanedbat. Ko-
neckoncil na zacatku jsme tekli, Ze XOR zvlddneme v kon-
stantnim Case, coZ je pravda jen pro dostatecné mala cisla,
typicky 254, nebo piesnéji libovolnad konstantou omezena
¢isla. Budme ale v tomto poctivdjsi a velikost nejvétsiho
¢isla zahriime do pocitané Gasové sloZitosti (vyjadiime te-
dy casovou slozitost naseho algoritmu pro libovolné velké
¢isla na vstupu). Navic si v§imnéte, Ze XOR zvlddneme rov-
nou pocitat uz pri hledani partnera, takze i tak ndm staci
pocitat XOR jednobitovych cisel.

Jelikoz ¢isel mame N, dostaneme se na celkovou casovou
slozitost O(N log k), kde k je nejvétsi ¢islo. Pamétova bude
stejné, jelikoz si potiebujeme pamatovat cely strom.

Poznamka na zévér. Pii programovani se vam muze hodit
operace bitovy posun, kterd se typicky zapisuje jako ,<<*
resp. ,,>>“. Tedy napfiklad 5 << 2 znamené vezmi pétku a
(v bindrnim zapisu) ji posuii o dvé mista doleva (a zprava
doplii nulami). Pokud vdm to trosku zamotalo hlavu a za-
razi vés, pro¢ zvladneme XOR v konstantnim case jen pro
dostateéné malé ¢isla, tak trosku svétla pomuze vnést nas
letosni serial!

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-1-6.py

Dominik Smrz

30-1-7 Assembler

Q Predné nam dovolte omluvit se za pocet chybek, které
se nam do serialu vloudily. Bohuzel se zd4, ze dzungle
assemblert je obc¢as opravdu divoka a i my jsme v ni nejed-
nou zabloudili. Nastésti jste se nenechali zmést napriklad
chybéjici variantou MUL s ciselnou konstantou a dorazilo
nam spoustu péknych feseni.

Ukol 1: Povrch kvadru

Chceme do assembleru pfepsat formuli S = 2 -(ab+bc+ca).
Nejsnazsi je jednotlivé matematické operace pfimo prepsat
do instrukci assembleru:


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/30-1-6.py

MUL rO, rl1, r2 @ rO = ab

MUL r1, r3 Q@ rl = ac

MUL r2, r3 @ r2 = bc

ADD r0O, ri @ r0 = ab + ac

ADD r0O, r2 @ rO = ab + ac + bc

MOV r4, #2

MUL r0O, rd @r0 =2 % (ab + ac + ca)

Existuje vSak i lepsi feSeni — nasobeni je obecné pro proce-
sor docela drahé operace, a tak je lepsi se ji vyhnout, pokud
to umime. Pro pfipad nasobeni dvéma by Slo pouzit bitovy
posun doleva, ktery jsme si neukazovali, ale stejné tak lze
vyuzit jednoduchého faktu, ze 2-a = a + a:

MUL r0, rl, r2 @ rO = ab

MUL r1, r3 Q@ rl = ac

MUL r2, r3 @ r2 = bc

ADD r0O, r1 @ rO = ab + ac

ADD r0, r2 @ r0O = ab + ac + bc

ADD r0O, rO @r0 =2 % (ab + ac + ca)

Ukol 2: Podminky

Chceme, aby existoval spole¢ny zacatek, potom néjaké roz-
vétveni na if/else a nasledné aby se tyto vétve zase spojily
v jednu. Pokud pouze trividlné zapiseme tuto myslenku do
assembleru, ziskdme néco takového (nésobeni dvéma opét
piSeme jako se¢teni samo se sebou):

CMP r1, #0

BEQ if

BNE else
if:

ADD r0, #1

B both

else:
SUB r0, #1
B both

both:
ADD r2, r0O, r0

Jenze opravdu na takovyto jednoduchy if potfebujeme az
CtyTi razné instrukce skoku? Snadno nahlédneme, Ze skok B
both v bloku else je naprosto k ni¢emu — ,,sko¢i“ na na-

sedujici instrukci, tedy tam, kam se stejné procesor chysté

pokracovat. Pokud bychom navic fadky BEQ if a BNE else
prohodili, vSimneme si, ze miZzeme usetfit jesté jeden skok.
Idealni feseni tedy vypadalo zhruba takto:

CMP ri1, #0

BNE else

ADD r0O, #1

B endif
else:

SUB r0, #1
endif:

ADD r2, r0O, rO

8 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel]
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Ukol 3: Nejvétsi spoleény délitel

Spravnym algoritmem pro feSeni tohoto problému je sa-
moziejmé Euklidiv algoritmus. Vice o ném se muzete do-
¢ist v nasi kuchatce.® V tomto pfipadé nam ani neslo tolik
o zvolenou variantu tohoto algoritmu, ale o to, popasovat
se s absenci instrukce modulo, tedy instrukce, ktera spocita
zbytek po déleni.

Jedno feSeni tohoto problému je od¢itat délitele, dokud ne-
dojdeme k zapornému c¢islu, a pak ho jednou zpét pricist.
Napftiklad spocitani r0 = r0 mod r1 mize vypadat takto:
modulo:

SUBS r0, ri

BPL modulo

ADD 10, r1

Druhéd moznost vyuziva celoc¢iselného déleni. Plati, ze x =
a-y+b. Tomu fikdme, Ze ,x déleno y je a, zbytek b*“. ARM
nam vSak umi spoc¢itat a pomoci celo¢iselného déleni! Kdyz
zname a, muzeme ho vynasobit y a po odecteni od x ziska-
me b, nas hledany zbytek. V fe¢i assembleru:

SDIV r2, rO, r1 @ r2 = a
MUL r2, ril Qr2=axy
SUB r0, r2

My se rozhodneme pro od¢itaci verzi modula. A¢ mé tento
postup asymptoticky horsi slozitost, pro mnoho procesort
je instrukce pro déleni stale prilis velky luxus, a tohle feSeni
je tedy univerzalngjsi. Cely algoritmus by mohl v pseudo-
kédu vypadat naptiklad takto:

while b <> O:
tmp := Db
b := a
b := a mod tmp
a := tmp

V assembleru potom naptiklad takto:

MOV r1, #84
MOV r2, #72
while:
MOV r0, r2
MOV r2, ri1
modulo:
SUBS r2, r0
BPL modulo
ADD r2, r0
MOV r1, rO
CMP r2, #0
BGT while

Honza Gocnik


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel

Vysledkova listina prvni série tficatého ro€niku KSP

resitel skola rocénik sérii | 1-1 1-2 1-8 1-4 1-5 1-6 1-7 | série celkem
0. 7 10 12 15 10 9 15 | 62,0 62,0
1. Josef Minafik GJaroseBO 3 1 55 11 15 10 6,5 14 | 59,9 59,9
2. Martin Kurecka GJaroseBO 4 3 8,5 15 10 9 10 | 56,5 56,5
3. Veronika Nechaieva KyivLyceum 4 1 6 5 11 10 1 6,5 15 | 564 56,4
4. Jan Kaifer GKepleraPH 2 7 5 7 1 15 7 9 15| 55,0 55,0
5.—6. Michal Kodad SPSSmichov 2 9 55 75 15 10 13 | 52,3 52,3

Jifi Skrobének G Wicht 4 1 2 65 6 4 95 9 15 | 523 52,3
7. Matéj Kripner GEBeneseKL 3 1 6 10 15 15 | 46,8 46,8
8. Klara Tauchmanova  GOhradniPH 4 2 3 15 2 4 10 55 14 | 452 45,2
9. Jan Cerny BiGy Zd4r 2 1 1 15 2 15 1 6 8 43,7 43,7
10. Ondfej Bleha GBNémcovHK 3 1 6 10 3,5 15 | 43,3 43,3
11. Filip Geib G MMH LM 4 6 1,5 15 8,5 15 | 41,3 41,3
12. Daniel Skypala GTomkovaOL 0 4 3,0 1,5 10 15 | 35,7 35,7
13. Petr Zahradnik GaSOS UL 3 1 5 25 9 12 | 34,9 34,9
14. Jakub Komarek GUHradisté 3 1 3,5 2 9 15 | 34,5 34,5
15. Martin Zimen GJMasarJI 3 1 2 2 8 15 | 33,9 33,9
16. Michal Zaslavsky GKepleraPH 3 1 12 15 | 29,2 29,2
17. Véclav Pavlicek SPSEPard 2 8 3 15 5 1 1,5 15| 29,1 29,1
18. Jachym Mierva BiGy Zdar 1 1 1 2 15 3,5 28,2 28,2
19. Vladimir Chudy G Chrudim 1 1 35 1 1 1 11 | 281 28,1
20. Tomés Strnad GZamberk 4 1 10 5 23,0 23,0
21. Jifi Loffelmann GLitoméiPH 4 8 0,5 85 11 | 21,5 21,5
22. Lucia Krajcoviechovd GJHroncaBA 2 1 5 10 19,8 19,8
23. Miroslav Hrabal GTomkovaOL 4 6 6 10 | 18,5 18,5
24. Adam Dejl G JGJ PH 4 1 7 5 16,6 16,6
25. Vit Skalicky GPisnicksPH 0 2 |08 10 151 151
26.-30. Jifi Kvapil GTomkovaOL 0 1 15 | 15,0 15,0

Vojtéch Michal GNVPlaniPH 3 1 15 | 15,0 15,0

Jakub Pelc G UherBrod 4 11 15 | 15,0 15,0

Zuzana Urbanova GFXSaldyLI 4 2 15 | 15,0 15,0

Ondfiej Wrzecionko GTés 3 1 001 0 2 0 35 0 15,0 15,0
31. Filip Masar PiarGNitra 4 3 14 | 14,7 14,7
32. Eligka VI¢inska GHladnov 3 3 0,5 11 | 14,6 14,6
33.-34. Frantisek Kmje¢ G Brandys 2 6 0,5 10 1,5 13,4 13,4

Jakub Ruzicka GNymburk 3 1 10 13,4 134
35. Jakub Jirkal GJungmanLT 3 2 10 13,2 13,2
36. Michal Tomek GHumpolec 4 1 8 12,3 12,3
37. Tomés Sladek GJHroncaBA 2 1 2,5 3,5 10,9 10,9
38. Karel Balej GRokycany 3 3 9 9,0 9,0
39. Véclav Zvonicek GJaroseBO 2 1 4,5 7,5 7,5
40. Viktor Fukala GKepleraPH 1 4 6,5 6,8 6,8
41. Ondfej Gonzor G Brandys 1 5 0 25 1 6,1 6,1
42. Lenka Vincenova GTomkovaOL 4 1 2 4,0 4,0
43. Lukas Caha GZborovPH 4 5 2,5 3,8 3,8
44, Jakub Uchac SMaVVzt 2 1 0,505 0 2,7 2,7
45.-46. Vojtéch Bfezina GCoubTéabor 1 1 0,5 1,3 1,3

Vojtéch Kané G Brandys 2 1 0,5 1,3 1,3

KSP pro vés pfipravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Diskusni forum:
fttps: //ksp.mff.cuni.cz/forum, /|

Webové stranky: E-mail:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|
Chcete-li s nami komunikovat bezpecné, muzete si ovéfit nas HTTPS certifikdt — jeho SHA1
fingerprint je: E9:DB:EE:C6:62:BC:14:DE:09:E4:E8:97:DC:36:0E:87:B3:50:B0:01.
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