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p
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K
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B
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V
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Z
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G
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P
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R
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G
F
X
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I
−
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1
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0
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V
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F
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K
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H
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4
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L
enka

V
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G
T
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L
4

1
0,0

4,0
48.

L
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C
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G
Z
b
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H
4

5
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49.

Jakub
U
cháč

ŠM
aV
V
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2
1

0,0
2,7
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V
ojtěch

B
řezina

G
C
oubT

áb
or

1
1

0,0
1,3

V
ojtěch

K
áně

G
B
randýs

2
1

0,0
1,3

K
SP
pro
vás
připravují

studenti
M
atem

aticko-fyzikální
fakulty

U
niverzity

K
arlovy.

W
eb
ové
stránky:

https://ksp.m
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E
-m
ail:

ksp@
m
ff
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i.cz

D
iskusní

fórum
:

https://ksp.m
ff
.cun
i.cz/forum

/

C
hcete-li

s
nám
i
kom
unikovat

b
ezp
ečně,

m
ůžete

si
ověřit

náš
h
t
t
p
s
certifikát

–
jeho

SH
A
1

fingerprint
je:
E
9
:
D
B
:
E
E
:
C
6
:
6
2
:
B
C
:
1
4
:
D
E
:
0
9
:
E
4
:
E
8
:
9
7
:
D
C
:
3
6
:
0
E
:
8
7
:
B
3
:
5
0
:
B
0
:
0
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–
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–

K
oresp

on
d
en
čn
í
S
em
in
ář
z
P
rogram

ován
í

30.ročník
KSP

D
uben

2018

M
ilí
řešitelé

a
řešitelky!

Jaro
už
je
v
plném

proudu:
ptáčci

zpívají,
p
otůčky

a
p
očítače

hučí,
ob
čas
i
trochu

zasněží.
A
m
y
vám

přináším
e
další

sérii
znam

enitých
úložek,

křupavých
jak
houstičky

čerstvě
vytažené

z
p
ece
(v
tom
to

případě
zap
ékací

jednotky
naší

laserové
tiskárny).

N
a
seriáljsm

e
nezap

om
něli,jen

nabralzp
oždění,takže

jsm
e
se
rozhodlivydávat

seriálové
úlohy

zvlášť,
s
p
osunutým

term
ínem

odevzdání.

Ještě
přip
om
enem

e,
že
každém

u
řešiteli,

který
získá

v
tom
to
ročníku

z
každé

série
alesp

oň
5
b
odů,

p
ošlem

e
K
SP
propisku,

blok,
placku

a
třeba

i
něco

navíc.

D
íky
řešení

K
SP
se
také

m
ůžete

vyhnout
přijím

acím
zkouškám

na
M
F
F
U
K
!
Stačí,

když
získáte

alesp
oň
p
olovinu

b
odů
z
ročníku

(tedy
150
b
odů)

a
m
y
vám

vystavím
e
osvědčení

úsp
ěsného

řešitele,
díky

kterém
u
vás
přijm

ou
na
M
F
F
b
ez
zkoušek.

P
ozor:

p
okud

se
na
M
atfyz

hlásíte
letos

a
chcete

stihnout
osvědčení

za
tento

ročník,
m
usíte

m
ít
150
b
odů

již
p
o
této

sérii.
N
avíc

je
třeba

odevzdat
řešení

do
18.
d
u
b
n
a
a
ozvat

se
nám

m
ailem

.

T
erm
ín
série:

14.
5.
2018

v
8:00

O
d
ev
zd
áván

í:
P
řes
w
eb
na
adrese

https://ksp.m
ff
.cun
i.cz/subm

it/

O
d
m
ěn
a
série:

Sladkou
odm
ěnu

si
vyslouží

každý,
kdo

odevzdá
alesp

oň
tři
úložky

alesp
oň

týden
před

term
ínem

a
získá

za
ně
kladný

p
očet

b
odů.

Č
tvrtá

série
třicátého

ročníku
KSP

30-4-1
Č
ern
ob
ílé
h
ád
án
í

9
b
o
d
ů

N
áš
kam
arád

m
á
p
ole
o
n
černých

a
bílých

p
olíčkách.

Je
ale
p
oněkud

stydlivý,
takže

nám
p
ole
nechce

ukázat.
P
o

krátkém
přem

louvání
nám

prozradil
asp
oň
hodnotu

n
a
ta-

ké
to,
že
v
p
oli
je
přesně

m
souvislých

úseků
stejné

barvy
(například

v
p
oli
#
#
#
.
.
#
#
jsou

tři),
přičem

ž
m
je
řádově

m
enší

než
n
.
K
am
arád

je
navíc

ochoten
odp
ovídat

na
do-

tazy
„Je
v
úseku

[a
,b]
asp
oň
jedno

p
olíčko

bílé/černé?“
N
a

co
nejm

éně
dotazů

zjistěte,
jak
vypadá

celé
p
ole.

30-4-2
K
o
čka
n
a
strom

ě
10
b
o
d
ů

�
K
očka

vylezla
na
strom

a
neum

í
slézt.

H
asiči

ji
jedou

zachránit.P
otřebujídorazit

co
nejrychleji,takže

se
vy-

dají
p
o
nejkratší

cestě.
M
ohlo

by
se
ale
stát,

že
tato

cesta
nebude

průjezdná.
C
htějí

tedy
vyslat

ještě
jedno

záložní
auto

p
o
jiné
nejkratší

cestě,
která

nebude
s
trasou

prvního
auta

m
ít
sp
olečné

nic
krom

ě
začátku

a
konce.

P
oněkud

m
atem

atičtějiřečeno,m
áte
zadán

ohodnocený
ne-

orientovaný
graf

a
dva

vrcholy
označené

jako
start

a
cíl.

V
aším

úkolem
je
najít

m
ezi
nim
i
dvě
vrcholově

disjunktní
nejkratší

cesty,
p
okud

existují.
T
ím
m
yslím

e
dvě
cesty,

kte-
ré
jsou

ob
ě
nejkratší

(tedy
stejně

dlouhé)
a
nem
ají
žádný

sp
olečný

vrchol
krom

ě
startu

a
cíle.

N
a
následujícím

obrázku
vidíte

příklad
grafu

s
vyznačený-

m
i
dvěm

a
vrcholově

disjunktním
i
nejkratším

i
cestam

i
(dél-

ky
7):

12

1

7

3

1

6

1

43

A
le
například

pro
následující

graf
řešení

neexistuje
–
obsa-

huje
celkem

čtyři
nejkratší

cesty,
jenže

všechny
procházejí

jedním
sp
olečným

vrcholem
:

32

1

2

5

4

8

7

42

30-4-3
H
ip
p
o
coin

10
b
o
d
ů

N
a
soustředění

K
SP
vznikla

nová
kryptom

ěna
hippocoin

.
C
hcem

e
využít

situace
a
vydělat

ob
chodováním

s
hipp
o-

coiny
co
nejvíce

p
eněz.

H
ipp
ocoin

lze
kup
ovat

a
prodávat

za
p
eníze.

K
aždý

den
je
vyhlášena

nákupní
a
prodejní

ce-
na
a
m
y
pak
m
ám
e
m
ožnost

koupit,
neb
o
prodat

lib
ovolný

p
očet

hipp
ocoinů.

K
upní

cena
je
přitom

vždy
vyšší,

neb
o

rovná
prodejní

a
všechny

ceny
jsou

kladné.
N
a
začátku

m
á-

m
e
dané

m
nožství

p
eněz

a
v
průb

ěhu
ob
chodování

nikdy
nesm

ím
e
m
ít
záp
orné

m
nožství

hipp
ocoinů

ani
p
eněz.

–
1
–



H
ipp
ocoiny

i
koruny

jsou
lib
ovolně

dělitelné
–
lze
ob
chodo-

vat
s
lib
ovolně

m
alým

zlom
kem

hipp
ocoinu.

M
ám
e
k
dis-

p
ozici

předp
ověď,

jaká
bude

nákupní
a
prodejní

cena
hip-

p
ocoinu

v
každém

z
následujících

k
dní.

C
hcem

e
zjistit,

jak
ob
chodovat

(tedy
kolik

hipp
ocoinů

který
den
nakoupit

či
prodat),

abychom
na
konci

k-tého
dne
m
ěli
co
nejvíce

korun,
p
okud

se
bude

cena
vyvíjet

přesně
p
odle

naší
před-

p
ovědi.

�
L
ehčí

varianta
(za
7
b
odů):

V
yřešte

úlohu
pro
případ,

kdy
nákupní

cena
je
vždy

stejná
jako

prodejní.

30-4-4
M
alován

í
2.0

12
b
o
d
ů

P
rávě

vyšla
nová

verze
program

u
M
alování!U

m
ísice

jenom
černobílé

obrázky
o
n
×

m
pixelech,

ale
zato

nabízí
skvělý

nový
nástroj:

m
agický

štětec.
T
en
všem

pixelům
ve
čtverci

k
×
k
okolo

m
ísta,

kam
jsm
e
klikli,

prohodí
barvu

na
opač-

nou.
Z
atím

jsm
e
nepřišli

na
to,
kde
se
velikost

čtverce
dá

nastavit,
takže

k
p
ovažujem

e
za
konstantu.

P
řesněji:

P
okud

kliknem
e
na
p
olíčko

se
souřadnicem

i
(a
,b),

prohodí
se
barva

všem
pixelům

(x
,y)
takovým

že,
a
≤

x
<

a
+

k
a
b
≤

y
<

b
+

k.
Č
tverec

nesm
í
přečnívat

přes
okraj

obrázku,
tedy

m
usí
platit

a
+
k
<

n
,
b
+
k
<

m
.

Z
ajím
á
nás,

které
obrázky

se
m
agickým

štětcem
dají

na-
kreslit.D

ostanem
e
zadaný

černobílý
obrázek

velikosti
n×

m
a
velikost

štětce
k.
M
ám
e
zjistit,

zda
lze
tento

obrázek
vy-

tvořit
p
oužíváním

m
agického

štětce
na
zp
očátku

bílou
plo-

chu.

30-4-5
F
rň
ákov

n
ík

10
b
o
d
ů

	
N
a
tržišti

se
ob
jevil

tajuplný
stánek,

v
něm
ž
b
ělovlasá

stařena
s
bradavicí

na
nose

prodává
džus

z
frňákovní-

ku.
Jak
jistě

víte,
stačí

ho
vypít

jedinou
sklenku

a
nos
se

vám
prodlouží

do
nevídaných

rozm
ěrů,
k
velkém

u
p
obavení

širého
okolí.

Jaký
by
to
byl
skvělý

dárek
na
narozeninovou

párty
vašeho

nejlepšího
nepřítele!

Stařena
je
ovšem

p
oněkud

vybíravá
v
tom
,kom

u
a
jak
džus

prodá.
K
aždý

si
m
usí
přinést

své
vlastní

nádoby,
které

m
u

naplní
až
p
o
okraj.

N
avíc

je
ochotna

prodat
p
ouze

takové
celkové

m
nožství

džusu,
které

je
násobkem

7
dl.

P
ořídili

jste
si
N
různých

nádob
s
celočíselným

i
kapacitam

i
k
1 ,
...,

k
N
dl
a
chcete

z
nich

vybrat
takové,

aby
součet

jejich
ob
jem
ů
byl
násobkem

7
dl
a
přitom

byl
co
největší.

V
ym
yslete

algoritm
us,
který

tyto
nádoby

najde.

T
oto
je
praktická

op
en-data

úloha.
V
odevzdávacím

sys-
tém
u
si
necháte

vygenerovat
vstupy

a
odevzdáte

příslušné

výstupy.
Z
áleží

jen
na
vás,

jak
výstupy

vyrobíte.

F
orm
át
vstupu:

N
a
prvním

řádku
dostanete

celé
číslo

N
udávajícíp

očet
nádob.N

a
každém

z
dalších

N
řádků

dosta-
nete

celé
číslo

udávající
ob
jem
jedné

nádoby
v
decilitrech.

F
orm
át
výstupu:

N
a
první

řádek
vypište

dvě
celá

čísla
od-

dělená
m
ezerou:

největší
m
nožství

džusu,
které

lze
zakou-

pit,
a
p
očet

nádob,
které

při
tom

budou
naplněny

(k).
N
a

dalších
k
řádků

vypište
p
ořadová

čísla
p
oužitých

nádob.
N
ádoby

číslujem
e
od
nuly

v
p
ořadí,

v
jakém

se
ob
jevily

na
vstupu.

P
okud

existuje
více

správných
řešení,

vypište
lib
ovolné.

P
okud

neexistuje
žádné

řešení,
vypište

jen
první

řádek
obsahující

0
0.

P
očet

nádob
a
jejich

ob
jem
y
jsou

m
enší

než
2
3
1,
ale
na

součty
už
m
ůžete

p
otřeb

ovat
64-bitová

čísla
(l
o
n
g
l
o
n
g

v
C
éčku).

U
kázkový

vstup:

523221
7

U
kázkový

výstup:

2
1
3

034

30-4-6
T
ak
řka
n
u
d
n
á
ú
loh
a

14
b
o
d
ů

N
a
vstupu

m
ám
e
dva
textové

řetězce.
C
hcem

e
najít

jejich
n
ejdelší

společn
ou
podposloupn

ost.
C
o
se
tím
m
yslí?

P
od-

p
osloupnost

vznikne
z
p
osloupnosti

vyškrtáním
některých

prvků:
například

a
b
c,
a
c
d
f
neb
o
prázdný

řetězec
jsou

p
od-

p
osloupnostm

i
řetězce

a
b
c
d
e
f.
N
evyškrtnuté

prvky
přitom

m
usízůstat

v
p
ůvodním

p
ořadí.N

aším
cílem

je
najít

nejdel-
šířetězec,který

je
p
odp
osloupnostíob

ou
zadaných

řetězců.

N
uda,

řeknete
si
–
tohle

je
přeci

dobře
znám

á
úloha,

na
kterou

existuje
algoritm

us
s
časovou

složitostíO
(n
2)
a
pa-

m
ěťovou

také
O
(n
2)
pro
dva
řetězce

délky
n
.
N
ajdete

ho
například

v
naší

kuchařce
o
dynam

ickém
program

ování. 1

K
depak,

žádná
nuda

to
nebude.

Z
adané

řetězce
jsou

totiž
tak
dlouhé,

že
si
nem
ůžem

e
dovolit

víc
než
lineárně

m
noho

pam
ěti.V

ym
yslete

proto
co
nejrychlejšíalgoritm

us
na
nale-

zení
nejdelší

sp
olečné

p
odp
osloupnosti,

kterém
u
stačíO

(n
)

pam
ěti.
P
rozradím

e
ještě,

že
by
se
k
tom
u
m
ohla

hodit
i

kuchařka
na
m
etodu

R
ozděl

a
panuj. 2

T
uto
velm
i
zajím

avou
sérii

úloh
vám

zcela
jistě

přin
esli

organ
izátoři

K
S
P
,
n
e
pan
N
ápověda.

N
a
to
se
m
ůžete

sto-
procen

tn
ě
spolehn

out.

1
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
d
y
n
a
m
i
k
a

2
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
r
o
z
d
e
l
-
a
-
p
a
n
u
j–
2
–

•
r0
–
adresa

vkládaného
prvku

•
r1
–
hodnota

vkládaného
prvku

•
r2
–
adresa

aktuálního
prvku

seznam
u,
se
kterým

p
orov-

návám
e

•
r3
–
hodnota

tohoto
prvku

•
r4
–
adresa

prvku
předcházejícího

r2
•
r10
–
konstanta

0x100000
(adresa

p
ointeru

na
první

pr-
vek)

Sam
otný

kód
už
je
p
otom

velm
ipřím

očarý
a
asinep

otřebuje
další

vysvětlení:

L
D
R
r
1
,
[
r
0
]

M
O
V
r
1
0
,
#
0
x
1
0
0
0
0
0

L
D
R
r
2
,
[
r
1
0
]

M
O
V
r
4
,
#
0

s
m
y
c
k
a
:

C
M
P
r
2
,
#
0

B
E
Q
v
l
o
z

L
D
R
r
3
,
[
r
2
]

C
M
P
r
1
,
r
3

B
L
E
v
l
o
z

M
O
V
r
4
,
r
2

L
D
R
r
2
,
[
r
2
,
#
4
]
/
/
r
2
=
[
r
2
]
.
d
a
l
s
i

B
s
m
y
c
k
a

v
l
o
z
:

/
/
V
l
o
ž
n
o
v
ý
p
r
v
e
k
m
e
z
i
p
r
v
k
y
n
a
a
d
r
.
r
4
a
r
2

/
/
P
o
k
u
d
v
k
l
á
d
á
m
e
n
a
z
a
č
á
t
e
k
s
e
z
n
a
m
u
,
r
4
=
=
0
.

/
/
P
o
k
u
d
v
k
l
á
d
á
m
e
n
a
k
o
n
e
c
s
e
z
n
a
m
u
,
r
2
=
=
0
.

S
T
R
r
2
,
[
r
0
,
#
4
]
/
/
[
r
0
]
.
d
a
l
s
i

C
M
P
r
4
,
#
0

S
T
R
E
Q
r
0
,
[
r
1
0
]
/
/
r
0
j
e
n
o
v
ý
p
r
v
n
í
p
r
v
e
k

S
T
R
N
E
r
0
,
[
r
4
,
#
4
]
/
/
[
r
4
]
.
d
a
l
s
i
=
r
0

F
ilip
Š
tědron

ský

–
15
–



•
r
1
1:
A
dresa

začátku
cílového

p
ole
(v
něm

vytvářím
e
se-

tříděné
bloky

velikosti
2
·
r
0).
N
a
konci

každé
fáze

pro-
hodím

e
hodnoty

r10
a
r11.

R
ůzná

m
ísta
v
p
oli
si
pam
atujem

e
jako

pam
ěťové

adresy
nam
ísto
indexů,

což
trochu

zjednodušuje
přístup

do
pam
ě-

ti.
V
šim
něte

si,
že
si
u
každého

bloku
pam
atujem

e
aktuální

p
ozici

a
konec,

ale
nikoli

začátek.
P
rotože

začátek
ve
sku-

tečnosti
k
ničem

u
nep
otřebujem

e.
P
ro
přístup

do
pam
ěti

nám
stačí

aktuální
p
ozice,

při
řízení

sm
yčky

p
orovnávám

e
aktuální

p
ozici

s
adresou

konce.

Z
ákladní

strukturu
program

u
lze
zapsat

následujícím
pseu-

dokódem
.
D
op
oručujem

e
současně

sledovat
vzorový

pro-
gram

odkazovaný
níže

–
tohle

je
spíš
návod,

jak
se
v
něm

vyznat,
než
sam
ostatné

čtení.
N
otace:

=
je
přiřazení,

n
e
c
o
:

jsou
assem

blerové
lab
ely,
-
>
skoky

(dle
kontextu

m
ožná

p
odm
íněné),

P
:
je
precon

dition
–
něco,co

slibujem
e,že

před
vstup

em
do
tohoto

m
ísta
bude

platit.

r
0
=
4
/
/
s
l
u
č
u
j
e
m
e
1
p
r
v
k
o
v
é
(
4
b
a
j
t
o
v
é
)
b
l
o
k
y

f
a
z
e
:

P
:
r
0
o
b
s
a
h
u
j
e
v
e
l
i
k
o
s
t
b
l
o
k
ů
,
k
t
e
r
é
c
h
c
e
m
e

v
t
é
t
o
f
á
z
i
s
l
u
č
o
v
a
t

P
:
b
l
o
k
y
v
e
l
i
k
o
s
t
i
r
0
u
ž
j
s
o
u
s
e
t
ř
í
d
ě
n
é

N
a
s
t
a
v
í
m
e
r
1
a
r
5
n
a
z
a
č
á
t
e
k
p
r
v
n
í
h
o
v
s
t
u
p
n
í
h
o

a
v
ý
s
t
u
p
n
í
h
o
b
l
o
k
u
.

r
1
=
r
1
0

r
5
=
r
1
1

b
l
o
k
:

/
/
z
a
č
í
n
á
m
e
s
l
é
v
a
t
d
v
a
b
l
o
k
y

P
:
r
1
u
k
a
z
u
j
e
n
a
z
a
č
á
t
e
k
l
e
v
é
h
o
v
s
t
u
p
.
b
l
o
k
u

k
e
z
p
r
a
c
o
v
á
n
í
,
r
5
n
a
z
a
č
á
t
e
k
p
ř
í
s
l
u
š
n
é
h
o

v
ý
s
t
u
p
n
í
h
o
b
l
o
k
u

/
/
d
o
p
o
č
t
e
m
e
p
r
a
v
ý
v
s
t
u
p
.
b
l
o
k
a
k
o
n
c
e
b
l
o
k
ů

r
2
=
r
1
+
r
0

r
3
=
r
1
+
r
0

r
4
=
r
1
+
2
*
r
0

r
6
=
r
5
+
2
*
r
0

p
r
v
e
k
:

P
o
k
u
d
j
s
m
e
n
a
k
o
n
c
i
l
e
v
é
h
o
b
l
o
k
u
(
r
1
=
=
r
2
)
:

-
>
d
o
b
e
r
p
r
a
v
y

A
n
a
l
o
g
i
c
k
y
p
r
o
p
r
a
v
ý
:
-
>
d
o
b
e
r
l
e
v
y

P
:
r
1
<
r
2
,
r
3
<
r
4
,
r
5
<
r
6

(
v
ž
á
d
n
é
m
b
l
o
k
u
n
e
j
s
m
e
n
a
k
o
n
c
i
)

P
ř
i
d
á
m
e
d
a
l
š
í
p
r
v
e
k
n
a
v
ý
s
t
u
p
:
n
a
a
d
r
e
s
u

[
r
5
]
u
l
o
ž
í
m
e
m
e
n
š
í
z
[
r
1
]
,
[
r
3
]
a
s
p
r
á
v
n
ě

p
o
s
u
n
e
m
e
u
k
a
z
a
t
e
l
e
(
v
i
z
n
í
ž
e
)

-
>
p
r
v
e
k

d
o
b
e
r
l
e
v
y
:

P
:
r
3
=
=
r
4
/
/
(
p
r
a
v
ý
b
l
o
k
v
y
p
r
á
z
d
n
ě
n
)

Z
k
o
p
í
r
u
j
z
b
y
t
e
k
l
e
v
é
h
o
b
l
o
k
u
(
o
d
a
d
r
e
s
y

r
1
d
o
r
2
-
4
)
n
a
v
ý
s
t
u
p
(
r
5
a
ž
r
6
-
4
)

-
>
k
o
n
e
c
m
e
r
g
e

d
o
b
e
r
p
r
a
v
y
:

(
a
n
a
l
o
g
i
c
k
y
)

k
o
n
e
c
m
e
r
g
e
:

P
:
v
e
v
š
e
c
h
b
l
o
c
í
c
h
j
s
m
e
n
a
k
o
n
c
i

(
r
1
=
=
r
2
,
r
3
=
=
r
4
,
r
5
=
=
r
6
)

P
o
k
u
d
j
s
m
e
z
p
r
a
c
o
v
a
l
i
p
o
s
l
e
d
n
í
b
l
o
k

(
r
5
>
=
r
1
1
+
r
9
)
:

-
>
k
o
n
e
c
f
a
z
e

J
i
n
a
k
s
e
p
o
s
u
n
e
m
e
n
a
n
á
s
l
e
d
u
j
í
c
í
b
l
o
k
:

/
/
N
o
v
ý
l
e
v
ý
b
l
o
k
b
u
d
e
z
a
č
í
n
a
t
z
a
k
o
n
c
e
m

/
/
a
k
t
u
á
l
n
í
h
o
p
r
a
v
é
h
o
.

r
1
=
r
4

/
/
r
5
n
e
t
ř
e
b
a
m
ě
n
i
t
,
u
ž
u
k
a
z
u
j
e
n
a

/
/
z
a
č
á
t
e
k
s
o
u
s
e
d
n
í
h
o
b
l
o
k
u

-
>
b
l
o
k

k
o
n
e
c
f
a
z
e
:

r
0
=
r
0
*
2

p
r
o
h
o
ď
r
1
0
,
r
1
1

-
>
f
a
z
e

Jeden
krok

slévání
(lab
el
p
r
v
e
k
:)
je
jednoduchý.

N
ačtem

e
čísla

z
aktuálních

p
ozic

v
ob
ou
vstupních

blocích,
p
orov-

nám
e
je
a
uložím

e
na
výstup.

Z
ároveň

m
usím

e
p
osunout

výstupní
ukazatel

a
jeden

ze
vstupních

(p
odle

toho,
které

číslo
jsm
e
vybrali).

p
r
v
e
k
:

/
/
P
o
k
u
d
j
s
m
e
v
n
ě
k
t
e
r
é
m
b
l
o
k
u
n
a
k
o
n
c
i
.
.
.

C
M
P
r
1
,
r
2

B
H
S
d
o
b
e
r
p
r
a
v
y
/
/
(
v
i
z
v
z
o
r
o
v
ý
p
r
o
g
r
a
m
)

C
M
P
r
3
,
r
4

B
H
S
d
o
b
e
r
l
e
v
y

L
D
R
r
7
,
[
r
1
]

L
D
R
r
8
,
[
r
3
]

C
M
P
r
7
,
r
8

/
/
P
o
k
u
d
a
k
t
.
p
r
v
e
k
z
l
e
v
é
h
o
b
l
o
k
u
j
e
m
e
n
š
í
,

/
/
p
ř
i
d
á
m
e
h
o
n
a
v
ý
s
t
u
p
a
p
o
s
u
n
e
m
e
l
e
v
ý
p
o
i
n
t
e
r

S
T
R
L
E
r
7
,
[
r
5
]
,
#
4

A
D
D
L
E
r
1
,
#
4

/
/
A
n
a
l
o
g
i
c
k
y
p
r
o
p
r
a
v
ý

S
T
R
G
T
r
8
,
[
r
5
]
,
#
4

A
D
D
G
T
r
3
,
#
4

B
p
r
v
e
k

Z
bytek

program
u
najdete

na
našem

w
ebu.

P
rogram

(assem
bler):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
3
0
-
2
-
7
-
m
e
r
g
e
s
o
r
t
.
a
s
m

Ú
kol
5:
zatřídění

do
sp
ojového

seznam
u

N
a
adrese

0x100000
je
uložen

p
ointer

na
začátek

seznam
u,

v
r0
p
ointer

na
nově

přidávaný
prvek.

P
ředp
okládám

e,
že

struktura
pro
jeden

prvek
obsahuje

32-bitovou
hodnotu

a
32-bitový

ukazatel
na
následníka.

Ú
kolje

celkem
jednoduchý,jen

je
třeba

rozm
yslet

siněkolik
okrajových

případů:

•
Z
atřiďujem

e
na
začátek

seznam
u
(pak

je
třeba

přepsat
ukazatel

na
začátek).

•
Z
atřiďujem

e
na
konec

seznam
u
(je
třeba

dát
si
p
ozor,

ať
nezkouším

e
dereferencovat

null
p
ointer).

•
Seznam

je
prázdný

(ukazatel
na
začátek

je
null).

O
p
ět
si
rozvrhnem

e
registry:

–
14
–

R
ecepty

z
program

átorské
kuchařky:Toky

v
sítích

U
kážem

e
si
um
ěle
znějící

úlohu,
kterou

p
osléze

zm
atem

a-
tizujem

e,
vyřeším

e
a
dokážem

e
vlastnosti

řešení.
N
akonec

přijdou
četná

užití,
která

ozřejm
í,
proč

jsm
e
se
snažili.

L
átka

je
lehce

p
okročilá,

takže
vězte,

že
budete

p
otřeb

ovat
znát

grafy.

U
m

ěle
znějícíúloha

4

2

6
3

4
2

1
1

4

5

3
2

2

4

2

2

R
uský

p
etrobaron

vlastní
ropná

naleziště
na
Sibiřia

trubky
vedou-

cí
do
E
vropy.

T
rubky

vedou
m
ezi

nalezišti,
uzlovým

i
b
ody
a
konco-

vým
ib
ody,kde

ropu
přebírajíod-

b
ěratelé.

K
aždá

trubka
m
ůže
a
nem
usím

ít
definováno,kterým

sm
ěrem

jím
á

téci
ropa.

P
ro
každou

trubku
zvlášť

ví-
m
e,kolik

nejvýše
jíza

hodinu
protlačím

e.

N
aleziště

jsou
b
ezedná

a
m
ohou

p
osílat

neom
ezená

m
nož-

stvíropy.O
db
ěratelé

také
dokážíneom

ezená
m
nožstvíropy

z
koncových

b
odů
odebírat.

P
etrobaron

čelí
problém

u,
jak

protlačit
danou

distribučnísítíco
nejvíce

ropy
za
hodinu

ze
zdrojů

k
odb
ěratelům

.

Z
ap
eklité

je
to
zejm

éna
kvůli

tom
u,
že
v
uzlových

b
odech

nelze
ropu

hrom
adit,

ani
pálit

–
rozhodně

tedy
nejde

b
ez

rozm
yslu

přikázat,
ať
každou

trubkou
teče

m
axim

um
,
pro-

tože
bychom

p
oškodilicenná

zařízenía
v
uniklé

rop
ě
utopili

vše
živé.

Zm
atem

atizování

V
zadání

vidím
e
graf,

který
obsahuje

orientované
i
neorien-

tované
hrany,

kde
je
nějaká

p
odm
nožina

vrcholů
označená

jako
zdroje

a
jiná
jako...

říkejm
e
tom
u
třeba

stoky.

A
bychom

m
ěli
situaci

jednodušší,
zbavím

e
se
hned

na
úvod

m
nohočetnosti

zdrojů
a
stoků.

P
řikreslím

e
si
dva
nové

vr-
choly

–
z
nadzdroje

budem
e
p
osílat

ropu
do
všech

zdrojů,
do
nadstoku

budem
e
p
osílat

ropu
ze
všech

stoků.
K
apacitu

přikreslených
hran

pak
nastavím

e
na
nekonečno.

4

2

6
3

4
2

1
1

4

5

3
2

2

4

2

2

∞
∞

∞

∞

∞

T
eď
nám

stačí
vym
yslet

algoritm
us,
který

řeší
problém

s
právě

jedním
zdrojem

a
právě

jedním
stokem

.

K
aždý

vstup
totiž

p
opsaným

zp
ů-

sob
em
převedem

e,
p
ošlem

e
ho

algoritm
u
a
z
výstupu

prostě
jen
odstraním

e
dva
přidané

vr-
choly

a
přip
ojené

hrany.

P
odobně

se
zbavím

e
neoriento-

vaných
hran.

K
aždou

takovou
hranu

v
každém

zadání
zm
ěním

e
na
dvojici

proti-
sm
ěrných

orientovaných
hran

se
stejnou

kapacitou.
V
algo-

ritm
u
pak
už
m
ůžem

e
p
očítat

jen
s
hranam

iorientovaným
i.

D
ostávám

e
se
nyník

nejdůležitějším
u
–
p
odm
ínkám

na
hle-

daný
tok.

N
a
vstupu

dostávám
e
ohodnocení

hran
nezáp

orným
i
čísly

a
naším

úkolem
je
sestavit

jiné
ohodnocení

těch
sam
ých

(všech)
hran.

Je
důležité,

aby
se
nám

to
nepletlo

–
ohodnocení

ze
vstupu

se
říká

kapacita
a
značí

se
c(e),

konstruované
ohodnocení

se
jm
enuje

tok
a
označujem

e
ho

f
(e).

Σ
f

=
 Σ

f
3
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3

K
onstruované

ohodnoceníse
sna-

žím
e
m
axim

alizovat,
ale
om
ezu-

je
nás
kapacita

a
K
irchhoff

ův
zá-

kon.

T
ak
budem

e
říkat

p
odm
ínce

na
to,
že
součet

toku
na
hranách,

které
do
vrcholu

vstupují,
m
usí

být
stejný

jako
součet

toku
na

hranách,
které

z
vrcholu

vystu-
pují.

M
áte-li

rádi
fyziku

neb
o
b
erete-li

školu
vážně,

důvod
k
takovém

u
p
ojm
enování

jistě
cháp

ete.

F
orm
álně

ony
dvě
p
odm
ínky

vypadají
takto:

∀
e
∈
E
:
f
(e)≤

c(e)

∀
v
∈
V

\
{
z
,s}
: ∑−−⃗uv

∈
E

f
( −−⃗uv)

= ∑−−⃗vu
∈
E

f
( −−⃗vu
)

K
irchhoff

ova
p
odm
ínka

se
sam
ozřejm

ě
netýká

ani
zdroje,

ani
stoku

–
tam

nám
naopak

jde
o
to
ji
co
nejvíce

p
orušit.

V
elikost

toku
je
nejsnazší

m
ěřit
na
nich.

B
udem

e
ji
defino-

vat
jako

rozdíl
m
ezi
součtem

odtoků
a
součtem

přítoků
ve

zdroji.

K
zam
yšlení

•
N
astavit

ohodnocení
hrany

(kapacitu)
na
skutečné

ne-
konečno

v
našem

program
ovacím

jazyce
nem
usí
jít.
P
ak

se
to
řeší
tím
,
že
se
zvolí

dostatečně
velké

číslo.
Jak
co

nejm
enší,ale

stále
b
ezp
ečné,rychle

ze
zadáníurčit?

Stej-
ný
problém

se
řeší
třeba

v
D
ijkstrově

algoritm
u,
ale
i
ve

sp
oustě

dalších.
•
N
eorientované

hrany,
neb
oli
ob
ousm

ěrné
trubky,

si
za-

slouží
p
odrobnější

rozb
or,
než
jaký

jsm
e
jim
věnovali

v
textu.

Jak
sp
olehlivě

převedem
e
řešení

algoritm
u
do

p
ůvodní

sítě?
•
V
ym
yslelijsm

e,jak
vyřešit

více
zdrojů

a
stoků

a
jak
ošet-

řit
ob
ousm

ěrné
trubky.

C
o
kdyby

bylo
v
zadání

om
ezení

na
průtok

vrcholy?
•
U
m
íte
dokázat,

že
je
absolutní

hodnota
rozdílu

přítoků
a
odtoků

stejná
na
zdroji

i
na
stoku?

T
edy
že
bychom

m
ohli
velikost

toku
stejně

tak
dobře

m
ěřit
i
na
stoku?

Ř
ešení

P
roblém

je
velm

i
studovaný

a
k
jeho

řešení
existují

dva
velké

přístupy,
které

jsou
hum
orně

protikladné.
T
en
první

vezm
e
nulový

tok
a
opatrně

ho
zlepšuje.

D
ruhý

si
napíská

veliké
ohodnocení

hran,
které

ani
tokem

není,
a
pak

ho
opravuje.

P
ředvedem

e
si
onen

první
zp
ůsob

a
algoritm

us,
který

se
p
odle

svých
autorů

jm
enuje

F
ordův-F

ulkersonův.
B
ude
se

nám
odteď

hodit
tvářit

se,
jako

že
m
ezi
každým

i
dvěm

a
vrcholy

vede
ob
ěm
a
sm
ěry
hrana.

T
am
,
kde
ze
vstupu

ne-
přišla,

si
dom
yslím

e
jednu

s
nulovou

kapacitou.

P
ředstavm

e
sigraf,na

kterém
p
očítám

e
tok,a

dejm
e
tom
u,

že
už
nějaký

tok
m
ám
e
–
třeba

prázdný.
P
ředstavm

e
si,
že

jsm
e
ropný

m
agnát

a
každý

rozdíl
m
ezi
kapacitou

p
otrubí

a
jejím

využitím
(tokem

)
nás
stojí

m
iliony

dolarů.

–
3
–



U
ž
jsm
e
se
sm
ířili

s
tím
,
že
každá

trubka
nem
ůže
být
využita

na
m
a-

xim
um
,
ale
zkusm

e
si
vyznačit

ty
hrany,

kde
c(e)̸=

f
(e).

C
o
když

existuje
cesta

z
nadzdroje

do
nadstoku,

která
vede

p
ouze

p
o
tako-

vých
hranách?

M
ůžem

e
vzít

m
inim
um
z
rozdílů

na
kaž-

dé
hraně

a
o
toto

číslo
navýšit

tok
na
každé

z
nich!A

nikapacitní,aniK
irchhoff

ovu
p
odm
ín-

ku
to
jistě

nep
oškodí.

P
okud

žádnou
takovou

cestu
nevidím

e,
znam

ená
to,
že
tok

vylepšit
nejde?

N
e
úplně.

P
ředstavte

si
následující

situaci:

f=
2

f=
2

f=
2

c
=
3

c
=
2

c
=
3

C
opak

nejde
zlepšit?

Jde!
N
ení
na
to
první

p
ohled

úplně
jasné,

ale
m
ůžem

e
zlepšovat

výsledný
tok
i
tím
,
že
ho
na

protism
ěrné

části
cesty

snížím
e.
Sam
ozřejm

ě
však

nesm
ím
e

nastavovat
tok
záp
orný.

(Je
sm
utné,

že
si
teď
trochu

kazím
e
grafovou

term
inolo-

gii
–
co
je
to
za
cestu

v
orientovaném

grafu,
která

nem
usí

resp
ektovat

orientaci
hran?)

T
akže

jaká
je
přesně

p
odm
ínka

pro
„vyznačení“

hrany
u⃗
v?

N
astává

f
(u⃗
v)

<
c(u⃗

v)
neb
o
f
(v⃗
u
)
>
0.P
otom

jilze
zlepšit

o
c(u⃗

v)−
f
(u⃗
v)
+

f
(v⃗
u
).

H
ledání

všech
vhodných

(„zlepšujících“)
cest
tedy

m
ůžem

e
dělat

prostým
prohledáváním

do
šířky

přes
vyznačené

hra-
ny.
B
udem

e
to
dělat

opakovaně
znovu

a
znovu,

až
žádnou

takovou
nenajdem

e,
a
pak
vrátím

e
získaný

tok
jako

výsle-
dek.

A
nalýza

algoritm
u

Správnost

Z
avolali

jsm
e
algoritm

us
na
prázdný

tok,
ten
ho
zlepšil

do
situace,

ve
které

neexistuje
zlepšující

cesta.

Z
nam
ená
tato

neexistence,
že
je
výsledný

tok
m
axim

ální?
O
pačná

im
plikace

je
jasná

–
m
axim

ální
tok
zlepšit

žádným
zp
ůsob

em
nep
ůjde,

takže
ani
přes

zlepšující
cestičky.

K
dyž
zkusím

e
algoritm

us
pustit

na
graf,

kde
už
žádná

ta-
ková

cesta
není,

m
ůžem

e
si
p
oznam

enat
všechny

vrcholy,
kam

jsm
e
se
p
om
ocí
prohledávání

zlepšitelných
hran

ješ-
tě
dostali.

T
ato
m
nožina

bude
jistě

obsahovat
zdroj

(tam
jsm
e
začali)

a
jistě

nebude
obsahovat

stok
(to
by
existovala

zlepšující
cesta).

N
a
hranách

m
ezi
touto

m
nožinou

a
jejím

doplňkem
nem
ů-

žem
e
zlepšovat,

jinak
by
se
p
o
nich

náš
program

pustil
dál

a
m
nožinu

vrcholů,
kam

se
dostal,

by
rozšířil.

V
šechny

hra-
ny
sm
ěřující

ven
tedy

m
ají

f
(e)
=

c(e),
pro
všechny

hrany
sm
ěřující

dovnitř
platí

f
(e)
=
0.

T
yto
hrany

tvoří
řez
naším

grafem
.
O
dvolám

e
se
v
tuto

chvíli
na
vaši

intuici
–
tok
nem
ůže
být
větší

než
lib
ovolný

řez.
Z
toho

už
dostávám

e,
že
náš
algoritm

us
našel

tok
m
a-

xim
ální,

protože
našel

také
řez,
který

zaručuje,
že
nem
ůže

existovat
tok
větší.

F
orm
álnější

předvedení
najdete

ve
skriptíčkách

z
kom
bina-

toriky. 3

Č
asová

složitost

Je
m
ožné

dobu
b
ěhu
om
ezit
p
očtem

vrcholů
a
hran?

V
ýše

uvedeným
p
ostup

em
na
grafu

s
celočíselným

i
kapacitam

i
každou

nalezenou
cestou

zvýším
e
tok
alesp

oň
o
jednotku,

takže
program

nebude
b
ěžet

déle,
než
je
součet

všech
ka-

pacit.
A
le
to
není

m
oc
usp
okojivý

odhad,
protože

záleží
na

ohodnocení.

P
okud

budem
e
hledat

cesty
skutečně

prohledáváním
do
šíř-

ky,bude
p
očet

kroků
v
O
(n
m
2),protože

se
dá
ukázat,že

se
hrany,

které
při
zlepšování

cesty
tvoří

m
inim
um
,
p
ostupně

vzdalují
od
zdroje.

P
ak
m
ám
e
O
(m
)
času

k
nalezení

cesty
a
m
hran,

které
se
nejvýše

n
-krát

m
ohou

vzdálit.
Ž
e
to
tak

skutečně
je,je

lehce
zdlouhavé

intelektuálnícvičení.N
echat

si
prozradit

p
ostup

m
ůžete

třeba
v
druhém

vydání
Intro-

duction
to
A
lgorithm

s
na
straně

662.

O
vylepšení

daného
p
ostupu

si
m
ůžete

přečíst
v
kapitole

o
tocích

v
knize

P
růvodce

labyrintem
algoritm

ů
4
od
M
ar-

tina
M
areše,

ukázka
druhého

přístupu
k
řešení

hledání
m
a-

xim
álního

toku
je
tam

také.

K
zam
yšlení

•
D
ůležitou

vlastností
algoritm

u
je,
že
když

dostane
celo-

číselné
kapacity,

vrátí
celočíselný

tok.
B
ude

se
nám

to
hodit

v
aplikacích.

D
okážete

to?
•
R
ozdílm

eziF
ordem

-F
ulkersonem

,který
hledá

cesty
ob
ec-

ným
zp
ůsob

em
,
a
takovým

,
který

to
dělá

prohledáváním
do
šířky,

je
ze
složitostního

hlediska
docela

velký,
a
proto

se
tom
u
druhém

u
ob
čas
říká
E
dm
ondsův-K

arp
ův.N

ajdě-
te
m
alý
graf

a
nevhodnou

p
osloupnost

cest,
která

zp
ůso-

bí,
že
F
-F
p
ob
ěží
skutečně

v
závislosti

na
velikosti

kapa-
cit.

•
M
ůžete

dokonce
zkusit

využít
zlatého

řezu
k
nalezenígra-

fu
s
reálným

i
kapacitam

i,
na
kterém

F
-F
pro
danou

(ne-
šikovnou)

p
osloupnost

cest
nikdy

neskončí.
•
Skončí

algoritm
us
v
konečném

čase,
jsou-li

kapacity
čísla

racionální?

U
žití

P
árování

v
bipartitních

grafech

M
ám
e-li
za
úkol

najít
na
plese

co
nejvíce

tanečnicím
ta-

nečníka,
kterého

znají,
stojím

e
před

zásadním
a
nelehkým

úkolem
.

C
o
třeba

p
ostavit

na
základě

znám
osti
bipartitní

graf
m
e-

zi
partitou

tanečníků
a
partitou

tanečnic,
přidat

zdroj
za

kluky
a
stok

za
holky,tyto

k
nim
přip
ojit
hranam

is
jednot-

kovou
kapacitou,

hranám
v
bipartitním

grafu
také

nastavit
jednotkové

kapacity
a
nakonec

všechno
zorientovat

sm
ěrem

do
stoku?

1

111
1

1 1

1

1

1
1

1

1

1

1

z
d
ro
j

s
to
k

3
h
t
t
p
:
//
k
a
m
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
~
v
a
l
l
a
/
k
g
.
h
t
m
l

4
h
t
t
p
:
//
p
r
u
v
o
d
c
e
.
u
c
w
.
c
z
/

–
4
–

že
na
A
R
M
u
jde
p
odm
ínku

přip
ojit
k
lib
ovolné

instrukci
a
vytvořili

tak
hybridní

sm
yčku

s
p
odm
ínkou

na
začátku,

která
si
vystačí

s
jednou

instrukcí
skoku.

O
všem

i
se
všem

i
těm
ito
optim

alizacem
i
p
otřebuje

naše
sm
yčka

třiinstrukce
na
iteraci(přikteré

vynuluje
čtyřibaj-

ty).
C
elkem

tedy
provedem

e
34
N
+
O
(1)
instrukcí.

T
rávím

e
více

času
režijí

sm
yčky

než
užitečnou

prací.
P
ro-

tože
režie

sm
yčky

je
na
jednu

iteraci
konstantní,

nabízí
se

udělat
více

práce
v
jedné

iteraci.
T
řeba

tak,
že
p
oužijem

e
více

instrukcí
S
T
R
za
seb
ou.

R
ozm
yslem

e
si,
jestli

to
p
om
ůže.

P
okud

v
těle
sm
yčky

bu-
de

k
instrukcí

S
T
R,
vynulujem

e
na
jednu

iteraci
4
k
bajtů

a
provedem

e
k
+
2
instrukcí.

P
rovedem

e
tedy

(k
+
2)/4k

instrukcí
na
vynulování

jednoho
bajtu.

C
hcem

e,
aby
tento

výraz
byl
nejvýše

0.3.
T
o
je
jednoduchá

nerovnice,
vyřeše-

ním
dostávám

e
k
≥
10.

V
ýsledný

kód
bude

vypadat
následovně:

M
O
V
r
1
,
#
0
x
1
0
0
0
0

M
O
V
r
2
,
#
0

s
m
y
c
k
a
:

S
U
B
S
r
0
,
#
4
0

S
T
R
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
4

S
T
R
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
4

S
T
R
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
4

S
T
R
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
4

S
T
R
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
4

S
T
R
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
4

S
T
R
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
4

S
T
R
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
4

S
T
R
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
4

S
T
R
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
4

B
H
I
s
m
y
c
k
a

/
/
P
o
k
u
d
r
0
n
e
b
y
l
o
n
á
s
o
b
k
e
m
4
0
,
v
p
o
s
l
e
d
n
í

/
/
i
t
e
r
a
c
i
j
s
m
e
o
d
e
č
e
t
l
i
m
o
c
a
d
o
s
t
a
l
i
s
e

/
/
d
o
z
á
p
o
r
u

A
D
D
L
O
r
2
,
#
4
0

/
/
T
e
ď
m
o
h
l
o
z
b
ý
t
n
e
j
v
ý
š
3
9
b
a
j
t
ů
k
v
y
n
u
l
o
v
á
n
í

z
b
y
t
e
k
:

S
U
B
S
r
0
,
#
1

S
T
R
B
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
1

B
H
I
z
b
y
t
e
k

T
ato
verze

p
om
ocí
12
instrukcí

vynuluje
40
bajtů,

provede
tedy

12/40n
+
O
(1)
=
0.3n
+
O
(1)
instrukcí,jak

jsm
e
chtěli.

P
oužité

technice
se
říká
rozbalovánísm

yček
(loop

unrolling)
a
b
ěžně

se
p
oužívá

ke
zrychlení

sm
yček

s
krátkým

tělem
.

T
řeba

céčkové
překladače

takovouto
úpravu

dělají
autom

a-
ticky

v
rám
ci
optim

alizací.

Ú
kol
4:
třídění

V
souladu

s
radou

v
zadáníbudem

e
im
plem

entovat
nerekur-

zivní
verzi

M
ergeSortu

z
třídící

kuchařky. 1
4
P
ro
jednodu-

chost
budem

e
předp

okládat,
že
délka

p
osloupnosti

je
m
oc-

ninou
dvojky

(n
=
2
k).
A
lgoritm

us
se
skládá

z
k
fází.

N
a

začátku
i-té
fáze

m
ám
e
p
osloupnost

tvořenou
řadou

bloků
délky

2
i−
1,
každý

z
kterýchž

je
už
z
m
inulých

fází
setřídě-

ný.
V

i-té
fázi
slijem

e
dvojice

sousedních
bloků

do
jednoho

bloku
dvojnásobné

délky
(2

i).
N
a
konci

p
oslední

fáze
tvoří

celou
p
osloupnost

jeden
velký

setříděný
blok

délky
2
k,čím

ž
m
ám
e
hotovo.

P
rotože

slévání
nejde

jednoduše
provádět

na
m
ístě,

p
otře-

bujem
e
m
ít
oddělený

prostor
pro
výsledek,

který
nám

také
zadání

slibuje.
V
kuchařce

se
p
o
každé

fázi
obsah

p
om
oc-

ného
výstupního

p
ole
zkopíruje

zpátky
do
p
ůvodního,

aby
m
ohl
p
osloužit

jako
vstup

pro
další

fázi.
T
o
je
ale
zbytečné

plýtvání.
M
ísto
toho

stačí
prostě

prohodit
význam

těchto
dvou

p
olí.
T
edy
liché

fáze
budou

p
oužívat

hlavní
p
ole
jako

vstup
a
p
om
ocné

p
ole
jako

výstup,
sudé

naopak.

Z
bývá

to
celé
přepsat

do
assem

bleru.M
ožná

p
olovinu

práce
tvoří

rozvrhnout
si,
co
si
pam
atovat

ve
kterém

registru.
Z
kusm

e
to
třeba

takto:

2
3

1
0
1
6

4
6

8
1
4

1
9

1
1
1
3

5
7

1
2
1
5

2
3

4
6

8
1
0
1
4
1
6

1
5

7
9

r2
r4

r1
0

r3

r5
r6

r7

r1
1

r1

r8

m
in

r0

•
r
0:
V
elikost

aktuálně
slévaného

bloku
(v
bajtech,

m
ocni-

na
dvojky).

D
va
bloky

velikosti
r
0
slévám

e
do
jednoho

velikosti
2
·
r
0.

•
r
1:
A
dresa

aktuálního
prvku

v
levém

zdrojovém
bloku.

•
r
2:
A
dresa

konce
levého

zdrojového
bloku

(ukazuje
na

adresu
těsně

za
koncem

,
tak
je
obvyklé

konce
reprezen-

tovat).

•
r
3:
A
dresa

aktuálního
prvku

v
pravém

zdrojovém
bloku.

•
r
4:
A
dresa

konce
pravého

zdrojového
bloku.

•
r
5:
A
dresa

aktuálního
prvku

v
cílovém

bloku
(kam

se
um
ístí
příští

prvek).

•
r
6:
A
dresa

konce
cílového

bloku.

•
r
7,
r
8:P
om
ocné

registry
pro
dočasné

hodnoty,například
prvky

načtené
z
pam
ěti
pro
p
orovnání.

•
r
9:
C
elková

velikost
p
ole
(v
bajtech).

•
r
1
0:
A
dresa

začátku
zdrojového

p
ole
(to
obsahuje

setří-
děné

bloky
velikosti

r
0).

1
4
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
t
r
i
d
e
n
i
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N
aopak

přiukládánítohle
neníp

otřeba.T
řeba

p
okud

chce-
m
e
obsah

registru
uložit

jako
8-bitové

číslo,
prostě

vezm
e-

m
e
nejnižších

(nejpravějších)
8
bitů

a
zapíšem

e
je
jako

jeden
bajt

do
pam
ěti.R

ozm
yslete

si,že
tohle

dá
správný

výsledek
pro
znam

énková
i
b
ezznam

énková
čísla

(p
okud

jsou
dost

m
alá,
aby
se
vešla

do
8
bitů).

P
ro
16-bitové

load/store
je
situace

velm
ianalogická,jen

ne-
sm
ím
e
zap
om
enout,

že
výsledné

dva
bajty

se
uloží

v
p
ořadí

little
endian:

⋯
FE

FF
⋯

pam
ěť

  little  endian

0xFFFE
16b hodnota

M
ůže znam

enat:
 • 65534
 • -2

registr
Z
nam

ená: 65534

registr
M

ůže znam
enat:

 • 4294967294
 • -2

0
x0000

 FFFE

0
xFFFF

 FFFE

LD
R
SH

(znam
énkové

rozšíření)

LD
R
H

ST
R
H

Ú
kol
2:
obrácení

p
ole

P
ostupujem

e
přím

očaře:
nejdříve

prohodím
e
první

prvek
s
p
osledním

,
p
otom

druhý
s
předp

osledním
atd.,

až
skon-

čím
e
uprostřed.

P
rohození

dvou
prvků

provedem
e
tak,

že
je
načtem

e
do
dvou

registrů
a
p
otom

zapíšem
e
na
opačná

m
ísta.

P
rocházeníp

ole
m
ůžem

e
řešit

třeba
tak,že

sive
dvou

regis-
trech

budem
e
udržovat

adresu
aktuálního

levého
a
pravého

prohazovaného
prvku.

P
o
prohození

levou
adresu

zvětším
e

a
pravou

zm
enším

e.
Skončím

e,
když

je
pravá

adresa
m
enší

neb
o
rovna

levé
(narazili

jsm
e
na
prostředek

neb
o
jej
pře-

kročili).

M
O
V
r
0
,
#
0
x
1
0
0
0
0

/
/
n
a
č
t
i
d
é
l
k
u
d
o
r
1
a
p
o
s
u
ň
r
0
n
a
z
a
č
á
t
e
k
p
o
l
e

L
D
R
r
1
,
[
r
0
]
,
#
4

S
U
B
r
1
,
#
1
/
/
p
o
s
l
e
d
n
í
p
r
v
e
k
m
á
i
n
d
e
x
d
é
l
k
a
-
1

A
D
D
r
1
,
r
1
,
r
0
,
l
s
l
#
4
/
/
a
d
r
e
s
a
p
o
s
l
e
d
.
p
r
v
k
u

/
/
o
d
t
e
ď
u
k
a
z
u
j
í
r
0
,
r
1
n
a
p
á
r
p
r
o
h
a
z
o
v
a
n
ý
c
h
p
r
v
k
ů

s
m
y
c
k
a
:

C
M
P
r
0
,
r
1

B
H
S
k
o
n
e
c

/
/
n
a
č
t
i
p
á
r
k
p
r
o
h
o
z
e
n
í

L
D
R
r
2
,
[
r
0
]

L
D
R
r
3
,
[
r
1
]

/
/
u
l
o
ž
o
p
a
č
n
ě
a
p
o
s
u
ň
u
k
a
z
a
t
e
l
e

S
T
R
r
3
,
[
r
0
]
,
#
4

S
T
R
r
2
,
[
r
1
]
,
#
-
4

B
s
m
y
c
k
a

k
o
n
e
c
:

Ú
kol
3:
nulování

pam
ěti

C
hcem

e
vynulovat

N
bajtů

pam
ěti
p
om
ocí
0
.3

·
N
+

O
(1)

vykonaných
instrukcí.M

ám
e
k
disp
ozicim

éně
než
jednu

in-
strukcina

bajt,takže
určitě

m
usím

e
jednou

instrukcívynu-
lovat

více
bajtů.N

abízíse
p
oužít

instrukci
S
T
R
pro
nulování

bajtů
p
o
čtveřicích.

T
o
m
á
dva

háčky.
V
prvé

řadě
N
nem
usí
být
násobkem

čtyř,
ale
o
zbylé

1–3
bajty

se
případně

p
ostarám

e
na
konci,

to
se
schová

do
aditivní

konstanty.

M
O
V
r
1
,
#
0
x
1
0
0
0
0

M
O
V
r
2
,
#
0

s
m
y
c
k
a
:

S
U
B
S
r
0
,
#
4

S
T
R
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
4

B
H
I
s
m
y
c
k
a

/
/
P
o
k
u
d
r
0
n
e
b
y
l
o
n
á
s
o
b
k
e
m
4
,
v
p
o
s
l
e
d
n
í
i
t
e
r
a
c
i

/
/
j
s
m
e
o
d
e
č
e
t
l
i
m
o
c
a
d
o
s
t
a
l
i
s
e
d
o
z
á
p
o
r
u

A
D
D
L
O
r
2
,
#
4

/
/
T
e
ď
m
o
h
l
y
z
b
ý
t
n
e
j
v
ý
š
t
ř
i
b
a
j
t
y
k
v
y
n
u
l
o
v
á
n
í

z
b
y
t
e
k
:

S
U
B
S
r
0
,
#
1

S
T
R
B
H
S
r
2
,
[
r
1
]
,
#
1

B
H
I
z
b
y
t
e
k

V
im
plem

entacism
yčky

jsm
e
p
oužiliněkolik

užitečných
tri-

ků.
O
dčítání

p
oužívám

e
zároveň

jako
p
orovnání,

čím
ž
ušet-

řím
e
jednu

C
M
P
instrukci.

D
íky
tom
u
se
m
ůže
stát,

že
v
p
oslední

iteraci
odečtem

e
m
oc
a
skončím

e
v
záp
oru,

to
ale
snadno

opravím
e
p
o
skončení

sm
yčky.

E
xistují

dva
obyklé

zp
ůsoby,

jak
zapisovat

sm
yčky.

S
p
od-

m
ínkou

na
začátku:

s
m
y
c
k
a
:

<
p
o
d
m
í
n
ě
n
ý
s
k
o
k
n
a
’
k
o
n
e
c
’
,
p
o
k
u
d

s
e
m
á
s
m
y
č
k
a
u
k
o
n
č
i
t
>

<
t
ě
l
o
s
m
y
č
k
y
>

B
s
m
y
c
k
a

k
o
n
e
c
:

neb
o
s
p
odm
ínkou

na
konci:

s
m
y
c
k
a
:

<
t
ě
l
o
s
m
y
č
k
y
>

<
p
o
d
m
í
n
ě
n
ý
s
k
o
k
n
a
’
s
m
y
c
k
a
’
,
p
o
k
u
d

m
á
s
m
y
č
k
a
p
o
k
r
a
č
o
v
a
t
>

Sm
yčka

s
p
odm
ínkou

na
konci

se
provede

vždy
alesp

oň
jed-

nou,
což
se
nám

tady
nehodí,

protože
r
0
m
ůže
být
m
é-

ně
než
4
a
nechcem

e
vynulovat

víc
pam
ěti
než
m
ám
e.
A
le

sm
yčka

s
p
odm
ínkou

na
začátku

obvykle
p
otřebuje

dvě
in-

strukce
skoku,

to
je
hrozné

plýtvání.
M
y
jsm
e
využili

toho,

–
12
–

M
axim

ální
celočíselný

tok,
který

na
tom
to
grafu

získám
e,

nám
hrany

bipartitního
grafu

rozdělí
na
nevybrané

s
to-

kem
0
a
vybrané

s
tokem

1.
M
ůžou

vybrané
hrany

sdílet
tanečníka?

T
ěžko,

když
do
něj
teče

nejvýše
jednotkový

tok
a
m
usí
platit

K
irchhoff

ův
zákon.

A
p
odobně

s
tanečnicem

i.

V
ybrané

hrany
nám

proto
vytvořípárování.A

protože
jsm
e

našli
m
axim

ální
tok,
jde
o
párování

největší.
K
dyby

existo-
valo

párování
větší,

dokázali
bychom

z
něj
zvětšit

tok.

H
ledání

hranově
a
vrcholově

disjunktních
cest

C
hcem

e-lise
v
grafu

G
dostat

z
vrcholu

u
do
vrcholu

v,m
ů-

že
nás
zajím

at
(třeba

kvůli
sp
olehlivosti,

s
jakou

se
um
ím
e

dostat
do
cíle),

kolik
m
ezi
nim
i
existuje

cest,
které:

•
nesdílí

hrany,
neb
o

•
nesdílí

vrcholy.
(T
ato
p
odm
ínka

je
silnější.

K
dyž
dvě
ces-

ty
nesdílí

vrcholy,
nesdílí

hrany.)

O
ba
tyto

problém
y
lze
převést

na
hledání

m
axim

álního
to-

ku.
V
ob
ou
případech

nastavím
e
u
jako

zdroj
a
v
jako

stok.
V
prvním

případě
nastavím

e
jednotkové

kapacity
všem

hra-
nám
,
v
druhém

navíc
všem

vrcholům
.

F
ord-F

ulkerson
nastavil

některým
hranám

jednotkový
tok,

některým
nulový.

N
ulové

nyní
z
grafu

vyhodím
e.
P
okud

jsm
e
hledali

hranově
disjunktní

cesty,
m
ůžem

e
nyní

získat
třeba

takovýto
graf:

z
d
ro
j

s
to
k

Jak
z
něj
vykřesat

kýžený
výsledek?

Z
ačnem

e
procházet

ze
zdroje

zbylé
hrany.

V
ždy,

když
se
dostanem

e
do
vrcholu,

ve
kterém

už
jsm
e
v
tom

sam
ém
průchodu

byli,
vyhodí-

m
e
z
grafu

všechny
hrany

cyklu,
který

jsm
e
tím
to
ob
jevili.

(H
odnota

toku
se
tím
nezm

ění.)

P
růchodem

grafu
se
vždy

m
ůžem

e
dostat

až
do
stoku

(všu-
de
jinde

budem
e
m
oci
p
odle

K
irchhoff

ova
zákona

jít
dál
–

dost
to
přip
om
íná
úvahu

o
eulerovských

tazích),
a
5
protože

jsm
e
m
ezitím

agilně
odstraňovali

cykly,
dostali

jsm
e
cestu.

V
rátím

e
jijako

jeden
výsledek,sm

ažem
e
jejíhrany,a

p
okud

ještě
tok
není

nulový,
p
okračujem

e
dál.

P
očet

cest
je
tedy

velikost
toku.

P
odle

M
engerovy

věty
je
navíc

p
očet

hranově/vrcholově
disjunktních

cest
roven

stupnihranové/vrcholové
souvislostigrafu

–
m
ám
e
tedy

ny-
ní
algoritm

us,
který

ji
najde.

K
zam
yšlení

•
Ú
vaha

nebyla
naprosto

přím
očará

kvůli
cyklům

v
nale-

zeném
toku.

Ř
íká
se
jim
cirkulace.

Je
jasné,

že
v
případě

hledání
hranově

disjunktních
cest

vzniknout
m
ohou.

C
o

v
případě

vrcholově
disjunktních,tedy

v
situaci,kdy

jsm
e

om
ezili

tok
vrcholy?

•
N
epracuje

náhodou
neupravený

E
dm
ondsův-K

arp
ův
al-

goritm
us
rychleji,

p
okud

je
graf,

jak
jsm
e
teď
opakovaně

viděli,
ohodnocený

toliko
nulam

i
a
jedničkam

i?

D
n
ešn
í
m
en
u
servíroval

L
ukáš

L
án
ský

5
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
e
u
l
e
r
o
v
s
k
e
-
t
a
h
y–
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Vzorová
řešenídruhé

série
třicátého

ročníku
KSP

30-2-1
Z
an
ep
rázd

n
ěn
ý
org

N
echť

N
značí

p
očet

týdnů
v
databázi,

M
p
očet

různých
hodnot

zaneprázdněnosti
v
databázi

a
Q
p
očet

dotazů.

V
prvnířadě

se
zbavím

e
nutnostizacházet

s
velkým

ičísly
–

zadání
totiž

neslibuje,
že
hodnoty

zaneprázdněnosti
budou

jakkoliv
rozum

né
neb
o
m
alé.
Ideálně

bychom
chtěli

přečís-
lovat

hodnoty
na
vstupu

na
čísla

1
až

M
,
přičem

ž
to
sam
é

přečíslování
pak

p
otřebujem

e
i
b
ěhem

dotazování.
Jak
to

zařídit,
si
nechám

e
na
sam
otný

závěr
řešení

a
pro
teď
si

dovolím
e
předp

okládat,
že
čísla

už
přečíslovaná

jsou.

Ú
lohu

m
ůžem

e
zjednodušit

p
oužitím

prefixových
součtů.

N
echť

d
H
(K
)
značí

odp
ověď

na
otázku

„K
olikrát

se
v
prv-

ních
K
týdnech

vyskytlo
hodnocení

H
?“.
R
ozm
yslete

si,
že

odp
ověď

na
dotaz

„K
olikrát

se
v
týdnech

ℓ
až

r
vyskytlo

hodnocení
H
?“
je
rovna

d
H
(r)−

d
H
(l−
1).

H
odnoty

d
H
si
um
ím
e
přím

očaře
předp

očítat:
vždy

p
olo-

žím
e
d
H
(i)
=

d
H
(i−

1),
a
p
okud

A
i
=

H
,
zvětším

e
ješ-

tě
d
H
(i)
o
jedna.

M
ůžem

e
tedy

sp
očíst

d
H
pro
všechna

H
(1

≤
H

≤
M
),
čím
ž
dostávám

e
algoritm

us
p
otřebují-

cíO
(N

M
)
času

na
předvýp

očet
a
O
(1)
času

na
dotaz.

P
ředvýp

očet
zbytečně

brzdí
fakt,

že
v
naprosté

většině
d
H

se
„nic

neděje“:
pro
konkrétní

i
zůstanou

tém
ěř
všechna

d
H
(i)
oproti

d
H
(i−

1)
stejná,

jen
jedno

se
zvýší

o
jednič-

ku.
T
oho

m
ůžem

e
využít

a
zrychlit

předvýp
očet

na
úkor

drobného
zp
om
alení

dotazů.

P
ro
každé

H
si
v
nějakém

p
oli

p
H
zapam

atujem
e
jen
ty

p
ozice,

na
kterých

se
d
H
m
ění,
tedy

přesně
ty
p
ozice

i,
pro

která
A

i
=

H
.
V
šechna

p
H
zvládnem

e
sp
očítat

najednou
tak,

že
projdem

e
A
zleva

a
za
každé

p
olíčko

připíšem
e
do

příslušného
p
H
aktuální

index.
P
o
dob
ěhnutí

budou
v
kaž-

dém
p
H
indexy

všech
výskytů

H
v
p
oli

A
,
navíc

vzestupně
seřazené.

Č
asová

i
pam
ěťová

složitost
předvýp

očtu
je
Θ
(N
),
proto-

že
vše
zařídím

e
jedním

průchodem
p
ole
a
součet

velikostí
všech

p
H
je

N
.

Jak
budem

e
odp
ovídat

na
dotaz?

P
ro
konkrétní

H
a
i
chce-

m
e
rychle

sp
očítat

d
H
(i),
tedy

p
očet

výskytů
hodnoty

H
v

A
1 ,...,A

i .
V
šechny

výskyty
m
ám
e
ale
zapsané

v
p
H
,

a
ještě

seřazené.
R
ozm
yslete

si,
že
odp
ověď

je
přesně

in-
dex,

na
kterém

skončím
e,
když

v
p
H
binárně

vyhledám
e
i.

K
onkrétně

p
oužijem

e
variantu

binárního
vyhledávání,

kte-
rá
v
případě,

že
se

i
v
p
oli
nenachází,

najde
nejbližší

nižší
číslo

(úprava
není

složitá
a
naleznete

ji
i
v
naší

kuchařce). 6

P
ro
každý

dotaz
tedy

provedem
e
dvě
binární

vyhledávání
v
p
oli
o
velikosti

až
O
(N
).
Č
asová

složitost
jednoho

dotazu
tedy

bude
O
(log

N
).
P
am
ěťová

zůstává
O
(N
),
protože

si
m
usím

e
pam
atovat

všechna
p
H
.

P
řečíslování

Z
bývá

si
říct,

jak
budem

e
provádět

přečíslování.
M
ám
e
tu

výhodu,
že
nám

nezáleží,
jaká

zaneprázdněnost
se
přečíslu-

je
na
co,
dokud

budou
přečíslovaná

čísla
dostatečně

m
alá.

M
ůžem

e
tak
p
oužít

velm
i
jednoduché

řešení
založené

na
hešování.

V
případě,

že
bychom

chtěli
například

zachovat
ivzájem

nou
velikost

(aby
bylo

jedno
přečíslované

číslo
větší

než
jiné
právě

tehdy,
když

tom
u
tak
bylo

i
před

přečíslo-
váním

),
m
ohli
bychom

p
oužít

kom
binaci

řazení,
odstranění

duplikátů
a
následného

binárního
vyhledávání

–
detaily

si
zkuste

rozm
yslet.

V
hešovacím

řešeníbudem
e
vyráb

ět
hešovacítabulku,která

každé
zaneprázdněnosti

unikátně
přiřadí

číslo
m
ezi
1
a
M
.

B
udem

e
p
ole
procházet

zleva
a
kdykoliv

narazím
e
na
za-

neprázdněnost,
kterou

ještě
nem
ám
e
v
tabulce,

přidám
e
ji

a
přiřadím

e
jí
nejm

enší
ještě

nep
oužité

číslo
(což

je,
m
im
o-

chodem
,
p
očet

záznam
ů
v
tabulce

plus
jedna).

T
ak
v
prům

ěrném
čase

O
(N
)
vyrobím

e
tabulku,

které
se

v
O
(1)
(také

v
prům

ěrném
čase)

m
ůžem

e
ptát

na
přečíslová-

ní
lib
ovolné

hodnoty.
Složitost

přečíslování
se
tedy

„ztratí“
ve
složitosti

předvýp
očtu

i
dotazování,

takže
časová

i
pa-

m
ěťová

složitost
algoritm

u
zůstane

nezm
ěněna.

B
ěhem

dotazování
se
nám

také
m
ůže
stát,

že
danou

hod-
notu

neum
ím
e
přečíslovat,

protože
ji
vidím

e
p
oprvé.

P
ak
je

ale
odp
ověď

zřejm
ě
nula.

P
rogram

(P
ython):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
3
0
-
2
-
1
.
p
y

R
íša
H
ladík

30-2-2
H
ard
w
arov

ý
gen
erátor

P
rotože

jsou
čísla

hardw
arovým

generátorem
generována

rovnom
ěrně,

je
pravděp

odobnost,
že
se
trefí

do
intervalu

[a
,b],
rovna

b−
a.
T
akže

si
m
ůžem

e
pro
každý

prvek,
kte-

rý
chcem

e
generovat,

vyrobit
interval

stejné
délky,

jakou
m
á
m
ít
pravděp

odobnost.
N
avíc

intervaly
vyrobím

e
tak,

aby
na
seb
e
navazovaly

a
dohrom

ady
tak
p
okryly

celou
plochu

[0
,1].
P
ak
už
nám

zbývá
jenom

um
ět
v
seznam

u
intervalů

najít
ten,

který
obsahuje

vygenerované
číslo,

což
m
ůžem

e
udělat

binárním
vyhledáváním

v
čase

O
(log

M
).

T
o
je
sice
docela

rychlé,
ale
jde
to
lép
e.

P
rvnítrik

sp
očívá

v
tom
,že
sivyrobím

e
p
ole,kde

sina
i-tý

prvek
zapíšem

e,
kolikátý

interval
obsahuje

číslo
i/M
,
a
pak

ho
budem

e
p
oužívat

jako
vyhledávací

tabulku
pro
„první

skok“
při
hledání.

T
ím
to
skokem

zm
enším

e
prohledávaný

intervalna
okénko

velké
1
/M
(od

i/M
do
(i+
1)/M

).M
ůže

nám
v
něm

ale
p
ořád

zbýt
až
Θ
(M
)
m
alých

p
odintervalů,

takže
v
nejhorším

případě
to
m
ůže
p
ořád

trvat
O
(log

M
).

V
prům

ěrném
případě

jsm
e
se
ale
dostalina

konstantu,pro-
tože

dohrom
ady
je
tam

O
(M
)
hranic

intervalů
a
prům

ěrně
tak
budou

m
ít
v
sob
ě
vyhledávací

okénka
jen

O
(1)
hranic.

P
ředp
očítání

stihnem
e
hravě

lineárně,
stačí

projít
všechny

intervaly
a
zároveň

s
tím
si
p
osouvat

index
vždy,

když
se

dostanem
e
přes

in
dex/M

.

T
o
ale
p
ořád

není
úplně

optim
ální,

m
ohli

bychom
ještě

chtít,
aby
generování

trvalo
vždy

konstantně
dlouho.

M
ů-

žem
e
intervaly

chytře
rozkouskovat

a
rozdělit

m
ezi
okénka

tak,
aby
se
nám

nikde
nenahrom

adily,
jako

když
jsm
e
to

6
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
b
i
n
a
r
n
i
-
v
y
h
l
e
d
a
v
a
n
i

–
6
–

s
1 /
v
+

s
2 /(1

−
v)

<
1.
D
osazením

s
1
=

a
2,

s
2
=
(1

−
a) 2,

roznásob
ením

výrazem
v(1

−
v)
(což

je
pro
0
<

v
<
1
vždy

kladné)
a
p
osčítáním

dostanem
e
a
2
−
2a

v
+

v
2
<
0,
tedy

(a
−

v) 2
<
0,
což
nem
ůže
nastat,

protože
druhá

m
ocnina

čehokoliv
je
nezáp

orná.

V
optim

álním
řešení

jsou
si
tedy

ob
délníky

p
odobné,

platí
tedy

v
/t1
=
(1−

v)/
t2 .D

osazením
t1
=

s
1 /v,

t2
=

s
2 /(1−

v)
dostanem

e
v
2/s

1
=
(1−

v) 2/s
2 ,neb

oli
v
/ √

s
1
=
(1−

v)/ √
s
2 ,

z
čehož

už
dokážem

e
v
snadno

sp
očítat

(protože
s
1
a
s
2
jsou

nějaké
konstanty).

V
yjádřeno

v
řeči
p
ůvodní

úlohy,
p
om
ěr

rychlosti
průjezdu

tunelem
ku
odm
ocnině

z
délky

tunelu
je

pro
oba
tunely

stejný.

K
čem
u
nám

všechna
ta
nám
aha
byla,

když
p
ořád

um
ím
e

vyřešit
jen
případ

n
=
2?
V
ýsledek

o
rovnosti

p
om
ěrů
se

totiž
dá
zob
ecnit

ipro
delšícesty:V

optim
álním

řešenílehké
varianty

platí,
že
pro
všechny

úseky
je
číslo

v
i / √

s
i
stejné.

Jakto?
K
dyby

tvrzení
neplatilo,

nutně
by
nějaké

soused-
ní
tunely

i
a
i
+
1
m
usely

m
ít
jiné

p
om
ěry.
P
odívám

e
se

na
úsek

cesty
(v

i ,v
i+
1 ),
jako

by
to
byla

cesta
délky

dva.
V
aktuálním

řešení
na
ni
m
ám
e
z
celkové

kapacity
baterie

přiděleno
v
i +

v
i+
1
energie.K

dyž
ale

v
i
a
v
i+
1
zm
ěním

e
tak,

aby
se
p
om
ěry

v
/ √

s
vyrovnaly

(a
přitom

součet
rychlostí

zůstal
nezm

ěněný),
určitě

nezm
ěním

e
m
nožství

sp
otřeb

o-
vané

energie
pro
celou

cestu
a
celkový

čas
přitom

snížím
e.

T
ím
pádem

jsm
e
z
údajně

optim
álního

řešení
získali

„ještě
optim

álnější“,
což
sam
ozřejm

ě
nejde.

M
ám
e
tedy

elegantní
zp
ůsob,

jak
vyřešit

lehčí
variantu:

N
a

začátku
všechny

délky
tunelů

odm
ocním

e
a
pak
energii

tu-
nelům

rozdělím
e
v
příslušných

p
om
ěrech.

K
onkrétně

sp
oč-

tem
e
S
=

√
s
1
+
···+

√
s
n
a
i-tém

u
tunelu

přidělím
e
√
s
i /S

energie.

T
ěžší
varianta

T
ěžšívarianta

se
vlastně

bude
řešit

velm
ip
odobně.U

ž
totiž

vím
e,
že
lib
ovolnou

cestu
ze
startu

do
cíle
zvládnem

e
nej-

rychleji
projet

v
čase

s
1

v
1
+
···+

s
k

v
k
=

s
1

√
s
1
/
S
+
···+

s
k

√
s
k
/
S
=

S
( √

s
1
+

···
+

√
s
k )
=

S
2.
M
y
chcem

e
najít

nejrychlejší
cestu

do
cíle,

tedy
cestu

s
nejm

enším
S
2.
Jelikož

čím
je

S
větší,

tím
je
i
S
2
větší, 1

3
stačí

hledat
cestu

s
nejm

enším
S
=

√
s
1
+
···+

√
s
k .

H
ledám

e
tedy

cestu
v
grafu,

pro
kterou

je
součet

nějakých
hodnot

na
hranách

co
nejm

enší.
N
a
to
p
oužijem

e
starý

dobrý
D
ijkstrův

algoritm
us.
Ještě

předtím
však

hodnoty
na
hranách

odm
ocním

e,protože
chcem

e
co
nejm

enšísoučet
√
a
1
+
···+

√
a
k ,
nikoliv

a
1
+
···+

a
k .

Č
asová

složitost
složitost

je
rovna

O
((N
+

M
)log

N
),
kde

N
je
p
očet

stanic
a
M
p
očet

tunelů,
pam
ěťová

je
O
(N
).

R
íša
H
ladík

P
rogram

(C
+
+):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
3
0
-
2
-
6
.
c
p
p

30-2-7
P
am
ěť
o
čim
a
assem

b
leru

Ú
kol
1:
znam

énkovost
load/store

instrukcí

V
prvním

úkolu
jsm
e
se
zam
ýšleli,

proč
některé

load/store
instrukce

m
ají
znam

énkové
a
b
ezznam

énkové
varianty,

za-
tím
co
jiné
nikoli.

P
rvní

věc,
kterou

je
třeba

si
uvědom

it,
je,
že
v
registrech

nejsou
uložená

čísla,
nýbrž

p
osloupnosti

32
bitů.

P
okud

re-
gistr

obsahuje
hodnotu

0xF
F
F
F
F
F
F
E
(11111111

11111111
11111111

11111110),
procesor

„neví“,
jestli

tato
hodnota

představuje
znam

énkové
číslo

−
2,neb

o
b
ezznam

énkové
čís-

lo
4
294
967
294.

Je
na
nás
a
našem

program
u,
jakým

zp
ů-

sob
em
obsah

registru
interpretujem

e.
P
roto

i
náš
sim
ulátor

ukazuje
u
každého

registru
znam

énkovou
ib
ezznam

énkovou
interpretaci

obsahu
–
nem
ůže
nijak

vybrat
„tu
správnou“.

Z
p
ět
k
našíotázce.N

ejjednodušším
případem

jsou
32-bitové

instrukce
L
D
R
a
S
T
R.
T
y
prostě

překopírují
4
bajty

z/do
pa-

m
ěti
bit
p
o
bitu

a
je
úplně

jedno,
co
tyto

bity
znam

enají.
H
odnota

výše
se
do
pam
ěti
uloží

jako
p
osloupnost

bajtů
0xF
E
,0xF

F
,0xF

F
,0xF

F
(little

endian),b
ez
ohledu

na
zna-

m
énkovost.

T
eď
si
představm

e,
že
načítám

e
z
pam
ěti
např.

8-bitové
čís-

lo.P
okud

m
ám
e
v
pam
ětibajt

0xF
E
,m
ůže
představovat

jak
b
ezznam

énkové
číslo

254,
tak
znam

énkové
číslo

−
2.
V
prv-

ním
případě

ho
chcem

e
do
registru

zapsat
jako

0x000000F
E
,

v
druhém

jako
0xF
F
F
F
F
F
F
E
(což

je
32-bitová

reprezentace
čísla

−
2).

V
lastně

řeším
e
následujícíproblém

:m
ám
e
k
disp
ozicinapř.

8-bitovou
reprezentacinějakého

čísla
a
chcem

e
jiprodloužit

na
např.32-bitovou

reprezentacitéhož
čísla.A

le
jak
ukazuje

příklad
výše,

toto
se
dělá

rozdílně
pro
znam

énková
a
b
ez-

znam
énková

čísla.
V
b
ezznam

énkovém
případě

stačí
prostě

hodnotu
zleva

doplnit
nulam

i.

V
e
znam

énkovém
případě

m
usím

e
provést

takzvané
zn
a-

m
én
kové

rozšířen
í.
V
ezm
em
e
nejvyšší

(nejlevější)
bit
p
ů-

vodní
reprezentace

a
jeho

hodnotou
zleva

doplním
e
repre-

zentaci
na
p
ožadovanou

délku.
A
protože

nejvyšší
bit
fun-

guje
jako

znam
énkový,dá

se
zrovna

tak
říct,že

kladná
čísla

doplňujem
e
zleva

nulam
i,
záp
orná

jedničkam
i.

P
otřebujem

e
tedy

load
instrukcím

říct,
jaký

druh
rozšíření

na
32
bitů

m
ají
p
oužít:

proto
existují

znam
énkové

a
b
ez-

znam
énkové

verze.

1
3
Jiným

i
slovy,

druhá
m
ocnina

je
na
kladných

číslech
rostoucí

funkce.

–
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M
ožná

vás
zajím

á,
jak
se
p
očítá

m
edián

v
lineárním

čase
–
p
okud

by
nám

stačil
random

izovaný
algoritm

us
s
prů-

m
ěrně

lineární
časovou

složitostí,
m
ůžem

e
p
oužít

p
om
ěrně

přím
očarý

algoritm
us
Q
uickS

elect.
T
en
hledá

i-tý
nejm

enší
prvek

v
p
oli
a
m
edián

je
přesně

((M
+
1)/2)-tý

nejm
enší

prvek.
V
krátkosti

funguje
následovně:

V
yb
ere
si
náhodně

jeden
prvek

a
bude

m
u
říkat

pivot.
P
ak
rozdělí

p
ole
na
dvě

části:
prvky

m
enší
než
pivot

a
prvky

větší
než
pivot.

P
odle

velikosti
částí

jednoduše
zjistí,

do
jaké

z
nich

i-tý
nejm

enší
prvek

patří,
a
zavolá

se
rekurzivně

na
tuto

část.
P
rotože

se
v
každém

kroku
rozdělí

p
ole
asi
na
p
olovinu,

ve
výsledku

najití
m
ediánu

trvá
lineárně

dlouho.
P
octivější

p
opis

a
ta-

ké
nerandom

izovaný
algoritm

us
s
lineárníčasovou

složitostí
najdete

v
kuchařce

R
ozděl

a
panuj. 1

1

Složitost
O
(P

Q
M

N
),
resp
ektive

O
(P

M
)
pro
lehkou

verzi
ale
není

nic
m
oc,
tak
se
p
ojďm

e
p
odívat

na
lepší

řešení.
B
ude
založené

na
binárním

vyhledávání.

Jelikož
m
edián

každého
okénka

je
jedním

z
M

N
číselv

m
a-

tici,
hledaný

největší
m
edián

je
také

jedním
z
nich.

T
akže

si
všech

M
N
čísel

setřídím
e
a
začnem

e
binárně

hledat
m
e-

zi
nim
i.
V
každém

kroku
p
otřebujem

e
zjistit,

jestli
nějaké

číslo
x
,
které

právě
držím

e
v
ruce,

je
m
enší

než
největší

z
m
ediánů.

T
o
je
totéž

jako
otázka,

zda
existuje

okénko,
jehož

m
edián

je
větší

než
x
.

Z
kusm

e
nejprve

zjistit,
zda
je
m
edián

jednoho
konkrétního

okénka
většínež

x
.K
tom
u
stačísp

očítat,kolik
je
v
okénku

prvků
větších

než
x
.P
okud

více
než

P
Q
/2,je

im
edián

větší
než

x
.
T
oto
m
ůžem

e
p
ostupně

provést
pro
všechna

okénka,
ale
...
trvalo

by
to

O
(P

Q
)
pro
jedno

okénko
a
O
(P

Q
M

N
)

pro
všechna,

takže
bychom

si
tím
vůb
ec
nep
om
ohli.

U
kážem

e,že
totéž

jde
sp
očítat

v
čase

O
(M

N
)
p
om
ocídvoj-

rozm
ěrných

prefixových
součtů.V

yrobím
e
sip
om
ocnou

m
a-

tici
nul
a
jedniček,

která
bude

m
ít
jedničky

právě
tam
,
kde

v
p
ůvodním

aticibyly
prvky

většínež
x
.P
ro
p
om
ocnou

m
a-

tici
sp
očítám

e
dvojrozm

ěrné
prefixové

součty
(viz
základní

kuchařka). 1
2
T
o
trvá

O
(M

N
)
a
pak
už
um
ím
e
pro
každé

z
O
(M

N
)
okének

sp
očítat

v
konstantním

čase,
kolik

m
á

v
p
om
ocné

m
atici

jedniček,
čili
kolik

je
v
p
ůvodní

m
atici

prvků
větších

než
x
.

V
e
výsledku

p
otřebujem

e
O
(M

N
log

M
N
)
času

na
setří-

dění
všech

čísel
v
tabulce,

abychom
m
ohli

provést
binár-

ní
vyhledávání.

P
ak

O
(log

M
N
)-krát

zkontrolujem
e,
jestli

existuje
nějaké

okénko
s
m
ediánem

asp
oň

x
,což

p
okaždé

tr-
vá

O
(M

N
).
D
ohrom

ady
bude

tedy
algoritm

us
m
ít
časovou

složitost
O
(M

N
log

M
N
).

P
rogram

(C
):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
3
0
-
2
-
5
.
c

S
tan
islav

L
ukeš

&
M
artin

M
areš

30-2-6
P
arlam

en
tn
í
m
etro

V
první

řadě
se
om
louvám

e
všem

,
kteří

kvůli
nejasnosti

v
zadáníúlohu

p
ochopilijinak,než

bylo
zam
ýšleno.A

č
se
to

v
zadáníexplicitně

nepíše,rychlostiprůjezdů
tunely

m
ohou

být
lib
ovolná

reálná
čísla,

nejen
čísla

přirozená.

Ú
lohu

lze
snadno

převést
na
grafovou:

vrcholy
budou

sta-
nice,

hrany
tunely

m
ezi
nim
i,
ohodnocení

hran
bude

délka
příslušných

tunelů.
N
ejprve

vyřeším
e
lehčí

variantu,
kdy
je

graf
cesta

(a
start

a
cíl
jsou

na
jejích

krajích).

P
ojďm

e
nejdřív

vyřešit
ještě

lehčí
variantu,

kdy
m
á
cesta

délku
dva.V

celé
úloze

budem
e
dále

předp
okládat,že

kapa-
cita
baterie

je
rovna

jedné:
p
okud

by
kapacita

byla
nějaké

E
,
m
ůžem

e
nejdříve

předstírat,
že
je
rovna

jedné,
a
pak

všechny
rychlosti

číslem
E
přenásobit.

R
ozm
yslete

si,
že

tak
z
optim

álního
řešení

dostanem
e
op
ět
optim

ální.

U
rčitě

se
vyplatí

vybít
celou

baterii.
P
rvním

tunelem
proto

projedem
e
nějakou

rychlostí
v,
0
<

v
<
1,
zatím

co
druhým

projedem
e
rychlostí1−

v.M
á-liprvnítuneldélku

s
1
a
druhý

tunel
délku

s
2 ,
je
čas
strávený

v
prvním

tunelu
roven

t1
=

s
1 /
v,
čas
strávený

v
druhém

tunelu
roven

t2
=

s
2 /(1

−
v)

a
celkový

čas,
který

chcem
e
m
inim
alizovat,

je
t
=

s
1 /v
+

s
2 /(1

−
v).

P
okud

znáte
derivace,

jistě
um
íte
p
om
ocí
zderivování

to-
hoto

výrazu
p
odle

v
najít

jeho
m
inim
um
.
V
ladim

ír
C
hudý

však
přišel

na
zajím

avou
geom

etrickou
interpretaci:

Jelikož
s
=

v
·t,
m
ůžem

e
si
úlohu

představit
tak,

že
chcem

e
na-

kreslit
dva
ob
délníky

o
p
evně

daných
obsazích

s
1
a
s
2
se

stranam
i(volitelných)

délek
v
a
t1 ,resp.1−

v
a
t2 .V

tom
to

nakreslení
chcem

e
m
inim
alizovat

součet
časů,

tedy
t1
+
t2 .

t1

t2

1 – v
v s
1

s
2

P
ředstavm

e
si,
že
ob
délníky

nakreslím
e
jako

na
obrázku.

K
onkrétní

rozm
ěry
ob
délníků

závisí
jen
na
hodnotě

v,
kte-

rá
určuje

p
ozici

hranice
m
ezi
ob
délníky.

V
šim
nem
e
si,
že

když
předěl

p
osouvám

e
zleva

doprava,
první

ob
délník

se
p
ostupně

rozšiřuje,
zatím

co
druhý

se
zužuje.

U
rčitě

m
usí
nastat

situace,
kdy

jsou
si
oba
ob
délníky

p
o-

dobné
(tj.
„vypadají

stejně“,
jen
jsou

jinak
velké).

U
káže-

m
e
si,
že
v
tom
to
okam

žiku
je
součet

jejich
výšek

nejm
enší

m
ožný.

P
ro
stručnost

to
ukážem

e
jen
pro
sp
eciální

případ,
kdy

jsou
ob
délníky

čtverce.
D
ůkaz

pro
ob
ecné

ob
délníky

je
stejný,

protože
taková

situace
je
jen
vertikálně

„splácnu-
tou“/roztaženou

verzí
té
naší.

P
ro
dva

čtverce
je
součet

výšek
roven

jedné,
jelikož

oba
čtverce

jsou
stejně

vysoké
jako

široké
a
součet

jejich
šířek

je
jedna.

N
echť

první
čtverec

m
á
délku

strany
a,
pak
druhý

m
á
délku

strany
1−

a.
P
ro
sp
or
předp

okládejm
e,
že
existu-

je
lepší

řešení,
tj.
že
p
okud

s
hranicí

p
ohnem

e
na
nějakou

p
ozici

v,
dostanem

e
řešení

m
enší

než
jedna.

T
edy
že
platí

1
1
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
r
o
z
d
e
l
-
a
-
p
a
n
u
j

1
2
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
z
a
k
l
a
d
n
i

–
10
–

udělali
naivně

v
zadaném

p
ořadí.

V
ybudujem

e
si
tabulku,

kde
v
každém

okénku
velikosti

1
/M
budou

m
axim

álně
dva

intervaly.

A
bychom

toho
docílili,udělám

e
sidvě

fronty
–
pro
intervaly

kratší
než
1/M

a
delší

než
1
/M
.
Intervaly

dlouhé
právě

1
/M
vyřeším

e
zvlášť;

na
ty
nep
otřebujem

e
frontu,

m
ůžem

e
si
prostě

pam
atovat

jejich
p
očet

a
na
konci

je
um
ístit

do
zbylých

okének.

V
každém

kroku
algoritm

u
vytáhnem

e
z
fronty

krátkých
intervalů

jeden
interval,

um
ístím

e
ho
na
začátek

okénka
a
doplním

e
částí

jednoho
dlouhého

intervalu.
Z
bytek

toho
dlouhého

vrátím
e
do
fronty

(p
odle

jeho
zbývající

délky
ho

zařadím
e
do
patřičné

fronty).

N
apříklad

pro
čtyři

intervaly
délek

0.7,
0.1,
0.1,
0.1
bude

p
ůvodní

a
nové

rozdělení
vypadat

následovně:

1/M

V
šim
nem
e
si,že

p
okud

budem
e
takto

p
ostup

ovat,v
každém

kroku
zaplním

e
jedno

okénko
a
celkový

p
očet

zbývajících
intervalů

snížím
e
o
jedničku

(krátký
interval

sp
otřebujem

e,
zatím

co
dlouhý

jen
zkrátím

e;
případně

sp
otřebujem

e
jeden

interval
délky

přesně
1/M

).
T
edy
p
očet

nezaplněných
oké-

nek
bude

vždy
stejný

jako
p
očet

zbývajících
intervalů

(na
začátku

je
ob
ojího

M
a
snižují

se
sp
olečně).

O
všem

m
usím

e
ukázat,

že
vždy

m
ůžem

e
p
opsaný

krok
udě-

lat.
D
le
argum

entu
výše

nám
na
začátku

lib
ovolného

kroku
zbývá

k
okének

k
zaplněnís

celkovou
délkou

k
/M
a
k
inter-

valů
k
um
ístění.

C
elková

délka
zbývajících

intervalů
m
usí

být
také

k
/M
,
jinak

bychom
nem
ohli
zbylá

okénka
přesně

zaplnit.
A
snadno

si
rozm

yslíte,
že
když

m
ám
e
k
interva-

lů
celkové

délky
k
/M
,
buď
m
ají
všechny

délku
přesně

1
/M
,

neb
o
je
m
ezinim

ialesp
oň
jeden

kratšía
alesp

oň
jeden

delší.

H
ledání

provedem
e
velm

i
p
odobně

jako
v
prům

ěrně
kon-

stantní
verzi

–
najdem

e
si
okénko,

p
odívám

e
se,
jestli

je
číslo

v
prvním

neb
o
druhém

intervalu,
a
p
odle

toho
vrátí-

m
e
výsledek.

O
p
erace

s
frontou

(neprioritní)
trvají

O
(1)
a
pro
každé

okénko
a
každý

interval
na
vstupu

jich
udělám

e
konstantně

m
noho.

N
ic
dalšího

překvapivého
algoritm

us
nedělá,

takže
složitost

vybudování
vyhledávací

tabulky
je

O
(M
).
Složi-

tost
hledáníje

O
(1),provede

se
tam
jenom

jedno
vyhledání

v
tabulce

a
p
orovnání.

D
okonce

i
prakticky

by
bylo

o
dost

rychlejší
než
binární

vyhledávání,
nejsou

tam
žádné

velké
skryté

konstanty.

P
rogram

(P
ython):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
3
0
-
2
-
2
.
p
y

S
tan
da
L
ukeš

30-2-3
Š
ířen
í
v
iru
p
o
d
ru
h
é

N
ejprve

bychom
se
vám

m
ělipřiznat,že

tato
úloha

dopadla
úplně

jinak,
než
jsm
e
plánovali.

Její
autor

m
ěl
totiž

vym
yš-

lené
řešení,

které
bylo

elegantní,
lineární

...
a
b
ohužel

do-
čista

špatně.A
anidlouhé

přem
ýšlenía

pátránív
m
oudrých

knihách
ho
nep
om
ohlo

zachránit.
Inu,

i
m
istr
kat
se
někdy

utne.

P
řesto

jsm
e
pár
zajím

avých
řešenívym

ysleli.V
yužívajítro-

chu
drsnější

prostředky,
než
na
jaké

jsm
e
v
K
SP
čku
zvyklí.

A
le
neb
ojte

se,
(m
oc)
nekoušou.

Ještě
si
přip
om
eňm
e
úlohu:

pro
každý

vrchol
v
orientova-

ném
grafu

chcem
e
zjistit,

kolik
vrcholů

je
z
něj
dosažitel-

ných
(tj.
vede

do
nich

cesta).
O
značím

e
N
p
očet

vrcholů
a

M
p
očet

hran.

N
ejprve

si
rozm

yslím
e
triviální

p
om
alé
řešení:

z
každého

vrcholu
spustím

e
prohledávání

do
hloubky

neb
o
do
šířky

a
sp
očítám

e,
do
kolika

vrcholů
se
dostalo.

Jedno
prohledání

trvá
O
(M
),
všechna

dohrom
ady

O
(N

M
).
[D
rze
předp

oklá-
dám
e,
že
graf

nem
á
izolované

vrcholy,
jinak

bychom
m
useli

psát
O
(N
+
M
)
m
ísto

O
(M
),
abychom

stihli
inicializaci.]

L
ehčí

varianta
a
bitové

vektory

N
yní
ukážem

e,
jak
trochu

rychleji
vyřešit

lehčí
variantu.

V
ní
m
ám
e
slíb
eno,

ze
graf
neobsahuje

žádné
cykly.

T
akové

grafy
m
ůžem

e
topologicky

uspořádat
–
tedy

očíslovat
vr-

choly
tak,

aby
hrany

vedly
vždy

z
vrcholu

s
nižším

číslem
do
vrcholu

s
vyšším

číslem
.
Jak
vím
e
z
grafové

kuchařky, 7

top
ologické

usp
ořádání

lze
najít

v
čase

O
(M
).

N
echť

v
1 ,...,v

N
je
nějaké

top
ologické

p
ořadí

vrcholů.
P
ro

každý
vrchol

v
i
budem

e
chtít

sp
očítat,

které
vrcholy

z
něj

jsou
dosažitelné.T

o
budem

e
reprezentovat

p
olem

M
i ,které

bude
obsahovat

N
nul
a
jedniček,

přičem
ž
na

j-tém
m
ístě

bude
1
právě

tehdy,
když

v
j
je
dosažitelné

z
v
i .

T
ato
p
ole
budem

e
p
očítat

v
opačném

top
ologickém

p
ořadí.

M
N
je
snadné:

jelikož
z
v
N
nem
ůže
vést

žádná
hrana,

je
z
v
N
dosažitelný

p
ouze

on
sám
;
proto

M
N
[N
]=
1
a
všech-

na
ostatní

M
N
[j]=

0.Sp
očítat

ostatní
M

i
nebude

o
m
noho

složitější.P
ředstavm

e
si,že

chcem
e
sp
očítat

M
i
a
už
znám

e
všechna

M
j
pro

j
>

i.
T
ehdy

se
p
odívám

e
na
všechny

vr-
choly

v
j ,
do
nichž

vede
hrana

z
v
i ,
a
sp
očítám

e
logický

o
r

jejich
p
olí

M
j .
P
řesněji

řečeno,
M

i [k]
nastavím

e
na
1
právě

tehdy,
existuje-li

j
takové,

že
v
i v

j
je
hrana

a
M

j [k]
=
1.

A
nakonec

nastavím
e
M

i [i]
=
1,
protože

každý
vrchol

je
dosažitelný

ze
seb
e
sam
a.

P
roč
to
funguje?

P
okud

je
z
v
i
dosažitelný

v
k ,
znam

ená
to,

že
z
v
i
do

v
k
vede

nějaká
cesta.

T
a
je
buďto

triviální
(teh-

dy
i
=

k),
neb
o
m
á
nějaký

druhý
vrchol

v
j
(j

>
i).
Z
něj

7
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
g
r
a
f
y

–
7
–



je
ovšem

také
dosažitelný

v
k ,
takže

M
j [k]
=
1.
P
roto

náš
algoritm

us
nastaví

M
i [k]=

1.
A
opačně:

kdykoliv
náš
algo-

ritm
us
prohlásí,

že
z
v
i
je
dosažitelný

v
k ,
učiní

tak
proto,

že
je

v
k
dosažitelný

z
nějakého

vrcholu
v
j ,
do
nějž

z
v
i
vede

hrana.

A
lgoritm

us
je
tedy

správně.
Jakou

m
á
časovou

složitost?
P
ro
každý

vrchol
p
očítám

e
o
r
tolika

p
olí,
kolik

do
vrcholu

vede
hran.C

elkem
tedy

zo
r
ujem

e
tolik

p
olí,kolik

je
v
celém

grafu
hran,tedy

M
.Jelikož

jeden
o
r
trvá

O
(N
),dostanem

e
dohrom

ady
O
(N

M
).
Ještě

ale
m
usím

e
pro
každý

vrchol
sp
očítat,

kolik
je
v
jeho

p
oli
jedniček.

T
o
stihnem

e
v
čase

O
(N
2),
takže

celý
algoritm

us
p
ob
ěží
v
O
(N

M
+

N
2)
=

O
(N

M
).

V
ida,
to
je
stejně

p
om
alé
jako

triviální
algoritm

us.
T
ak
si

p
om
ůžem

e
oblíb

eným
trikem

:
každé

p
ole
rozdělím

e
na
blo-

ky
velikosti⌈log

2
N
⌉
a
tyto

bloky
zakódujem

e
do
přiroze-

ných
čísel:

nuly
a
jedničky

v
bloku

prohlásím
e
za
dvojkový

zápis
čísla.V

zniklá
čísla

jsou
m
enšínež

R
=
2
⌈lo
g
2
N

⌉
≤
2N
,

tedy
žádné

veliké
obludy,

které
by
se
nevešly

do
b
ěžné

čí-
selné

prom
ěnné.

A
o
r
p
olí
pak

stačí
p
očítat

p
o
blocích:

za
každý

blok
sp
očítám

e
jenom

jeden
bitový

o
r
dvou

čísel
v
konstantním

čase.

T
ím
jsm
e
o
r
ování

bloků
(log

N
)-krát

zrychlili,
takže

jsm
e

ze
složitostiO

(N
M
)
udělaliO

(N
M

/
log

N
).N
evelké

zrych-
lení,

ale
asp
oň
nějaké.

(M
im
ochodem

,
to
není

žádný
čistě

teoretický
trik:bitová

p
ole
se
takto

v
program

ech
reprezen-

tují
b
ěžně

a
vyplácí

se
to.)

Složitost
celého

algoritm
u
nám

ovšem
kazí

závěrečné
p
o-

čítání
jedniček

v
čase

O
(N
2).
I
to
m
ůžem

e
zrychlit

p
o-

m
ocí
bloků:

předp
očítám

e
si
tabulku

c(0),
...,

c(R
−
1),

která
nám

řekne,
kolik

je
v
každém

m
ožném

kódu
bloku

jedniček.
T
abulku

si
p
ořídím

e
snadno:

p
oložím

e
c(0)

=
0

a
c(1)

=
1,
pak

pro
všechna

i
vyp
očtem

e
c(2

i)
=

c(i),
c(2i
+
1)
=

c(i)
+
1.
P
om
ocí
této

tabulky
pak

sp
očítám

e
jedničky

v
p
oli
(log

N
)-krát

rychleji
než
předtím

.

V
še
dohrom

ady
pak
p
otrvá

O
(N

M
/
log

N
+

N
2/
log

N
)
=

O
(N

M
/
log

N
).

P
řevod

těžší
varianty

na
lehčí

N
yní
vyřeším

e
ob
ecnou

variantu,
v
níž
už
m
ůže
graf

ob-
sahovat

cykly.
V
yužijem

e
dalšího

šikovného
nástroje

z
naší

kuchařky
o
grafech,totiž

kom
p
onent

silné
souvislosti.K

om
-

p
onenta

silné
souvislosti

je
skupina

vrcholů,
ve
které

se
dá

dostat
z
každého

do
každého.V

šechny
tedy

budou
m
ít
stej-

ný
výsledek.

P
ořídím

e
si
graf

kom
p
onent

silné
souvislosti.

T
o
je
graf,

jehož
vrcholy

odp
ovídají

kom
p
onentám

p
ůvodního

grafu
a
hrana

vede
z
C
1
do

C
2
právě

tehdy,
když

v
p
ůvodním

grafu
vede

hrana
z
nějakého

vrcholu
v
1
∈

C
1
do
nějaké-

ho
vrcholu

v
2
∈

C
2 .
(T
aké
si
to
m
ůžem

e
přestavit

tak,
že

každou
kom
p
onentu

stáhnem
e
do
jediného

vrcholu.)

V
knížce

P
růvodce

labyrintem
algoritm

ů
8
se
dokazuje,

že
graf

kom
p
onent

je
m
ožné

sestrojit
v
čase

O
(M
)
a
že
tento

grafneobsahuje
cykly.M

ůžem
e
na
nějtedy

spustit
předcho-

zířešení.Z
něj
se
dozvím

e,která
kom
p
onenta

je
dosažitelná

z
které.

P
ak
stačí

pro
každý

vrchol
p
osčítat

velikosti
všech

kom
p
onent,

které
jsou

dosažitelné
z
jeho

kom
p
onenty.

K
onstrukce

grafu
kom
p
onent

trvá
O
(M
),
předchozí

řešení
seb
ěhne

v
čase

O
(N

M
/
log

N
)
a
závěrečné

p
osčítání

stih-
nem
e
v
O
(N
2).
I
pro
ob
ecný

graf
tedy

úlohu
um
ím
e
vyřešit

v
čase

O
(N
2
+
N
M

/
log

N
).

Ještě
dodejm

e,že
někteříz

vás
se
p
okoušelipřikonstruování

grafu
kom
p
onent

různě
sp
ojovat

vrcholy
a
op
om
něli,

že
při

takové
op
eraci

je
p
otřeba

přep
ojovat

hrany.
P
rávě

kvůli
hranám

m
á
takový

algoritm
us
časovou

složitost
O
(N

M
).

K
ouzlo

s
násob

ením
m
atic

} ∑
P
ro
husté

grafy
(což

jsou
ty,které

m
ajířádově

N
2
hran)

existuje
ještě

efektivnější
algoritm

us
založený

na
náso-

b
ení
m
atic.

P
ojďm

e
ho
alesp

oň
stručně

načrtnout.

V
rcholy

zadaného
grafu

očíslujem
e
v
1 ,...,v

N
.
V
ytvořím

e
m
atici

sousedn
osti

grafu,
což
je
m
atice

A
rozm

ěrů
N

×
N

obsahující
nuly

a
jedničky.

N
a
p
olíčko

A
ij
napíšem

e
jed-

ničku
právě

tehdy,
když

z
v
i
do

v
j
vede

hrana.
U
kážem

e,
jak
z
této
m
atice

sp
očítat

m
atici

dosažiteln
osti,která

svým
i

nulam
ia
jedničkam

iindikuje,odkud
kam

vede
cesta.P

osčí-
táním

hodnot
v
řádcích

se
z
m
atice

dosažitelnosti
dozvím

e
řešení

naší
úlohy.

D
efinujm

e
násob

eníčtvercových
m
atic:součin

m
atic

X
a
Y

je
m
atice

Z
taková,

že
Z
ij
= ∑

Nk
=
1
X

ik
·
Y
k
j .
C
o
se
stane,

když
za

X
i
Y
dosadím

e
naši

m
atici

sousednosti
A
?
Č
ís-

lo
Z
ij
bude

říkat,
kolik

existuje
vrcholů

v
k
takových,

že
v
ik
i
v
k
j
jsou

hrany.
B
ude
tedy

udávat
p
očet

sledů
o
dvou

hranách
z
v
i
do

v
j
(sled

je
něco

jako
cesta,

ale
sm
í
se
na

něm
opakovat

vrcholy
i
hrany).

P
odobně

nahlédnem
e,
že

A
3
=

A
·A

·A
udává

p
očty

sledů
o
třech

hranách
a
ob
ecně

A
t
p
očet

sledů
o
právě

t
hranách.

T
o
je
skoro

to,
co
p
otřebujem

e,
jen
bychom

nam
ísto
prá-

vě
t
hran

chtěli
nejvýše

t
–
pak
bychom

dosadili
lib
ovolné

t
≥

N
a
nenulová

čísla
ve
výsledné

m
atici

by
řekla

přes-
ně
to,
m
ezi
kterým

i
dvojicem

i
vrcholů

vede
nějaká

cesta.
Snadná

p
om
oc:
nastavím

e
všechna

A
ii
na
jedničky.

T
ím

jsm
e
vlastně

do
grafu

přidali
sm
yčky:

hrany
vedoucí

z
v
i

zase
do

v
i .
K
aždý

sled
kratší

než
t
pak
m
ůžem

e
procháze-

ním
sm
yček

doplnit
na
délku

právě
t.
P
očet

sledů
se
zm
ění

nějak
bláznivě,

protože
různě

dlouhé
sledy

lze
doplňovat

různým
p
očtem

zp
ůsob

ů,
ale
důležité

je,
že
nenulový

p
očet

sledů
stále

indikuje
dosažitelnost.

Stačí
tedy

m
atici

A
s
přidaným

i
jedničkam

i
(té
říkejm

e
tře-

ba
Ā
)
um
ocnit

na
asp
oň

N
-tou.

T
o
by
šlo
provést

N
−
1

násob
ením

i
m
atic,

ale
jde
to
i
rychleji:

budem
e
Ā
opakova-

ně
um
ocňovat

na
druhou,

čím
ž
získám

e
p
ostupně

Ā
1,

Ā
2,

Ā
4,

Ā
8,
...
až
p
o
⌈log

2
N
⌉
krocích

získám
e
Ā

t
pro
něja-

ké
t
≥

N
.
A
by
nám

b
ěhem

výp
očtu

nevznikala
obrovská

8
h
t
t
p
:
//
p
r
u
v
o
d
c
e
.
u
c
w
.
c
z
/

–
8
–

čísla,
p
o
každém

násob
ení
m
atic

všechny
nenuly

přepíše-
m
e
na
jedničky

(tím
určitě

zachovám
e
nenulovost

finálního
výsledku

a
m
ezivýsledky

nebudou
větší

než
N
).

N
áš
algoritm

us
tedy

provede
O
(log

N
)
násob

ení
m
atic
veli-

kosti
N

×
N
.K
dybychom

m
atice

násobilip
odle

definice,tr-
valo

by
jedno

násob
eníO

(N
3)
a
celý
výp
očetO

(N
3
log

N
),

což
je
určitě

p
om
alejší

než
triviální

řešení.
M
ůžem

e
ovšem

využít
toho,

že
m
atice

lze
násobit

i
efektivněji:

například
v
P
růvodci

labyrintem
algoritm

ů
najdete

Strassenův
algo-

ritm
us
pracující

v
čase

O
(N
lo
g
2
7)

≈
O
(N
2
.8
0
7)
a
existují

i
rychlejší.

O
b
ecně

pro
každý

algoritm
us
na
násob

ení
m
atic

v
čase

O
(N

ω
)
získám

e
algoritm

us
pro
našiúlohu

o
složitosti

O
(N

ω
log

N
).

P
okud

je
M
blízké

N
2,
bude

N
M

/
log

N
≈

N
3/
log

N
,
což

je
asym

ptoticky
víc
než

N
2
.8
0
7
log

N
.
V
takovém

případě
m
á
m
aticový

algoritm
us
lepší

složitost
než
o
r
-ovací.

N
a
závěr

dodejm
e,
že
i
toho

logaritm
u
se
lze
chytrým

tri-
kem

zbavit.Z
vědavý

čtenář
příslušný

trik
najde

v
M
edvědo-

vých
skriptíčkách

K
rajinou

grafových
algoritm

ů
9
v
kapitole

o
tranzitivních

uzávěrech.

Jirka
S
ejkora

&
M
artin

M
areš

30-2-4
K
om
p
rim
ace

Jak
dokazuje

p
očet

řešení
za
plný

p
očet

b
odů,

tato
úloha

není
tak
těžká,

jak
by
se
na
první

p
ohled

m
ohlo

zdát.

N
ejprve

se
zbavím

e
nutnosti

pracovat
s
bloky:

pro
každé

p
olíčko

jsm
e
schopni

hned
napsat,

jaký
znak

na
něm

m
á

být
(to
když

p
olíčko

leží
v
bloku

typu
D),
neb
o
odkud

na
něj
m
ám
e
znak

zkopírovat
(to
když

leží
v
bloku

typu
R).

Jediné,
co
k
tom
u
p
otřebujem

e
um
ět,
je
rozhodnout,

v
ja-

kém
bloku

p
olíčko

leží
a
kolikáté

v
daném

bloku
je,
což

snadno
zařídím

e
třeba

tak,
že
už
b
ěhem

čtení
p
opisů

bloků
p
ostupně

p
olíčka

„značkujem
e“
čísly

bloků.

P
ředstavm

e
si,
že
do
každého

p
olíčka

buď
napíšem

e,
co

v
něm

je,
neb
o
z
něj
nakreslím

e
šipku

vedoucí
do
p
olíčka,

na
které

se
odkazuje.

T
ím
jsm
e
vlastně

dostali
orientovaný

graf.
K
dyž
ještě

ke
všem

u
sm
ěr
šip
ek
obrátím

e,
dostanem

e
i
návod,

jak
zjistit

hodnotu
v
jednotlivých

p
olíčkách:

bu-
dem
e
procházet

již
znám

á
p
olíčka

(to
jsou

na
začátku

ta,
do
kterých

nevede
žádná

hrana)
a
znaky

u
nich

napsané
kopírovat

p
o
šipkách

z
nich

vedoucích.

T
akto

se
dříve

či
p
ozději

zastavím
e
a
v
tom

okam
žiku

buď
jsou

všechna
p
olíčka

určená,
neb
o
data

nelze
určit

jedno-
značně.

P
roč?

V
tom

okam
žiku

totiž
z
žádného

určeného
p
olíčka

nevede
šipka

do
žádného

neurčeného,
takže

hodno-
ty
neurčených

p
olíček

už
nem
ůžem

e
nijak

zjistit
(a
m
ůžete

si
rozm

yslet,
že
do
lib
ovolného

z
nich

m
ůžem

e
napsat

jak
nulu,

tak
jedničku,

a
v
ob
ou
případech

budou
data

konzis-
tentní).

A
lgoritm

us,
který

jsm
e
p
opsali,

není
vůb
ec
těžké

naim
ple-

m
entovat.

Stačí
si
pro
každé

p
olíčko

sp
očítat

seznam
všech

vrcholů,
do
kterých

z
něj
m
ám
e
nakopírovat

hodnotu
(až

ji
zjistím

e),
což
zvládnem

e
jedním

průchodem
p
ole.
P
ak
už

provádím
e
p
om
ěrně

standardní
proceduru

p
ostupného

od-
trhávánívrcholů

v
grafu

(p
opsanou

například
v
našígrafové

kuchařce, 1
0
v
kapitole

o
top
ologickém

usp
ořádání).V

rcholy,
které

chcem
e
odtrhávat,

si
pam
atujem

e
ve
frontě,

do
které

na
začátku

přidám
e
všechna

již
vyřešená

p
olíčka

(tedy
ty

v
blocích

typu
D)
a
v
průb

ěhu
do
něj
přidávám

e
p
olíčka,

kterým
jsm
e
právě

určili
hodnotu.

E
xistuje

ještě
m
nohem

jednodušší
algoritm

us,
který

však
využívá

rekurze
a
nenítedy

vhodný,p
okud

váš
program

ova-
cíjazyk

například
p
odp
oruje

jen
m
alé
vnořenírekurzivního

volání.
B
udem

e
v
p
ostatě

provádět
to
sam
é,
ale
„zezhora“:

pro
každé

p
olíčko

se
kouzelné

funkce
zeptám

e,jaká
hodnota

by
na
tom
to
p
olíčku

m
ěla
být.

K
ouzelná

funkce
buď

zjistí,
že
na
p
olíčku

nějaká
hodnota

je
(a
hned

ji
vrátí),

neb
o
že

do
našeho

p
olíčka

A
se
m
á
zkopírovat

hodnota
z
nějaké-

ho
jiného

p
olíčka

B
.
V
tom

případě
zavolá

sam
a
seb
e
na

p
olíčko

B
a
při
návratu

z
rekurze

získanou
hodnotu

do
p
o-

líčka
A
uloží.

P
oslední

detail
je
velm

i
důležitý:

p
okud

pak
funkci

zavolám
e
znovu,

nebude
sp
ouštět

p
otenciálně

velm
i

dlouhý
řetězec

dalších
volání,

ale
odp
oví
okam

žitě.

T
ato
im
plem

entace
m
á
však

jeden
zásadní

háček:
p
okud

například
p
olíčko

A
ukazuje

na
p
olíčko

B
a
B
ukazuje

na
A
,
dostanem

e
se
do
nekonečné

sm
yčky.

T
ento

problém
m
á

však
jednoduché

řešení:
p
okud

při
zpracovávání

p
olíčka

A
zjistím

e,
že
ještě

nevím
e
jeho

hodnotu
a
m
usím

e
se
zano-

řit
do
rekurze,

p
označím

e
si
nejprve

k
p
olíčku

A
příznak

„rozpracováno“.
K
dyž
jsm
e
pak

zavoláni
na
nějaké

p
olíč-

ko
a
zjistím

e,
že
už
je
rozpracováno,

nutně
to
znam

ená,
že

závislosti
jsou

cyklické.
V
takovém

případě
m
ůžem

e
z
celé

rekurze
vyskočit

a
odp
ovědět

N
E
J
D
E
(p
opř.

vrátit
nějaký

neplatný
znak

a
na
konci

celé
p
ole
projít

a
zkontrolovat,

zda
v
něm

nejsou
nějaké

neplatné
znaky).

O
ba
algoritm

y
m
ají
pam
ěťovou

i
časovou

složitost
O
(N
),

kde
N
je
délka

nezkom
prim

ovaných
dat.

V
prvním

případě
pracujem

e
s
grafem

sO
(N
)
vrcholy

a
O
(N
)
hranam

i,v
tom

druhém
se
pro
každou

hodnotu
rekurzím

e
nejvýše

jednou
a
na
dalšídotazy

odp
ovídám

e
v
konstantním

čase
(a
celkový

p
očet

dotazů
je

O
(N
)).

P
rogram

(C
)
–
rekurzivní

funkce:
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
3
0
-
2
-
4
.
c

P
rogram

(P
ython

3)
–
šíření

grafem
:

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
3
0
-
2
-
4
.
p
y

R
íša
H
ladík

&
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