Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

30. rocnik

Mili resitelé a resitelky!

Ackoliv by to tak nékdy mohlo vypadat, my orgové na vas tcastniky nezapomindme. Az si budete
venku uzivat teplych dnii, které pripominaji spise 1éto nez jaro, nezapomente si s sebou pfibalit i
toto zadani, ve kterém naleznete posledni sadu tiloh tohoto ro¢niku. Ziskate dostateény pocet bodti a
diplom uspésného resitele? Pojedete na Podzimni soustfedéni? At uz to vyjde nebo ne, doufdme, ze
jste si z feSeni tohoto ro¢niku odnesli nové znalosti a zkusSenosti a Ze nepovazujete Cas straveny nad

tlohami za promarnény.

Diky feseni KSP se také miZete vyhnout pfijimacim zkouskam na MFF UK! Staci, kdyz ziskéte
alespoii polovinu bodt z roéniku (tedy 150 bodi) a my vam vystavime osvédéeni uspésného Fesitele,
diky kterému vés (nejdiive p¥isti skolni rok) pfijmou na MFF bez zkousek.
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Odmeéna série:
tloh dohromady.

Sladkou odménu si vyslouzi kazdy, kdo ziska alespon 15 bodti z obou seridlovych

Pata série tficatého rocniku KSP

Ve treti sérit jsme orgy opustili, protoZe to vypadalo, Ze
pana Ndpovedu uz konecné dostali. . .

»Podle casovych zdznami k tomu vybuchu doslo okamZzité
potom, co jsme se teleportovali. Napovéda nemel sebemenst
Sanci to prezit. Navic se ten japonsky gang rozpadl.

* Kk k

»Pomddoodc! Ndapovéda je tady!“

Ale vratme se na zaldtek.

* % Kk

Orgové si po posledni akci protentokrdt tekli, Ze stihd-
ni zloc¢inctd uZ bylo dost, a Ze by misto toho mohli zacit
stithat deadliny Jarniho soustredéni. Oproti vsem ocekdvd-
nim tyden s novymi Tesiteli probéhl pomerné organizované.
Unaveni, ale spokojeni ucastnici se na konci tydne vydali
do svych domovi a organizdtorum jen zbyvalo rozvézt vé-
ci, které béhem tydne pouZivali. Obzvldst velké mnoZstvi se
uchovdvd v budové na Malé Strané, v jednom ze zdejsich
trezori.

Trezoru? Ale opravdu! Kdysi budova Matfyzu slouzila ja-
ko sidlo Ceskoslovenské ndrodni banky a v nékolika velkijch
trezorech pod budovou se uschovdvaly statni rezervy zlata.
Po prestéhovant banky se ale trezory promeénily ve skladiste
véemozného harampddi. Tlusté kovové dvete ted zistdvaji
pordd otevrené, koneckoncu se od nich ztratily klice.

Aspori Ze ¢dast jednoho z trezori patii KSPcku. Jirka s Fi-
lipem pred chvili prijeli autem do dvora malostranské budo-
vy a naloZili vSechny véci ze soustiedeni na pojizdny vozik.
»Pro¢ mam dojem, Ze na kaZdy sous toho vozime vic a vic?“
podival se Jirka kriticky na obsah voziku. ,Projedeme tim
vibec?“

30-5-1 Uklid po soustiedku 11 bodu

Jirka s Filipem se chystaji krabice s potfebami na soustie-
déni nalozit na vozik a ten odvézt do jednoho z podzemnich
trezori. Chodby k trezoru jsou vSak izké a nemuseli by tam
projet. Nastésti maji k dispozici voziky riznych velikosti.
Protoze véci je hodné, radi by si vzali nejvétsi vozik, se
kterym jesté projedou. Voziky jsou ¢tvercové a dostupné
ve vSech moznych velikostech: od 1 x 1 po velké jako cela
budova (neptejte se, kde je skladuji).

Prostor, v némz se orgové mohou pohybovat, si zakresli-
me jako obdélnikové bludisté o M tadcich a N sloupcich,
pfi¢emz kazdé pole bud je, nebo neni prichozi. Zndme po-
Catecni pozici voziku (pFesnéji jeho levého horniho rohu) a
mame zakreslenou pozici trezoru (jedno policko), do niz ho
chceme dovézt.

V kazdém kroku mohou organizatofi posunout cely vozik
o jedno policko doleva, doprava, nahoru nebo dolt. Vzdy
vSak vSechna pole voziku musi byt na priichozich polich.

Radi bychom ur¢ili nejvetsi moznou velikost voziku, se kte-
rou se d& dojet do trezoru. Také bychom cht€li najit nej-
kratsi cestu, po které s takovym vozikem do cile jet. Za do-
sazeni cile povazujeme, kdyz se libovolna ¢ast voziku ocitne
na cilovém policku. Délkou cesty rozumime celkovy pocet
krokt (posunti voziku).

Uvazume napiiklad nasledujici bludiste:

Do cile se dostaneme s vozikem velkym nejvyse 3x 3 a jedna
z moznych nejkrat$ich cest je naznacena carou (sleduje levy
horni roh voziku). Cérkované je naznacen obrys voziku na
zacatku a konci trasy. Svétle Seda jsou vSechna policka, na
kterych se nékdy vyskytla libovolné ¢ast voziku. Nejkratsi
cesta mé 13 krok.

Stehovani voziku probéhlo uspésné a nase dvojice se ocit-
la v trezoru, jehoZ stény byly obloZené€ hromadou skrinék.
Jirka si oddychl, utrel pot z ¢ela a chtél zacit vykladat vozik
do té, co patri KSPcku. Vsimne si ale, Ze Filip zaujaté zird
na strop trezoru. ,Nechces mi pomoct? Takhle tu budeme
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do rdana. .. “ rekne nastvané utahany Jirka a pak si teprve
vsimne, co tam Filipa zaugjalo.

Cely strop je pokresleny otazniky. Spousta otazniku, vel-
k€, malé, v ruzngch barvdich. ,To je ale dementni vtip,“
vekne Jirka. ,Koho tohle napadlo?“

Pak si oba uvédomsi, Ze slysi néjaké kroky z chodby. ,Je
tu nekdo?“ zavold Filip. Kdyby se nékdo ve sklepé nachdzel,
jisté by to zjistili uz pri prichodu. Ale u dveri do sklepent se
tradicné potkali jenom s lidskou kostrou, kterd md za ukol
vystrasit nezvané hosty.

LJe tu nekdo?“ zavold Jirka hlasitéji. A u dveri do tre-
zoru se skutecné nékdo objevi. Je to ta kostra ze vchodu!
Skrze jeji lebku ale prosvitd néci zasedly oblicej. A bedny
uloZené na voziku se zacnou otevirat a véci z nich zacnou
vystrelovat smérem na Jirku o Filipa!

Kdyz Filipovi naplno dojde, Ze vidi oZivlou kostru, ztuh-
nou mu nohy. Kdyz pripusti, Ze kostra md oblicej, ztuhnou
mu ruce. A v okamziku, kdy se na néj sam od sebe zacne sy-
pat obsah voziku, mu dojde, Ze ted miZe akordt bud omdlit,
nebo zacit jecet a utikat.

Zacne jecet a utikat a ndsledovat Jirku, ktery udélal to
samé. Bézi smérem k vychodu ze sklepent, jenZe ten je za-
vieny a nejde oteviit. ,NemuzZeme ty dvere odpalit?“ ,Na
voziku byly vybusniny! Brali jsme je na soustiedko!“

30-5-2 Utk z trezoru 11 bodu

I v této tloze se orgové ocitli v bludisti malostranskych
w1l sklept, ale jejich situace je o mnoho vaznéjsi. Zjistili,
7e ze své pozice se nedostanou k vychodu. Maji ale moznost
v néjaké chodbé odpélit vybusninu, ¢imz by se jim mozné
oteviela cesta k tiniku.

Opét mame obdélnikové bludisté o R fadcich a S sloupcich,
kazdé pole bludisté mtize, ale nemusi byt prichozi. Je za-
dané startovni a cilové pole, mezi nimiz ovSem neexistuje
pfima cesta po pruachozich polich. Mame k dispozici vy-
busninu se silou popsanou ¢isly A a B. Pokud ji nechdme
explodovat na poli, které je pristupné ze startu, zni¢ime
obdélnik o (2A + 1) fadcich a (2B + 1) sloupcich, jehoz
stied se nachazi v poli. VSechna pole v obdélniku se stanou
pruchozimi.

Rozhodnéte, které misto v bludisti odpalite, abyste moh-
li projit mezi startem a cilem, a zda takové misto vibec
existuje.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechéte vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formadt vstupu: Na prvnim fadku jsou ¢tyfi ¢isla R, S, A, B
oddélend mezerami. Nasleduje R fadkd o S sloupcich, na
kazdém popis jednoho policka bludisté: mezera znaci volné
policko, # zed, ~ startovni policko a $ cilové.

Formdt vystupu: Dvé mezerou oddélena ¢isla: soutadnice
policka, na kterém chceme nechat explodovat vybusninu.
Nejprve uvedeme ¢islo fadku, pak ¢islo sloupce, oboji poci-
tané od 0.
Ukazkovy vstup: Ukdazkovy vystup:
4511 12
#- ##
##
## #

#H##

Po odpéleni bomby na pozici [1,2] bude bludisté vypadat
takto:

#- #

#

#$ #
#Hit#

Spravné jsou napriklad i odpovédi O 1 nebo 2 3. Naproti
tomu 3 1 neni spravna odpovéd, protoze toto policko neni
dosazitelné ze startu.

,otejné by to nestacilo, ta sténa je hrozné tlustd. A jd
uZ zpdtky do toho trezoru nejdu... Musime to zkusit po
druhgjch schodech.“ S busicim srdcem se oba vydali na dru-
hou stranu sklepeni. Aby toho nebylo mdlo, kvili uspornym
opatrenim tady nesvitila svétla.

30-5-3 Energetické uspory 11 bodu

Vedeni Matfyzu zjistilo, ze fakultni budova na Malé Stra-
né spotiebovava velké mnozstvi elektrické energie, proto se
rozhodli co nejvic osekat jeji spotfebu. Mimo jiné se za-
méftili na sklepeni budovy. To je z velké ¢asti nepouzité,
stejné tu vsak vsude sviti svétla. Spravci budovy vytipovali
tfi dulezité body, mezi nimiz je nutné osvétleni zachovat
(napiiklad vstup do sklepeni nebo dilezity trezor).

Mate zadany nakres sklepeni budovy, skladajici se ze kfizo-
vatek, které jsou propojeny chodbami. Pro kazdou chodbu
znate jeji délku v metrech. T¥i kiizovatky jsou oznacené
jako dtlezité. Reknéte ndm, které chodby nechat osvétle-
né, aby se mezi jakymikoliv dvéma dulezitymi kfizovatka-
mi dalo dostat pres osvétlené chodby a aby soucet délek
osvétlenych chodeb byl co nejnizsi.

O struktufe chodeb nemuzZete nic predpokladat — klidné se
muze stat, ze mezi dvéma kfizovatkami vede mnoho ruz-
nych cest. Rovnéz se chodby mohou kfizit mimoudroviiove.

Jinymi slovy: mate zadany neorientovany ohodnoceny graf
a v ném tfi vyznacné vrcholy. Chcete najit nejmensi pod-
mnozinu hran (méfeno sou¢tem jejich délek) takovou, Ze
mezi kazdymi dvéma vyznacnymi vrcholy vede cesta po
hranéch z této mnoziny.

Jirkovi s Filipem se podarilo dostat do pocitacové labo-
ratore. Zastavili se uprostred mistnosti. Vypadala klidné,
ale orgové si rychle vsimli, Ze se nad jejich hlavami chvéje
lustr. O vterinu pozdéji se ozvalo zasvistént a néjokd neznd-
ma sila zacala srdZet ze stolu pocitacové displeje. ,Prycé!“
Vybehli k vychodu a za svymi zady uslyseli treskot padaji-
ctho lustru. ,,To snad neni pravda!“ Bylo uz pozdé v noci a
vychod z budovy byl zamceny. Vybéhli po schodech, Filip se
na chvili rychle ohlédl a u vchodu do laboratore zahlédl tu
samou tvar, kterou spatrili dole ve sklepé. Tentokrdt vsak
nebyla na kostlivei, misto toho plula ve vzduchu a dosiroka
jt plaly oci. Twvdr byla zesedivéld a hrozivd, ale presto Filip
poznal, Ze patii Napovédovi.

BéZeli po schodech a snazili se vyhybat tézkym vécem,
které na né duch Napovédy (protoZe co jiného by to mohlo
byt?) hazel. Zezadu slySeli chechot a naddvky. Aniz by vibec
premysleli nad zastavenim, dobéhli aZ na pudu. Zavreli se
do jedné z mistnosti a natahali ke dverim stul a Zidle, aby
je neslo otevrit.

* % x

Chwili jim trvalo, neZ popadli dech.

» TakZe pront vée, duchové existugji,“ pronesl Filip. ,Dru-
ha véc, je to duch chldapka, ktery md divod nds nesndset,
protoZe jsme ho zabili. A ta treti véc, nemdme tusent, jak
st s nim poradit.



Jirka se rozhlédl. ,Tady jsem jesté nebyl a nevim, kdo tu
pracuje, ale ten clovek asi moc informacnim technologiim
nefandi.“ V mistnosti nebyl pocitac, misto toho se v policich
nachdzela hromada kartoték. Jirku zaujala ta s ndpisem Li-
dé a kontakty. ,Papirovd socidlni sit? Jestli hledds kontakt
na vymitace duchi, moznd by byl rychlejsi internet,“ usklibl
se Filip.

Zvenku nékdo prastil do dveri a mdlem odsunul barikddu
z nabytku.

» Takze ty myslis, Ze na internetu jen tak najdes kontakt
na typického vymitace duchi? Novy a prehledny web s roze-
smatymi obliceji, referencemi a tlacitkem Kontaktujte nas?
Nebo dokonce s live chatem?“ zakroutil hlavou Jirka. ,To
bych spis veril téhle kartotéce. Kromé telefonnich cisel tu je
i napsdno, ¢im se ten cloveék zabyvd.“

30-5-4 Kartotéka 10 bodu

Jeden z velmi konzervativnich profesorti na Matfyzu si ucho-
vavéa informace o ruznych osobach v papirové kartotéce.
Kazda karta odpovida jedné osobé. Kromé kontaktnich tida-
ju si také profesor do jedné z kolonek na karté zapisuje, pres
jakého prostifednika se s osobou zna. Tento prostfednik méa
v kartotéce také kartu.

Pokud znéa profesor nékoho osobné, tak je v kolonce napsané
pfimo profesorovo jméno. Samotny profesor ma v kartotéce
specidlni kartu se svymi udaji (protoZe je ¢asto sdm zapo-
mene). Plati, Ze pokud vezmeme kartu odpovidajici jakéko-
liv osobé a nasledujeme odkazy na prostiedniky, dojdeme
do profesorovy karty.

Jeden z doktorandid profesora premluvil, aby si kartotéku
ulozil do pocitace. Datova struktura, reprezentujici kartu,
obsahuje mimo jiné i ukazatel na kartu prostfednika. Uka-
zatel je vzdy platny s vyjimkou profesorovy struktury, kde
je nulovy. I tady se vzdy dokdzeme dostat do profesorovy
struktury, prosté budeme nésledovat ukazatele.
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Maéte adresy na dvé karty v operacni paméti. Uvazujte feté-
zec z kazdé z nich az do profesorovy karty a najdéte misto,
kde tyto Fetézce srustaji. Ma to komplikaci — protoze poci-
tac je stary témér stejné jako pan profesor, muzete si béhem
vypoctu pouzivat jen konstantné mnoho pomocné paméti.
Do karet samotnych nesmite nic zapisovat.

Na obrézku pfedstavuje P profesorovu kartu. Retézce karet
A a B srustajivC,ale Aa D azv P.

I kdyz Jirka listoval kartotékou rychle, Filip byl prece jen
o néco rychlejsi. ,Halo? Je tam Chryzantéma Bélohlavovd?
Ja vim, Ze je pozdé vecer, ale prave jsme zjistili, Ze duchové
existugi! Coze?“ Filip vzal ze stolu tuzku a papir a zacal na
néj rychle néco ¢mdrat. , Nestihnete se sem vcas dostat?
A jste si jistd, Ze ndm tohle pomize?“, nadskocil, kdyz se
ozvalo dalsi prasténi do dveri, ,Tak vdm zkusime vérit,“
zavésil telefon.

Filip v rychlosti Jirkovi vysvétlil, co mu Chryzantéma po-
radila. Must z papiru sestrojit téleso o urcitych specifickych
rozmeérech. Pro vypocet rozmeéri Ghostbusteru, jak orgové
téleso mazvali, je ale treba zndt nejvétsi spolecné délitele
nékterych cisel.

11 bodu

30-5-5 Vyroba likvidatoru

Ghostbuster je vysledek nejnovéjsi védecké prace pred-
é’ nich ezoterikd. Jde o papirové zafizeni, které dokaze
porazit duchy a jakékoliv jiné nepozemské kreatury. Pri
vyrobé je ale tfeba dbat na to, aby rozméry byly co nej-
presnéjsi. K jejich vypoctu je tfeba znat nejvétsi spolecné
délitele tady cisel.
Jisté vite, jak je definovany nejvétsi spoleény délitel dvou
prirozenych ¢isel A a B — jde o takové nejvétsi mozné ¢islo,
které déli A i B. Tuto definici jde ale snadno rozsifit o vétsi
mnozstvi ¢isel nez dva, staci rict, ze hledané nejvétsi mozné
¢islo musi délit vSechny z nich.

Méame seznam N ruznych kladnych celych ¢isel. Chceme
jedno z téchto ¢isel vyskrtnout, aby platilo, Ze nejvétsi spo-
le¢ny délitel zbylych Cisel je nejvetsi mozny.

Dalsi naraz na dvere! Jirka k nim zpdtky pritlacil stil a
s podésenim sledoval Filipa, jak zdpasi s papirem, nuzkami
a lepidlem. ,UZ ho dlouho neudrzim!“ |V klidu, uZ jsem
hotovy,“ ukdzal Filip hotovy Ghostbuster.

»A tohle nds jako zachrdni?“ wvytrestil oci Jirka, kdyZ
st prohlédl papirovy vytvor. , Vidyt to vypadd jako rozbitej
Ctyrrozmeérnej dopravni kuzell“

Filipa zacala premdhat nervozita. ,,Tak st zkus sam!*“ ho-
dil po ném Ghostbusterem. ,,Ani nahodou!“ mrstil ho Jirka
zpdtky. ,Ty ses bavil s Chryzantémou.“

Obii naraz prerusil jejich konflikt. Dvere se oteviely a
dovnitr vletéla pobledla Ndpovédova hlava a z ot ji Slehaly
blesky. Filip, ktery mdlem vyletél z okna, z poslednich sil
natdhl ruku, jako kdyby chtél tasit mec. JenZe misto mece
drzel papirovou skladanku pro déti. . .

* * Kk

Chryzantéma Bélohlavovd se dostala na misto c¢inu a
kdyz vybéhla na pidu budovy, spadl ji kamen ze srdce. Ti
dva matfyzdci byli sice notné posramoceni a vydésent, ale
nebylo to nic, co by jeji alternativni medicina nezvlddla.
Ohorely Ghostbuster se vilel uprostred mistnosti — duch Nd-
povédy byl zrejmé navidy pryc. Presto ho svym Sestym ezo-
smyslem citila a vnimala zbytky jeho mysleni. Musela uznat,
ze nemél uplné jednoduché détstvi. I béhem té zdplavy vzte-
ku ho meopustily nékteré neprijemné vzpominky ze Skoly.

30-5-6 Napovéda na lyzich 13 bodu

Jako zak zdkladni skoly jel Napovéda na lyzaisky kurz. Byl
v té dobé docela obtloustly a lyzovani mu viibec neslo. V za-
vérecném testu na konci kurzu mél docela jednoduchy kol
— projet mezi nékolika lyzaiskymi brankami. Ani to se mu
ale nepovedlo a spoluzaci si z né€j dlouho délali legraci.

Na vstupu dostanete popis lyzaiského svahu. Jde o (v ma-
tematickém smyslu) rovinu, na niz se nachézi tycky dvou
druhii, vychodni a zapadni. Tycky ale nejsou nijak sparo-
vané, netvori zadné branky nebo néco podobného. Svah je
sklonény podél osy Y, pii jizdé po svahu se hodnota sou-
fadnice snizuje.

Tlusty lyzaf ma za tkol jet na lyzich zeshora dola tak, aby
projel napravo od vSech zapadnich tyc¢ek a nalevo od vSech



vychodnich ty¢ek. Musi pak jet naprosto rovné (jeho tra-
jektorie je pfimka), kvili své tloustce ale zabird kruhovou
plochu o praméru D.

Pfi jakém maximalnim D jesté muze lyzal projet? Neboli,
jakd je maximalni sitka pasu, kterym od sebe dokazeme
oddélit vychodni a zapadni tycky?

Vsimla si, Ze Jirka s Filipem se uZ pomalu dostali z so-
ku. ,, Viechno v pordadku?“ zeptala se. ,AZ zase natrefite na
néjakého jiného ducha, tak uZ budete v klidu.“

»9 tim mdme trochu problém, néjok se pordd nemizeme
smiFit s tim, Ze duchové skutecné existuji. AZ to povime
resitelum, tak nds za to seZerou.“

»Tak od toho odvedte pozornost.“

LAle jak? Tohle je posledni série. Napovéda je mrtvy,
pribéh uz pokracovani mit nebude, tak jak mdme odvést po-
zornost Tesiteli?¢

,Rikali jste, e na soustredéni berete vijbusniny?“

Kuba Marousek

30-3-7 Funkce ocima assembleru 15 bodu

Ve druhém dilu seridlu jsme se naucili zakladni ope-

race s paméti, takze jiz umime napsat program, ktery
opravdu déla néco uzite¢ného — napriklad radi ¢isla pod-
le velikosti. Tentokrat se naucime vytvaret a volat funkce.
To je asi posledni dtlezitd konstrukce z béznych (procedu-
ralnich) programovacich jazykd, na kterou jsme se zatim
nepodivali.

Pravdépodobné jste se s funkcemi ve svém programator-
ském zivoté jiz setkali, takze je nemusime slozité predsta-
vovat. Funkce je zkratka blok kédu, kterému na zacatku
pfeddme vstupy (argumenty), on je zpracuje a néco z nich
spocita. Navic muze provést néjaky vedlejsi efekt, napriklad
vypsat ¢islo na obrazovku.

Funkce nam umoznuji ¢lenit si praci na mensi ¢asti, tak-
ze nemusime pii programovani myslet na vSechny detaily
najednou. A také diky nim miZeme snadno zamezit opako-
vani kédu — pokud stejné operace potifebujeme provadét na
vice mistech, jednoduse misto opakovani celé posloupnosti
instrukci vzdy zavolame tutéz funkci.

Prvni pokus o funkci

Jak si poridit néco jako funkci v assembleru? Pojdme to
vyzkouSet na trividlnim piikladu funkce, ktera dostane dveé
Cisla a vrati jejich soucet.

Predevsim se dohodneme, Ze vstupy budeme pfedéavat v re-
gistrech r0 a r1 a vysledek vratime v r0. Na néjaké misto
v programu napiSeme kdd nasi funkce a oznac¢ime jeho za-
¢atek navéstim odpovidajicim nazvu funkce.

Samotné zavolani bychom pak provedli ulozenim parame-
tra do spravnych registrt a skokem na ono navésti. Tim
ale jesté zdaleka nemame vyhrano. Hlavni vyhoda funkci
spociva v tom, Ze jednu funkci muZeme zavolat z vice mist
v kédu. Funkce se tedy musi umét vratit na to misto, odkud
jsme ji zavolali.

Jak to pozna? Mohlo by néas napadnout funkci pfedat jako
jeden z parametri adresu, na kterou se ma vratit (tzv. nd-
vratovou adresu). To je adresa instrukce nésledujici hned po
skoku, ktery funkci zavolal. Funkce by tedy provedla svou
praci a na zavér by jen skocila na adresu, kterou takto do-
stala v nékterém registru (musime mit samoziejmé predem
domluveno ve kterém, tak pouZijme tieba r2).

Pro tento zavére¢ny skok existuje instrukce BX (Branch and
eXchange). Pro¢ mé v ndzvu zrovna exchange, je na delsi
povidani a ted to neni dulezité. Zatim se spokojime s tim,
7e jako argument bere registr a provede skok na adresu,
ktera je v ném uloZena.

Kdyz si vzpomeneme, ze pfi ¢teni registru pc dostaneme
automaticky adresu, ktera je o dvé instrukce dal, dostane-
me velmi jednoduchy kéd, kterym funkci pfeddme spravnou
navratovou adresu. Nage prvni funkce bude vypadat nésle-
dovné.

MOV  r0O, #123 @ prvni argument
MOV  ril, #456 @ druhy argument
MOV r2, pc @ adresa instrukce MOV r3, rO
B secti
MOV  r3, rO @ vysledek funkce ulozime do r3
B konec
secti:
ADD 10, rl1 @ funkce vraci vysledek v r0
BX r2
konec:

Vsimnéte si nepodminéného skoku na navésti konec. V na-
Sem simulatoru program skonci tim, ze dojde na konec sou-
boru. Kdybychom skok vynechali, bude se po provedeni MOV
r3, r0 automaticky provadét nasledujici instrukce, coz by
byla naSe funkce na scitani. Tentokrat by ji ale nikdo ne-
predal novou informaci o navratové adrese, takze by skocila
opét na stejné misto a cely program by se tak zacyklil.

Protoze volani a navrat z funkci je velmi Castd operace a
nebyli jsme prvni, koho napadlo predavat funkci navrato-
vou adresu v néjakém registru, je na ARMu zvykem pou-
Zivat k tomuto Ucelu registr r14 pfezdivany také 1r (Link
Register). Pak miZeme pro samotné volani pouzit Sikovnou
instrukei BL (Branch with Link), kterd sama uloZzi spravnou
navratovou adresu do 1r a pak sko¢i na zadané misto.

N4&s priklad se sc¢itdnim bychom pomoci BL mohli zjedno-
dusit takto:

MOV rO, #123
MOV rl, #456
BL secti
MOV r3, r0
B konec
secti:
ADD r0, ri
BX 1r
konec:
Zasobnik

Vsimnéte si, Ze dosud je cely nas kéd vzajemné velmi pro-
vazany. Musime porad myslet na to, které registry kde na
co pouzivame, abychom jejich obsah nedopatfenim nepie-
psali né¢im jinym. To je s rostouci velikosti programu ¢im

Yy

dal tézsi.

Brzy také v popsaném postupu narazime na jednu slabinu.
Jak z jedné funkce zavolat funkci jinou tak, abychom si
nepfepsali ndvratovou adresu v link registru? Mohli bychom
si ji pred zavolanim funkce nékam ulozit. Ale kam, abychom
si ji nepfepsali tam?

S fesenim nam pomize zdsobnik. Mozna jste o ném jiz né-
kdy néco zaslechli. V plné (informatické) obecnosti je to da-
tova struktura, do které mizeme v néjakém poradi ukladat



data a v opacném je zase vybirat — tedy posledni vlozZeny
prvek bude prvni, ktery vyndame.

Zasobnik si zvladneme vyrobit sami. Vyhradime pro néj
souvislou oblast paméti a dohodneme se, Ze ji budeme zapl-
fovat shora dolii (od nejvyssich adres k nejnizsim). Jednim
registrem si budeme ukazovat na wvrchol zdsobniku, tedy po-
sledni vlozenou hodnotu. Nenechte se mylit tim, Ze vrchol
zasobniku lezi na nejnizsi vyuzité adrese.

Vlozeni prvku na zasobnik pak bude spocivat ve snizeni
tohoto ukazatele a uloZeni nové hodnoty. A naopak vynda-
ni prvku nejprve nacte hodnotu a poté zvysi ukazatel na
vrchol zasobniku.

Dtilezité je uvédomit si, ze zasobnik nam staci jeden, spo-
leény pro cely program. Libovolné funkci dovolime si na néj
ulozit, cokoliv potfebuje, pod jednou podminkou: nez funk-
ce skonc¢i, musi vzdy ze zasobniku odebrat vSe, co do néj
sama pridala. Tim zarucime, ze kdyz si na zasobnik néco
odlozime na zacatku funkce, napfiklad hodnotu link regis-
tru, a nasledné zavolame néjaké dalsi funkce, tak na zavér
muZeme ze zasobniku nase data zase bez problému piecist,
aniz bychom museli hledat, kde jsou.

Zbyvé se domluvit, ktery registr budeme pouzivat jako uka-
zatel na zasobnik. Protoze se zasobnikem samoziejmé na-
vrhafi ARMu také pocitali, vyhradili pro néj registr r13 a
zavedli pro néj prezdivku sp (Stack Pointer).

K ukladani na zasobnik se hodi instrukce PUSH {registr}.
Ta odecte od sp 4 a na takto spocitanou adresu zapise
obsah zadaného registru. Instrukce POP {registr} provede
inverzni operaci: z adresy ulozené v sp precte ¢islo, ulozi
ho do registru a nakonec zvysi sp o 4.

To se da zapsat i jinymi instrukcemi: Misto PUSH {registr}
bychom mohli provést STR registr, [sp,#-4]! a instrukci
POP {registr} nahradit za LDR registr, [sp] , #4.

Skute¢ny PUSH a POP jsou ovSem mnohem mocnéjsi: do slo-
zenych zavorek muzete napsat vice registri, naptriklad PUSH
{r0-r3,r7}. Dodejme, Ze registry jsou do paméti ulozeny
v rostoucim poradi ¢isel, ten s nejmensim ¢islem skonci na
nejnizsi adrese, tedy na vrcholu zasobniku.

Jesté dodejme, Ze na nékterych jinych architekturach pro-
cesorti se zasobnik pouziva i k ukladani navratové adresy
z funkce (misto 1r). Obvykle existuje instrukce CALL, kterd
PUSHne navratovou adresu a sko¢i na zac¢atek funkce, a in-
strukce RET, ktera POPne adresu a skoci na ni.

Rekurzivni funkce: faktorial

Dejme to vSechno dohromady a pojdme si napsat funkci
pocitajici faktorial &isla. Obdobné jako v pfedchozim pii-
padé dostane argument v registru rO a také v ném vrati
vysledek.

Funkci napiseme s vyuzitim rekurze — bude volat sama se-
be. Faktorial ¢isel 0 a 1 je jednoduchy, je to jednicka. Pro
v8echna ostatni ¢isla vyuZijeme toho, ze n! =n - (n — 1)L

Cely kéd véetné volani funkce bude vypadat nasledovné:

MOV rO, #7 Q@ Spo¢itame faktorial sedmi

BL  faktorial

@ ... zde pokracCuje hlavni program
faktorial:

CMP 10, #1 @ porovname vstup (n) s 1

MOVLS rO, #1 @ pro 0 a 1 vratime 1

! Faktorial z n se zna¢i n! a jeroven 1-2-3-... n.

BXLS 1r @ a hned skoncime

PUSH {r4, 1lr} @ uloZime registry na zasobnik
MOV r4, r0 @r4d =n

SUB r0, #1 @ rO = n-1

BL faktorial @ r0 = (n-1)!

MUL 1O, r4 @ rO0 = n*x(n-1)!

POP {r4, 1r}

BX 1r

Nejprve porovname argument funkce s ¢islem 1. Pokud je
mensi nebo roven, chceme vratit jednicku. Protoze névrato-
vou hodnotu predavame ve stejném registru, v jakém dosta-
neme argument funkce, stac¢i nam provést dvojici instrukei
MOV rO, #1 a BX 1lr a mame hotovo. V pfikladu vyse se
vyhybame dalsimu skdkani a obé instrukce zapisujeme rov-
nou v podminéné varianté, takze se provedou pravé tehdy,
kdy je r0 < 1.

Nasledné ulozime na zasobnik ty registry, které budeme
v prubéhu ménit. Protoze budeme volat funkci s argumen-
tem n—1, potfebujeme si nékde (v nasem ptipadé v r4) ulo-
7Zit ptuvodni hodnotu z r0. Pak zavolame funkci faktorial
na o jedna mensim ¢isle a az se vrati, vysledek vynasobime
zapamatovanou hodnotou.

Na zavér zbyva vratit zasobnik a registry r4 a 1r do pi-
vodniho stavu a vratit se skokem na adresu v 1r.

Volaci konvence

Pfi programovéani funkci jsme vzdy museli urcit, ve kterych
registrech se pfedava ktery argument a kde vysledek. Bylo
by ale nesikovné pokazdé to vymyslet znovu a u kazdé funk-
ce, kterou voldme, vzpominat, jaké mé rozhrani. Proto se
lidé shodli na takzvané volaci konvenci — souboru pravidel
urcujicich, jak se volaji funkce.

Na ARMu je situace jednoduché, protoze konvence vznikla
spolu s procesorem a pouzivaji ji prakticky vsichni: nejen
programatofi v assembleru, ale i autofi prekladact dalsich
programovacich jazykd. (Jinde to mtze byt jinak: pro ar-
chitekturu x86 existuje mnoho riznych konvenci pro rizné
operacni systémy a programovaci jazyky.)

Vyznam registrii r14 (1r) a r13 (sp) jsme si jiz prozradili.
Prvni — link register — obsahuje adresu, na kterou se ma
funkce vratit. Pokud tedy funkce chce zavolat jinou funkci,
musi si tuto hodnotu nékam ulozit.

Druhy — stack pointer — ukazuje stale na zasobnik a musime
jej vratit ve stejném stavu, v jakém jsme jej dostali. To
zaruc¢ime nejlépe tim, ze funkce vzdy zavold instrukci POP
na tolik hodnot, kolik jich tam pfedtim sama ulozila pomoci
PUSH.

Registry rO-r3 se pouzivaji (postupné) na preddni prvnich
¢tyt argumentt funkce a slouZi i pro navratovou hodno-
tu. Pravé kviali vyuziti jako argumenty, existuji pro tyto
registry jesté alternativni jména al-a4 (pozor na posun ¢i-
sel 0 jedna). Se vSemi témito ¢tyfmi registry si funkce mize
délat, co chce. Miizete si do nich klidné ukladat mezivysled-
ky a nikdo se nebude zlobit, kdyz je nevratite v ptivodnim
stavu.

Registry r4-r11 jsou urcené pro uklddani lokalnich pro-
ménnych uvnitt funkce. Funkce je musi vratit ve stejném
stavu, v jakém je dostala. Pravé diky vyuziti registrti r4-
r11 pro lokdlni proménné (variable) dostaly tyto registry
jesté alternativni nazvy vi-v8. Silné doporuc¢ujeme pouzi-
vat pouze jeden typ jmen, jinak se v ¢islovani snadno ztra-



tite. My zlstaneme u nézvi s pismenem r. (Pro uplnost
poznamenejme, ze registr r9 mize mit nékdy specialni vy-
znam a neni pak pro funkce pouzitelny ani jako proménna.
V naSem prosttedi se to ale nestane.)

Téchto volacich konvenci jsme se drzeli jiz v prikladu s vy-
poc¢tem faktoridlu. Pfed pouZzitim registru r4 pro lokéalni
proménnou jsme ho ulozili na zasobnik. Diky tomu jsme
ale méli zaruceno, Ze nam jeji hodnotu nase funkce sama
nezmeéni.

Zbyva ndm registr r12, ¢ili takzvany Intra-Procedure call
scratch register alias ip. To nam fikd, Ze se s nim béhem
volani funkce mize stat cokoli. Pouziva se tfeba pfi vola-
ni funkci z dynamicky linkovanych knihoven (k pfesnému
mechanismu se v naSem Gvodnim seridlu nedostaneme). Po-
kud ale piSete kratkou funkci, ktera jiz nic dalsiho nevola,
mizete tedy pouzit i tento registr zcela dle libosti.

Vynechali jsme jesté registr r15 (pc), ktery se pfirozené
posouva s kazdou instrukci, takze neméa smysl jej prili§ ro-
zebirat.

Ukol 1 [2b]: Napiste funkci, ktera dostane dva parametry:
éislo N > 3 a adresu A. Funkce ptecte N-prvkové pole ¢isel
ulozené od adresy A a vrati jako vysledek tieti nejvétsi ¢islo.
Ridte se volaci konvenci.

Intermezzo #1: Instrukce LDM a STM

Mimochodem, instrukce PUSH a POP jsou jenom specialni
pfipady mnohem obecnéjsiho mechanismu pro prenos vi-
ce registrid najednou. Jelikoz se nam bude za chvili hodit,
pojdme se na né&j podivat poradns.

Jedna se o osm instrukeci tvaru
(LDIST)M(IID) (BIA) registr!, {seznam registru}

Prvni dvé pismena fikaji, zda se data budou nacitat z pamé-
ti (LoaD), nebo ukladdat do paméti (STore). Zadany registr
urcuje adresu v paméti, ale ta se jesté zvysi (Increment) ne-
bo snizi (Decrement), a to pfed pouzitim (Before) nebo po
ném (After). Pokud je uveden vykfiénik, adresa se nésledné
zapiSe zpét do registru. Registry v seznamu jsou zpracova-
vany postupné, v rezimu I od nejnizsiho ¢isla k nejvyssimu,
v rezimu D opacné.

Napriklad LDMIA sp!, {rO,r1} vezme adresu z sp, precte
z ni ¢islo do r0, pak ji zvysi o 4, pfeéte z ni ¢islo do r1,
opét ji zvysi o 4 a nakonec ji ulozi zpét do sp. Je to tedy
POP. Podobné STMDB sp!, {rO,r1} je PUSH.

Ukol 2 [3b]: Napiste co nejrychlejsi funkci, ktera vyplni vel-
ky blok paméti nulami. Jako argumenty dostane pocatec-
ni adresu bloku a jeho velikost v bajtech. Dodrzujte volaci
konvenci. Minimalizujte celkovy pocet provedenych instruk-
ci, ale nepouzivejte nezarovnané pfistupy k paméti (t¥eba
Cteni 32-bitového ¢isla z adresy, kterd neni délitelna Ctyi-
mi).

Intermezzo #2: Daleka cesta za konstantami

Jesté si dopfejme jednu odbocku. Zatim jsme v programech
pouzivali vselijaké konstanty, ale az na konci minulého dilu
jsme si priznali, Ze pfimo do instrukce jdou zakddovat jen
ve specidlnich piipadech. Podivejme se, co si pocit, kdyz se
konstanta do instrukce nevejde.

Jedna z moznosti je konstantu do registru dostat nadva-
krat. K tomu slouzi instrukce MOVW registr, #hodnota a
MOVT registr, #hodnota. Obé jsou zakdédované specidlnim
zpusobem, takze hodnota muze byt libovolné 16-bitové cis-
lo. Pfitom MOVW toto ¢islo ulozi do nizsich 16 bith registru a

vyssich 16 vyplni nulami, zatimco MOVT ulozi ¢islo do vys-
§ich 16 bitd a nizSich 16 necha na pokoji. Mizeme tedy
udélat tfeba

MOVW RO, #0x5678 @ RO
MOVT RO, #0x1234 @ RO

0x00005678
0x12345678

Kdybychom chtéli do registru dostat adresu néjakého na-
vésti, muzeme si ji od prekladace nechat rozpulit:

MOVW RO, #:lowerl6:funkce
MOVT RO, #:upperl6:funkce

Dalsi zpiisob je Fici prekladaci, at konstantu ulozi do pamé&ti
jako posloupnost bajtl, a pak ji odtamtud precist. Zkusme
do programu napsat

.BYTE 0x12, 0x34, 0xb6, 0x78
.WORD OxABADCAFE

.ASCIT "kolemdokola"

.ALIGN 4

Tim jsme fekli prekladaci, aby misto instrukci vygenero-
val nejprve ¢tyii bajty s ur¢enymi hodnotami, pak urcené
32-bitové slovo, posloupnost bajti kddujicich znaky fetézce
(pozor, neni ukoncena nulovym bajtem) a nakonec zarov-
nani na adresu délitelnou ¢tyimi — to je potieba, pokud za
timto blokem nasleduji jesté néjaké instrukce, ty musi byt
zarovnané. Vsimnéte si tecky na zacatku: ta prekladaci ri-
ké, ze neméa ocekavat instrukci assembleru, nybrz direktivu
prekladace.

Pro precteni konstanty se hodi jedna specidlni forma in-
strukce LDR. Ta se v assembleru pise jako

LDR cilovy-registr, zdrojovd-adresa

ale ve skuteCnosti se prelozi na adresu vypocitanou secte-
nim pc s malym offsetem uloZzenym v instrukci. Mtzeme se
pomoci ni tedy snadno odkazovat na data ulozené v pamé-
ti blizko instrukce, ktera je pouziva. Samoziejmeé si musime
dévat pozor na to, aby se procesor data nepokousel pro-
vadét jako instrukce. Sikovné misto pro data tudiz lezi za
instrukci BX uzavirajici funkci.

Pojdme se podivat na pfiklad: nasledujici funkce vynasobi
svij argument rychlosti svétla.

nasob_c:
LDR R1, rychlost_svetla
MUL RO, R1 @ vysledek = argument * R1
BX 1r

rychlost_svetla:
.WORD 299792458 @ m/s

Jako konstantu miizete pouzit i adresu néjakého navésti,
napf. .WORD nasob_c.

Existuje mila zkratka:

LDR cilovy-registr, =konstanta
Ta nacte do registru danou konstantu, kterd mutze byt libo-
volné 32-bitové ¢islo (pfipadné navésti). Pro¢ jsme vymys-
leli kolem konstant takové komplikace, kdyz se to da zaridit
jednou instrukci? On je to tak trochu podvod a tato zkrat-
ka neni instrukce. Ve skutecnosti se LDR r0, =0x12345678
prelozi na:

LDR rO, const_1
const_1:

.WORD 0x12345678



Jen vam kompilator sam najde pro ulozeni konstanty v pro-
gramu vhodné misto (typicky taky za koncem funkce).

Kam s nim? aneb zase zasobnik

Kdyz jsme popisovali volaci konvenci, tiSe jsme predpokla-
dali, Ze argumenty funkce jsou nejvyse Ctyfi a kazdy z nich
se vejde do 32-bitového registru. Co si pocneme, kdyz na
tato omezeni narazime?

S rozmérnéjsimi datovymi typy si poradime snadno: preda-
me je rozsekané ve vice registrech. To by se mohlo hodit,
kdybychom chtéli pocitat tfeba s 64-bitovymi ¢isly.

Horsi je, kdyz ndm dojdou registry vyhrazené pro predévani
argumentii (pfeci jenom, jsou jenom ¢tyti). Tehdy konvence
kaze predat zbyvajici argumenty na zasobniku, a to tak, aby
prvni z nich byl ulozeny na nejnizsi adrese. Pokud je tedy
budeme ukladat instrukci PUSH, musime zacit poslednim
argumentem.

Zavolana funkce si argumenty ze zasobniku precte, ale po-
necha je tam (k tomu se hodi instrukce LDMIA bez vykiiéni-
ku). Odstranéni ze zasobniku mé na starost volajici, az mu
funkce zase preda fizeni. Tim padem se funkce nerozbije,
pokud ji nékdo preda vice parametri, nez ¢ekala.

Podobné si poradime, pokud nase funkce potiebuje vic lo-
kalnich proménnjch, nez se ji vejde do registrii. Prosté si
vyhradi misto na zasobniku odectenim od sp a do tohoto
mista uklada své proménné, které adresuje relativné k sp.
Také misto muze vyuzivat na argumenty podfizenych funk-
ci. Nez se vrati, uvede sp do ptivodniho stavu.

Nékdy je nepohodlné, Ze sp se neustale méni pii docasném
odkladani hodnot na zasobnik rtiznymi PUSHi. Tehdy muze
byt prijemnéjsi zkopirovat si na zac¢itku funkce sp do néja-
kého jiného registru a adresovat pomoci néj (na kladnych
offsetech jsou pak argumenty, na zapornych lokalni promén-
né). Casto se k tomu pouziva registr r11, ika se mu frame
pointer a v této roli se znaci fp.

Podivejme se na priklad funkce s argumenty z1, ..., zg, kte-
ra vrati nejveétsi z x4, x5, r¢. Hodi se ndm pouzit podminé-
nou variantu instrukce MOV.

MOV 0, #5 @ x_5
MOV rl, #6 Q x_6
PUSH A{rO0,ri1} @ na zasobniku x_5 a x_6
MOV  r0, #1 @ x_1
@ podobné rl1-r3 pro x_2 az x_4
BL max456
ADD  sp, #8 @ smaZeme x_5 a x_6
@ ... zbytek programu
max456:
PUSH {r4,r5,fp} @ ulozime, co budeme ménit
ADD fp, sp, #12 @ fp ukazuje na plvodni sp
LDMIA fp, {r4,r5} @ pfelteme x_ 5 a x_6
MOV r0, r3 Q x_4
CMP 10, r4 @ x_5
MOVLO r0, r4
CMP r0, rb5 Q@ x_6
MOVLO r0O, rb5
POP  {r4,r5,fp}
BX 1r

Ukol 3 [3b]: Napiste funkci s proménlivym poétem argu-
mentt, kterd vrati soucet vsech svych argumenti. Jelikoz
nemuze poznat, kolik argumentt dostala, zastavi se na prv-
nim nulovém argumentu.

Kruta pravda o naSem simulatoru

Nemiizeme to déle skryvat, pravda musi vyjit najevo: nas si-
muldtor assembleru (http://ksp.mff.cuni.cz/viz/asn)
je ve skutecnosti prekladacem Cécka, do kterého jsou jenom
vlozené assemblerské instrukce (pomoci GCCckové direkti-
vy asm). Okolo assemblerskych instrukei se nachézi jedno-
duchéa obalka, kterd jenom posbird hodnoty z registri a
preda je k vypsani obycejné Céckové funkci printf.

Takové printf je typickym piikladem funkce s proménli-
vym poctem argumenti. Jako prvni argument dostane for-
matovaci fetézec (piesné Fe¢eno ukazatel na misto v paméti,
kde za¢ind posloupnost znaki ukoncend nulovym bajtem).
Tento fetézec vypiSe a kdykoliv v ném narazi na néjakou
kombinaci znakt zacinajicich procentem, vypiSe misto ni
dalsi argument. Specidlné %d necha vypsat ¢islo v desitkové
soustave, %x Sestnactkové Cislo a %s Tetézec.

Nejspis uz vas to napadlo, ale pro jistotu dodame, ze nazev
libovolné Céckové funkce lze pouzit jako navésti a da se s
nim délat cokoli, co s assemblerovymi navéstimi — napt. na
néj skodit.

Ukol 4 [3b]: KdyZ je simuldtor takovy $vindl, ktery si jen
tak vola Céckové printf, pojdme si ho ze simulovaného as-
sembleru také zavolat. Napiste program, ktery v simulatoru
vypise 100 ¢islovanych fadku s textem ,Nebudu si ¢ist pod
lavici popis instrukéni sady ARMu.“.

V kralika se promén!

Nakonec se podivame na jednu specialitu: programy, které
modifikuji samy sebe. Teoreticky to neni nic podivného —
stejné jako jakdkoliv data, program je v paméti také ulozen
jako posloupnost bajtt, takze do néj jde zapisovat (tedy
pokud ndm to opera¢ni systém nezakdze). V praxi se to-
ho casto vyuziva: nahravame-li novy program z disku do
paméti, nebo tieba kdyz debugger potiebuje do programu
umistit breakpoint.

Pojdme si to také vyzkouSet, ale abychom se vyhnuli za-
hadnym chybam, prozradime, Ze mezi vytvorenim instrukci
v paméti a jejich spusténim musi probéhnout dvojice in-
strukci DSB a ISB. Ty zabrani situacim typu ,procesor si
instrukce precetl v predstihu a zacal je provadét, aniz si
vsiml, Ze se pak jesté zménily“. Téz pripominame, Ze cilo-
va adresa v instrukci skoku je kédovana relativné viaci jeji
vlastni adrese, takze pokud takovou instrukci prekopirujete
jinam, bude skakat jinam.

Ukol 5 [4b]: Napiste program pro simulétor, ktery v paméti
upravi funkci printf tak, aby vypisované radky cislovala.

Prozradime vam, Ze tato funkce zac¢ind instrukci PUSH {r0-
r3}.

Jenda Hadrava & Martin Mares

30-4-7 Prekrikujici se procesory 15 bodu

Vyvoj pocitact se zZene vpred. Touzime po ¢im dal

rychlejSich procesorech, ale stale vic pfi tom naréazi-
me na technické limity, ¢i spiS rovnou na fyzikalni zako-
ny. ReSenim muize byt poiidit si misto éty¥ikrat rychlejsiho
procesoru ¢tyfti stejné rychlé. Ostatné, vétsina dnesnich po-
¢itach tak vypadd — mluvi se sice obvykle o vice jadrech,
ale minimélné z pohledu programétora to jsou samostatné
procesory.

Programovat nékolik procesori, které se vSechny najednou
snazi pracovat se spole¢nymi daty, je velké dobrodruzstvi.
Pojdme si ho v poslednim dilu naseho seridlu vyzkousSet.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/asm

Tu a tam si sice realitu trochu zjednodusime, ale vSechny
zasadni radosti a strasti paralelniho svéta pri tom okusime.

Potidime si pocita¢ s nékolika ARMovymi procesory, které
maji spole¢nou pamét. Jelikoz program je uloZen v paméti,
znamena to, ze také maji spole¢ny program. Kazdy proce-
sor ma ale svou sadu registri véetné sp a pc, takze miize
vykonavat svou ¢ast programu a mit k tomu svaj zasobnik.
Takovému usporadani se fika symetricky multi-processing
neboli SMP.

Ponékud naivni pokus

Zacneme trividlnim problémem: chceme si potidit pocitadlo
a zvysovat ho, kdykoliv v programu kteréhokoliv z proce-
sordl nastane uréitd udalost. Pojdme si tedy poridit n&jaké
misto v paméti, ulozit do néj 4-bajtové pocitadlo a zvysovat
ho nésledujici posloupnosti instrukei:

@ v rO0 oCekavame adresu pocitadla

LDR ri1, [r0]
ADD ril, #1
STR r1, [rO]

Hotovo. Co by se mohlo stat spatné? Inu, ledacos. ..

Predstavme si tfeba nasledujici scénar. V paméti je hodno-
ta 100. Procesor A si fekne, Ze pocitadlo zvysi, tak do r1
precte 100 a pficte 1. Nez stihne zapsat rl zpét do pamé-
ti, procesor B se také pokusi zvysit pocitadlo. (To se muze
stat, protoze rychlost provadéni programu zavisi na spousté
okolnosti, takze nékdy je jeden procesor rychlejsi nez dru-
hy.) Procesor B také piecte 100 a vzépéti zapise 101. Ted
se dostane ke slovu opét procesor A, ale viibec nevi, co se
mezitim stalo, takze zapise tu 101, kterou mé stale v ri.
Misto dvou zvyseni pocitadla tedy nastalo jen jedno.

Mohlo by to byt i horsi: co kdyby se hodnoty do paméti za-
pisovaly po ¢astech, napiiklad po jednotlivych bajtech? Pti
ptrechodu pocitadla z 0x0000£££ff na 0x00010000 by mohla
byt chvili v paméti hodnota 0x0001ff£f a jiny procesor by
ji mohl stihnout preéist. To se nastésti na ARMu nestane:
mame zaruceno, ze instrukce LDR a STR pracujici se spravné
zarovnanymi daty jsou takzvané atomické. To znamend, ze
vzdy provedou celou operaci najednou a ostatni procesory
ji vidi budto jesté neprovedenou, nebo uz zcela provedenou.

Exkluzivni pFistupy do paméti

Nas predchozi pokus tedy nefungoval hlavné proto, ze mezi
prectenim pocitadla a jeho zapisem zpét mohl jiny proce-
sor pocitadlo zménit. ARM nam naStésti umoziuje si této
necekané zmény pocitadla vS§imnout.

Existuje instrukce LDREX (LoaD Register EXclusive), ktera
se chovéa stejné jako LDR, ale navic si procesor zapamatuje,
7ze ma adresu, z niz se Cetlo, hlidat. Sleduje pak ostatni
procesory, jestli néktery z nich také neudélal LDREX ze stejné
adresy.

Kdyz pak misto instrukce STR pouzijeme STREX na hlidanou
adresu, zapis do paméti se provede jen tehdy, pokud k ad-
rese mezitim nikdo jiny nepfistoupil. V opacném piipadé se
dozvime, Ze se zapis nepovedl. Instrukce STREX ma proto
tfi parametry: chybovy registr (do néj se ulozi 0 v piipa-
dé uspéchu a 1 pfi neuspéchu), zdrojovy registr a cilovou
adresu v paméti.

V nasem prikladu s pocitadlem tedy muzeme zjistit, Ze se
pocitadlo béhem naseho zvySovani zménilo, a v takovém
pripadé prectenou hodnotu zahodit a pokus o zvysSeni zo-
pakovat od zacatku. Vypadat to bude takto:

@ v rO0 ocekavame adresu pocitadla

pokus:
LDREX r1, [rO]
ADD ri1, #1
STREX r2, ri1, [rO]
CMP r2, #0
BNE  pokus

Pokud bychom chtéli pfistupovat k jednotlivym bajtim ne-
bo 16-bitovym ¢islim, existuje také (LD|ST)REX(B|H). Ta-
ké mtzeme pouzit 64-bitovou variantu (LD|ST)REXD, ktera
¢te/uklada dva registry po sobé (poc¢ateéni adresa musi byt
délitelna 8).

Dodejme jesté, ze procesor umi v jeden okamzik hlidat je-
nom jednu adresu. Pokud provedeme LDREX v okamziku,
kdy uz néjaka adresa byla hlidané, predchozi hlidani se zru-
§i. Pokud se pokusime o STREX na adresu, kterd zrovna neni
hlidana, skonc¢i nedspésné. Paklize néjaky jiny procesor pii-
stupuje k hlidané adrese jinym zptisobem nez pomoci téch-
to instrukci, neni zaruceno, ze si jich hlidaci mechanismus
vSimne.

Zamky

Nékdy se hodi trochu obecnéjsi pristup: fici o néjakych da-
tech (v naSem piipadé pocitadle, ale miZe to byt tfeba celd
slozitd datova struktura), Ze s ni smi v jeden okamzik zacha-
zet nejvyse jeden procesor. K tomu se hodi poftidit si zdmek
neboli mutezr (z anglického mutual exclusion — vzajemné
vylouéeni).

Zamek je objekt, ktery ma dva stavy: odemceno a zamceno.
Na pocatku je v odemceném stavu. Chce-li néjaky procesor
pracovat s chranénymi daty, pokusi se zdmek uzamknout.
Paklize byl v tomto okamziku zamek odemceny, stane se za-
mdéenym a program hned pokrac¢uje. Az bude operace s da-
ty hotova, program zdmek odemkne a tim data zpFistupni
ostatnim procesorim. Pokud byl pii pokusu o zamykéni za-
mek uzamcen jinym procesorem, program ¢eka, dokud jiny
procesor zamek neodemkne.

Nejjednodussi forma zamku je takzvany spinlock. V paméti

bude ulozen jako 4-bajtova proménna. V odemceném stavu
v ni bude 0, v zamcéeném 1.

Zamceni spinlocku mtzeme provést atomicky pomoci LDREX
a STREX:

zamkni : @ rO = adresa zamku
LDREX r1, [rO]
CMP r1, #0
BNE  zamkni @ uZz bylo zamceno
MOV ri1, #1
STREX r2, r1, [rO0]
CMP 12, #0
BNE  zamkni @ nékdo nas predbé&hl

Odemcenti je trivialni: stac¢i do proménné zapsat nulu oby-
¢ejnym STR — nas procesor je jediny, ktery v dany okamzik
miuzZe spinlock odemykat, takze se s nikym nepredhanime.

odemkni: @ rO = adresa zamku
MOV rl, #0
STR rl, [r0]

N4&s priklad s poc¢itadlem by se tedy dal naprogramovat sty-
lem ,zamkni spinlock, zvys$ pocitadlo, odemkni spinlock®.
Program sice vyjde delsi, ale sndz se o ném premysli. Pro-
to se spousta problému se sdilenim dat mezi procesory resi
praveé pomoci zamki. Je ale potfeba dat si pozor na nékolik
véci:



® Predné nechceme zamek udrzovat zamdceny prili§ dlou-
ho — obvykle jenom na dobu néjaké elementarni operace
s daty. Jinak by totiz jednotlivé procesory vétsinu casu
travily jenom ¢ekanim na zamky.

Podobné nechceme vsechna data chranit jednim spolec-
nym zdmkem. Radé&ji si pro kazdou datovou strukturu
poridime samostatny zamek. Na druhou stranu nechce-
me zamek pridavat ke kazdé trivialité, protoze pak by
nam polovinu paméti zabraly zamky.

Nikdo nam nezarucuje, za jak dlouho se zamceni zamku
povede. Uvazujme tieba tuto situaci: mame dva proceso-
ry, které se soucasné pokouseji o zamceni téhoz spinloc-
ku. Prvni z nich provede LDREX, pak druhy také LDREX.
Obé STREX, af uz v libovolném potadi, pak nutné selzou.
Oba procesory tedy svij pokus zopakuji od zac¢atku, na-
¢ez opét selzou, a tak dale. Tento problém néas nastésti
v praxi neohrozuje, protoze provadéni programu zavisi
na spousté vnéjsich okolnosti, takze se oba procesory po
nékolika pokusech rozejdou natolik, ze uz si nebudou pre-
kazet. Exaktné dokizat to nicméné nedovedeme, aspori
s nasim primitivnim modelem procesoru.

Ukol 1 [3b]: Casto se ndm hodi dovolit nékolika proceso-
rim Cist spolecnéd data, ale nechceme do nich ani paralel-
né zapisovat, ani soucasné zapisovat a ¢ist. Naprogramujte
read-write spinlock. Ten ma 3 stavy: odemceno, zamceno
pro ¢teni a zamceno pro zapis. V kazdém okamziku musi
byt budto odemdéeny, nebo zamdeny pro ¢teni na libovolné
mnoha procesorech, pripadné zamdéeny pro zapis na pravé
jednom procesoru.

Bariéry

Ptistup ,,zamknu, modifikuji, odemknu“ se ndm sice osvéd-
¢il, ale tak, jak jsme ho popsali, by nefungoval spolehlivé.
Byl totiz zaloZeny na predstavé procesoru, ktery vykonava
instrukce pékné po poradé. Skutecny procesor ale trochu
ySvindluje“ — sice tak, aby bézici program nemohl nic po-
znat, le¢ z jinych procesori to uz poznat muze byt.

Podivejme se tfeba na tuto posloupnost instrukeci:

MOV rl, #0 Q1
STR r1l, [r0] Q 2
STR rl, [r0, #4] @ 3
LDR ri1, [r0, #8] @ 4
STR ri1, [r0] @5

Instrukce 2 a 3 uklddaji na dvé rizna mista v paméti. Kdy-
by procesor zapisy do paméti provedl v opa¢ném poradi,
program by nemohl nic poznat, protoze mezitim zadna da-
ta z paméti necte. Procesor toho mtze vyuzit, pokud mu
z néjakého divodu pfijde prohozena varianta lepsi nez pu-
vodni.

Podobné muze procesor zapis do paméti o par instrukci
posunout: program by napriklad nepoznal, kdyby se zapis
z instrukce 1 provedl az mezi instrukcemi 4 a 5. Za instruk-
ci 5 ho ale posunout nemutizeme, protoze ta zapisuje na totéz
misto v paméti.

Procesor by si nicméné mohl vSimnout, ze data zapsana
instrukei 2 jsou pfepsand instrukci 5 a mezi tim je nikdo
nepfecte. Proto by mohl zapis z instrukce 2 tplné zrusit.

Konecné v instrukci 4 ¢teme data, do kterych zadna z pred-
chozich instrukci nemuzZe zapisovat, takZze procesor muze
Cteni provést uz drive. To je také bézna optimalizace: pa-
mét je pomald, takze miize pomoci zadat ji pozadavek na

¢teni dat v predstihu, aby v okamziku, kdy data budeme
potfebovat, uz byla pfipravena.

Obecné plati, ze procesory mohou pristupy do paméti libo-
volné prehazet, dokud si jsou jisté, ze tim neovlivni chod
programu. O chodu programu na jinych procesorech oviem
nic nevédi, takze jejich ,ekvivalentni apravy® programu na-
konec mohou uskodit.

Uvazujme nasledujici program:

1. Zamkneme spinlock S
2. pocitadlo < pocitadlo + 1
3. Odemkneme spinlock S

Uvnitt operaci se spinlocky se na proménnou pocitadlo ne-
sah&, takze procesor muize presunout jeji ¢teni i zapis mimo
oblast chranénou spinlockem a tim cely nas peclivé budo-
vany mechanismus ochrany vyradit.

To je samoziejmé nanejvys nepraktické, proto existuji tak-
zvané bariéry — to jsou instrukce, pres které neni dovoleno
prehazovat nékteré typy pristupti do paméti. My si vysta-
¢ime s univerzalni bariérou, coz je instrukce DMB (Data Me-
mory Barrier). Pfes ni neni dovoleno piehodit zadné éteni
ani zapis.

V nasem prikladu bychom tedy chtéli jednu bariéru umistit
mezi kroky 1 a 2 a druhou mezi 2 a 3. To je tak Casty obrat,
7e obvykle bariéry zabudovavame pfimo do implementace
zamkl: na konec zamykani a na zacatek odemykani.

Bariéry se mohou hodit i v jinych pfipadech. Predstavte si,
ze budujete spojovy seznam néjakych polozek. Pri vklada-
ni nejprve vyplnite polozku (oby¢ejnymi neatomickymi in-
strukcemi, protoze je to mnohem jednodussi) a pak ji ato-
micky vlozite do seznamu. Tehdy ovSem hrozi, ze ostatni
procesory narazi pri ¢teni seznamu na ukazatel na novou
polozku, ale kdyz se do této polozky podivaji, jesté v ném
neuvidi spravny obsah. Proto je potfeba mezi vyplnéni po-
lozky a jeji zarazeni do seznamu pridat bariéru.

Paralelni seznamy

Ukazme si nékolik ptikladt paralelni prace se seznamy. Za-
¢néme jednoduse: poridime si vice jednosmérnych spojo-
vych seznami. Seznam bude mit hlavicku, ve které si bude
pamatovat ukazatel na prvni prvek a zamek, ktery chrani
vSechna data seznamu. Kdykoliv chceme se seznamem pro-
vést néjakou operaci, nejprve zamkneme zamek, pak pro-
vedeme operaci a nakonec zdmek odemkneme. To zaruci,
7e kazd4a operace bude korektni (procesory si nebudou na-
vzéjem prepisovat ukazatele v seznamech), a pFitom ptjde
soucasné pracovat s riznymi seznamy.

Problém nastane, pokud se pokusime atomicky prehodit pr-
vek ze seznamu A do seznamu B (atomicitou myslime, Ze
pro spravné zamykajiciho vnéjsiho pozorovatele bude v kaz-
dém okamziku tento prvek v pravé jednom seznamu). Mohli
bychom to udélat tak, ze nejprve zamkneme zamek sezna-
mu A, pak zadmek seznamu B, nacdeZ prvek pfepojime a
nakonec oba zamky odemkneme.

To je trividlni ... a Spatné. Rozbije se to, pokud se jeden
procesor bude snazit prehodit prvek z A do B a soucas-
né s tim jiny procesor néjaky jiny prvek z B do A. Prvni
procesor si stihne zamknout A a nez stihne zamknout B, za-
mkne si ho druhy procesor. Nyni prvni procesor ¢eka na B
a druhy na A, ale ani jeden z nich se nedoc¢ka odemceni. To-
muto stavu se ikd deadlock (Cesky ponékud méné elegantné
uvdznuti).



Podobné by deadlock mohl nastat, pokud by se prvni pro-
cesor pokousel prehazovat prvek z A do B, druhy z B do C
a tfeti z C' do A. Moznosti, jak se mohou véci pokazit, jsou
zkrétka nepfeberné :)

Ukol 2 [4b]: Naprogramujte atomické piehazovani prvki
mezi seznamy tak, aby nemohlo dojit k deadlockim. Sprav-
nost se pokuste dokazat.

Podivejme se jesté na dva tkoly na atomickou praci se se-
znamy. Nemusite v ném rozepisovat vSechny detaily do in-
strukei, staci dostatecné podrobny pseudokdd. Operace se
zamky, pristupy do paméti a bariéry z néj nicméné musi
byt jasné.

Ukol 3 [4b]: Naprogramujte frontu: jednosmérny spojovy
seznam, ktery si pamatuje ukazatel jak na zacatek, tak na
konec. Ma umét operace ,piidej na konec“ a ,odeber ze
zacatku“. Pritom chceme, aby prace se zacatkem a s kon-

cem mohla probihat soucasné (neni-li zrovna fronta p¥ilis
kratka).

Ukol 4 [4b]: Naprogramujte seznam pocitadel: jednosmérny
spojovy seznam dvojic (kli¢, pocet), kde v8echny klice jsou
ruzné. Ma umét dvé operace: ,zvys pocet pro dany Kkli¢ a
pokud jesté neexistovala dvojice s timto klicem, zaloz ji* a
,»,Sniz pocet pro dany kli¢ a pokud se snizil na nulu, dvojici
odstran“. Obé operace vraci novou hodnotu poc¢tu. Snazte
se, aby operace mohly probihat co nejvice paralelné.

Virtualni realita

V celém seridlu jsme se vénovali tomu, jak se programuje
v assembleru, pokud ndm do toho nikdo dalsi nemluvi. Sku-
tecnost ale byva komplikovanéjsi: na pocitac¢i obvykle bézi
vice programd, nékdy i patficich vice uzivateliim, a misto
aby se bavily pfimo s hardwarem, bdi nad nimi operacni
systém a hlida, aby se programy o hardware nepretahovaly
a navzajem si neskodily.

Fungovani operacnich systémi by vydalo na samostatny
seridl (tfeba nékdy...), ale pokusme se na zavér alespoil
par véci naznacit.

Procesory predev§im maji dva rizné rezimy: uZivatelsky a
systémovy. Po zapnuti se procesor ocitne v systémovém
rezimu a zacne vykondavat instrukce operacniho systému.
V tomto mdédu procesor neni chod programu nijak omezen.
Kdyz chce casem spustit néjaky obycejny program, nahra-
je ho na spravné misto do paméti, vyhradi mu misto na
zasobnik, nastavi pocateéni hodnoty registri a prepne se
do uzivatelského rezimu. V tom jsou nékteré véci zakazany
a je pristupnéd pouze ¢ast paméti (naptiklad obvykle nelze
primo ovladat riiznd vstupné-vystupni zafizeni poéitace).
Musi tu ale byt moznost, jak se dostat zpatky do systémo-
vého rezimu — program miize skoncit, nebo muze tfeba chtit
po operac¢nim systému, aby mu precetl néjaka data z dis-
ku. Nelze ovSem uzivatelskému programu dovolit, aby jen
tak prepnul rezim a zacal vykonavat své instrukce v sys-
témovém rezimu. Proto existuje mechanismus systémouvgch
voldni. Na ARMu existuje specidlni instrukce SVC (Super-
Visor Call), kterd pfepne do systémového rezimu a zacne
vykonavat kéd od adresy, kterou si predtim operacni systém
nastavil (v paméti, do které uzivatelsky kéd nemél pravo
zapisovat).

Casto také chceme oddélit nejen systémovou pamét od uzi-
vatelské, ale také oddélit data jednotlivych uzivatelskych
programu. K tomu se pouziva virtualizace paméti. Uziva-
telské programy pak neadresuji fyzickou pamét, nybrz se
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procesor nastavi tak, aby vSechny adresy prekladal pod-
le specidlni tabulky. Program tedy pfistupuje k néjakym
virtudlnim adresam a tabulka fika, jak se tyto adresy pre-
lozi na fyzické (pfipadné mtize byt feceno, ze néjakou ¢ast
paméti je tfeba dovoleno pouze ¢ist). Tabulku pfitom sys-
tém nastavi kazdému uzivatelskému programu jinak, takze
programy ziji ve svém virtualnim svété a o ostatnich pro-
gramech nevédi (pfipadné s nimi mohou komunikovat skrz
operaéni systém).

Uzivatelskych programi, které chceme spoustét, je mnohdy
vic, nez mé nas pocitac fyzickych procesoru. I tady nahra-
dime skute¢nost vhodnou iluzi. Systém si udrzuje libovolné
mnoho procest, které by chtély bézet. Kazdy proces méa
pridélenou néjakou pamét (a vytvorenou prekladovou ta-
bulku ze svych virtudlnich adres na fyzické), v ni mé své
instrukce, sva data a sviij zasobnik, a navic si u néj systém
pamatuje aktudlni stav registri.

Soucasti systému je pak pldnovac¢ neboli scheduler, ktery
rozhoduje, kdy ma ktery proces bézet a na kterém proce-
soru se spusti. Pokud je procest vic nez procesorti, kazdy
proces neché bézet jenom chvili, nez se budto sdm rozhodne
zastavit, nebo uplyne vhodnd doba. Pak misto néj planovac
spusti dalsi proces, pfiCemz se snazi pridélovat procesim
procesory néjak spravedlivé.

Pokud tedy chceme programovat paralelné, obvykle systé-
mu nefikame, co ma spustit na kterém procesoru, ale prosté
si pofidime vice procest se spole¢nou paméti (tém se ob-
vykle ¥ikd vldkna ¢ili threads) a nechdme planovaé, at je
rozhazuje mezi procesory, jak se mu hodi.

P1i tomto pristupu je samoziejmé dost nesikovna nase im-
plementace zamkt pomoci spinlocki — pokud zamkneme
spinlock, nacez nas planovaé¢ prerusi a spusti jiny proces,
ktery by také chtél tento spinlock, onen jiny proces porad
¢eka ve smycce na néco, ¢eho se pred dalsim preplanovanim
nemtze dockat. Misto toho by bylo lepsi, kdyby se pfi net-
spésném pokusu o zamceni zamku vzdal procesoru a nechal
se probudit az v okamziku, kdy je zamek odemcen. Tomu
se Fikd pasivni ¢ekdni (na rozdil od aktivniho u spinlocki).
Opera¢ni systém vam obvykle doda implementaci zdmki,
ktera ceka pasivné.

Ale to uz je opravdu jiny piibéh. Pojdme odemknout vSech-
ny zamky, preplanovat a spustit proces prazdniny. . .

PS: Vlakna v simulatoru

Abyste si své vytvory mohli vyzkousSet, pfidali jsme do si-
mulatoru podporu vice vlaken. Ta je aktivovana, pokud ma-
te v programu navésti ve tvaru threadcislo, napr. thread5.
Pro kazdé takovéto navésti simulator vytvori jedno vlakno,
které na zacatku skoci na dané navésti a dal vykonava kéd
od tohoto mista. Protoze jde o vldkna spravovana operac-
nim systémem, nemizeme zarucit, ze kéd pobézi soucasné a
na ruznych procesorech. Pokud vldkna pobézi kratce, muze
se napriklad stat, ze se nejdiiv provede celé prvni vlakno a

potom celé druhé.

O ukonceni vlakna se musite postarat sami, napt. skokem
na konec. Program skon¢i po dobéhnuti vSech vldken nebo
uplynuti ¢asového limitu 15 s. Vicevlaknovy méd nevypisuje
na konci automaticky obsah registrti (protoze kazdé vldkno
mé svoje registry a nebylo by to moc ptrehledné). Pokud
potfebujete néjaké ladici vypisy, mulzete si tfeba zavolat
printf.

Martin Mares



Recepty z programatorské kucharky: Teorie Cisel

Dnes si budeme povidat o riznych uzitecnych vlastnostech
celych cisel, pfedevsim o délitelnosti a kongruencich. Mohlo
by se zdat, Ze to nemé s informatikou nic spole¢ného, ale
prekvapivé v informatice zakopavame o teorii ¢isel takika
na kazdém kroku. Nékdy se jedna o hledani velkych prvo-
Cisel, jindy o rychlé nésobeni ¢isel s miliony cifer nebo o
vSudypfitomnou asymetrickou Sifru RSA.

Zacneme vyjasnénim zakladnich pojmi, postupné se pro-
kouseme kongruencemi k hledani nejvétsiho spolecného dé-
litele a Bézoutovych koeficientd, chvilku se zamyslime nad
prvocisly a nakonec si také ukazeme, jak to vSechno souvisi
s ¢inskou armédou.

Definice na uvod

Mnozinu celych ¢isel si oznac¢ime Z a kazdé jeji podmnoziné
{0,1,...,n — 1} budeme fikat Z,.

Casto nas bude zajimat délitelnost: a\b (nebo a | b) budeme
znacit, ze ¢islo a je délitelem ¢isla b (nebude-li hrozit mylka,
Cteme prosté ,a déli b“).

Pro nejvétsiho spolecného délitele dvou cisel zavedeme sym-
bol nsd(a, b). Pokud nsd(a, b) = 1, fikdme, Ze ¢isla a a b jsou
nesoudélnd, zkracené a | b. Kdyz budou naopak a a b sou-
délné, napiseme a || b. Podobné nejmensi spoleény nasobek
dvou ¢isel ozna¢ime nsn(a,b) a vSimneme si, Ze je roven

a-b/nsd(a,b).

Casto nas miize zajimat nejvétsi spolecny délitel a nejmen-
§1 spolecny nasobek vice nez dvou ¢isel. Neni tézké si roz-
myslet, ze nsd(a,b,c) = nsd(a,nsd(b,c)), nsd(a,b,c,d) =
nsd(a,nsd(b,nsd(c, d))) a obecné nsd(ay,...,a;) = nsd(ay,
nsd(ag,...,ax)). Obdobny vztah plati pro nejmensi spolec¢-
ny nasobek.

Neni-li jedno ¢islo délitelné druhym, znamena to, ze pfi
celociselném déleni vznikne zbytek: naptiklad pokud vy-
délime 23/8, dostaneme zbytek 7, protoze 23 = 8-2 + 7.
Obecné zbytkem po déleni a/b nazveme hodnotu z v rovni-
cia="b-x+ 2z, kde x je celé Cislo a z je nezaporné celé ¢islo
mensi nez b. Obvyklé programovaci jazyky mivaji takovouto
operaci zabudovanou a fikaji ji modulo. Programéatofi po-
¢itaji zbytky po déleni ¢asto néjakou konstrukci podobnou
z = a % b, zatimco matematici spise pisi z = a mod b.

Dodejme, Ze pro zadporna ¢isla uz neni definice zbytku po dé-
leni tak jednoznac¢na: v nékterych programovacich jazycich
je (=7)%3 = -1, jiné se shodnou s nas$i definici na tom,
ze vyjde 2. Pritom oba vysledky vychéazeji z jedné rovnice
a =b-x+ z. Aby méla jednoznacné feSeni, pozadovali jsme
0 < z < b. Lze na to ovSem jit i jinak: fekneme, ze x ma byt
celociselny podil a/b. Ten jde ale definovat dvéma zpisoby:
bud se zaokrouhlenim dolt (coz se shodne s nasi definici),
nebo se zaokrouhlenim k nule (to déla vétsina procesorti),
coz dé pro zdporné a zaporny zbytek. Zkuste zjistit (a vy-
svétlit), jak je to ve vasem oblibeném jazyce a co se stane,
kdyz je zaporné i ¢islo, kterym modulime.

Kongruence
Kdyz ¢isla p a ¢ davaji stejny zbytek po déleni ¢islem m,
piseme

p=q (modm)

a Cteme ,p je kongruentni s ¢ modulo m*. To plati pravé
tehdy, je-li rozdil p — ¢ délitelny m.
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Zapis kongruence tak trochu pripomina rovnici. To neni
nahoda — kongruence totiz mtizeme upravovat podobné jako
rovnice.

Soucet dvou kongruenci: Pokud a = A a b = B, pak také
plati a +b = A + B (to vSe modulo totéz m). Ze je to
pravda, nahlédneme snadno. NapiSme si a jako ng-m + 24
a ¢isla A, b, B obdobné. Pak dostaneme:

a+b=(ngm+z,)+ (np-m+2) =
= (ng +np)-m~+ (24 + 25),
A+B=(nam+za)+npm+zp)=

=(na+ng) - m+(za+25).
Protoze a = A a b = B, musi byt z, = 24 a z, = 23.
MiZeme si tedy vSimnout, Ze rozdil mezi a + b a A+ B je
((ng+np) — (na+np)) - m. To je ndsobek m, takze a+b =
A+ B.
Rozdil dvou kongruenci: Nahlédneme obdobné.

Prictent téhoz c¢isla k obéma strandm: Pokud a = A, pak
plati a + K = A + k pro libovolné k. Staci totiz pricist
evidentné platnou kongruenci k = k.

Pricteni ndsobku m k jedné strané: Z a = A plyne a+k = A
pro libovolné k, které je nisobkem modulu m. Pric¢itame
totiz kongruenci k£ = 0.

Vyndsobeni dvou kongruenci: Z a = A a b = B plyne ab =
AB. Stejné jako u soucti a rozdily, i zde staci éisla rozepsat
na soucty nasobktt m a zbytki po déleni m:

a-b=Mngm+zq) (Np-m—+2p) =
= (g np-m+Ng2p + N 2a) M+ (24 2p) =
= Za* Zb,
A-B=(nam+za)-(ng-m+zg)=
= (na'npm+na -z +np-za) m+ (24 2B)

= ZA'ZB-

Pritom opét vime, ze z, = 24 a 2, = 2B.

Vyndsobeni obou stran kongruence timitéz cislem: Pokud
a = A, plati také ax = Ax pro libovolné x. To plyne z na-
sobeni kongruenci z = .

Ekvivalentnost uprav: Bézné tpravy rovnic jsou takzvané
ekvivalentni — to znamend, Ze funguji obéma sméry, takze
feSeni rovnic ani neubiraji, ani neptidavaji. Jak je to s kon-
gruencemi? S¢itani kongruenci ekvivalentni musi byt, pro-
toze opacny smér odpovida odec¢teni kongruenci, coz vime,
ze je také korektni iprava.

U nésobeni kongruenci to uz tak jasné neni. Zkusme zjistit,
jestli je pravda, Ze z kongruence ax = Az plyne a = A. Pro
x = 0 to jisté neplati, ale co kdyz zvolime jiné z7

Vyzkousime to tfeba na nasledujicim prikladeé:
a=5 (mod 14)

Takovato kongruence ma jednoduché feseni: a je kazdé celé
Cislo, které dostaneme sectenim 5 a néjakého nasobku 14.
To se da zapsat tfeba takhle:

ac{b+k-14|keZ},
tudiz @ muze byt napiiklad 5, 19 nebo 33.

Vyzkousime nyni obé strany vynésobit. .. tfeba trojkou:

3-a=15=1 (mod 14).



Tato kongruence plati pro vSechna a, ktera po vynasobeni 3
davaji modulo 14 zbytek 1. Kdyz méame néjaké a z prvni
kongruence, je ve tvaru 5+k - 14. Vynasobime-li ho 3, dosta-
neme 15+ 3- k- 14. To je urc¢ité kongruentni s 1 modulo 14,
takze zadné Teseni jsme neztratili a po chvili uvazovani zjis-
time, Ze jsme ani zadné nepridali.

Dalsi pokus: pivodni kongruenci vynasobime misto trojky
dvojkou. Dostaneme:

2-a=10 (mod 14).

Reseni piivodni kongruence potéad sedi, ale nové kongruence
plati napfiklad i pro @ = 12. Posudte sami:

2.12=24=10414=10 (mod 14).

Ouha, najednou vynésobeni obou stran konstantou neni
ekvivalentni Gprava!

Pro¢ nam néasobeni trojkou fungovalo, ale nasobeni dvojkou
si vymysli kofeny navic? Postupné se ukazZe, Ze nasobeni k
je ekvivalentni Gprava pravé tehdy, kdyz k& L 14 (&i obecnéji
k L m, poéitdme-li modulo m).

Nez k tomu dojdeme, nejdiiv na chvili odboc¢ime k nejvét-
$im spoleénym déliteltm.
Euklidav algoritmus

Nejvéetsiho spolecného délitele dvou ¢isel mtizeme vypoci-
tat pomoci prvociselného rozkladu, ale to je pro velka cisla
velmi pomalé. Daleko lepsi je pouzit prastary Euklidav al-
goritmus. (Jmenuje se podle starovékého matematika Eukli-
da, v jehoz dile Zaklady se nachazi prvni dochovana verze.
Jedné se zfejmé o nejstarsi netrividlni algoritmus, jaky se
s drobnymi tpravami pouzivd dodnes. Dokonce je pravdé-
podobné, ze Euklidés pouze sepsal dédvno zndmy trik.)

Pojdme si odvodit, jak Euklidiv algoritmus funguje. Na-
hlédneme, Ze pro libovolnd &isla a, b (a > b) plati:

nsd(a,b) = nsd(a — b, b).

Pro¢ je to pravda? Dokézeme, Ze dvojice (a,b) a (a — b,b)
sdileji dokonce vsechny spolecné délitele, takze i toho nej-
vétsiho:

e Necht d je spoleénym délitelem ¢ a b. Plati tedy a = a’ - d,
b =1 -d pro ndjaka celd ¢isla a’ a b’. Pak ovSem miizeme
zapsat a—b jako (@' —b') - d, coz je zase délitelné ¢islem d.

e Necht naopak d je spoleénym délitelem a — b a b. Opét
zapiSeme a—b = ¢’ -d, b = V' -d aziskdme a = (a—b)+b =
(¢ +V)-d.

Euklidiv algoritmus dostane na vstupu néjaka dvé cisla
a a b a opakované od¢itd mensi z nich od vétsiho. Jak uz
vime, tato operace zachovava nejvétsiho spoleéného délitele.
Pokazdé se pritom soucet a + b zmensi, takze po konecné
mnoha krocich musime jedno z ¢isel vynulovat. Pak vime,
7e nejvétsim spoleénym délitelem je druhé z nich (plati preci
nsd(0, z) = x).

Pojdme si takhle néjakého nejvétsiho spoleéného délitele
spocitat. A abychom netroskafili, zkusme rovnou ¢isla 1518
a 945.

a b
1518 945
573 945
573 372
201 372
201 171

30 171
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Zastavme se na chvili. Ted bychom mohli pracné odecitat 30
od b, dokud bychom nenasli v b néco mensiho nez 30. Budme
trochu lini: kdyz to budeme délat dost dlouho, zbude ndm
v b zkratka zbytek po déleni b ¢islem 30. Mizeme tedy misto
odecitani modulit. Pokracujeme:

a b

30 171
30 21 = 171 mod 30
30 mod 21 =9 21
9 3=21mod9
9mod3=0 3

V a ndm zbyla 0, takZze nsd(1518,945) = 3.

Pojdme si tento postup pfevést do nadvodu pro podéitaé. Pri
implementaci Euklidova algoritmu se hodi drzet si v jedné
proménné potad to vétsi z ¢isel a a b. Navic mizeme vyuzit
toho, ze kazdym krokem algoritmu se z vétsiho ¢isla stane
mensi, takze je sta¢i prohodit a neni potieba znovu porov-
navat. (Dokonce i porovnani pied cyklem bychom si mohli
usetfit, kdyby nam nevadilo, Ze prvni prichod cyklem miize
projit ,naprazdno“.)

def Euclid(a, b):
# Prohodime, je-1li t¥eba

if b > a:
a, b =">b, a
# Zde je vzdy a >= b
while b > O:
# nsd(a % b, b) = nsd(a, b).
a=akb
a, b=">b, a
# nsd(0, a) = a.
return a

Jak rychle nas algoritmus bézi? Podivejme se, co se stane,
kdyz pustime dva kroky algoritmu na ¢isla a; a by (a1 > b1):

as = a1 mod by

by = by

a3 = as = a1 mod by
bs = be mod as = by mod (a3 mod b1) (nyni az > bs)

(nyni a2 < be)

Dokézeme, ze asz < a1/2. Rozebereme pfitom dva piipady
podle toho, jestli bylo by mensi, nebo vétsi nez aq/2:

e Pokud b; < a1/2, pak uréité plati a3 < by, a tedy i
az < ai/2. (Zde vyuzivame toho, Ze zbytek po déleni
¢ehokoliv ¢islem b; musi byt mensi nez b;.)

e V opa¢ném piipadé lezi by mezi a1/2 a aq, takze ag =
ay mod by = a; — by < ay/2. (Posledni rovnost plati,
protoze |a;/b1] = 1.)

Dokazali jsme tedy, Ze po dvou krocich algoritmu se vét-
§i z obou proménnych zmensi prinejmensim na polovinu a
opét bude vétsi. Po O(logn) krocich tedy musi vétsi pro-
ménna klesnout pod 1, ¢imz se algoritmus zastavi. Euklidav
algoritmus proto provede O(logn) elementarnich operaci.

Jak dlouho ale trva jedna elementarni operace? Pokud poci-
tame s malymi ¢isly, ktera se nasemu pocitaci vejdou do ce-
lo¢iselné proménné, zvlddneme ji v konstantnim case. Jsou-
li ovsem cisla vétsi, musime jesté zohlednit slozitost arit-
metickych operaci: porovnani ¢isel a operace modulo. Kdyz
pouzijeme moduleni pomoci $kolniho déleni, které je kvad-
ratické v poctu cifer, stravime v kazdém z O(logn) krokl



Euklidova algoritmu ¢as O(log?n). Celkova slozitost algo-
ritmu tedy vzroste na O(log®n).

Rozsifeny Eukliduv algoritmus

Prévé jsme nasli nejvétsiho spoleéného délitele d néjakych
dvou obrovskych ¢isel a a b. Jak ale presvéd¢ime svého po-
chybovacného kolegu, Ze je nas vysledek spravné? Snadno
ovéfime, Ze d déli obé ¢isla. Ale jak ukdzeme, ze zadné vétsi
¢islo uz a ani b nedéli? Piekvapivé to jde jednoduse dosvéd-
Cit: pokud pro néjaka u a v plati

a-u+bv=d,

musi d byt délitelné kazdym spole¢nym délitelem a a b, tak-
Ze 1 éislem nsd(a, b). Nemiize tedy byt mensi nez nsd(a, b).

Dobré — kde takova u a v vzit? Kupodivu snadno: trochu
upravime Euklidiv algoritmus. Nejprve ale prozradime, ze
rovnici

a-u+b-v=nsd(a,bd)
se Fikd Bézoutova identita a Cislim u a v Bézoutovy koefi-
cienty.

Dokézeme, ze spustime-li Euklidtv algoritmus na cisla a
a b, v kazdém okamziku se v proménnych a a b budou na-
chézet ¢isla tvaru a-a + 5-b (kde « a 8 jsou néjaké celd
¢isla). Na za¢atku to trividlné plati, nebof a = a a b = b,
a pokazdé, kdyz se proménné méni, bud se prohazuji, nebo
se jedna od¢itd od druhé. Obé tyto operace z vyrazi uve-
deného tvaru délaji opét vyrazy uvedeného tvaru. Takze i
koneény vysledek algoritmu, tedy nsd(a,b), musi jit zapsat
v takovém tvaru.

Algoritmus proto upravime tak, aby si stale udrzoval pro-
ménné ag, ap, B, a By a vzdy platilo

a=aaa+ Pab,
b=ap a+ By b
Ke konci algoritmu je, jak vime, b = nsd(a, b), takze ap a fp

jsou hledané Bézoutovy koeficienty. Opét si to vyzkousejme
na vypoétu nsd(1518, 945):

a Qg Ba b Qp Bo
1518 1 0 945 0 1
573 1 —1 945 0 1
573 1 -1 372 -1 2
201 2 -3 372 -1 2
201 2 -3 171 -3 5
30 5 -8 171 -3 5
30 5 -8 21 —-28 45
9 33 —53 21 —28 45

9 33 —53 3 —94 151

0 315 —506 3 —94 151

Algoritmus tedy tvrdi, Ze hledany nsd splituje rovnost

1518 -(—94) + 945 - 151 = nsd(1518,945) = 3.
Snadnym vypoctem ovéfime, Ze je to pravda. (Poznamenej-
me, ze Bézoutova identita mé nekoneéné mnoho feseni. Jak
byste nasli ta dalsi?)

Prevedme své myslenky do zdrojového kédu. Do Aa, Ba, Ab,
Bb budeme ukladat koeficienty aa, 8a, ap a Pp.
def ExtEuclid(a, b):

Aa, Ba =1, 0

Ab, Bb =0, 1

#a=1xa+0=%*D
#b=0x*xa+1xbDb

# Prohodime, je-1li t¥eba

if b > a:
a, b =">0o, a
Aa, Ab = Ab, Aa
Ba, Bb = Bb, Ba

# Zde je vzdy a >= Db

while b > O:
# OdeCteme od proménné a proménnou b
# tolikrat, kolikrat se tam vejde.
# ("/" znali celoliselné déleni)
Aa = Aa - (a/ b) * Ab
Ba = Ba - (a / b) * Bb
# nsd(a % b, b) = nsd(a, b).

a=au%b
# Prohodime
a, b =">o, a

Aa, Ab = Ab, Aa

Ba, Bb = Bb, Ba
# nsd(0, a) = a.
# Vratime také Bézoutovy koeficienty.
return (a, Aa, Ba)

Zadna operace, kterou délame s koeficienty pro promén-
né a a b, netrva asymptoticky déle nez operace modulo.
Ptidanim pocitani Bézoutovych koeficienti si tedy ¢asovou
slozitost Euklidova algoritmu nezhorsime.

ReSenti linearnich kongruenci

Bézoutovy koeficienty jsou uZitecné také k feSeni kongru-
enci. Pojdme si to na jedné kongruenci vyzkousSet.

Méme nakoupena 4 vajicka. V obchodé se vajicka prodavaji
pouze v baliccich po 6 kusech, zatimco my je skladujeme
v platech po 20 kusech. Kolik si musime koupit balick,
abychom neméli v zddném platu volno?

Prepisme si tento priklad do formy kongruence:

446-2=0 (mod 20),
¢ili
6-2=16 (mod 20).

To je totéz, jako Ze pro x a néjaké dalsi celé ¢islo y plati

6-x+20-y=16.

Ejhle, to je rovnice podobna Bézoutové identité. Kdyby na
jeji pravé strané byl nsd(6,20) = 2, byla by to pfesné Bé-
zoutova identita a rozsifeny Euklidiv algoritmus by nam
prozradil, Ze plati

6-(—3)+20-1=2.

Tim bychom méli vyfeSeno.

Jenze v nasem pfipadé je na pravé strané 8krat vic, nez by-
chom pottebovali. Tak obé strany Bézoutovy identity vy-
nasobime 8:

6-(—3)-84+20-1-8=2-8.
Resenim nasi rovnice tedy je z = —24, y = 8.

Tak hurd do obchodu nakoupit —24 balicku vajec. Coze?
Ze zaporné nemaji? Nevadi — stadi si vzpomenout, Ze jsme
puvodné pocitali modulo 20, takZe k x muZeme pricist li-
bovolny nasobek 20 a dostaneme dalsi feseni. Mtzeme tedy
jit tieba pro 16 balicki.?

Mimochodem, neni to nejmensi pocet balicki, ktery vyhovuje tloze: 6 balick by také fungovalo. Rozmyslete si, jak najit

nejmenst feSeni kongruence.
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Ted uz muzeme zformulovat obecny ndvod na feseni kon-
gruence

axr =b (mod n)

s neznamou x. Kongruenci prepiSeme do tvaru

ar —ny =>o
a ozna¢ime d = nsd(a, n). Rozlisime 3 pfipady:

e d=>... tehdy jsou hledana = a y rovna Bézoutovym
koeficientim a najdeme je rozsifenym Euklidovym algo-
ritmem.

® d\b ... pak najdeme FeSeni z’ a y’ rovnice s d na pravé
strang a polozime x =2’ -b/d ay =y -b/d.

® b neni nasobkem d ... v tomto pripadé kongruence ne-
miZze mit zadné YesSeni, nebot lev4 strana rovnice je pro
kazdé x a y délitelna d, zatimco prava strana délitelna d
nikdy neni.

Inverzni prvky modulo m

Vratme se ted zpatky z dlouhé odbocky a zkusme se znovu
zamyslet nad tim, kdy je vynésobeni obou stran kongruence
ve tvaru

x=z (mod m)
konstantou k ekvivalentni tiprava. Tak fikame tpravé, ktera
neubira ani nepiidava feseni. Uz méme dokézano, ze kdyz
r = z, tak pro kazdé k plati i k- = k- z. Takze zbyva
zajistit, aby kazdé feSeni kongruence k-xz = k-z bylo i
feSenim x = z.
Nejprve ukazeme, ze pokud k je soudélné s m, je naSe snaha
pfedem ztracend. Ozna¢me d = nsd(k,m) > 1. Vezméme
libovolnou dvojici x a z splnujici kongruenci x = z, coz je
totéZz jako x — z = 0. Nyni vytvoime novou dvojici z’ = x
a 2’ = z+m/d. Pro tu dostaneme

¥ —2=x—(z+m/d)=2—2z—m/d=—-m/d£0.

Ovsem kongruenci vynasobenou k tato nova dvojice stéle
splnuje:

kx' — k2’ = kx — k(z +m/d) = kx —kz —km/d =
=—km/d=m-(—k/d) = 0.

Dokéazali jsme tedy, ze pokud ¢islo k, kterym nasobime obé
strany kongruence, je soud€lné s modulem m, nejedna se
o ekvivalentni Upravu. Ted naopak ukdzeme, ze jsou-li k
a m nesoudélna, ekvivalentni to je.

Nahlédneme, Ze kdykoliv k& L m, existuje n&jaké ¢islo k=1 €
Zm takové, ze k- k~1 = 1. Tomuto &islu se fika inverzni pr-
vek ke k (nebo také multiplikativni invers éisla k), a pokud
jim kongruenci kx = kz vynasobime, ziskdme

E-k ' z=k-k ' 2z (modm),
coz je kyzena kongruence x = z.

Kongruenci k- k! = 1 pfitom uZ umime vyiesit — pfedcho-
zi kapitola nam Fika, Ze takové k~! existuje prévé tehdy,
je-li k L m, a Ze se d4 najit Euklidovym algoritmem. Do-
dejme jesté, ze prvkum, které maji multiplikativni invers,
se tika invertibilni prvky modulo m.

Koneéna télesa

Kdyz specialné zvolime za m néjaké prvocislo, budou vsech-
ny prvky Z,, kromé nuly invertibilni. Tim padem se Z,, bu-
de chovat dost podobné racionalnim nebo redlnym ¢isltim.
M4 s nimi napiiklad tyto spoleéné vlastnosti (sé¢itdnim a
nésobenim v pfipadé Z,, myslime operace modulo m):
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® S¢itand je asociativni a komutativni.

® Pro kazdé a plati a + 0 = a.

® Pro kazdé a existuje (—a) takové, ze a + (—a) = 0.

® Ndsobent je asociativni a komutativni.

® Pro kazdé a je a-1 = a.

e Pro kazdé nenulové a existuje a~! takové, ze a-a~"! = 1.

e Nésobeni a séitani jsou distributivni: a-(b—¢) =a-b—
a-c.

Obecnéji, mame-li libovolnou mnoZinu, miZeme v ni ozna-

¢it ,jednicku® a ,nulu® a ,pribalit“ operace s¢itani, naso-

beni, ,dej mi (—a)* a ,dej mi a=1“. Operaci piitom mys-

lime libovolnou funkci, kterd prvkiim mnoziny nebo jejich

dvojicim prifazuje prvky. Pokud navic pro nasi mnozinu

s operacemi plati vSechny vyjmenované vlastnosti, iké se

ji komutativni teleso.

Racionalni, realné i komplexni ¢isla jsou ptiklady takovych

téles a my jsme k nim pridali konecnd télesa velikosti pr-

vodisla. (Na okraj poznamenejme, Ze je znadmo, Ze vSechna

konec¢na télesa maji velikost mocniny prvocisla, coz ovSem

neznamend, ze se vzdy chovaji jako celé ¢isla modulo néja-

kym m.)

Mala Fermatova véta

S prvoéisly tizce souvisi takzvana Mald Fermatova véta. Ri-
ka, ze pokud je p prvocislo a a libovolné ¢islo od 1 do p—1,
tak
a?” ' =1 (mod p).

Tato véta ma mnoho ruznych pouziti (tfeba ve znamém
sifrovacim algoritmu RSA nebo nize v algoritmu na tes-
tovani prvociselnosti), ndm se bude pfedevsim hodit jako
dalsi zptsob invertovani ¢isel modulo prvocéislo:

a??.a=a?"'=1 (mod p),
takze aP~?2 je inverzni prvek k a.
@ Pojdme nyni Malou Fermatovu vétu dokdzat. Indukci
podle a budeme dokazovat ekvivalentni tvrzeni
a? =a (mod p).

(Jelikoz a je uréité nesoudélné s modulem p, tak uz vime,
Ze ndsobeni obou stran kongruence je ekvivalentni tprava.)

Pro a =1 je snadné vidét, ze véta plati:
a?=1"=1=1 (mod p).

Ted udélame indukéni krok. Reknéme, ze mame dokazano,
7e naSe véta plati pro néjaké a, a chceme ji dokdzat i pro
a + 1. K tomu se bude hodit znaméa Binomicka véta, ktera
tiké, ze pro kazdé redlné = a y a prirozené n plati:

n - n i, N—1i
o =3 (7)ats
i=0
pricemz (7;) je takzvané kombinacni ¢islo tvaru
n\ n-(n—-1)-mn-2)-...-(n—i+1)
i) i(i—1)-...-1 ’

majici v ¢itateli i jmenovali zlomku prave ¢ ¢lend.

Indukce po nas chee, abychom dokézali, ze (a+1)? = a. Ro-
zepiSeme tedy levou stranu kongruence pomoci Binomické

vety:
(a+1)P = (§>a0+ (‘?)al +.o.. 4 (2)#’.



Jelikoz (}) i (2) jsou rovny 1, tvoii prvni a posledni ¢len
souc¢tu dohromady a? + 1. To je podle indukéniho pfedpo-
kladu kongruentni s a.

Zbyvé tedy dokazat, ze vSechny ostatni ¢leny jsou délitel-
né p, takze se v kongruenci modulo p neprojevi. Vskutku:
pro 0 < i < p se ve zlomku definujicim (’: ) objevi p v prvo-
Ciselném rozkladu citatele, ale ne v rozkladu jmenovatele,
takZe se nemé s ¢im zkratit.

Tim je indukce hotova.
Fermatuv test prvociselnosti

Jako malou odménu za dlouhy dtkaz predvedeme, jak Ma-
lou Fermatovu vétu vyuzivat ke zjisténi, zda je néjaké ob-
rovské ¢islo n prvodislem. Jist€ bychom mohli zkouset vsech-
ny kandidaty na délitele od 2 do n — 1 (nebo chytfeji do
[v/n]), ale to by trvalo piili§ dlouho.

Radéji zkusime vybrat néjaké ndhodné a € {1,...,n—1} a
spocitat, kolik je a® ' mod n. Pro prvoéiselné n musi vyjit
jednicka, takze pokud vyjde néco jiného, usvédcili jsme n
z toho, Ze neni prvoc¢islem (aniz jsme nasli jediného délite-
le — zv14stni, ze?).

Pokud pro toto konkrétni a jednicka vyjde, samoziejmé to
neznamena, ze n je urcité prvocislo. Vyzkousime proto né-
kolik rtiznych a, a pokud test pro zddné z nich neselze, drze
prohlasime, Ze n je pravdépodobné prvodislo.

Jak moc velkd drzost to je? Pfekvapivé ne moc velka. Pro
skoro kazdé slozené ¢islo n plati, Ze alesponn polovina a-¢ek
dosvédci, ze se nejedné o prvocislo. Takze jeden pokus selze
s pravdépodobnosti nejvyse 1/2 a pokud udélame ¢ pokust,
pravdépodobnost chybného vysledku je nanejvys 1/2¢.

Jedinou vyjimku z naseho pravidla tvori takzvana Carmi-
chaelova ¢isla (nejmensi z nich je ¢éislo 561). To jsou disla,
jejichz slozenost prokazeme jen tehdy, kdyz se strefime do a
soudélného s n, a takovych a je velmi malo. Nastésti neni
Carmichaelovych ¢éisel moc (relativné k prvoéislim), takze
Fermattiv test funguje docela spolehlivé.

Existuji i damyslnéjsi testy, které se Carmichaelovymi ¢isly
obalamutit nenechaji. Jejich popis, jakoz i diikaz naseho
tvrzeni o spolehlivosti Fermatova testu, najdete v literatute
zminéné na konci kucharky.

Rychlé mocnéni

Ve Fermatové testu nebo pfi pocitani inverzi pomoci Malé
Fermatovy véty potfebujeme spoéitat a* mod m pro vel-
ké k. Pokud budeme mocninu a* poéitat ptimo podle defi-
nice, tedy jako a-a-...-a, budeme potiebovat O(k) néso-
beni, coz je prilis.

Jednoduchou fintou lze pocet operaci snizit na O(logk).
Napiiklad a'® mfizeme spoéitat jako:

Pro obecny exponent bude rychlejsi umocnovani vypadat
takto:

def FastExp(a, k):
# Nejdrive oSetfime trividlni pripady.
if k == 0: return 1
if k == 1: return a
# Kdyz je x sudé, vratime a~(k/2) * a~(k/2).
# Kdyz je x liché, vratime a * a~(k - 1).

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-5/resenil
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if k % 2 == 0:
i = FastExp(a, k / 2)
return i * i
else:
return a * FastExp(a, k - 1)

Kazdé volani FastExp pro sudé k jednou zavold FastExp
s poloviénim k a jednou vynasobi dvé ¢isla. Kdyz je k liché,
prevede se na sudé a provede se jedno vynasobeni. FastExp
tedy provede O(log k) nésobeni.

Je ale dilezité uvédomit si, ze kdybychom si neulozili vy-
sledek a*/2 do pomocné proménné i, ale rovnou vrace-
li FastExp(a, k / 2) * FastExp(a, k / 2), byl by nas
kéd stejné pomaly, jako kdybychom pocitali mocninu podle
definice!

Pro pouziti ve Fermatové testu (nebo obecné na spoéita-
ni mocniny a* mod m) staci po kazdém nasobeni vysledek
vymodulit m.

Sito na prvodisla

Uz jsme zjistili, Ze se ndAm hodi umét najit prvocisla. Kde
je ale vezmeme? Muzeme urcité zkouset jedno ¢islo po dru-
hém a pokazdé otestovat, jestli drzime prvocislo (tfeba Fer-
matovym testem nebo zkouSenim vsSech déliteli). Uz staii
Rekové ale znali algoritmus, ktery najde vsechna prvoéisla
mensi nez n efektivnéji. Rika se mu Eratosthenovo sito.

Sito funguje na docela jednoduchém principu. Budeme si
uchovévat v paméti pro kazdé ¢islo od 2 do n pfiznak, jestli
je prvodislo, nebo sloZené. Zacneme u dvojky a oznacime
vSechny nasobky 2 lezici mezi 4 a n jako slozena ¢isla. Dal-
§i prvocislo je 3. Oznacime vSechny néasobky 3 lezici od 6
do n jako slozena ¢isla. Dalsi ¢islo na fadé je 4. Kdyz jsme
ale vyskrtavali nasobky 2, vyskrtli jsme i 4. Nebudeme te-
dy provadét nic a rovnou prejdeme na 5. Takto najdeme
vsechna prvocisla od 2 do n a stihneme to rychle.

Ukazme si jesté zdrojovy kéd v Pythonu:

def Eratosthenes(n):
prvocislo = [ True ] * n

for i in range(2, n):
if prvocislo[i]:
print ("%d je prvocislo." % i)

# Nasobky prvocisla jsou slozené
j=1x%2
while j < n:
prvocislo[j] = False
A=

Jak dlouho sito pobézi? D4 se dokéazat, ze jeho ¢asova slozi-
tost ¢ini O(nloglogn), ale neni to snadné. My si zde pied-
vedeme jenom slabsi odhad O(nlogn). Zajemce o t&z8i di-
kaz mensi slozitosti odkazujeme na vzorové feseni tlohy

24-3-5.3

Sito travi ¢as O(n) hleddnim prvocisel a mezitim skrté je-
jich nasobky. Kdyz skrtame nasobky dvojky, vysSkrtneme
nejvyse n/2 &isel, kdyz skrtdme nésobky trojky, vyskrtne-
me jich nejvyse n/3, atd. Slozitost Eratosthenova sita tedy
bude shora omezena souctem

+o 442
n b - — =nNn- -.
2 3 n £


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-5/reseni

Sumé
n

=1
se Tikd n-té harmonické ¢islo a dokaZzeme o ném, ze lezi
v O(logn).

Uvazujme, o co se zvétsi Ha, oproti H,:

1 1 1
2 n—|—1+n—|—2+ +2n

To je soucet n ¢leni, z nichz kazdy je mensi nez 1/n. Cely
soucet je tedy mensi nez 1.

Zjistili jsme tedy, ze Hs, < H, + 1. Funkce, které rostou
takhle pomalu, jdou shora omezit néjakym logaritmem n,
takze H,, = O(logn).

Proto slozitost celého Eratosthenova sita ¢ini O(nlogn).
Cinska zbytkova véta

Nasledujici véta dostala své jméno po staro¢inském zpuso-
bu poéitani vojakii. Cinska arméada je velka, a kdybychom
chtéli pocitat vojaky jednoho po druhém, trvalo by to dlou-
ho. Poméhalo pry arméadu rozradit do fad o velikostech m,

ma, ..., My (soucin v8ech m; si oznacime jako M bez in-
dexu). Nékdy zbyli nezafazeni dva, nékdy tficet, nékdy se
sefadili vSichni. Tyto zbytky si oznacime 21, 22, ..., 2.

A co Cinsk4 zbytkova véta ¥ika? Tvrdi, Ze kdyz jsou viech-
na m; navzajem nesoudélné a pocet vojaku je mensi nez M,
I1ze ho ze zbytkl z; jednoznacné urcit. Kdyz naptiklad roz-
délujeme vojaky do fad velikosti 2, 3, 5, 7, 11 a 13, mizeme
zbytky z fad jednoznacné vyjadrit kazdy pocet vojakt men-
§inez2-3-5-7-11-13 = 30030.

Formalnéji feceno: Jsou-li ddna navzajem nesoud€lné priro-
zend Cislamy, ..., m, (jejichZ souin oznacime M) a zbytky
Z1, ---, Zn, Pak existuje pravé jedno Cislo x € Z); takové,
7e pro vSechna 7 je

x =z (mod m;).

A jak dokaZeme, Ze néco takového plati? Méjme 2 Cisla
a,b € Zjyr takova, ze maji stejné zbytky po déleni vSemi m;.
Ukéazeme, ze musi nutné byt stejna.

Vime, ze pro vSechna 7 plati

a=b (mod m;).

To podle definice kongruence znamena, ze rozdil a —b je dé-
litelny vSemi m;. Proto je délitelny i nejmensim spole¢nym
nasobkem vsech m;, coz ovsem diky nesoudélnosti musi byt
jejich soucdin M.

Méme tedy dvé Cisla ze Zy, jejichz rozdil je délitelny M.
To nutné znamena, ze jsou stejna.

Dokazali jsme tedy, Ze jedna sada zbytki 21, ..., 2z, odpo-
vidé jednozna¢né urcenému ¢islu x € Zjy;, ale jesté nevime,
jak bez zkouseni vsech moznosti toto x najit. Pijdeme na
to od lesa.

Nejprve se hodi vSimnout si toho, Ze kdyz secteme dvé ¢isla,
seCtou se i jejich zbytky modulo vSemi m;.

Co kdybychom nyni dokazali sehnat ¢isla @1, ..., Q, ta-
kova, ze Q); je délitelné vSemi m; kromé m; a ze Q; = 1
(mod m;)?

To by potom stacilo polozit

r=(21-Q1+22-Q2+ ...+ 2, Q) mod M.
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Vskutku: pocitdme-li  mod m;, vSechny ¢leny z; - Q; pro
j # i vyjdou nulové a Clen z; - @Q; bude roven z;. To, Ze
cely vysledek nakonec vymodulime M, na véci nic neméni,
protoze pricteni ¢i odecteni libovolného nasobku M zbytek
po déleni zadnym m; neovlivni.

Jak se ale k ¢isliim @Q; dostaneme? Cislo (; mé byt délitelné
vSemi m; kromé m;. Uvazujme tedy soucin

Si:m1' e TMyg—1 "My 7 oo "My

Ten modulo kazdé m; (j # i) da nulu, zatimco modulo m;
néjaké ¢islo r; nesoudélné s m; (nesoudélné musi byt, pro-
toze jinak by m; bylo soudélné s nékterym m;). Specidlné
to znamena, Ze r; neni 0.

Pottebujeme tedy z tohoto nenulového zbytku udélat jed-
nicku. To zafidime snadno: pofidime si 7; 1 coz bude in-
verzni prvek k r; modulo m;, a timto prvkem celé S; vyna-
sobime:

Qi=Si-ri .

Toto Q); uz mé pozadované vlastnosti: ¢; mod m; pro j # i
vyjde nulové, protoze @; je ndsobkem S;, které bylo délitel-
né m;. A modulo m; ziskdme

— -1 _ -1 _
Qi=Sir; =rior] =

,2Kouzelnd“ ¢isla Q); tedy dokédZeme sestrojit a jejich zkom-
binovénim i hledané z.

Pojdme si to ted zkusit v praxi. Chceme najit nejmensi x
takové, ze plati nasledujici kongruence:
=3 (mod 5)
=1 (mod?9)
x=14 (mod 16)
Spocitame si nejdiive M a vSechna S;:
M =5-9-16 = 720,
S1=9-16 = 144,
Sy =5-16 = 80,
S3=5-9=45.
Ted zjistime, kolik vychazi kazdé S; modulo m; a uréime
piislusné multiplikativni inverze (napfiklad pomoci rozsite-
ného Euklidova algoritmu):
r1 = 144 mod 5 = 4,
ro = 80 mod 9 = 8,
r3 = 45 mod 16 = 13,
ri'=4 (4-4mod5=1),
r;' =8 (8-8mod9=1),
rz' =5 (13-5mod 16 = 1).

Z toho vypocteme @; jako S; - ri_lz

Q1 =S;-r;' =144-4 = 576,
Qs = Sy 7yt =80-8 = 640,
Qs = S3-ry' =45-5 = 225.

Nakonec sec¢teme prislusné nasobky @Q; a zjistime x:
x=3-576+1-640+ 14-225 = 5518 = 478 (mod 720).
Vysledek opravdu vypada spravné:
x =478 =34+ (5-95) =1+ (9-53) = 14 + (16 - 29).



Par slov na zavér

Douféame, Ze se vam nase povidani o teorii ¢isel libilo a Ze
jste poznali, Ze i tak zakladni objekty, jako jsou celd cisla,
maji spousty zajimavych vlastnosti.

Prejete-li si dozvédét se vice o prvociselnych testech nebo
o RSA, muZzeme navrhnout ke studiu textik Algoritmy oko-
lo teorie ¢isel* od jednoho z autort kuchaiky. Dikladny
rozbor Eratosthenova sita a jiné zajimavosti o prvocislech

http://mj.ucw.cz/papers/numth.pdf]
5 http://mj.ucw.cz/papers/bert .pdi]
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najdete v ¢lanku T¥ véty o prvocislech® od tého autora.

S teorii ¢isel také souvisi algebra, kterd zobectiuje rizné
poznatky na libovolné mnoziny opatiené néjakymi opera-
cemi (napiiklad télesa). Méte-li o ni zdjem, mohla by vam
pomoci naptiklad skripta Zdklady algebry od Davida Sta-
novského.

Kuchatku pro vas namichali

Michal Pokorny a Martin Mares


http://mj.ucw.cz/papers/numth.pdf
http://mj.ucw.cz/papers/bert.pdf
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