Na&s zamér bude nasledujici: vytvofime si pomocny graf P,
ktery pak pfedhodime nasi ¢erné skiiiice schopné fesit pro-
blém piepravy ovoce. Vytvofime jeden druh ovoce za kaz-
dy vrchol grafu G. Nasim cilem bude vyrobit takové P,
aby ze startu do cile Sly pfepravit pouze mnoziny ovoce
odpovidajici nezavislym mnozindm v puvodnim grafu, te-
dy v8echny mnoziny vrchold, které mtizeme obarvit stejnou
barvou. Krabicka ndm pak spo¢itd né&jaké rozdéleni ovoce
mezi co nejméné sluzebniki takové, ze kazdy sluzebnik do
cile dopravi mnozinu ovoce obarvitelného stejnou barvou.
Jinymi slovy ndm spocita pravé obarveni ptuvodniho grafu
co nejméné barvami.

Jak ale sestavit P? Vytvofime dlouhy fetéz, ktery bude po-
stupné kontrolovat, zda sluzebnik nenese dva kusy ovoce
spojené hranou. Konkrétné bude sestavat z M + 1 vrchold,
kde M je pocet hran grafu G, a mezi kazdymi sousedni-
mi vrcholy povede zleva doprava orientovanad dvojice hran
(pokud se vadm nelibi, Ze mame mezi jednou dvojici vrcholt
vice hran, muzete si predstavit, Ze hrany veprostied roz-
délime pomocnymi vrcholy). Jedna z hran bude povolovat
prichod se v8emi druhy ovoce kromé ovoce u, druha bude
obdobné povolovat vSechny druhy ovoce kromé v, kde v a v
jsou néjaké dva vrcholy spojené v G hranou. Tak donuti-
me sluzebnika, aby si jednu z hran vybral, a tudiz jeden
ze dvou kust ovoce zahodil. Kdyz takovéto rozcesti prida-
me pro vSechny hrany grafu G, zaru¢ime, ze do cile se lze
dostat pravé s néjakou nezavislou mnozinou.

Graf P m4 jisté polynomidlni velikost a v polynomidlnim
case ho dokazeme vytvorit. Poté ho pfedame krabic¢ce na
feSeni problému pfenosu ovoce spolu s k, které jsme obdr-
zeli na vstupu, a dostaneme vysledek. Tim jsme ukézali, Ze
problém pienosu ovoce je A'P-tiplny.

Risa Hladik

31-4-5 Déleni kralovstvi

Zlomek h/k, ktery mame spocitat, si s dovolenim piejme-
nujeme na a/b. Nejprve vypiSeme celou ¢ast: to je |a/b).
Citatele pak nahradime zbytkem o’ = @ mod b a pustime
se do vypisovani desetinné casti.

Zalovime v hlubinidch nasi mysli a vytdhneme algoritmus
na déleni ¢isel na papife, ktery nas kdysi ucili ve skole. Jak
funguje? Udrzuje si aktudlni zbytek z, coZ je na zacatku a’.
V kazdém kroku pfipise ke zbytku nasledujici ¢islici — to
je v nasem piipadé vzdy 0, takze zbytek nasobime 10. Po-
té zbytek vydélime b: dostaneme podil, coz je dalsi ¢islice
vysledku, a novy zbytek.

Pokud dostaneme zbytek 0, skon¢ime. Jinak se zbytky nut-
né zafnou opakovat a tim padem i &islice vysledku. (Vé-
nujeme chvili pfemysleni tomu, pro¢ nemohou byt ¢islice
periodické difv, nez se za¢nou opakovat zbytky...)

Tato myslenka staci na Feseni, které je rychlé, ale spotfebuje
spoustu paméti (tedy Feseni tilohy 31-Z2-4). Pouzijeme dva
prichody: prvni prichod sleduje, které zbytky se uz obje-
vily. Jakmile se néjaky zbytek z zopakuje, pustime se do

druhého prichodu. Ten déli znovu od zacatku, ale uz vypi-
suje Cislice. KdyZ poprvé narazi na zbytek z, ohlasi zacatek
periody. KdyZz na néj narazi podruhé, oznami konec periody
a zastavi se. Druhy prichod jsme stihli v ¢ase O(N), kde
N je délka vystupu, a stacila ndm konstantni pamét. Prv-
ni potieboval O(b) paméti na tabulku spatienych zbytka a
stejné mnozstvi Casu na jeji inicializaci a nalezeni zopako-
vaného zbytku.

Optimalni FeSeni ponecha druhy prichod tohoto algoritmu
a prvni predéld, aby nepotfeboval tolik ¢asu a paméti.
Predstavme si graf, jehoz vrcholy jsou mozné zbytky a hra-
na vede vzdy ze zbytku z do (10z) mod b. N4&§ algoritmus
vyrazi z vrcholu @’ po hranich. Zastavi se, kdyz se poprvé
zopakuje vrchol. Cast grafu, kterou jsme prosli, vypada ja-
ko cesta, na kterou navazuje kruznice. Cili takové ,kolecko
s ocaskem“. Kolecko odpovida periodé, ocasek predperio-
dé, dohromady obsahuji pfesné N vrcholu. Staci tedy najit
vrchol, v némz se ocasek napojuje na kolecko, a muzeme
spustit druhy prichod.

Zkusme do grafu vypustit Zelvu a zajice. Zelva zatne ve
vrcholu @’ a kazdym krokem se posune po jedné hrané. Zajic
zaCne tamtéz, ale bézi rychleji: za jeden krok se posune
po dvou hranach. UkéZeme, Ze po nejvySe 2NN krocich se
potkaji a Ze to bude nékde na kolecku (to je jednoduché:
na océsku je zajic vzdy pred Zelvou). Nejprve je nechame
bézet N kroku. Pokud se jesté nepotkali, jsou uz v tomto
okamziku urcité nékde na kolecku. Oznac¢me d, o kolik hran
je zelva pred zajicem. Toto d je nejvyse N a kazdym dalsim
krokem se zmensuje o 1. Po nejvyse N dalsich krocich tedy
musi zajic zelvu dohonit.

Nasli jsme tedy néjaky vrchol v, ktery lezi na kolecku, ale
nejspis to neni ten spravny, kde se napojuje ocasek. Pokra-
¢ujeme dal. Zajice nechdme odpocinout (vSak toho nabéhal
dvakrat tolik), Zelvu nechdme jit dal. Soucasné ale vypus-
time ze startovniho vrcholu korytnacku, kterd se pohybuje
stejné rychle jako zelva. Pockame stejny pocet kroki, jak
dlouho nam prve trvalo setkat se ve v, a vS§imneme si, ze
zelva s korytnackou se pravé musely potkat. Vskutku: zelva
Sla dvakrat déle nez predtim, takze urazila stejnou vzdale-
nost, jako pfedtim zajic. A korytnacka nachodila stejné,
jako predtim Zelva. Jenze Zelva i korytnacka jdou stejnou
rychlosti, takze se mohly potkat jediné ve vrcholu, do kte-
rého vedou dvé hrany, a takovy je jenom jeden — napojeni
ocasku na kolecko.

Simulace Zelvy, zajice a korytnacky trvd O(N) Casu a staci
si pamatovat dvé pocitadla kroki a aktualni polohu vsech

t¥ zviratek. Na to nam vystac¢i konstantni pamét.

Pro tplnost jesté dodejme, ze konstantni paméti lze také
dosdhnout rtznymi zpusoby zaloZenymi na bindrnim vy-
hledavani. Ty jednodussi z nich mivaji ¢asovou slozitost
O(N log N), chytfejsi ji zlepsuji na O(N).

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-4-5.c

Martin ,Medvéd“ Mares
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Mili Tesitelé, Tesitelky a Tesiteléata!

Pravé drzite v rukou letdk s fesenimi aloh étvrté série. Pojdte se podivat, jak se daly fesit tlohy,

které jsme si na vas vymysleli.

Pripominame, Ze od letoska jsou FeSeni kazdé série rozdélena na dvé casti: na samotnd autorska
feSeni, kterd vydavame brzy po terminu série a jejichz t¥eti varku najdete v tomto letdku, a na
komentéte k doslym Fesenim, kterda vydavame az po opraveni vasich FeSeni.

Pokud se vam cokoliv nezda nebo mate néjaky dotaz, nevahejte se ozvat na nasem féru nebo emailem

na znamou adresu.

Vzorova fesSeni étvrté série tficatého prvniho roéniku KSP

31-4-1 Kouzelné zrcadlo

Posloupnosti osob vlastné reprezentuji pole sefazené podle
néjakého kritéria.

Protoze jsou posloupnosti setfidéné, da se aplikovat slévaci
princip z Mergesortu (pro osvéZeni paméti se miizete po-
divat do nasi kuchatky o tiidéni).! Je ale zbytecné slévat
celé seznamy, protoze se staci zastavit po urceni k-té osoby.
A navic neni t¥eba nikam uklddat cely slity seznam.

Co se tedy da udélat, je zacit porovnavat osoby ze zacat-
ku obou posloupnosti. Pak se v seznamu s krasnéjsi oso-
bou v porovnavané dvojici budeme opakované posunovat
na nasledujici osobu. Timto zptisobem se po k — 1 krocich
dosdhne dvojice takové, Ze o obou osobéach v ni umime ¥ici,
ze je krasnéjsi nez k — 1 jinych osob a ve své posloupnosti
je prvni takové. Z této dvojice vybereme krasnéjsi osobu.

Toto neni zrovna prili§ efektivni, protoze se provede okolo
k porovnani.

Se setfidénymi seznamy se da délat ale jesté néco: Binarné
v nich vyhledavat. Co kdyby se pomoci tohoto zefektiv-
nil predchozi pristup, kdyz nas nezajima vzajemné poradi
prvnich k& — 1 nejkrasnéjsich?

Srovname-li i-té osoby obou posloupnosti (ozna¢me je X
a Y), ukdzeme o té krasnéjsi z nich, Ze patfi mezi prvnich
2i — 1, stejné jako vSechny osoby v posloupnosti pied ni.
Bude-li napfiklad krasnéjsi X nez Y, vime, ze X je krasnéjsi
nez vSechny osoby za X ve stejném seznamu, nez Y a nez
vSechny osoby za Y. Osob pied X je jen i—1 a osob pied Y’
také jen i — 1. X je tedy v krase na pozici nejvyse 2i — 1.
Osoby v seznamu pfed X jsou krésnéjsi nez X, proto je
jejich pozice jesté lepsi. Tedy je-li 2 — 1 < k, prvnimi ¢
osobami jedné posloupnosti uz se nemusime dale zaobirat.
Miuzeme si pak predstavit, ze takovd posloupnost vlastné
za¢ina az indexem 7 + 1.

Takto ziskdme rekurzivni algoritmus: Chceme-li k-tou oso-
bu, porovnanim i-tych osob vyfadime prvnich i v jedné po-
sloupnosti a pak budeme rekurzivné fesit problém nalezeni
(k—1)-té osoby. P¥i volbé i jako p¥iblizné jedné poloviny k se
v kazdé fazi rekurze podafi snizit k na pil. Ziskdme potom
slozitost O(log k).

Rekurzivni volani tedy dostava tii parametry: kolik osob

bylo vyfazeno ze zac¢atku obou posloupnosti a potradi hle-
dané osoby. Vyhledavani i-té osoby ve zkraceném seznamu

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni

se provede jako vyhledani pozice i plus pocet vyfazenych
osob ze seznamu, a to v puvodnim seznamu bez vyfazeni.

Jesté zbyva vytesit, co délat, pokud néktery seznam neni
dost dlouhy, ¢ili zbyva v ném méné nez k/2 prvka. (Ziejmé
pokud v obou zbyva méné nez k/2 prvki, feSeni neexistu-
je.) V takovém piipadé porovname prvek v poloviné krat-
kého seznamu s (k/2)-tym prvkem v druhém seznamu. Tak
zkratime bud jeden seznam na polovinu, nebo snizime &k na
polovinu. Pokud se jeden seznam podaii zkratit na 0 prvki,
v druhém uz vysledek najdeme pouze podivanim se na je-
den index. Kazdopadné po 3log k operacich by musely byt
oba seznamy prazdné a k = 0, tudiz vice porovnéani urcité
provedeno nebude.

Zajimavé muze byt, Ze na celkovém poctu osob slozitost
algoritmu vibec nezavisi.

Jiri Skrobdnek

31-4-2 Stromy na mytince

Jak pozname, ze jsou dva stromy izomorfni? Podle zadani
musi mit oba stejny tvar véetné zachovani poradi jednotli-
vych synt vrcholu. Mohli bychom tedy projit oba stromy
soucasné do hloubky a celou dobu kontrolovat, ze se — az
na ¢isla vrcholit — v niem nelisi.

Jenze jedno takové porovnani dvou stromt 7; a T; ndm
zabere ¢as O(min(N;, N;)), kde Ny, je pocet vrcholi stromu
T},. My vSak mame na vstupu S stromt a v krajnim pfipadé,
kdy zadné dva nejsou stejné, bychom museli porovnavat
kazdy s kazdym. Pokud by vSechny stromy byly piiblizné
stejné velké a obsahovaly by fadové N vrcholi, dostaneme
tim Fefeni se slozitosti O(S?N).

MiZe nas napadnout, Ze to asi nebude nejrychlejsi zpisob.
Kazdy strom projdeme az S — 1 krat, ale pfitom vSechny
prichody jednoho stromu budou probihat vzdy naprosto
stejné. Algoritmus by tak travil ¢as opakované tou samou
¢innosti.

Zkusme udélat krok stranou. Misto toho, abychom strom
prochéazeli vzdy znovu, jej projdeme jen jednou a vse du-
lezité o pruchodu si zaznamename do jednoho textového
fetézce. Tento Fetézec pak bude jednoznacéné kédovat tvar
stromu. Pokud nés pak bude zajimat, zda jsou dva stromy
izomorfni, bude nadm stacit porovnat jen tyto Fetézce.

Mozné se vam ted zda, Ze jsme si pfece nijak nepomohli.
Takovy fetézec bude mit délku fadové stejnou jako pocet



vrcholit ptivodniho stromu. Takze porovnani dvou fetézct
bude trvat stejné dlouho, jako porovnéani dvou stromii. To
je sice pravda, ale Fetézce maji jednodussi strukturu oproti
ptivodnim stromtim, takZe je budeme schopni porovnavat

vSechny najednou, a tim i efektivnéji.
Kédovani stromu Fetézcem

Jaké jsou nase pozadavky na kédovéani stromi? Potfebuje-
me, aby vSechny izomorfni stromy byly zdkédovany pomoci
stejného Fetézce. A naopak, aby jeden fetézec nemohl ké-
dovat dva neizomorfni stromy. Druhou podminku splnime
snadno tim, ze bude existovat jednoznacny zptsob, jak z fe-
tézce sestavit ptivodni tvar stromu.

Funkénich kédovani je celd fada. Naptiklad mtuzeme projit
strom do hloubky (s tim, Ze vSechny syny projdeme vzdy ve
spravném poradi zleva doprava) a cestou si znacit komplet-
né vse, co potkame. Jen toho nesmime zaznamenavat prilis
— potfebujeme, aby délka fetézce byla linearni. Pokud by-
chom do fetézce ukladali ¢isla, muze se ndm snadno stat,
7e bude mit délku fadové N log N.

My si v této tloze vystacime s velmi jednoduchou reprezen-
taci: Budeme si znacit jen kazdy pfesun po hrané — tfeba
pismenem D vzdy, kdyZ pijdeme doli smérem k listtim, a
N, kdyz se budeme vracet.

Napftiklad strom T) ze zadéani by byl kédovany fetézcem
DDNDNDNNDN, 7% DNDDNDNDNN a stromy 73 a 7 DDNNDN.
Retézce kéduji stromy jednoznaéng; schvalné si zkuste né-
jaky zrekonstruovat. Pokud je v fetézci znak D, vytvorime
novou hranu (v dobé vzniku nejpravéjsi) z aktualniho vr-
cholu a pfesuneme se po ni do nového vrcholu. Naopak znak
N nas pfesune o jednu hranu smérem k otci, ktery je v za-
kofenéném stromé uréen jednoznacné.

Jesté poznamenejme, Ze toto kddovani zaznamenava pouze
hrany, a neumi proto odlisit graf prazdny (bez vrcholu) a
jednovrcholovy (samostatny kofen). Pokud mé nase feSeni
spravné fungovat i na prézdné grafy, musime toto néjak
osetiit.

Napftiklad si ke kazdému stromu muzeme pfimyslet jesté
yhadkofen“ — novy vrchol, ze kterého teprve povede hrana
do opravdového korfene ptvodniho stromu. Ptivodni jedno-
vrcholovy strom by potom byl reprezentovan pomoci fe-
tézce DN a prazdny graf by mél prazdny fetézec. A vSem
ostatnim strom@im by se na zacatek Fetézce pfidalo D a na
konec N.

Kazdy strom T; zvladneme projit a zakédovat v éase O(N;)
a vygenerujeme pro néj fetézec dlouhy 2N; znaku.

Déleni Fetézci na hromadky

Zbyvéa nam vyfesit posledni ¢ast: jak rozdélit vSechny fe-
tézce na hroméadky? Pokud jste v neddvné dobé éetli na-
§i kuchatku o hledani v textu,? uréité si na funkéni feseni
vzpomenete. Pouzijeme §ikovnou datovou strukturu zvanou
trie, neboli ,pismenkovy strom“.

Jednotlivé Fetézce jsou v trii reprezentovany pomoci cest
z kofene doli, pficemz v kazdém patie se strom vétvi podle
toho, jaky znak v Fetézcich nasleduje. V nasem piipadé méa-
me jen dva znaky N a D, takze trie bude binarni zakofenény
strom s odliSenym pravym a levym synem.

Kazdy fetézec do trie vlozime snadno v ¢ase linearnim s jeho
délkou. Zac¢neme slovo v trii hledat prochazenim od kofene
a pokud néktery vrchol jesté nebude existovat, jednoduse

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-textu
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si jej vytvofime. Na koncich Fetézcii si chceme poznacit,
které fetézce v daném vrcholu trie konéi. Protoze jich mtize
kon¢it vice, mizeme pouzit napfiklad spojové seznamy.

Po pfidani vsech fetézcl do trie budou jednotlivé spojové
seznamy odpovidat pravé hledanym hromadkam.

Celkova ¢asova slozitost bude linedrni se souétem velikos-
ti vSech stromt na vstupu, tedy pro podobné velké stro-
my s N vrcholy dostaneme O(SN), takZe jsme pivodni
feSeni zlepsili. Obecné bychom slozitost mohli zapsat jako
O(ZL Vo).

Na zavér poznamenejme, ze misto trie bychom mohli pouzit
také heSovani. Pak bychom ale méli stejnou ¢asovou slozi-
tost slibenou jen v primérném piipadé a museli bychom si
dét praci se spravnym vybérem heSovaci funkce.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-4-2.c

Jenda Hadrava

31-4-3 Nejvic spanku

V tloze chceme vybrat z nékolika intervali takovou pod-
mnozinu, ve které je soucet délek intervali co nejvétsi, ale
zaroven se zadné neptrekryvaji. Nabizi se nam grafovy po-
hled na tulohu: kazdy zacatek ¢i konec intervalu je vrchol,
ktery si mizeme predstavit jako bod na casové ose, kaz-
dy interval je orientovand hrana mezi jeho krajnimi vrcho-
ly ohodnocena dobou, kterou Snéhurka v tomto intervalu
naspi, tedy jeho délkou. Protoze vybrand mnozina miize
byt takova, Ze na sebe intervaly nemusi nutné navazovat,
vytvofime také hrany mezi sousednimi vrcholy na ¢asové
ose, které ohodnotime hodnotou 0. Tyto hrany reprezentuji
dobu, kdy je Snéhurka vzhiru a ¢ekd na uvolnéni néjaké
postele.

V takovém grafu bude feSeni tlohy odpovidat nejdelsi moz-
né cesté mezi poc¢ateénim a koncovym vrcholem, coz budou
vrcholy reprezentujici néjaky nejlevéjsi levy a nejpravejsi
pravy konec intervalu.

Hledani nejdelsi cesty v obecném grafu je tézké, nicméné
muzeme si vSimnout, ze nas graf nikdy nebude obsahovat
cykly (Snéhurka neumi cestovat zpét ¢asem), a jedna se
tedy o orientovany acyklicky graf - DAG (directed acyclic
graph). V takovém grafu uz nejdelsi cestu najit umime.

Hledani nejdelsi cesty

Jako trivialni algoritmus se nam nabizi oby¢ejné rekurziv-
ni prohledévani do hloubky, které spustime z pocatecniho
vrcholu. Toto FeSeni sice najde nejdelsi cestu, ale provede
to vyzkouSenim vSech moznych cest, kterych mize byt az
exponencialné mnoho.

Vsimnéme si, Ze tato rekurze spoustu prace déla zbytec-
né porad dokola: pokazdé, kdyz prijde k néjakému vrcholu,
rekurzivné spocité nejdelsi cestu z tohoto vrcholu do konco-
vého, i kdyz tento vypocet zlistava stejny, at uz se rekurze
k tomuto vrcholu dostala jakkoliv. Tuto hodnotu si tedy
muZeme u kazdého vrcholu pamatovat. P¥i prvnim dotazu
na nejdelsi cestu z daného vrcholu do cile ji spocitame, pii

kazdém pristim dotazu uz rovnou vratime tuto hodnotu.

A aby se nam algoritmus lépe analyzoval, provedeme jes-
té jeden trik — uplné se zbavime rekurze. Jelikoz se jedna
o DAG, vSechny hrany, po kterych se mizeme z né&jakého

vrcholu pfi rekurzi vydat, vedou jen dopfedu. Pokud bu-
deme vrcholy vyhodnocovat od posledniho k prvnimu, tak
vSechny vrcholy, na které se musime podivat pro spoc¢itani
nejdelsi cesty z néjakého konkrétniho vrcholu, uz budou mit
svou hodnotu pfipravenou a nikdy nebude potieba na nich
rekurzivné spoustét vypocet.

Jak to bude rychlé? Pro kazdy vrchol grafu néco provadi-
me a kazdou hranu zpracujeme pravé jednou, pokud si tedy
pocet vrcholu grafu oznacime v a pocet hran e, dostavame
Gasovou slozitost O(v + e). Pozor, tato slozitost pfedpokla-
da, ze uz ndm graf nékdo dopfedu pfipravil, coz u této ilohy
neplati.

Stavba DAGu

Jesté ale musime graf sestrojit, a to do podoby seznamu

z okamzikl projdeme vSechny intervaly, které v ném za-
¢inaji, coz odpovidd odchozim hrandm DAGu, a pocitani
maxima hodnoty soucasného a ptredchoziho okamziku od-
povidd hrandm v DAGu, které spojuji sousedni vrcholy.
Celkova Casova slozitost je stale O(nlogn), indexy ¢aso-
vych okamzikl v setfizeném poli opét hleddme bindrnim
vyhledavanim.

Vlastné je to opét algoritmus, ktery v DAGu hled4 nejdelsi
cestu, ovSem trochu jiny nez ten, ktery jsme pouzili u gra-
fového feSeni.
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sousedil, kde si pro kazdy vrchol grafu pamatujeme, do kte-
rych vrchold z néj vede hrana a jak je ohodnocena.

Vrcholy grafu jsou pravé a levé konce intervali, ty ale mo-
hou mit vSelijaké arbitrarni hodnoty, takze abychom uméli
rychle seznamy sousedu vytvofit, potFebujeme si krajni bo-
dy intervalt néjak Sikovné precislovat. Staci, kdyz je uspo-
fadame od nejlevéjsiho po nejpravéjsi a jako ¢islo vrcholu
pouzijeme index v tomto usporadani. Toto usporadani je
potieba také k tomu, abychom uméli vrcholy pfi hledani
nejdelsi cesty v DAGu projit ve spravném pofadi, tedy od
konce k zacatku.

Pro kazdy interval na vstupu pridame hranu z vrcholu od-
povidajiciho jeho levému konci, ktera povede do jeho pra-
vého konce a bude ohodnocena jeho délkou. Cisla téchto
vrcholi budou indexy v uspofddaném poli krajnich bodi
v8ech intervali a mizeme je efektivné najit pomoci binar-
niho vyhledavani ¢i heSovani.

Pro vytvoreni grafu potfebujeme v ¢ase O(nlogn) provést
tiidéni a néasledné zpracovat vsech n intervalti, kde pro kaz-
dy provedeme dvé bindrni vyhledavani v O(logn), a nésled-
né spustime hleddni nejdelsi cesty, které sebéhne v O(n),
protoze vrcholi i hran je fadové tolik, kolik je intervali.
Celkova ¢asova slozitost je tedy O(nlogn).

Bez grafu

I kdyZ se nad grafem hezky premysli, k feSeni ho viibec ne-
musime konstruovat. Uloha lze Fesit tak, Ze pro kazdy ¢a-
sovy okamzik spocitame, kolik nejvice jednotek ¢asu muze
Snéhurka spat od pocatku po dany okamzik. Pocet téchto
wCasovych okamziki“ mize byt arbitrarni a mnohem vétsi,
nez je velikost vstupu, vS§imneme si ale, Ze s touto hodnotou
se bude néco dit pouze na hranicich intervalt ze vstupu.

Pro kazdy z téchto zajimavych okamzika (kterych bude nej-
vySe 2n) si budeme pamatovat, kolik nejvice ¢asu lze do
tohoto okamziku spat. Poc¢ate¢ni hodnota této veli¢iny bu-
de 0. Postupné okamziky projdeme od nejdrivéjsiho. Pro
kazdy se jednak podivame, jestli jeho hodnota neni mensi
nez hodnota pfedchoziho okamziku, a pokud ano, tak jeho
hodnotu hodnotou predchoziho okamziku nahradime. Déle
pro kazdy interval, ktery v tomto okamziku za¢ind, zapi-
seme do jeho koncového okamziku soucet délky intervalu a
naspaného ¢asu pro aktudlni okamzik, ovSem pouze tehdy,
pokud je tento soucet vétsi nez hodnota, kterd v koncovém
okamziku uz je.

Vsimnéme si, Ze toto alternativni FeSeni déla néco velmi
podobného jako grafové feSeni. Stdle potfebujeme setfidit
hranice intervalti, tentokrat kvuli nalezeni zajimavych ¢a-
sovych okamzikd, které odpovidaji vrcholim. Pro kazdy

31-4-4 Otravené ovoce

Predné bychom se vam chtéli omluvit za nechtény podraz
v zadani. Problém s pfevazenim ovoce v té podobé, jak jsme
ho formulovali, neni rozhodovaci, nebot odpovéd neni ANO
nebo NE, nybrz ¢islo oznacujici minimélni potfebny pocet
sluzebniki. Nastésti ho ale na rozhodovaci problém mizeme
prirozené prevést: budeme odpovidat na otazku, zda pro
dané k uz k sluzebniki dokéze ovoce prepravit. Rozmyslete
si, ze ptivodni a novy problém jsou v néjakém smyslu stejné
tézké, protoze pomoci polynomialné mnoha volani FeSeni
jednoho problému dokdZeme vyftesit ten druhy a naopak
(ndpovéda: k miZeme bindrné vyhledat). Ve zbytku feSeni
se tedy budeme snazit dokézat, Ze i tato rozhodovaci verze
je N'P-tpln4.

Zadani bylo nepfesné jesté v jedné véci: neni jasné, zda
mame od kazdého druhu ovoce jen jediny kus, nebo zda
muzeme jeden druh dat do kosiku nékolika sluzebniktm.
Ukazuje se vsak, ze na tom vibec nezélezi: Pokud mame
néjaky rozpis cest a rozdéleni ovoce ve verzi s vice kusy na
druh, dokaZeme z néj vyrobit feseni ve verzi s jednim ku-
sem: spocitame si pro kazdého sluzebnika, které kusy do-
opravdy donese do chaloupky a které mu cestou vezmou,
a kazdy druh ovoce dame libovolnému sluzebnikovi, ktery
ho dokaze donést do chaloupky (a vSem ostatnim ho ,vyn-
dédme*). Obé verze jsou tedy stejné tézké. Ve zbytku FeSeni
budeme pracovat s verzi s jednim kusem ovoce na druh.

Ted uz k samotnému feseni: K tomu, aby byl n4s problém
NP-tplny, je potieba, aby lezel v NP a zaroveil na néj
byl prevoditelny néjaky jiny NP-tplny problém. Prvni ¢ast
dokézeme snadno: sta¢i jako certifikat zvolit pFifazeni ovoce
jednotlivych sluhti a popis jejich cest. Takovy certifikdt ma
jisté polynomialni velikost a také ho v polynomialnim case
zvladneme ovérit: staci si pro kazdého sluhu ovérit, ze mu
cestou zadné ovoce neseberou.

Zbyva prevést néjaky jiny NP-tplny problém na problém
prepravy ovoce. PopiSeme pievod 3-obarvitelnosti grafu na
nas problém, respektive dokonce k-obarvitelnosti, kde & je
to samé k jako to, co jsme dostali na vstupu (muZete si
rozmyslet, Ze to je také N'P-tplny problém). Existuji vSak
pfimocaré pievody i z dalSich problému, napiiklad ze 3-
SATu.

Zacneme jednoduchym pozorovanim: mame-li néjaky graf
G obarveny k barvami a vezmeme-li libovolnou mnozinu
vrchold stejné barvy, je tato mnozina nezéavisla, tedy mezi
zédnymi dvéma vrcholy nevede hrana. A naopak, dokdZeme-
li G rozdélit na k nezavislych mnozin, umime ho uz snadno
obarvit k£ barvami — jednoduse ddme vSem vrcholim ze stej-
né mnoziny stejnou barvu.



