
N
áš
zám
ěr
bude

následující:
vytvořím

e
si
p
om
ocný

graf
P
,

který
pak
předhodím

e
naší

černé
skříňce

schopné
řešit

pro-
blém

přepravy
ovoce.

V
ytvořím

e
jeden

druh
ovoce

za
kaž-

dý
vrchol

grafu
G
.
N
aším

cílem
bude

vyrobit
takové

P
,

aby
ze
startu

do
cíle
šly
přepravit

p
ouze

m
nožiny

ovoce
odp
ovídající

nezávislým
m
nožinám

v
p
ůvodním

grafu,
te-

dy
všechny

m
nožiny

vrcholů,které
m
ůžem

e
obarvit

stejnou
barvou.

K
rabička

nám
pak
sp
očítá

nějaké
rozdělení

ovoce
m
ezi
co
nejm

éně
služebníků

takové,
že
každý

služebník
do

cíle
dopraví

m
nožinu

ovoce
obarvitelného

stejnou
barvou.

Jiným
i
slovy

nám
sp
očítá

právě
obarvení

p
ůvodního

grafu
co
nejm

éně
barvam

i.

Jak
ale
sestavit

P
?
V
ytvořím

e
dlouhý

řetěz,
který

bude
p
o-

stupně
kontrolovat,

zda
služebník

nenese
dva

kusy
ovoce

sp
ojené

hranou.
K
onkrétně

bude
sestávat

z
M
+
1
vrcholů,

kde
M
je
p
očet

hran
grafu

G
,
a
m
ezi
každým

i
sousední-

m
i
vrcholy

p
ovede

zleva
doprava

orientovaná
dvojice

hran
(p
okud

se
vám

nelíbí,
že
m
ám
e
m
ezi
jednou

dvojicí
vrcholů

více
hran,

m
ůžete

si
představit,

že
hrany

veprostřed
roz-

dělím
e
p
om
ocným

i
vrcholy).

Jedna
z
hran

bude
p
ovolovat

průchod
se
všem

i
druhy

ovoce
krom

ě
ovoce

u
,
druhá

bude
ob
dobně

p
ovolovat

všechny
druhy

ovoce
krom

ě
v,kde

u
a
v

jsou
nějaké

dva
vrcholy

sp
ojené

v
G
hranou.

T
ak
donutí-

m
e
služebníka,

aby
si
jednu

z
hran

vybral,
a
tudíž

jeden
ze
dvou

kusů
ovoce

zahodil.
K
dyž
takovéto

rozcestí
přidá-

m
e
pro
všechny

hrany
grafu

G
,
zaručím

e,
že
do
cíle
se
lze

dostat
právě

s
nějakou

nezávislou
m
nožinou.

G
raf

P
m
á
jistě

p
olynom

iální
velikost

a
v
p
olynom

iálním
čase

ho
dokážem

e
vytvořit.

P
oté
ho
předám

e
krabičce

na
řešení

problém
u
přenosu

ovoce
sp
olu
s
k,
které

jsm
e
ob
dr-

želi
na
vstupu,

a
dostanem

e
výsledek.

T
ím
jsm
e
ukázali,

že
problém

přenosu
ovoce

je
N
P
-úplný.

R
íša
H
ladík

31-4-5
D
ělen

í
k
rálov

stv
í

Z
lom
ek

h
/
k,
který

m
ám
e
sp
očítat,

si
s
dovolením

přejm
e-

nujem
e
na

a
/b.
N
ejprve

vypíšem
e
celou

část:
to
je

⌊a
/
b⌋.

Č
itatele

pak
nahradím

e
zbytkem

a
′
=

a
m
od

b
a
pustím

e
se
do
vypisování

desetinné
části.

Z
alovím

e
v
hlubinách

naší
m
ysli
a
vytáhnem

e
algoritm

us
na
dělení

čísel
na
papíře,

který
nás
kdysi

učili
ve
škole.

Jak
funguje?

U
držuje

si
aktuální

zbytek
z,
což
je
na
začátku

a
′.

V
každém

kroku
připíše

ke
zbytku

následující
číslici

–
to

je
v
našem

případě
vždy

0,
takže

zbytek
násobím

e
10.
P
o-

té
zbytek

vydělím
e
b:
dostanem

e
p
odíl,

což
je
další

číslice
výsledku,

a
nový

zbytek.

P
okud

dostanem
e
zbytek

0,
skončím

e.
Jinak

se
zbytky

nut-
ně
začnou

opakovat
a
tím
pádem

i
číslice

výsledku.
(V
ě-

nujem
e
chvíli

přem
ýšlení

tom
u,
proč

nem
ohou

být
číslice

p
eriodické

dřív,
než
se
začnou

opakovat
zbytky...)

T
ato
m
yšlenka

stačína
řešení,které

je
rychlé,ale

sp
otřebuje

sp
oustu

pam
ěti
(tedy

řešení
úlohy

31-Z
2-4).

P
oužijem

e
dva

průchody:
první

průchod
sleduje,

které
zbytky

se
už
ob
je-

vily.
Jakm

ile
se
nějaký

zbytek
z
zopakuje,

pustím
e
se
do

druhého
průchodu.

T
en
dělí
znovu

od
začátku,

ale
už
vypi-

suje
číslice.

K
dyž
p
oprvé

narazí
na
zbytek

z,
ohlásí

začátek
p
eriody.K

dyž
na
nějnarazíp

odruhé,oznám
íkonec

p
eriody

a
zastaví

se.
D
ruhý

průchod
jsm
e
stihli

v
čase

O
(N
),
kde

N
je
délka

výstupu,
a
stačila

nám
konstantní

pam
ěť.
P
rv-

ní
p
otřeb

ovalO
(b)
pam
ěti
na
tabulku

spatřených
zbytků

a
stejné

m
nožství

času
na
její
inicializaci

a
nalezení

zopako-
vaného

zbytku.

O
ptim

ální
řešení

p
onechá

druhý
průchod

tohoto
algoritm

u
a
první

předělá,
aby
nep
otřeb

oval
tolik

času
a
pam
ěti.

P
ředstavm

e
si
graf,

jehož
vrcholy

jsou
m
ožné

zbytky
a
hra-

na
vede

vždy
ze
zbytku

x
do
(10

x
)
m
od

b.
N
áš
algoritm

us
vyrazí

z
vrcholu

a
′
p
o
hranách.

Z
astaví

se,
když

se
p
oprvé

zopakuje
vrchol.

Č
ást
grafu,

kterou
jsm
e
prošli,

vypadá
ja-

ko
cesta,

na
kterou

navazuje
kružnice.

Č
ili
takové

„kolečko
s
ocáskem

“.
K
olečko

odp
ovídá

p
eriodě,

ocásek
předp

erio-
dě,
dohrom

ady
obsahují

přesně
N
vrcholů.

Stačí
tedy

najít
vrchol,

v
něm
ž
se
ocásek

nap
ojuje

na
kolečko,

a
m
ůžem

e
spustit

druhý
průchod.

Z
kusm

e
do
grafu

vypustit
želvu

a
zajíce.

Ž
elva

začne
ve

vrcholu
a
′a
každým

krokem
se
p
osune

p
o
jedné

hraně.Z
ajíc

začne
tam
též,

ale
b
ěží
rychleji:

za
jeden

krok
se
p
osune

p
o
dvou

hranách.
U
kážem

e,
že
p
o
nejvýše

2N
krocích

se
p
otkají

a
že
to
bude

někde
na
kolečku

(to
je
jednoduché:

na
ocásku

je
zajíc

vždy
před

želvou).
N
ejprve

je
nechám

e
b
ěžet

N
kroků.

P
okud

se
ještě

nep
otkali,

jsou
už
v
tom
to

okam
žiku

určitě
někde

na
kolečku.O

značm
e
d,o
kolik

hran
je
želva

před
zajícem

.T
oto

d
je
nejvýše

N
a
každým

dalším
krokem

se
zm
enšuje

o
1.
P
o
nejvýše

N
dalších

krocích
tedy

m
usí
zajíc

želvu
dohonit.

N
ašli
jsm
e
tedy

nějaký
vrchol

v,
který

leží
na
kolečku,

ale
nejspíš

to
není

ten
správný,

kde
se
nap
ojuje

ocásek.
P
okra-

čujem
e
dál.
Z
ajíce

nechám
e
odp
očinout

(však
toho

nab
ěhal

dvakrát
tolik),

želvu
nechám

e
jít
dál.
Současně

ale
vypus-

tím
e
ze
startovního

vrcholu
korytnačku,

která
se
p
ohybuje

stejně
rychle

jako
želva.

P
očkám

e
stejný

p
očet

kroků,
jak

dlouho
nám

prve
trvalo

setkat
se
ve

v,
a
všim

nem
e
si,
že

želva
s
korytnačkou

se
právě

m
usely

p
otkat.V

skutku:želva
šla
dvakrát

déle
než
předtím

,
takže

urazila
stejnou

vzdále-
nost,

jako
předtím

zajíc.
A
korytnačka

nachodila
stejně,

jako
předtím

želva.
Jenže

želva
i
korytnačka

jdou
stejnou

rychlostí,
takže

se
m
ohly

p
otkat

jedině
ve
vrcholu,

do
kte-

rého
vedou

dvě
hrany,

a
takový

je
jenom

jeden
–
nap
ojení

ocásku
na
kolečko.

Sim
ulace

želvy,
zajíce

a
korytnačky

trvá
O
(N
)
času

a
stačí

si
pam
atovat

dvě
p
očítadla

kroků
a
aktuální

p
olohu

všech
tří
zvířátek.

N
a
to
nám

vystačí
konstantní

pam
ěť.

P
ro
úplnost

ještě
dodejm

e,
že
konstantní

pam
ěti
lze
také

dosáhnout
různým

i
zp
ůsoby

založeným
i
na
binárním

vy-
hledávání.

T
y
jednodušší

z
nich

m
ívají

časovou
složitost

O
(N
log

N
),
chytřejší

ji
zlepšují

na
O
(N
).

P
rogram

(C
):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
3
1
-
4
-
5
.
c

M
artin

„M
edvěd“

M
areš

K
SP
pro
vás
připravují

studenti
M
atem

aticko-fyzikální
fakulty

U
niverzity

K
arlovy.

W
eb
ové
stránky:

https://ksp.m
ff
.cun
i.cz/

E
-m
ail:

ksp@
m
ff
.cun
i.cz

D
iskusní

fórum
:

https://ksp.m
ff
.cun
i.cz/forum

/

C
hcete-li

s
nám
i
kom
unikovat

b
ezp
ečně,

m
ůžete

si
ověřit

náš
h
t
t
p
s
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–
jeho
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K
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S
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P
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K
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M
ilí
řešitelé,

řešitelky
a
řešitelčata!

P
rávě

držíte
v
rukou

leták
s
řešením

i
úloh

čtvrté
série.

P
ojďte

se
p
odívat,

jak
se
daly

řešit
úlohy,

které
jsm
e
si
na
vás
vym
ysleli.

P
řip
om
ínám

e,
že
od
letoška

jsou
řešení

každé
série

rozdělena
na
dvě
části:

na
sam
otná

autorská
řešení,

která
vydávám

e
brzy

p
o
term

ínu
série

a
jejichž

třetí
várku

najdete
v
tom
to
letáku,

a
na

kom
entáře

k
došlým

řešením
,
která

vydávám
e
až
p
o
opravení

vašich
řešení.

P
okud

se
vám

cokoliv
nezdá

neb
o
m
áte
nějaký

dotaz,neváhejte
se
ozvat

na
našem

fóru
neb
o
em
ailem

na
znám

ou
adresu.

Vzorová
řešeníčtvrté

série
třicátého

prvního
ročníku

KSP
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K
ou
zeln
é
zrcad

lo

P
osloupnosti

osob
vlastně

reprezentují
p
ole
seřazené

p
odle

nějakého
kritéria.

P
rotože

jsou
p
osloupnosti

setříděné,
dá
se
aplikovat

slévací
princip

z
M
ergesortu

(pro
osvěžení

pam
ěti
se
m
ůžete

p
o-

dívat
do
naší

kuchařky
o
třídění). 1

Je
ale
zbytečné

slévat
celé
seznam

y,
protože

se
stačí

zastavit
p
o
určení

k-té
osoby.

A
navíc

není
třeba

nikam
ukládat

celý
slitý

seznam
.

C
o
se
tedy

dá
udělat,

je
začít

p
orovnávat

osoby
ze
začát-

ku
ob
ou
p
osloupností.

P
ak
se
v
seznam

u
s
krásnější

oso-
b
ou
v
p
orovnávané

dvojici
budem

e
opakovaně

p
osunovat

na
následující

osobu.
T
ím
to
zp
ůsob

em
se
p
o
k
−
1
krocích

dosáhne
dvojice

takové,
že
o
ob
ou
osobách

v
ní
um
ím
e
říci,

že
je
krásnější

než
k
−
1
jiných

osob
a
ve
své
p
osloupnosti

je
první

taková.
Z
této

dvojice
vyb
erem

e
krásnější

osobu.

T
oto
není

zrovna
příliš

efektivní,
protože

se
provede

okolo
k
p
orovnání.

Se
setříděným

i
seznam

y
se
dá
dělat

ale
ještě

něco:
B
inárně

v
nich

vyhledávat.
C
o
kdyby

se
p
om
ocí
tohoto

zefektiv-
nil
předchozí

přístup,
když

nás
nezajím

á
vzájem

né
p
ořadí

prvních
k
−
1
nejkrásnějších?

Srovnám
e-li

i-té
osoby

ob
ou
p
osloupností

(označm
e
je

X
a
Y
),
ukážem

e
o
té
krásnější

z
nich,

že
patří

m
ezi
prvních

2
i−
1,
stejně

jako
všechny

osoby
v
p
osloupnosti

před
ní.

B
ude-linapříklad

krásnější
X
než

Y
,vím

e,že
X
je
krásnější

než
všechny

osoby
za

X
ve
stejném

seznam
u,
než

Y
a
než

všechny
osoby

za
Y
.O
sob
před

X
je
jen

i−
1
a
osob

před
Y

také
jen

i−
1.

X
je
tedy

v
kráse

na
p
ozici

nejvýše
2i−

1.
O
soby

v
seznam

u
před

X
jsou

krásnější
než

X
,
proto

je
jejich

p
ozice

ještě
lepší.

T
edy
je-li

2i−
1
<

k,
prvním

i
i

osobam
i
jedné

p
osloupnosti

už
se
nem
usím

e
dále

zaobírat.
M
ůžem

e
si
pak

představit,
že
taková

p
osloupnost

vlastně
začíná

až
indexem

i
+
1.

T
akto

získám
e
rekurzivní

algoritm
us:
C
hcem

e-li
k-tou

oso-
bu,
p
orovnáním

i-tých
osob

vyřadím
e
prvních

i
v
jedné

p
o-

sloupnosti
a
pak
budem

e
rekurzivně

řešit
problém

nalezení
(k−

i)-té
osoby.P

řivolb
ě
i
jako

přibližně
jedné

p
oloviny

k
se

v
každé

fázi
rekurze

p
odaří

snížit
k
na
p
ůl.
Z
ískám

e
p
otom

složitost
O
(log

k).

R
ekurzivní

volání
tedy

dostává
tři
param

etry:
kolik

osob
bylo

vyřazeno
ze
začátku

ob
ou
p
osloupností

a
p
ořadí

hle-
dané

osoby.
V
yhledávání

i-té
osoby

ve
zkráceném

seznam
u

se
provede

jako
vyhledání

p
ozice

i
plus

p
očet

vyřazených
osob

ze
seznam

u,
a
to
v
p
ůvodním

seznam
u
b
ez
vyřazení.

Ještě
zbývá

vyřešit,
co
dělat,

p
okud

některý
seznam

není
dost

dlouhý,
čili
zbývá

v
něm

m
éně
než

k
/2
prvků.

(Z
řejm
ě

p
okud

v
ob
ou
zbývá

m
éně
než

k
/2
prvků,

řešení
neexistu-

je.)
V
takovém

případě
p
orovnám

e
prvek

v
p
olovině

krát-
kého

seznam
u
s
(k
/2)-tým

prvkem
v
druhém

seznam
u.
T
ak

zkrátím
e
buď
jeden

seznam
na
p
olovinu,

neb
o
snížím

e
k
na

p
olovinu.P

okud
se
jeden

seznam
p
odařízkrátit

na
0
prvků,

v
druhém

už
výsledek

najdem
e
p
ouze

p
odíváním

se
na
je-

den
index.

K
aždopádně

p
o
3
log

k
op
eracích

by
m
usely

být
oba
seznam

y
prázdné

a
k
=
0,
tudíž

více
p
orovnání

určitě
provedeno

nebude.

Z
ajím
avé
m
ůže
být,

že
na
celkovém

p
očtu

osob
složitost

algoritm
u
vůb
ec
nezávisí.

Jiří
Š
krobán

ek

31-4-2
S
trom

y
n
a
m
ý
tin
ce

Jak
p
oznám

e,
že
jsou

dva
strom

y
izom

orfní?
P
odle

zadání
m
usí
m
ít
oba
stejný

tvar
včetně

zachování
p
ořadí

jednotli-
vých

synů
vrcholu.

M
ohli

bychom
tedy

projít
oba
strom

y
současně

do
hloubky

a
celou

dobu
kontrolovat,

že
se
–
až

na
čísla

vrcholů
–
v
ničem

neliší.

Jenže
jedno

takové
p
orovnání

dvou
strom

ů
T
i
a
T
j
nám

zab
ere
časO

(m
in(N

i ,N
j )),kde

N
k
je
p
očet

vrcholů
strom

u
T
k .M
y
však

m
ám
e
na
vstupu

S
strom

ů
a
v
krajním

případě,
kdy

žádné
dva

nejsou
stejné,

bychom
m
useli

p
orovnávat

každý
s
každým

.
P
okud

by
všechny

strom
y
byly

přibližně
stejně

velké
a
obsahovaly

by
řádově

N
vrcholů,

dostanem
e

tím
řešení

se
složitostíO

(S
2N
).

M
ůže
nás
napadnout,

že
to
asi
nebude

nejrychlejší
zp
ůsob.

K
aždý

strom
projdem

e
až

S
−
1
krát,

ale
přitom

všechny
průchody

jednoho
strom

u
budou

probíhat
vždy

naprosto
stejně.

A
lgoritm

us
by
tak
trávil

čas
opakovaně

tou
sam
ou

činností.

Z
kusm

e
udělat

krok
stranou.

M
ísto
toho,

abychom
strom

procházeli
vždy

znovu,
jej
projdem

e
jen
jednou

a
vše
dů-

ležité
o
průchodu

si
zaznam

enám
e
do
jednoho

textového
řetězce.

T
ento

řetězec
pak
bude

jednoznačně
kódovat

tvar
strom

u.
P
okud

nás
pak
bude

zajím
at,
zda
jsou

dva
strom

y
izom

orfní,
bude

nám
stačit

p
orovnat

jen
tyto

řetězce.

M
ožná

se
vám

teď
zdá,

že
jsm
e
si
přece

nijak
nep
om
ohli.

T
akový

řetězec
bude

m
ít
délku

řádově
stejnou

jako
p
očet

1
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
t
r
i
d
e
n
i

–
1
–



vrcholů
p
ůvodního

strom
u.
T
akže

p
orovnání

dvou
řetězců

bude
trvat

stejně
dlouho,

jako
p
orovnání

dvou
strom

ů.
T
o

je
sice
pravda,

ale
řetězce

m
ají
jednodušší

strukturu
oproti

p
ůvodním

strom
ům
,
takže

je
budem

e
schopni

p
orovnávat

všechny
najednou,

a
tím
i
efektivněji.

K
ódování

strom
u
řetězcem

Jaké
jsou

naše
p
ožadavky

na
kódování

strom
ů?
P
otřebuje-

m
e,aby

všechny
izom

orfnístrom
y
byly

zákódovány
p
om
ocí

stejného
řetězce.

A
naopak,

aby
jeden

řetězec
nem
ohl
kó-

dovat
dva
neizom

orfní
strom

y.
D
ruhou

p
odm
ínku

splním
e

snadno
tím
,že
bude

existovat
jednoznačný

zp
ůsob,jak

z
ře-

tězce
sestavit

p
ůvodní

tvar
strom

u.

F
unkčních

kódování
je
celá
řada.

N
apříklad

m
ůžem

e
projít

strom
do
hloubky

(s
tím
,že
všechny

syny
projdem

e
vždy

ve
správném

p
ořadí

zleva
doprava)

a
cestou

si
značit

kom
plet-

ně
vše,
co
p
otkám

e.
Jen
toho

nesm
ím
e
zaznam

enávat
příliš

–
p
otřebujem

e,
aby
délka

řetězce
byla

lineární.
P
okud

by-
chom

do
řetězce

ukládali
čísla,

m
ůže
se
nám

snadno
stát,

že
bude

m
ít
délku

řádově
N
log

N
.

M
y
siv
této
úloze

vystačím
e
s
velm

ijednoduchou
reprezen-

tací:
B
udem

e
si
značit

jen
každý

přesun
p
o
hraně

–
třeba

písm
enem

D
vždy,

když
p
ůjdem

e
dolů

sm
ěrem

k
listům

,
a

N,
když

se
budem

e
vracet.

N
apříklad

strom
T
1
ze
zadání

by
byl
kódovaný

řetězcem
D
D
N
D
N
D
N
N
D
N,

T
2
D
N
D
D
N
D
N
D
N
N
a
strom

y
T
3
a
T
4
D
D
N
N
D
N.

Ř
etězce

kódují
strom

y
jednoznačně;

schválně
si
zkuste

ně-
jaký

zrekonstruovat.
P
okud

je
v
řetězci

znak
D,
vytvořím

e
novou

hranu
(v
dob
ě
vzniku

nejpravější)
z
aktuálního

vr-
cholu

a
přesunem

e
se
p
o
nído

nového
vrcholu.N

aopak
znak

N
nás
přesune

o
jednu

hranu
sm
ěrem

k
otci,

který
je
v
za-

kořeněném
strom

ě
určen

jednoznačně.

Ještě
p
oznam

enejm
e,
že
toto

kódování
zaznam

enává
p
ouze

hrany,
a
neum

í
proto

odlišit
graf

prázdný
(b
ez
vrcholu)

a
jednovrcholový

(sam
ostatný

kořen).
P
okud

m
á
naše

řešení
správně

fungovat
i
na
prázdné

grafy,
m
usím

e
toto

nějak
ošetřit.

N
apříklad

si
ke
každém

u
strom

u
m
ůžem

e
přim

yslet
ještě

„nadkořen“
–
nový

vrchol,
ze
kterého

teprve
p
ovede

hrana
do
opravdového

kořene
p
ůvodního

strom
u.
P
ůvodní

jedno-
vrcholový

strom
by
p
otom

byl
reprezentován

p
om
ocí
ře-

tězce
D
N
a
prázdný

graf
by
m
ěl
prázdný

řetězec.
A
všem

ostatním
strom

ům
by
se
na
začátek

řetězce
přidalo

D
a
na

konec
N.

K
aždý

strom
T
i
zvládnem

e
projít

a
zakódovat

v
čase

O
(N

i )
a
vygenerujem

e
pro
něj
řetězec

dlouhý
2
N

i
znaků.

D
ělení

řetězců
na
hrom

ádky

Z
bývá

nám
vyřešit

p
oslední

část:
jak
rozdělit

všechny
ře-

tězce
na
hrom

ádky?
P
okud

jste
v
nedávné

dob
ě
četli

na-
ši
kuchařku

o
hledání

v
textu, 2

určitě
si
na
funkční

řešení
vzp
om
enete.P

oužijem
e
šikovnou

datovou
strukturu

zvanou
trie,

neb
oli
„písm

enkový
strom

“.

Jednotlivé
řetězce

jsou
v
trii
reprezentovány

p
om
ocí
cest

z
kořene

dolů,
přičem

ž
v
každém

patře
se
strom

větví
p
odle

toho,jaký
znak

v
řetězcích

následuje.V
našem

případě
m
á-

m
e
jen
dva
znaky

N
a
D,
takže

trie
bude

binární
zakořeněný

strom
s
odlišeným

pravým
a
levým

synem
.

K
aždý

řetězec
do
trie
vložím

e
snadno

v
čase

lineárním
s
jeho

délkou.
Z
ačnem

e
slovo

v
trii
hledat

procházením
od
kořene

a
p
okud

některý
vrchol

ještě
nebude

existovat,
jednoduše

si
jej
vytvořím

e.
N
a
koncích

řetězců
si
chcem

e
p
označit,

které
řetězce

v
daném

vrcholu
trie
končí.

P
rotože

jich
m
ůže

končit
více,

m
ůžem

e
p
oužít

například
sp
ojové

seznam
y.

P
o
přidání

všech
řetězců

do
trie
budou

jednotlivé
sp
ojové

seznam
y
odp
ovídat

právě
hledaným

hrom
ádkám

.

C
elková

časová
složitost

bude
lineární

se
součtem

velikos-
tí
všech

strom
ů
na
vstupu,

tedy
pro
p
odobně

velké
stro-

m
y
s
N
vrcholy

dostanem
e
O
(S

N
),
takže

jsm
e
p
ůvodní

řešení
zlepšili.

O
b
ecně

bychom
složitost

m
ohli
zapsat

jako
O
( ∑

Si=
1
N

i ).

N
a
závěr

p
oznam

enejm
e,že

m
ísto
trie
bychom

m
ohlip

oužít
také

hešování.
P
ak
bychom

ale
m
ěli
stejnou

časovou
složi-

tost
slíb
enou

jen
v
prům

ěrném
případě

a
m
useli

bychom
si

dát
práci

se
správným

výb
ěrem

hešovací
funkce.

P
rogram

(C
):

h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
3
1
-
4
-
2
.
c

Jen
da
H
adrava

31-4-3
N
ejv
íc
sp
án
k
u

V
úloze

chcem
e
vybrat

z
několika

intervalů
takovou

p
od-

m
nožinu,

ve
které

je
součet

délek
intervalů

co
největší,

ale
zároveň

se
žádné

nepřekrývají.
N
abízí

se
nám

grafový
p
o-

hled
na
úlohu:

každý
začátek

či
konec

intervalu
je
vrchol,

který
si
m
ůžem

e
představit

jako
b
od
na
časové

ose,
kaž-

dý
interval

je
orientovaná

hrana
m
ezi
jeho

krajním
i
vrcho-

ly
ohodnocená

dob
ou,
kterou

Sněhurka
v
tom
to
intervalu

naspí,
tedy

jeho
délkou.

P
rotože

vybraná
m
nožina

m
ůže

být
taková,

že
na
seb
e
intervaly

nem
usí
nutně

navazovat,
vytvořím

e
také

hrany
m
ezi
sousedním

i
vrcholy

na
časové

ose,které
ohodnotím

e
hodnotou

0.T
yto
hrany

reprezentují
dobu,

kdy
je
Sněhurka

vzhůru
a
čeká

na
uvolnění

nějaké
p
ostele.

V
takovém

grafu
bude

řešeníúlohy
odp
ovídat

nejdelším
ož-

né
cestě

m
ezi
p
očátečním

a
koncovým

vrcholem
,
což
budou

vrcholy
reprezentující

nějaký
nejlevější

levý
a
nejpravější

pravý
konec

intervalu.

H
ledání

nejdelší
cesty

v
ob
ecném

grafu
je
těžké,

nicm
éně

m
ůžem

e
si
všim

nout,
že
náš
graf

nikdy
nebude

obsahovat
cykly

(Sněhurka
neum

í
cestovat

zp
ět
časem

),
a
jedná

se
tedy

o
orientovaný

acyklický
graf

–
D
A
G
(directed

acyclic
graph).

V
takovém

grafu
už
nejdelší

cestu
najít

um
ím
e.

H
ledání

nejdelší
cesty

Jako
triviální

algoritm
us
se
nám

nabízí
obyčejné

rekurziv-
ní
prohledávání

do
hloubky,

které
spustím

e
z
p
očátečního

vrcholu.
T
oto
řešení

sice
najde

nejdelší
cestu,

ale
provede

to
vyzkoušením

všech
m
ožných

cest,
kterých

m
ůže
být
až

exp
onenciálně

m
noho.

V
šim
něm
e
si,
že
tato

rekurze
sp
oustu

práce
dělá

zbyteč-
ně
p
ořád

dokola:
p
okaždé,

když
přijde

k
nějakém

u
vrcholu,

rekurzivně
sp
očítá

nejdelšícestu
z
tohoto

vrcholu
do
konco-

vého,
i
když

tento
výp
očet

zůstává
stejný,

ať
už
se
rekurze

k
tom
uto
vrcholu

dostala
jakkoliv.

T
uto
hodnotu

si
tedy

m
ůžem

e
u
každého

vrcholu
pam
atovat.

P
ři
prvním

dotazu
na
nejdelší

cestu
z
daného

vrcholu
do
cíle
ji
sp
očítám

e,
při

každém
příštím

dotazu
už
rovnou

vrátím
e
tuto

hodnotu.

A
aby
se
nám

algoritm
us
lép
e
analyzoval,

provedem
e
ješ-

tě
jeden

trik
–
úplně

se
zbavím

e
rekurze.

Jelikož
se
jedná

o
D
A
G
,
všechny

hrany,
p
o
kterých

se
m
ůžem

e
z
nějakého

2
h
t
t
p
:
//
k
s
p
.
m
f
f
.
c
u
n
i
.
c
z
/
v
i
z
/
k
u
c
h
a
r
k
y
/
h
l
e
d
a
n
i
-
v
-
t
e
x
t
u–
2
–

vrcholu
při
rekurzi

vydat,
vedou

jen
dopředu.

P
okud

bu-
dem
e
vrcholy

vyhodnocovat
od
p
osledního

k
prvním

u,
tak

všechny
vrcholy,

na
které

se
m
usím

e
p
odívat

pro
sp
očítání

nejdelšícesty
z
nějakého

konkrétního
vrcholu,už

budou
m
ít

svou
hodnotu

připravenou
a
nikdy

nebude
p
otřeba

na
nich

rekurzivně
sp
ouštět

výp
očet.

Jak
to
bude

rychlé?
P
ro
každý

vrchol
grafu

něco
provádí-

m
e
a
každou

hranu
zpracujem

e
právě

jednou,p
okud

sitedy
p
očet

vrcholů
grafu

označím
e
v
a
p
očet

hran
e,
dostávám

e
časovou

složitost
O
(v
+
e).
P
ozor,

tato
složitost

předp
oklá-

dá,že
už
nám

grafněkdo
dopředu

připravil,což
u
této
úlohy

neplatí.

Stavba
D
A
G
u

Ještě
ale
m
usím

e
graf

sestrojit,
a
to
do
p
odoby

seznam
ů

sousedů,kde
sipro

každý
vrcholgrafu

pam
atujem

e,do
kte-

rých
vrcholů

z
něj
vede

hrana
a
jak
je
ohodnocená.

V
rcholy

grafu
jsou

pravé
a
levé

konce
intervalů,

ty
ale
m
o-

hou
m
ít
všelijaké

arbitrární
hodnoty,

takže
abychom

um
ěli

rychle
seznam

y
sousedů

vytvořit,
p
otřebujem

e
si
krajní

b
o-

dy
intervalů

nějak
šikovně

přečíslovat.
Stačí,

když
je
usp
o-

řádám
e
od
nejlevějšího

p
o
nejpravější

a
jako

číslo
vrcholu

p
oužijem

e
index

v
tom
to
usp
ořádání.

T
oto
usp
ořádání

je
p
otřeba

také
k
tom
u,
abychom

um
ěli
vrcholy

při
hledání

nejdelší
cesty

v
D
A
G
u
projít

ve
správném

p
ořadí,

tedy
od

konce
k
začátku.

P
ro
každý

interval
na
vstupu

přidám
e
hranu

z
vrcholu

od-
p
ovídajícího

jeho
levém

u
konci,

která
p
ovede

do
jeho

pra-
vého

konce
a
bude

ohodnocena
jeho

délkou.
Č
ísla
těchto

vrcholů
budou

indexy
v
usp
ořádaném

p
oli
krajních

b
odů

všech
intervalů

a
m
ůžem

e
je
efektivně

najít
p
om
ocí
binár-

ního
vyhledávání

či
hešování.

P
ro
vytvoření

grafu
p
otřebujem

e
v
čase

O
(n
log

n
)
provést

tříděnía
následně

zpracovat
všech

n
intervalů,kde

pro
kaž-

dý
provedem

e
dvě
binárnívyhledávánív

O
(log

n
),a
násled-

ně
spustím

e
hledání

nejdelší
cesty,

které
seb
ěhne

v
O
(n
),

protože
vrcholů

i
hran

je
řádově

tolik,
kolik

je
intervalů.

C
elková

časová
složitost

je
tedy

O
(n
log

n
).

B
ez
grafu

I
když

se
nad
grafem

hezky
přem

ýšlí,
k
řešení

ho
vůb
ec
ne-

m
usím

e
konstruovat.

Ú
loha

lze
řešit

tak,
že
pro
každý

ča-
sový

okam
žik
sp
očítám

e,
kolik

nejvíce
jednotek

času
m
ůže

Sněhurka
spát

od
p
očátku

p
o
daný

okam
žik.
P
očet

těchto
„časových

okam
žiků“

m
ůže
být
arbitrární

a
m
nohem

větší,
než
je
velikost

vstupu,všim
nem
e
siale,že

s
touto

hodnotou
se
bude

něco
dít
p
ouze

na
hranicích

intervalů
ze
vstupu.

P
ro
každý

z
těchto

zajím
avých

okam
žiků

(kterých
bude

nej-
výše

2n
)
si
budem

e
pam
atovat,

kolik
nejvíce

času
lze
do

tohoto
okam

žiku
spát.

P
očáteční

hodnota
této

veličiny
bu-

de
0.
P
ostupně

okam
žiky

projdem
e
od
nejdřívějšího.

P
ro

každý
se
jednak

p
odívám

e,
jestli

jeho
hodnota

není
m
enší

než
hodnota

předchozího
okam

žiku,
a
p
okud

ano,
tak
jeho

hodnotu
hodnotou

předchozího
okam

žiku
nahradím

e.
D
ále

pro
každý

interval,
který

v
tom
to
okam

žiku
začíná,

zapí-
šem
e
do
jeho

koncového
okam

žiku
součet

délky
intervalu

a
naspaného

času
pro
aktuální

okam
žik,
ovšem

p
ouze

tehdy,
p
okud

je
tento

součet
větší

než
hodnota,

která
v
koncovém

okam
žiku

už
je.

V
šim
něm
e
si,
že
toto

alternativní
řešení

dělá
něco

velm
i

p
odobného

jako
grafové

řešení.
Stále

p
otřebujem

e
setřídit

hranice
intervalů,

tentokrát
kvůli

nalezení
zajím

avých
ča-

sových
okam

žiků,
které

odp
ovídají

vrcholům
.
P
ro
každý

z
okam

žiků
projdem

e
všechny

intervaly,
které

v
něm

za-
čínají,

což
odp
ovídá

odchozím
hranám

D
A
G
u,
a
p
očítání

m
axim

a
hodnoty

současného
a
předchozího

okam
žiku

od-
p
ovídá

hranám
v
D
A
G
u,
které

sp
ojují

sousední
vrcholy.

C
elková

časová
složitost

je
stále

O
(n
log

n
),
indexy

časo-
vých

okam
žiků

v
setřízeném

p
oli
op
ět
hledám

e
binárním

vyhledáváním
.

V
lastně

je
to
op
ět
algoritm

us,
který

v
D
A
G
u
hledá

nejdelší
cestu,

ovšem
trochu

jiný
než
ten,

který
jsm
e
p
oužili

u
gra-

fového
řešení.
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P
ředně

bychom
se
vám

chtěli
om
luvit

za
nechtěný

p
odraz

v
zadání.P

roblém
s
převážením

ovoce
v
té
p
odob

ě,jak
jsm
e

ho
form

ulovali,
není

rozhodovací,
neb
oť
odp
ověď

není
A
n
o

neb
o
N
e
,
nýbrž

číslo
označující

m
inim
ální
p
otřebný

p
očet

služebníků.N
aštěstího

ale
na
rozhodovacíproblém

m
ůžem

e
přirozeně

převést:
budem

e
odp
ovídat

na
otázku,

zda
pro

dané
k
už

k
služebníků

dokáže
ovoce

přepravit.
R
ozm
yslete

si,že
p
ůvodnía

nový
problém

jsou
v
nějakém

sm
yslu

stejně
těžké,

protože
p
om
ocí
p
olynom

iálně
m
noha

volání
řešení

jednoho
problém

u
dokážem

e
vyřešit

ten
druhý

a
naopak

(náp
ověda:

k
m
ůžem

e
binárně

vyhledat).
V
e
zbytku

řešení
se
tedy

budem
e
snažit

dokázat,
že
i
tato

rozhodovací
verze

je
N
P
-úplná.

Z
adání

bylo
nepřesné

ještě
v
jedné

věci:
není

jasné,
zda

m
ám
e
od
každého

druhu
ovoce

jen
jediný

kus,
neb
o
zda

m
ůžem

e
jeden

druh
dát
do
košíku

několika
služebníkům

.
U
kazuje

se
však,

že
na
tom

vůb
ec
nezáleží:

P
okud

m
ám
e

nějaký
rozpis

cest
a
rozdělení

ovoce
ve
verzi

s
více

kusy
na

druh,
dokážem

e
z
něj
vyrobit

řešení
ve
verzi

s
jedním

ku-
sem
:
sp
očítám

e
si
pro
každého

služebníka,
které

kusy
do-

opravdy
donese

do
chaloupky

a
které

m
u
cestou

vezm
ou,

a
každý

druh
ovoce

dám
e
lib
ovolném

u
služebníkovi,

který
ho
dokáže

donést
do
chaloupky

(a
všem

ostatním
ho
„vyn-

dám
e“).
O
b
ě
verze

jsou
tedy

stejně
těžké.

V
e
zbytku

řešení
budem

e
pracovat

s
verzí

s
jedním

kusem
ovoce

na
druh.

T
eď
už
k
sam
otném

u
řešení:

K
tom
u,
aby
byl
náš
problém

N
P
-úplný,

je
p
otřeba,

aby
ležel

v
N
P
a
zároveň

na
něj

bylpřevoditelný
nějaký

jiný
N
P
-úplný

problém
.P
rvníčást

dokážem
e
snadno:stačíjako

certifikát
zvolit

přiřazeníovoce
jednotlivých

sluhů
a
p
opis

jejich
cest.

T
akový

certifikát
m
á

jistě
p
olynom

iální
velikost

a
také

ho
v
p
olynom

iálním
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e
ověřit:

stačí
si
pro
každého

sluhu
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že
m
u

cestou
žádné

ovoce
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Z
bývá

převést
nějaký

jiný
N
P
-úplný

problém
na
problém

přepravy
ovoce.

P
opíšem
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převod

3-obarvitelnosti
grafu

na
náš
problém
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dostali
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(m
ůžete

si
rozm

yslet,
že
to
je
také

N
P
-úplný

problém
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problém
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