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Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Dostavéa se k vam Teseni posledni série hlavni kategorie letosniho ro¢niku. Jesté, nez vas pohlti letni
radovanky se tak mizete podivat na to, jak jsme které tlohy zamysleli my organizatofi — tieba se

z toho miZete naucit néjaké nové triky.

Daéle dodavame, ze stejné jako pfedchozi série je i feSeni této rozdéleno na dvé Casti: na samotna
autorska teseni, kterd vydavame brzy po terminu série, a na komentaie k dosSlym feSenim, kterd

vydavame az po opraveni vasich FeSeni.

Pokud se vam cokoliv nezdd nebo méate néjaky dotaz, nevahejte se ozvat na naSem féru nebo emailem

na znamou adresu.

Vzorova feseni paté série tficatého prvniho roéniku KSP

31-5-1 Pismenkova polévka

Kdykoliv méme né&jakou permutaci o na {1,...,n}, mize-
me ji provést dvakrat po sobé a tim ziskat permutaci o2,

které se opravdu tika druhd mocnina permutace o.

Jednodussi verze tlohy po nés chce, abychom zjistili, zda
pro danou permutaci 7 existuje permutace o takova, ze
0? = m. Jinymi slovy méme najit druhou odmocninu z per-

druhych odmocnin existuje, ale to jesté na chvili odlozme.
Anatomie druhych mocnin

Zamyslime se nad tim, jak mohou vypadat druhé mocniny
permutaci. K tomu se hodi predstavit si graf permutace o:
jeho vrcholy jsou prvky 1,...,n a orientovand hrana vede
z 1 do j pravé tehdy, kdyz permutace posle prvek ¢ do prv-
ku j. Z kazdého vrcholu vede pravé jedna hrana a také do
néj prave jedna hrana ptichazi. Proto musi vSechny kompo-
nenty souvislosti grafu mit tvar orientované kruznice.

Graf permutace o2 ziskdme jednoduse: mnozinu vrcholfi mé
stejnou, hrany vzniknou z dvojic na sebe navazujicich hran
v ptivodnim grafu (to ukazujeme uZ na obrazku v zadéni).
Jednotlivé kruznice v grafu spolu evidentné neinteraguji,
takze si sta¢i rozmyslet, jak vypada druhd mocnina kruz-
nice (jelikoz je to také permutace, musi byt zase slozend
z jedné nebo vice kruZnic).

Ocislujme vrcholy kruznice vy, ...,vg_1. Pokud je k liché,
povede v druhé mocniné kruznice z vy do vs, vy, ..., Vk_1,
V1, U3, ..., Ugp—2 & zp€t do vy — vSechny vrcholy tedy opét
tvori kruznici, jen v jiném poradi. Jinak je to pro sudé k:
z vy se dostaneme do vg, vy, ..., Vkr_2 a zp€t do vg. To
je kruznice poloviéni délky; podobné z v; se projdeme po
druhé kruznici polovi¢ni délky.

Dokazali jsme tedy, ze druha mocnina liché kruznice je stej-
né dlouh& kruznice, zatimco suda kruznice se umocnénim
rozpadne na dvé kruznice polovi¢ni délky.

Existence odmocniny

Vratme se k pivodni otdzce: pro permutaci 7w hleddme o
takovou, ze m = o2. Uz vime, ze kazdy cyklus v 7 musel
vzniknout z néjakého cyklu v o: budto preskladdanim stejné
dlouhého (to jde jen pro liché cykly), nebo rozpilenim cyklu
dvojnésobné délky (to jde pro liché i pro sudé).

Pro vSechny liché cykly zvolime ptfeskladani, protoze to fun-
guje vzdy. Sudé cykly budeme muset ziskat pilenim, coz

ovSem znamena, ze jich od kazdé délky musi existovat sudy
pocet.

To ndm dava jednoduchy test existence odmocniny: Permu-
taci 7 rozlozime na cykly. Spocitdme, kolik cykla existuje
od kazdé délky. Pak stac¢i zkontrolovat, ze od kazdé sudé
délky mame sudy pocet cykli.

Nalezeni odmocniny je také snadné: kazdy lichy cyklus na-
skladame ,napteskacku“, sudé cykly budeme brat po dvoji-
cich stejné délky a kazdou dvojici ,sezipujeme” dohromady.
Ve jisté stihneme v linedrnim case.

Pocet odmocnin

Q

Jelikoz kruznice riaznych délek spolu pfi odmocnovani ne-
interaguji, stac¢i pocet odmocnin zjistit pro kazdou délku
zvl4st a pak vysledky vynésobit.

vV

Nyni se pustime do tézsi verze tlohy: kolik je druhych
odmocnin? K tomu postaci jednoducha kombinatorika.

Nechf mame t kruznic délky k. Nejprve uvazme pripad,
kdy k je sudé. Tehdy musi byt ¢ také sudé (jinak neexistuje
7adna odmocnina). Kruznice musime sparovat a kazdy pér
sezipovat.

® Spocitame mozna parovani. PopiSeme proces, ktery pa-
rovani vytvari, a vSimneme si, ze ke kazdému parovani
dojde pravé jednim zpiisobem. Kruznice oc¢islujeme od 1
do t. Vzdy vezmeme dosud nesparovanou kruznici s nej-
mensim ¢islem a vybereme, s ¢im ji sparujeme. Pro prvni
par mame t — 1 moznosti, pro druhy ¢t — 3 moznosti, a tak
dale, az posledni par je jednozna¢né tvoren dvéma zbyly-
mi kruznicemi. Mame tedy (t—1)-(t—3)-(t—5)-...-3-1
moznych parovani.

® V kazdém péaru miizeme pii zipovani kruznice navzajem
otocit. To jde udélat celkem k zpusoby, pro vSechny pary
tedy kt/2 zptisoby.

Pro sudé k tedy existuje celkem (t —1)- (t—3)-...-1-k'/?
odmocnin.

Situace s lichym £ je trochu komplikovanéjsi: pro kazdou
kruznici se mizeme rozhodnout, zda ji vytvorime preskla-
dénim nebo rozptlenim. Kdybychom se rozhodli, Zze p kruz-
nic vznikne rozpilenim (to musi byt sudé ¢islo), mtzeme si
(;) zpusoby vybrat, které to budou. Pro téchto p kruznic
pouzijeme pfedchozi vypocet parovani a zipovani. Zbylych
t — p kruznic je urceno jednoznacné. Jelikoz p jsme si moh-
li vybrat libovolné, musime vysledky secist pies vSechny



mozné volby p:

t
> <p).(p1)-(p3)....-1-kp/2.
Onde

0d vzorecku k algoritmu

Nas vzorecek jde jisté naprogramovat v polynomialnim ca-
se, ale my se nespokojime s ni¢im pomalej$im nez linedrnim.
Ctenéi to snad oceni, nebo asponi preskodi :-)

Nejprve si rozmyslime, jak rychle spocitat kombina¢ni ¢islo.
Z definice vime:

(t) to(t—1)-(t—2)-...-(t—p+1)
D 1-2-...-(p—1)-p '

Snadno nahlédneme, co se stane, kdyz p zménime o 1:
_t—p+1

G) == G

Kazdé kombinacni ¢islo, které nas vypocet potiebuje, tedy
ziskdame v konstantnim ¢ase z predchoziho. Podobné soucin
lichych ¢isel od p — 1 do 1 muZzeme v konstantnim case
prepocditat.

Celou sumu tedy spocteme v ¢ase O(t). P¥ipad se sudym k
v tomto Case jisté také stihneme. Jelikoz soucet vSech délek
kruznic ¢ini nejvyse n, vypocty pro vSechny délky dohro-
mady potrvaji O(n).

Martin ,Medved”“ Mares

31-5-2 Rozinky a mandle

Nejdfive si rozmysleme, jak ovéfit, zda umime najit rozin-
kovy K-thelnik pro néjaké konkrétni K. Aby nam to vibec
mohlo vyjit, K musi zfejmé délit N bez zbytku (jinak by
nemohly byt vSechny strany stejné dlouhé).

Mnohothelnik je jednozna¢né uréen hodnotou K a jed-
nim vrcholem. Kazdy dalsi vrchol je vzdy N/K dulka od
predchoziho. V kazdém souvislém useku dtlka délky N/K
je pravé jeden vrchol naseho pravidelného mnohothelniku.
Miuzeme si tedy zvolit libovolny takovy tsek a pro kazdy
z dulkt v ném ovérit, jestli mze byt vrcholem rozinkové-
ho mnohothelniku. Staci se podivat na K dulki pro kazdy
potencialni vrchol a zkontrolovat, Ze obsahuji rozinky.

Zkousime N/K mnohothelnikti, pro kazdy kontrolujeme K
dtlkd, tedy se celkem podivame nejhtuie do K - N/K =
N dilkt, kazdy kontrolujeme maximalné jednou. Ovéfit,
7ze mnohouhelnik existuje pro dané K, tedy umime v case
O(N).

Pokud bychom vyzkouseli vSsechny mozné hodnoty K od 3
do N, tak nam to vse zabere ¢as O(N?). Jak jsme si uz ale
v8§imli, K musi byt délitelem cisla N.

Kolik takovych délitelt je? Délitele mtizeme sparovat do
dvojic — délitel d bude ve dvojici s N/d (to je urcité také
délitel N). V kazdé dvojici je urcité jeden délitel mensi ne-
bo rovny VN a jeden vétsi nebo rovny v'N. Tedy dvojic
je maximalné v/N a tim padem délitelti maximéalné 2v/N.
Tedy pokud zkousime jako K vsechny délitele N, ziskdme
¢asovou slozitost O(NVN) = O(N3/2).

Porad ale zkousime nékteré délitele zbytecné. Napriklad po-
kud existuje Sestithelnik, vzdy existuje i trojihelnik (sta-
¢ vzit z Sestithelniku kazdy druhy vrchol). Takze pokud
zkousime K = 3, je zbytecné zkouset i K = 6. Obecné

sta¢i zkouset jen prvociselnd K. Pokud by existoval mno-
hotthelnik pro néjaké slozené K, bude existovat i pro jeho
prvociselné délitele — a ty zkousSime.

Staci tedy zkouset prvociselna K, ktera déli N — tedy presné
¢isla z prvociselného rozkladu N. (Rozklad umime spocitat
v ¢ase O(N), takZe nds nebrzdi.)

Musime si dat pozor jesté na jednu véc — hledame K vét-
§1 nez 2. Nabizi se dvojku v prvociselném rozkladu pros-
té ignorovat, ale to nefunguje — nenasli bychom naptiklad
¢tverec. To vytesime tak, ze pokud je v rozkladu dvojka,
vyzkousime misto ni K = 4. Rozmyslete si, zZe jina sudd K
zkouSet nemusime — bud jsou nasobkem ¢tyf nebo néjakého
lichého prvocdisla.

Abychom ur¢ili ¢asovou sloZitost pfi vyuziti pouze prvodci-
sel z rozkladu, musime odhadnout, kolik jich bude. Protoze
vS8echna prvocisla v rozkladu jsou vétsi nebo rovna 2, plati
N > 2" kde r je pocet prvocisel v rozkladu. Odtud dosta-
vame r < log, N. Vime tedy, Ze cely algoritmus mé casovou
slozitost O(N log N).

Dodame jesté, ze O(log N) neni nejlepsi mozny odhad po-
¢tu prvocisel v rozkladu. Lze dokéazat, Ze jich je O(%),
ale to uz je o dost komplikovanéjsi.

Jirka Sejkora

31-5-3 Kvaskovy chléb

Méme posloupnost fetézct (popisii kvaski), jejiz prvni
W1l dva prvky jsou Chy = Z, Chy = P a kazdy dalsi je
zFetézenim dvou predchozich: Ch; = Ch;_o Ch;_1. Na vsupu
dostaneme n, k, ¢, chceme vypsat ¢ znakt od k-té pozice
7z Chy,.

Popis struktury kvasku se napadné podoba Fibonacciho po-
sloupnosti — jen s Fetézci misto ¢isel. Pfipomeneme, Ze Fibo-
nacciho posloupnost je definovana tak, ze prvni dva prvky
jsou Fyp = 0 a F; = 1 a kazdy dalsi vznikne souc¢tem dvou
predchozich (F; = F;_s + F;_1). Zalina takto: 0, 1, 1, 2, 3,
5,813, ....

Hned vidime, ze délky fetézct Ch; jsou Fibonacciho ¢is-
la: |Ch;| = F;. Na zacatku algoritmu si pfipravime pole
obsahujici Fibonacciho ¢isla do F;,. To zvladneme jednim
cyklem v O(n).

Zadani si trochu zjednoduSime a budeme tulohu fesit pro
{ =1 — tedy chceme vypsat jen k-ty znak Ch,. Pro vice
znaktl prosté cely postup ¢-krat zopakujeme.

Struktura Ch,, vypada nasledovné:

Chn—2 Chn—l

<@

Fn—2

»

Pro k < F,,_5 je hledany znak k-tym znakem v levé casti
(Chp—2), pro k > F,_o je hledany znak (k — Fj,_2)-tym
znakem v pravé ¢asti (Chy,—_1).

To vede na jednoduché rekurzivni feseni:

. VYPISZNAK(n, k):
Pokud k > F,,, skonéi s chybou (k mimo rozsah)
Pokud n =1, vypis ,,Z“ a skonci
Pokud n = 2, vypis ,,P“ a skonci
Pokud n < F,,_s:
VYPISZNAK(n — 2, k)
jinak

1
2
3
4,
5.
6
7
8 VYPISZNAK(n — 1,k — F,,_o)



Hloubka rekurze je n a v kazdém kroku udélame konstant-
ni mnozstvi prace (F), bereme z tabulky pfepoéitané na
zacatku). Casova slozitost je tedy O(¢n), pamétova O(n).

Optimalizace pro mala &

Pokud je n hodné velké a £ hodné malé, miizeme slozitost
zlepsit. VSimnéme si, Ze na zacatku Ch,, je Ch,_2, na jeho
zacatku je Chy,_4, atd. Tieba pro n = 8:

Chg

Chg

Chy

Pokud napiiklad k < Fj, vysledek pro n = 4 bude stejny
jako pro n = 8. Obecné mizeme n nahradit nejmensim n’
se stejnou paritou (to znamend, Ze pokud bylo n sudé, musi
byt n’ sudé, pro n liché musi byt n’ liché), pro které plati
F,, > k. Podminka na paritu je dulezita, protoze zacatky
sudych a lichych kvaski vypadaji jinak (napf. vSechny liché
zacinaji ,Z“ a vSechny sudé zacinaji ,P“).

To mtizeme udé€lat uz béhem tvodniho cyklu, ktery poci-
ta Fibonacciho ¢isla. Jakmile béhem néj narazime na i se
spravnou paritou, pro které spocitané F; je vétsi nez k,
cyklus ukoné¢ime a zménime n na i. Zbytek algoritmu po-
kracuje, jak byl popsan vyse.

Co tato zména udéla se slozitosti? Vsimneme si, ze Fibo-
nacciho ¢isla rostou exponencialné: F,, = F,,_o + F,,_1 >
2F,,_o, tedy s kazdym zvysenim n o dva se F;, alespon
zdvojnasobi.

Nyni si mizeme predstavit, ze napiiklad pro liché n zac¢ne-
me s n’ = 1 a zvySujeme ho po 2 tak dlouho, dokud ne-
presdhneme k. Kazdym zvysenim se hodnota F;,s alespon
zdvojnasobi, takze celkovy pocet zvySeni bude maximalné
O(logk). Tedy i n’ = O(logk). Celkova ¢asova sloZitost
bude O({log k), pamétova O(log k).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-5-3.4

Filip Stédronsky

31-5-4 Otesanek ve vyvarovné

Nez se bezhlavé pustime do simulace zasedaciho potadku ve
vyvarovneé, tak se nejdiive zamysleme nad jednoduchym po-
zorovanim — do jakého mista se posadi nové prichozi strav-
nik?

Urcité se posadi do né€jakého volného mista mezi dva strav-
niky (pfipadné mezi stravnika a pani u okénka) a v tomto
volném misté se urcité posadi doprostied — protoze tim ma-
ximalizuje vzdalenost k nejblizsimu ze sousedu. A z téchto
volnych mist si urcité vybere to nejdelsi, protoze jakékoliv
jiné nemuze vést k vétsi vzdéalenosti od sousedi.

Pro prvni typ operace (pfichod nového stravnika) tak potte-
bujeme jen datovou strukturu, ktera nam vzdy vrati nejdel-
§1 volné misto ve vyvarovné. To z datové struktury odebe-
reme, zapiseme si pozici uprostied a pak vlozime do datové
struktury dvé mensi volna mista vznikla rozptlenim pivod-
niho.

Pro druhy typ operace (kdyZ stravnik doji a odejde) uz bu-
deme pottfebovat par vylepseni navic. Kdyz stravnik odejde,
tak potfebujeme spojit dvé volna mista okolo jeho pozice
do jednoho nového (vét$iho) volného mista. K tomu se ndm
budou hodit odkazy z kazdého stravnika na volna mista

okolo néj — pak jen obé volna mista okolo néj odebereme a
vlozime do datové struktury jedno vétsi.

Abychom tyto odkazy zvladli udrzovat pfi pfichodech strav-
nikd, kdy se volnd mista rozdéluji na poloviny, tak jesté bu-
deme potfebovat zpétné odkazy z volnych mist na stravniky
na okrajich kazdého volného mista.

Jakou datovou strukturu na tyto operace pouzit? Prvni vol-
bou, na kterou napovidala i kuchaika, mtze byt néjaky (vy-
vazovany) vyhledavaci strom, ve kterém pro prvni operaci
v ¢ase O(log N) najdeme nejvétsi volné misto (v klasickém
BVS to bude prvek nejvice vpravo), toto misto odebereme
a dvé nova vlozime. Pro druhy typ operace naopak dvé mis-
ta (na kterd potfebujeme mit odkazy) odebereme a jedno
nové vlozime.

Druhou volbou pak miize byt lehce upravena halda, ktera
nam umozni mazat i prvky z prostiedka haldy. Pfi prv-
nim typu operace nam staci odebrat maximum a vlozit dva
nové prvky. Druhy typ operace po nas ale pozaduje ode-
brani dvou prvkl zevniti haldy, coz vSak muzeme udélat
podobné jako pfi odebirdni maxima — prohodime mazany
prvek na konec, odstranime ho a nakonec prohozeny prvek
zabubldme bud nahoru nebo dolt.

Oba postupy zvladnou zpracovat jak prichod tak odchod
stravnika v ¢ase O(log N). V obou pfipadech je potieba
nezapomenout na udrzovani odkazt ze stravnikid na volna
mista — tfeba tak, Ze stravniky méame v néjakém poli a
pfi kazdém pfesunu volného mista ve vyhledavacim stromé
(nebo haldé) aktualizujeme uloZzené pointery.

Ve vzorovém Teseni si ukdzeme implementaci s pomoci upra-
vené haldy, jelikoZ je jednodussi na implementaci nez néjaky
vyvazovany vyhledavaci strom.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-5-4.4

Jirka Setnicka

31-5-5 Prisady na pizze

Posledni tloha letosniho roéniku KSP byla diky kouzelné
krabicéce trochu netradiéni. Pojdme si proto nejprve p¥ipo-
menout, co s takovou krabi¢kou mtizeme udélat. Na vstup
ji muzeme predlozit libovolny graf a ona nadm fekne, zda
nejmensi pocet piisad je sudy, nebo lichy. Ale jaké grafy ji
mame predkladat? Nase tiloha prece dostane na vstupu jen
jeden graf. Kde vezmeme néjaky dalsi, abychom krabicku
zavolali vicekrat?

Inu néjakym zptisobem si graf ze vstupu upravime. Na-
priklad miZeme zavolat nejprve krabicku na pavodni graf.
V dalsim kroku z grafu jeden vrchol smazeme (véetné vech
hran, které do néj vedly) a spustime krabicku znovu. Co se
mohlo stat? Bud se smazanim vrcholu podet potfebnych
pfisad nezménil, nebo se snizil o jedna.

Vsimnéte si, Ze vice klesnout nemohl — staci se na to podivat
pozpatku. Pokud existuje pro mensi graf spravné rozmisténi
prisad, staci vratit vrchol zpét a prifadit mu zcela novou
prisadu. Ziskali jsme funkéni rozmisténi, které je jen o jedna
vetsi.

Z toho dostaneme prvni feSeni tlohy. Krabicku postupné
volame na graf a v kazdém kroku z grafu postupné ode-
birdme jeden dalsi vrchol. AZ dojdeme k prazdnému grafu,
vime, ze minimalni pocet pfisad pro tento graf je nula. Staci
tedy spocitat, kolikrat se vystup z krabicky zménil, a do-
staneme miniméalni nutny pocet ptisad.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-5-3.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-5-4.c

Pro graf s N vrcholy a M hranami potfebujeme krabic-
ku zavolat N-kréat a celkovd ¢asova a pamétova slozitost je
O(N + M).

Krabicka jako jeden bit

Popsané feseni funguje, ale nasim ukolem bylo priméarné
minimalizovat pocet volani kouzelné krabicky. Nedalo by
se to zlepsit? Co je principem této tlohy? Z grafu se snazi-
me ,vydolovat® jedno ¢islo v rozsahu 0... N s pomoci kra-
bicky, kterd nam o grafu umi Fict na jedno zavolani jeden
bit informace — sudé/liché. Pokud bychom se ptali sprav-
né, mozna by nam mohlo stacit krabi¢ku zavolat jen logs N
krat.

Takovou slozitost mé tfeba binarni vyhleddvani. Neslo by
zde néjak pouzit? Rozhodné ano, pokud bychom méli kra-
bicku, které predame graf a néjaké ¢islo L a krabicka by
nam fekla, zda je nutny pocet pfisad pro graf vétsi, nebo
mensi nez dané ¢islo L. Binarnim vyhledédvanim hrani¢niho
L v rozsahu 0. .. N bychom nasli sprdvnou odpovéd s pou-
zitim radove logy N krokd.

Nasgi krabicce sice ¢islo nepfedame pfimo, ale miizeme misto
toho upravit vstupni graf. Kdyz ma graf vice komponent,
krabicka nam vraci informaci o po¢tu prisad z té komponen-
ty grafu, ktera jich pot¥ebuje nejvice. Uprava bude fungovat
nasledovné:

Nejprve zavolame krabicku na pivodni nezménény graf ze
vstupu. Zjistime, zda minimalni pocet prisad je sudé, ne-
bo liché ¢islo. Predpokladejme bez Gjmy na obecnosti, Ze je
tento pocet lichy. Do grafu pfidame zcela novou komponen-
tu, jejiz potfebny pocet prisad si sami ur¢ime jako néjaké
sudé L.

Kdyz se krabicky zeptame na upraveny graf, dostaneme bud
nezménénou odpovéd — to v pripads, kdy je L mensi nez
nutny pocet prisad puvodniho grafu. Nebo se vysledek zmé-
ni na sudy a my z toho pozname, ze novy graf vyzaduje
prévé L prisad, a na ptuvodni tedy staci prisad méné nez L.

A to je vSe. V kombinaci s binarnim vyhledavanim dostavé-
me celé feseni. Zbyva jen uvést, ze onou pridavanou kom-
ponentou s poctem piisad L je uplny graf s L vrcholy, v li-
teratufe oznacovany jako K. V tplném grafu jsou vSechny
vrcholy propojeny hranou, takze zadné dva nemohou dostat
stejnou prisadu.

Krabicku volame fadové logs N krat a ¢asova a pamétova
slozitost je O(N?), protoze novd komponenta mé fadove
N? hran. Tuto &asovou slozitost dosahneme, pokud bude-
me v kazdém kroku vychézet z grafu z pfedchoziho volani.
Pokud bychom graf vzdy konstruovali znovu, bude ¢asova
slozitost O(N?log N).

Jenda Hadrava
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