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Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Nelehka pandemickd doba jara tohoto roku bohuzel nepfala ani pripravé Ctvrté série, ale jiz se
k vam pfedposledni &islo jubilejniho 2°-tého roéniku KSPé&ka konecné dostava. Doufime, Ze vas
vSechny zastihuje v co nejlepsim zdravi a doufame, Ze zdravi i nadale zlstanete a uvitate vytrZzeni
od doméciho uceni dalsi varkou zajimavych tloh.

Predchozi dil seridlu muzete odevzdavat az do konce dubna. V této sérii namisto serialu pfibalujeme
kompetitivni dlohu, kde miZete navzajem mezi sebou pomérit schopnosti ve hledéani optimalniho
feSeni na tézkou tlohu. Zapojit se muZe kazdy, tak toho vyuZijte! Mimo to série obsahuje dalsi étyfi
teoretické a jednu praktickou dlohu. A zévérem tohoto ¢isla je kucharka o minimalnich kostrach.

Pfipominame, Ze se z kazdé série stile zapocitava 5 nejlépe vyfeSenych tloh (tedy nemusite vytesit tplné vSechny a i tak
miuzete dosdhnout na plny pocet bodt). Také se vAm body za tlohy pFepocitavaji podle vaseho sluZebniho stafi — na presnou
definici se podivejte do pravidel na webu.

Za Uspésné feseni KSP miizete byt piijati na MFF UK bez prijimacich zkouSek. Uspéinym fesitelem se stava ten, kdo
ziska za cely ro¢nik (této kategorie) alespori 50 % bodt. Za letosni rok pijde ziskat maximalné 300 bodd, takze hranice pro
uspésné resitele je 150. Maturanti pozor, toto je posledni série, za kterou stihneme ziskat body, pokud potfebujete prominuti
pfijimacek uplatnit jiz letos (pokud tomu tak je, ozvéte se ndm). Také kazdému Fesiteli, ktery v tomto roéniku z kazdé série
dostane alespon 5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, placku a mozna i dalsi prekvapeni.

Termin série: nedéle 10. kvétna 2020 ve 32:00 (tedy dalsi rano v 8:00)

Odevzdavani: Pies web na adrese pttps://ksp.mff.cuni.cz/submit /|

Znacky dloh: () Lehd dloha (i jeji ¢st) vhodna pro zadatecniky Open-data tloha

é Uloha, u které doporu¢ujeme zaéist se do kuchaiky

Odména série: Trem nejuspéSnéjsim FeSitelim kompetitivni lohy posleme sladkou odménu.

Ctvrta série tficatého druhého roéniku KSP

V minulé sérii unikla posddka Hefaista ze zdkladny za- Hlavni inZenyr McCormack kapitdnku prerusil: ,Podle
sazZené podivnou iontovou bouri, aby ndsledné zjistila, Ze tehle snimku tam ale maji néjakou obrannou soustavu a
cast ztracenych kolonistu pravdépodobné v rdmci tajného pravdépodobné stitovy. ..«
vyzkumu iontovou bouti vytvorila a vyslala ji proti zbytkum Nez vsak stihl néco dotict, ozvalo se ndhle zezadu z chod-
zakladny s cilem zamést stopy — tedy zbylé kolonisty a také by jasné zvoldni: ,,Tak uz to hod, vybuchne to!*
posdadku hlidkove a servisni lodi Hefaistos, kterd priletéla InZenyr prejel zdésenym nechdpavym pohledem po ostat-
kolonistum na pomoc. nich a jesté nez si to stihl uwvédomit, uz proskakoval prile-

Po dramatickém uniku (prectéte si ) a po na- zem z mustku do chodby vedouci k prostorum pro posddku.
pichnuti mistni satelitni siteé se povedlo posadce a kolonis- Vbehl do mistnosti, ve které se tisnila vétsina shromdz-
tum zjistit souradnice utajené zdakladny a v hlasovani o po- dénych kolonisti, a pdtral oc¢ima po nécem, co by mohlo
kracovdni jste zvolili, Ze se maji pokusit prepadnout druhou vybuchnout. Vybuch na lodi ve vesmiru mohl mit fatdlni
tajnou zdkladnu, protoZe jsme prece lepsi! Tak ctéte pokra- nasledky! Pak se ale zarazil, pohlédl na kolonisty v krouzku,
covdnt. . . rozchechtal se a svalil se smichy na zem — kolonisté hrdli

pro ukracent ¢asu hru!
* % *
»Ja Fikdm, zautocme na né! Tady jsme jok sedici kachny, 32-4-1 Vybusné kotatko 9 bodu

hned jok opadne to ruseni z iontové boure, tak nds uvidi,“
zahtmél pres cely mustek vZdy bojovny marindk Drake.
»Ale tohle neni Zddnd vdlecnd lod,“ oponoval mu pilot,

Kolonisté se pro ukraceni ¢asu rozhodli zahrat si hru — jed-
no z déti z kolonie si s sebou totiz vzalo kulatou hracku
v podobé kotatka, kterou si hraci hazi a kotatko vzdy po
Ltohle je dobrd lod na zachyceni neovladatelné lodi, priile- nahodné dobé vybuchne® a postiika toho, kdo ho pravé

ty skrz pmch’ove’ ohony komet a jinou drsnou ,].Z/Zd“' = al'e drzi, obarvenou vodou. Ten ze hry vypadavé a ostatni hraji
probuh, vidyt nemdme Zddné pordadné zbrane, jenom proti- dal.

meteoricke délo.“

,Kolonisti je na té€ zdkladné nanejvys devet — ndklad sem
sice propasovat mohli, ale dalsi lidi by pred kolonii neskryli.
Nds je vice a mame pordd plny set tézkiych skafandri do
nebezpecného prostiedi, ty néco vydrzi. A dostatek ndradi

Bohuzel tato hracka uz byla stard a ndhodné odpocitava-
dlo prestalo byt ndhodné. Ted se stavalo, ze kotatko vzdy
,vybuchne® po stejné dobé, ktera akorat staci na to, aby si
kotatko hodilo K hract.

na to propdlit se nékolikametrovym pancitem hvézdné lodé, Kolonistim to ale zjevné nevadi. N hraca si stoupne do
do té zdkladny se muzeme dostat pésky,“ pronesla po chvili krouzku, nulty hrac¢ kotatko spusti a hodi hraci po své levici.
premysleni kapitanka Laren. ,,Navrhuji pristdt vedle jejich Ten ho opét hodi hraci po své levici a to se opakuje tak
zdkladny a. .. “ dlouho, nez je kotatko hozeno K-krat — v naruc¢i K-tého
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hrace ,vybuchne* a ten tak vypadava ze hry a vystupuje z
krouzku ven. P¥itom ale kotatko opét spusti a hodi ho opét
hradi po své levici (a po K piehozenich opét vybuchne).

Postupné vypadavaji vSichni hraci, az zbude samotny po-
sledni hrac¢, ktery vyhrava. My bychom chtéli vyhrat — za-
jimalo by nas tak, na jakou pozici se postavit v krouzku N
hract, kdyz vime, ze kotatko ,,vybuchne* u kazdého K-tého
hrace. A chtéli bychom to spocitat rychleji, nez to odsimu-
lovat za N K krokd.

Po tomto vybusném rozptyleni se posdadka spolu se Te-
ditelem kolonie opét vydali k planovacimu stolu. Rychle se
dohodli, Ze utok na cizi zdkladnu je nezbytny. Pokusi se s
Hefaistem co nejrychleji pristdt, vyslat prepadové komando
v tézkych skafandrech.

Zdkladna méla obranny systém a méjaky set Stitovych
emitord. Hefaistos mél jen protimeteorické délo, ktere se
ale nabijelo na plny vikon tak dlouho, Ze byl cas jen na je-
den portddny vystrel. Pilot s inZengrem pripravili program,
ktery mel pri sestupu vybrat ten nejlepsi cil a vystrelit na
neéj.

Dva dalsi technici, kapitanka a oba marinidaci se mezitim
navlékli do tézkych skafandri a pripravili se u hangdrového
otvoru spolecné s ndkladni plosinou obtézkanou plazmovymi
rezaky a dalsi technikou na vyrabéni der do dveri. Zbytek
posdadky se oblékl do lehcich skafandri a i kolonisté kazdy
dostali nouzovy skafandr, kdyby se néco stalo.

Pak se na odvrdacené strané€ planety zaZehly hlavni moto-
ry Hefaista a nasmérovaly ho na prudkou sestupovou tra-
jektorii. Hefaistos se roztrdsl, ale drZel pevné — na turdé
vstupy do atmosféry byl pFeci délany. Bez varovdni se lod
vyritila z nocni polokoule do oslepujicitho svétla mistniho
slunce, ale nic si z toho nedélala. Senzory zacaly pdtrat po
naprogramovanych cilech. Kolem ndhle proletél soustredeny
vyboj energie, ale lod minul. Senzory ted uZ ale védély, po
cem se divat. S metodickou presnosti zamétovaly jednotliveé
energetické stopy na povrchu. Systém védél, Ze ma jenom
jeden vystrel, a tak stdle propocitdval. Kolem proletel druhy
energeticky vyboj, ale i ten lod na sestupové drdze minul.

32-4-2 Jeden vystrel 10 bodua

Senzory Hefaista zaznamenaly na povrchu u cizi za-
‘é kladny soustavu pospojovanych energetickych bodi za-
jistujicich obranu této zakladny. Body tvofi vrcholy pomysl-
ného grafu a spoje mezi nimi pak jeho (neorientované) hra-
ny. Soustava bodl nemusi byt nutné souvisla, mize tvorit
vice samostatnych komponent.

Jednotlivé spoje (neboli hrany) pfispivaji do energetické
soustavy rtiznou silou. Kazdy spoj je ohodnoceny kladnym
¢islem a pfi cerpani energie ze soustavy se pak secte ener-
gie spoju na minimdlni kostre zkonstruované podle téchto
ohodnoceni. Pokud soustava neni souvisla, tak se spocita
miniméalni kostra v kazdé komponenté samostatné a vysled-
na energie je pak soucet energii vSech minimalnich koster.

Hefaistos méa protimeteorické délo, které ale stihne vystrelit
jen jednu ranu, kterou zvladdne pferusit jeden spoj (jednu
hranu v grafu). Vymyslete algoritmus, ktery urci v grafu
takovy spoj, jehoz odstranénim se co nejvice snizi energie
celé energetické soustavy.

Napriklad na energetické siti z levé ¢asti obrazku vychazi
nejlépe prerusit spoj s ohodnocenim 3, vysledné kostry s
celkovou energii 11 jsou pak vyznaCeny v pravé Casti ob-
razku. Kdybychom namisto toho prerusili naptiklad spoj s
ohodnocenim 4, tak si viibec nepomuzeme a vysledna ener-
gie zkonstruované kostry dokonce vzroste na 18.

Protimeteorické délo na Hefaistu se zacililo a pak lodi
lehce trhlo, kdyz vypustilo plazmovy vyboj na presné vybra-
né misto energeticke sité u cizi zdkladny. Spoj se s oslepu-
jicim zdbleskem rozletél do okoli, stity zdkladny pohasly a
Hefaistos se jiz obracel ke kruhovému obletu a vysouval pri-
stdvaci nohy, kdyZ se proti nému rozletél treti energeticky
vyboj z déla u zdkladny. Tentokrdt jiz neminul.

Proud energie proletél pravou zadni ¢dsti Hefaista, utrhl
cast motorové sekce a prosel obdlkou jeho fuzniho reakto-
ru. Nouzové pojistky a pyropatrony, které byly hluboko do
Hefaistova trupu instalovdny pred dlouhymi lety v lodénici,
v mZiku sekundy odstrelily zbylé pldtovdni trupu a vymrsti-
ly selhdvagici fizni reaktor co nejddl od lodi. Stihly to, na
posledni chvili. Reaktor se roztrhl aZ tricet metri od trupu.
Lod obklopil proud superprehidté plazmy o teploté mensiho
slunce, ktery spaloval, co mu prislo do cesty. Ohorely ale
stdle celistvy hlavni trup Hefaista se z ohnivé koule vynotil
o sekundu pozdéji a Titil se v kotrmelcich k povrchu.

Dalsi z nouzovych systéma odolné lodé zafungoval na vy-
bornou a wvnittni prostory posadky okamZzité zaplavila ex-
trémné expanzni vysokoporézni balistickd péna, kterd bles-
kové tuhla a chrdnila svij cenny lidsky ndaklad pred nejhor-
simi ndrazy. Hlavni pocitac se po poskozent svého jadra za-
sekl v nejaké smycce vypisujici na obrazovky na mustku sled
chybovych hldseni E3, F5, E7, G6. Ale jeho prdci prevza-
ly zdlozni pocitace, jejichZ jedinou starosti byla stabilizace
lodi pred dopadem. Né&jakym zdzrakem se jim povedlo lod
pomoci trysek pretocit opét do polohy na bricho a se zbytky
kdysi devitisettunové devadesdtimetrove lodé pristdt klouza-
vym pohybem — jestli se pristanim dd nazgvat prudky ndraz
do zemé s odskocenim a vyrytim trisetmetrové brdzdy.

* % x

Balistickd péna uchrdnila posddku pred nejhorsim, i kdyz
asi nikdo nevyvazl bez alespon lehkého zraneni mebo po-
hmoZdéni. Brzy se rozsvitila nouzovd svétla a jednotlivi lidé
zacali prudkymi pohyby drtit pénu, kterd je fizovala na je-
jich mistech a nyni se zacala rozpadat.

Hlavni inZenyr se pokousel rychle se probojovdvat rozpa-
dajici se ztuhlou pénou, nez se dostal pres prostor osdadky
do hangdru, kde c¢ekalo prepadové komando. Ti byli nastés-
ti uchranéni svymi tézkymi skafandry a vsichni vypadali v
poradku, ale dvere se odmitaly oteviit. A to ani na manu-
dlnt ovldadant, i kdyz do mich energie ocividné sla. Hlavni
inZenyr rychle odtrhl kryci panel a podival se na spdlenou
elektronickou desticku tidictho mechanismu. Odnékud ma-
gicky zhmotnil pdjecku a dal se do nouzové opravy.

32-4-3 Sbérnice na pajivém poli 12 bodu

Hlavni inzenyr potfebuje opravit fidici desticku od mecha-
nismu otevirani dvefi. Desticku si miizeme predstavit jako
pajivé pole, coz je vétsinou néjakd miizka R x .S kontakti,
kde mtzeme pomoci pajeni propojovat kontakty do cesti-
cek.

Kdo péajivé pole neznate, vyhledejte si na internetu obrazky.
Pro nase potfeby stac¢i védét, ze lze na pajivém poli vytvo-
it cesticka z ,poli¢ek” sousedicich hranou (kazdé policko
mimo krajnich tak ma 4 sousedy).



Neéktera policka na Fidici desticce jsou jiz obsazena rtiznymi
soucastkami. Hlavni inzenyr by ale potfeboval protdhnout
po desticce od jeji vrchni hrany k jeji spodni hrané co nej-
§irsi sbérnici. Sbérnici predstavuje nékolik cesticek, které
vedou po pajivém poli tésné vedle sebe a nikde se nerozcha-
zeji, jak ukazuje napfiklad nésledujici obrazek (tecky jsou
stfedy policek, rizné soucastky predstavuji plné policka,
tmavé je vyznacend sbérnice).

vvvvv

ci (kolik cesti¢ek vedle sebe) muzeme po volnych poli¢kach
nepajivého pole protadhnout od jeho horniho ke spodnimu
okraji. Sbérnice Sirokd K musi zacinat na K vedle sebe le-
zicich volnych polickdch na prvnim fadku a koncit na K
vedle sebe lezicich volnych polickidch na poslednim fadku.

Nezapomente v této tiloze dokazat, Ze vase feSeni vzdy vra-
ti optimdlni vysledek (Ze nemuzZe existovat sbérnice s vice
cestickami).

Hlavni inZenyr odloZil pdjecku, zasunul opravenou destic-
ku zpét do slotu a prastil rukou do tlacitka nouzového ote-
virani. Tézké dvere chvili vzdorovaly, protoZe vnéjsi obsivka
trupu byla vybuchem fuzniho reaktoru specena do celistveé
skordpky, ale pak se skripavym trhnutim hydraulicke vzpéry
skordpku prolomily a do lodi se vehnalo denni svétlo.

Prepadové komando prilis necekalo a v tézZkych skafan-
drech se okamZzité vrhlo ven. Dva technici za sebou tahli
ndkladni plosinu naloZenou uZitecnymi ndstroji.

Vypadalo to, Ze zdsah protimeteorického déla a padajici
trosky z Hefaista zdkladnu celkem ponicily — na hlavni bu-
dové zapusténé do skalntho masivu svitila zvenku jen nou-
zovd svétla a z nékterych mist zdkladny se kourilo. Stitovy
generdtor © vSechny obranné systémy vypadaly neaktivni —
otazkou ale bylo, jak dlouho to vydrzi.

V pilce cesty prekvapilo komando trojici lidi v lehkych
skafandrech, kteri se pravdépodobné vydali na prizkum vra-
ku — nenapadlo je asi, Ze by takovy pad mohl nékdo preZit,
necekali, Ze lod bude tak odolnd. KdyZ zahlédli pétici mo-
hutnych postav, z nichZ dve sviraly néjaké zbrane, tak se na
misté bez odporu vzdali. Maritidci je jen svazali a kapitdinka
mezitim zavolala vysilackou na Hefaista, aby pro né nékdo
dosel. Nebyl cas se zastavovat, na zdkladné stdle néekde bylo
sest byvalych obyvatel kolonie.

Po néekolikasetmetrovém presunu dorazili k hlavnim dve-
7im zasazenym do skalniho masivu. ,,Protezat tohle bude tr-
vat aspon hodinu, moznd i vic,” zhodnotil stav dveri jeden
z technikd. Druhy technik, lodni expert na pocitace Jason,
mezitim napogil prenosny termindl na datovy port u panelu
dver.

»Nejsou zakodované, jenom blokuji oteviraci signdl z to-
hoto panelu®, trhnul hlavou k ovlddani vedle dveri. ,Muzu
se pokusit poslat oteviraci signdl smyckou pres jin€ pane-
ly. .. ale oni ten signdl taky okamzité blokuji. Musim nagit
nejkratsi cestu zpet.“

10 bodu

32-4-4 Zpétny signal

Pro vniknuti do zédkladny by pfepadovy tym potieboval
W1l oteviit hlavni vstupni dverfe. Signdl pro jejich otevieni
z lokalniho panelu je ale blokovan, je nutné signal poslat
oklikou pres jiné pocitace v siti.

Soucasné se ale osazenstvo zdkladny brani a signaly na
otevieni dvefi blokuji. Potfebovali bychom tedy najit co
nejrychlejsi cestu siti zpét k nasemu panelu, aby méli co
nejmensi Sanci ho zastavit.

Pocitacova sit je tvofena jednotlivymi uzly (¥idici panel u
vstupnich dvefi je jednim z nich), které jsou spojeny jed-
nosmérnymi komunikac¢nimi linkami. Navic kazd4 linka mé
jinou rychlost prenaseni signalu, u kazdé komunikacni lin-
ky tedy dostaneme c¢islo v milisekundach, jak dlouho trva
signalu prejit pres tuto komunikac¢ni linku do dalsiho poci-
tacového uzlu.

Nasim cilem je tedy najit cestu, kterd zacind u naseho fi-
diciho panelu, projde néjakou cestou siti po komunikac¢nich
linkach a vrati se nazpét do naseho panelu. Ze vSech tako-
vych cest by méla byt nejkratsi.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Format vstupu: Na prvnim fadku vstupu dostanete dvé ¢isla
N a M udavajici pocet pocitaci v siti a pocet jednosmeér-
nych komunikacnich linek mezi nimi. Na druhém radku pak
bude jedno ¢islo S udavajici index fidiciho panelu, ze které-
ho chceme vyslat signal a do kterého chceme, aby se signal
nakonec vratil. Na dalsich M tadcich pak budou vzdy tro-
jice Cisel a,b,r udavajici, ze z pocitace a existuje primé
komunikacni linka do pocitace b a prenést po ni signal trva
z milisekund. Pocitace indexujeme od nuly. Zarucujeme, ze
vstup nebude obsahovat smycky (tedy vidy a # b) a Ze
vSechna x budou kladna.

Formdt vgstupu: Na prvni fddek vystupu vypiste délku (v
milisekundach) vami nalezené nejkratsi cesty vedouci z vr-
cholu S zpét do vrcholu S. Na druhy fadek vypiste pocet
poditaci na této cesté (pocitaje pocatedni i koncovy) a na
dalsi fadek vypiste mezerami oddélenou posloupnost inde-
x1 pocitaci na této cesteé.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
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Po Jasonové konzoli béhaly proudy pismen. Technik se
pod hledim tézkeho skafandru potil, ale nakonec vitézoslav-
né zvedl hlavu a tukl do potvrzovact kldvesy. Chvili se nic
nedélo, ale pak se hlavni dvere lehce zasunuly do podlahy a
odhalily vstup do prechodové komory.

Péticlennd skupinka vstoupila dovnitr. Vnitrni dvere pre-
chodové komory jiz nebyly nijak blokované a hladce se pred
nimi otevrely. Ocitli se v krdtké chodbé s nekolika bocénimi



mistnostmi — vnittni prostory této zdkladny mebyly prilis
rozlehlé. Nejvétsi utésnenou mistnosti byl hangdr spojeny s
dilnou, kde zrovna pracovali na dprave jedné z druZic, a pak
sekce s nékolika laboratoremi, ve kterych to srselo blesky. S
utésnenygm hangdrem jesté sousedil vetsi neutésnény han-
gdr, ve kterém objevili malou transportni lod, kterou prav-
dépodobné vyndseli druZice na obézZnou drahu.

Na druhé strane zdakladny pak byla obytnd cdst a ridi-
ct centrum. Netrvalo dlouho a marindkim se povedlo najit
vsech Sest zbyvagjicich obyvatel zdkladny. Nikdo z nich oci-
vidné nebyl vojdk a podle nékterych nalezenych papiri to
celé byla akce velké korporace, kterd castecné financovala i
vystavbu cel€ kolonie. Kapitdinka Laren si v duchu oddechla
— asporn Ze to neni néjakad tajnd akce kolonidlni armddy.

Poté, co do zdkladny privedli z havarovaného Hefaista
vSechny kolonisty, se Teditel kolonie prisel podivat na vézné.

, Taylore, jak jen jsi mohl? Co jste tu probuh délali a
proc?“ nemohl uvérit tomu, Ze clovek, jehoZz jesté pred mé-
stcem povazZoval pouze za jednoho z geologi kolonie, kteri
radi vyrdzeli na dlouhé vypravy do pustiny, Séfuje néjakée
skupiné védci zahrdvagicich si s iontovymi bouremi.

Nez vsak mohl pokracovat, prerusilo vsechny hlasité za-
kvileni alarmu od hlavni prehledové mapy. Po chvili zkou-
mani a vyzvidani od zajatych véedcu zjistili, Ze na celé pla-
neté se v nékolika uzavrenych stanicich ,péstuji“ iontove
boure drZené na misté a posilované magnetickymi silovymi
paprsky. A stanice nejblize této zdkladné vlivem poskozeni
energetické sité zkolabovala a je potreba ji opét nahodit.

32-4-5 Svazani boufre 13 bodu

Tontova boufe byla drzena ve své ,lihni“ pomoci magnetic-
kych silovych paprski generovanych na pfimych spojnicich
mezi emitory. Kazdy emitor zvladne generovat i vice mag-
netickych silovych paprski, ale nikdy se zadné dva magne-
tické silové paprsky nesmi k¥izit (podle staré zasady ,Nikdy
nekiizte paprsky!“ by mohlo dojit az ke konci svéta, nebo

minimélné ke konci danych emitort).

Zname souradnice jednotlivych emitori v roviné. Chceme
naplanovat, mezi kterymi dvojicemi emitortt budeme gene-
rovat paprsky tak, aby platilo:

e 74dné dva paprsky se nekiizi.

e Neexistuje zddna dvojice emitorti, mezi néz bychom jes-
té mohli pridat paprsek tak, aniz by se porusila prvni
podminka.

Vymyslete algoritmus, ktery pro zadané soutadnice vyda
dvojice emitort, mezi kterymi generovat paprsky, aby byly
podminky vyse splnéné. Vase feSeni nemusi obsahovat co
nejvice paprski, ani paprsky nemusi tvorit zadny specialni
tvar. Jde jen o to, Ze tam jiz neptijde zadny dalsi paprsek
pridat.

Tontovou bouri se povedlo opét svdzat do jeji ,lihne“.
Podle vseho byly tyto lihné na planeté celkem ctyri a dvé
z nich ted drZely pripravené iontové boure (jedna iontovd
boute byla pouZita na prvotni ponicent kolonie a druhd pak
na druhy utok na kolonii, vyrobit nove pry trvd nékolik me-
stci).

Byli ted ale v nezdvidénihodné situaci. Na planeté byly
dvé subprostorové vysilaci stanice — jedna z nich na vdz-
né poskozeném Hefaistu bez fizniho reaktoru zaboreném do
zemé a druhd na hlavni zdkladné kolonie, kterd byla praktic-
ky smetena z povrchu planety. Navic v této malé zdkladne

I https://poll.ly/#/GxbDixrH

nebylo dostatek prostoru ani jidla, aby zvlddla vsechny ko-
lonisty 1 posadku. Pred posddkou Hefaista a pred kolonisty
tak stalo (jiZ posledni) ndroéné rozhodnuti. Co délat ted?
Opét zahlasujte v anketé.!

* * Kk

Moznd vam vrtd hlavou, v jaké smycce Ze se to zasekl
hlavni pocita¢ Hefaista po poskozent lodé pri sestupu. K
vysvétleni této cdsti pribehu se musime vrdtit zhruba dva-
cet minut pred zahdjenim utoku na cizi zdkladnu, dokud byl
Hefaistos jesté na obézné drdze.

V tu chvili se dva kolonisti, shodou nahod nejmladsi a
nejstarsi ze vsech kolonistu, rozhodli ukrdtit si cekdni na
dalst vjvoj situace néjakou hrou. Hra s vybusnym kotdtkem
je prestala bavit a tak si mlady Tom spustil na jednom z
paneli na sténé své oblibené sudoku. A stary Azachids si
zase chtél zahrdt partii sachi proti lodnimu pocitaci.

V tu chvili se ale objevila v sekci pro posdadku kapitdnka
a zacala vysvétlovat detaily nadchdzejici akce. Tom i Aza-
chids nechali hry na panelech spusténé a uplné na né zapo-
mnels.

JenZe hlavni pocitac ne. V momenté jeho kritickeého po-
skozeni doslo k pomichant bézicich programouvych bloki, pre-
psdni paméti procest a ke spojeni programi pro reseni su-
doku a hrant Sachi do jednoho. A v této smycce hlavni poci-
tac stdle bézi, napdjen z nouzovych clanku na Hefaistovi. . .

32-4-6 Sudoku s koném 15 bodu

Toto je optimalizac¢ni kompetitivni iloha — na problém, kte-
ry vam zde ukazeme, pravdépodobné neobjevite optimalni
algoritmus, ktery by vam naSel nejlepsi mozny vysledek. Ale
mizete se pokusit najit dostateéné dobry vysledek — nejlé-
pe takovy, ktery bude lepsi, nez vysledky vSech ostatnich
fesitelu.

Bodovat tuto lohu budeme tak, Ze nejlepsi feseni dostane
plny pocet bodi a ostatni dostanou body odstupniované
podle toho, jak dobrého skére dosahnou. Vse vyhodnotime
po konci série. A pfidame i néjaka referenc¢ni organizatorska
feSeni :)

Uloha

Pro Sudoku, neboli mfizku 9 x 9, existuje posloupnost taht
Sachovym jezdcem, kterd navstivi kazdé policko praveé jed-
nou (bude tak mit pravé 81 kroki), nemusi se vSak vratit
na startovni pozici. Takové posloupnosti ¢asto fikdme ote-
vrend jezdcova prochdzka a najit ji neni tak tézké. Také je
to pouze jedna z ¢asti nasi tlohy.

Pro néjaké vyresené Sudoku a pro konkrétni prochazku
jezdcem definujme skore jako posloupnost 81 cifer v pofadi,
v jakém na né jezdec na vyfeseném Sudoku vstoupi.

Piikladem muze byt tfeba nasledujici Sudoku s néasleduji-
cim pofadim névstév jezdcem (zacindme na nule) a nésle-
dujicim skére:

1238745609
845196723
679235148
214759836
3964812765
758623914
962318457
481567392
537942681
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Vasim ukolem je najit takové vyresené Sudoku, na kterém
pujde najit prochazku takovou, ktera da co nejvyssi skore
(kdyZ budeme skdre chépat jako ¢islo o 81 cifrdch).

Pro feSeni Sudoku klidné muzete pouzit externi knihovny
¢i néjaké weby, neni nasim cilem zkouset vas z napsani sol-
veru na Sudoku. Ale napiste ndm prosim odkaz na pouzité
nastroje do feseni.

Co odevzdavat

v

Budeme po vés chtit jednak co nejvyssi nalezené skdre (a
Sudoku s prochézkou, které k nému vedou), ale také slov-

ni popis feseni fikajici, jakou cestou jste k vysledku dosli.

Mizete pribalit i zdrojak programu ¢i sbirku skriptt, které

jste pouzili.

Upozornujeme, ze bez slovniho popisu a vysvétleni, jak jste

k vysledku dogli, nebudeme vysledky uznavat. Pamatujte

na to.

Své reseni odevzdavejte jako ZIP obsahujici:

® Soubor sudoku.txt se zapisem Sudoku ve formatu jako
vyse (9 fadki, ¢isla oddélend mezerami)

® Soubor prochazka.txt s prochizkou ve formatu jako vy-
Se (9 radku, ¢isla oddélend mezerami)

® Soubor skore.txt s 81-cifernym skére ziskanym z pro-
chazky

e Slovni popis Feseni (tfeba v PDF) a piipadné jakékoliv
dalsi pouzité programy.

U prvnich tfi soubort se prosim pokousejte drzet zadaného

formatu, velmi nam to usnadni kontrolu. Dékujeme.

Cturty dil pribéhu pro vds sepsal
Jirka Setnicka

Recepty z programatorské kucharky: Minimalni kostra

Predstavme si nasledujici problém: Chceme uréit silnice,
které se budou v zimé udrzovat sjizdné, a to tak, abychom
celkové udrzovali co nejméné kilometru silnic, a presto zad-
né meésto od ostatnich neodfizli.

Meésta a silnice si mtizeme predstavit jako graf, o kterém ny-
ni budeme piedpokladat, ze je souvisly. Kdyby nebyl, nas
problém nijak vytesit nelze. Vysledny podgraf/seznam sil-
nic, ktery fesi nas problém se snéhem, nazyvaji matematici
minimdlni kostra grafu.

Pokud viibec netusite, co je to graf, prectéte si ivodni gra-
fovou kuchaiku na nasem webu.?

Co se v souvislém grafu presné mysli pod pojmem kost-
ra? Nazveme ji libovolny podgraf, ktery obsahuje vSech-
ny vrcholy a zaroven je stromem. Strom jsme si definovali
v kucharce o grafech; jsou to pfesné ty grafy, které jsou
souvislé (z kazdého vrcholu ,dojedeme” do kazdého jiného)
a bez kruznice (takZe neméme v silni¢ni siti zddné preby-
tecné cesty).

Pokud kazdou hranu grafu ohodnotime néjakou vahou, coz
v nasem piipadé bude vzdy kladné ¢islo, dostaneme ohod-
noceny graf. V takovych grafech pak obvykle hleddme mezi
vsemi kostrami kostru minimdlni, coz je takova, pro kterou
je soucet vah jejich hran nejmensi mozny.

Graf mtize mit vice minimalnich koster — napfiklad jestlize
jsou v8echny vahy hran jednicky, vSechny kostry maji stej-
nou védhu n — 1 (kde n je podet vrcholti grafu), a tedy jsou
vSechny minimalni.

Pro vyfeseni problému hledani miniméalni kostry se ndm bu-
de hodit datova struktura Disjoint-Find-Union (DFU). Ta
umi pro dané disjunktni mnoziny (disjunktni znamena, ze
kazdé 2 mnoziny maji prazdny prinik neboli zadné spolec¢né
prvky) rychle rozhodnout, jestli dva prvky patii do stejné
mnoziny, a provadét operaci sjednoceni dvou mnozin.

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

Algoritmus

Algoritmus na hledani minimélni kostry, ktery si predvede-
me, je typickou ukézkou tzv. hladového algoritmu. Nejprve
setfidime hrany vzestupné podle jejich vahy. Kostru bude-
me postupné vytvaret priddvanim hran od té s nejmensi
vahou tak, Ze hranu do kostry pfidame pravé tehdy, po-
kud spojuje dvé (prozatim) rizné komponenty souvislosti
vytvoreného podgrafu. Jinak feceno, hranu do vytvarené
kostry pridame, pokud v ni zatim neexistuje cesta mezi vr-
choly, které zkoumané hrana spojuje.

Je ziejmé, Ze timto postupem ziskame kostru, tj. acyklic-
ky podgraf grafu, ktery je souvisly (pokud vstupni graf je
souvisly, coz mléky pfedpokladame). Nez si ukdzeme, Ze
nalezené kostra je opravdu miniméalni, podivejme se na ¢a-
sovou slozitost naseho algoritmu: Pokud vstupni graf méa
N vrcholi a M hran, tak Gvodni setfidéni hran vyzadu-
je ¢as O(M log M) (pouzijeme néktery z rychlych tfidicich
algoritmti popsanych v jednom z minulych dilé kucharky)
a poté se pokusime pfidat kazdou z M hran.

V druhé ¢asti kucharky si ukdzeme datovou strukturu, s je-
jiz pomoci bude M testi toho, zda mezi dvéma vrcholy
vede hrana, trvat nejvyse O(M log N). Celkova ¢asova slo-
Zitost nageho algoritmu je tedy O(M log N) (vSimnéte si, ze
log M < log N? = 2log N). Pamétové slozitost je linearni
vzhledem k poc¢tu hran, tj. O(M).

Dukaz spravnosti

Zbyva dokazat, ze nalezena kostra vstupniho grafu je mini-
malni. Bez ijmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze va-
hy vSech hran grafu jsou navzajem ruzné: Pokud tomu tak
neni jiz na zacatku, pficteme k nékterym z hran, jejichz
véhy jsou duplicitni, velmi malé kladné cela cisla tak, aby
poradi hran nalezené nasim tfidicim algoritmem zustalo za-
chovano. Tim se kostra nalezena hladovym algoritmem ne-
zméni, a pokud bude tato kostra minimalni s modifikova-
nymi vahami, bude minimalni i pro ptvodni zadani.
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Ozna¢me si nyni T},j, kostru nalezenou hladovym algorit-
mem a T,;; néjakou minimalni kostru. Co by se stalo, kdy-
by byly rizné? Vime, Ze vSechny kostry maji stejny pocet
hran, takze musi existovat alesponi jedna hrana e, ktera je
v Tyig, ale neni v Tinin. Ze vSech takovych hran si vyberme
tu, kterda mé nejmensi vahu, tedy kterou algoritmus ptidal
jako prvni. Kdyz se podivame na stav algoritmu tésné pred
pridanim e, vidime, Ze sestrojil néjakou ¢astecnou kostru F,
kterd je jesté soucasti jak Tinin, tak Thig.

Pridejme nyni hranu e ke kostie Tyi,. Tim vznikl podgraf
vstupniho grafu, ktery zjevné obsahuje néjakou kruznici C' —
uz pred pridanim hrany e totiz Ty, byla souvisla. Protoze
kostra T},1, neobsahuje Zadnou kruznici, na kruznici C' musi
byt alespori jedna hrana e’, kterd neni v Tyy.

Vsimnéme si, Ze hranu e’ nemohl algoritmus zpracovat pred
hranou e: hrana €’ nelezi v Ty, na zadném cyklu, takze
tim spis$ netvori cyklus v F, a kdyby ji algoritmus zpraco-
val, musel by ji pfidat do F', coz, jak vime, neucinil. Z toho
plyne, Ze védha hrany e’ je vétSi nez vaha hrany e. Kdyz
nyni z kostry Ty, odebereme hranu e’ a pfiddme misto
ni hranu e, musime opét dostat souvisly podgraf (e a €’
preci lezely na spoleéné kruznici), tudiz kostru vstupniho
grafu. Jenze tato kostra méa celkové mensi vahu nez mini-
malni kostra Ty, coz neni mozné. Tim jsme dosli ke sporu,
a proto Tiin a Th; nemohou byt rizné.

Cviceni

e V dikazu jsme predpokladali, ze vahy hran jsou rtzné
(resp. jsme je riznymi udélali). Neni potfeba i v samot-
ném algoritmu pri¢itat velmi malé ¢isla k hranam se stej-
nou vahou?

Disjoint-Find-Union

Datova struktura DFU slouzi k udrzovani rozkladu mno-
Ziny na nékolik disjunktnich podmnozin (éili takovych, ze
74dné dvé nemaji spoleény prvek). To znamend, ze pomoci
této struktury muzeme pro kazdé dva z ulozenych prvku
fici, zda patfi ¢i nepatii do stejné podmnoziny rozkladu.

V algoritmu hledani minimélni kostry budou prvky v DFU
vrcholy zadaného grafu a budou nalezet do stejné podmno-
ziny rozkladu, pokud mezi nimi v jiz vytvorené ¢asti kostry
existuje cesta. Jinymi slovy podmnoziny v DFU budou od-
povidat komponentam souvislosti vytvarené kostry.

S reprezentovanym rozkladem umoziuje datova struktura
DFU provadét nésledujici dveé operace:

e find: Test, zda dva prvky lezi ve stejné podmnoziné roz-
kladu. Tato operace bude v pfipadé naseho algoritmu od-
povidat testu, zda dva vrcholy lezi ve stejné komponenté
souvislosti.

® union: Slouceni dvou podmnozin do jedné. Tuto operaci
v nasem algoritmu na hledéni kostry provedeme vzdy,
kdyz do vytvarené kostry pfiddme hranu (tehdy spojime
dvé riizné komponenty souvislosti dohromady).

Povézme si nejprve, jak budeme jednotlivé podmnoziny re-
prezentovat. Prvky obsazené v jedné podmnoziné budou
tvorit zakofenény strom. V tomto stromu vsak povedou
ukazatele (trochu nezvykle) od listi ke kofeni. Operaci find
Ize pak jednoduse implementovat tak, Zze pro oba zadané
prvky nejprve nalezneme koreny jejich stromt. Jsou-li ty-
to kofeny stejné, jsou prvky ve stejném stromu, a tedy i
ve stejné podmnoziné rozkladu. Naopak, jsou-li rizné, jsou
zadané prvky v riznych stromech, a tedy jsou i v riznych
podmnozinach reprezentovaného rozkladu. Operaci union

provedeme tak, Ze mezi kofeny stromu reprezentujicich slu-
¢ované podmnoziny pfidame ukazatel a tim tyto dva stromy
spojime dohromady.

Implementace dvou vysSe popsanych operaci, jak jsme se ji
pravé popsali, nasleduje. Pro jednoduchost mnozina, jejiz
rozklad reprezentujeme, bude mnozina ¢isel od 1 do N. Ro-
dice jednotlivych vrchold stromu si pak pamatujeme v poli
parent, kde 0 znamend, Ze prvek rodi¢e nema, tj. ze je ko-
fenem svého stromu. Funkce root(v) vrati kofen stromu,
ktery obsahuje prvek v.

var parent: array[l..N] of integer;

procedure init;
var i: integer;
begin
for i:=1 to N do parent[i]:=0;
end;

function root(v: integer):integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else root:=root(parent[v]);
end;

function find(v, w: integer):boolean;
begin

find:=(root (v)=root(w));
end;

procedure union(v, w: integer);
begin

v:=root(v); w:=root(w);

if v<>w then parent[v]:=w;
end;

S préavé predvedenou implementaci operaci find a union by
se ale mohlo stat, ze stromy odpovidajici podmnozindm bu-
dou vypadat jako ,hadi“, a pokud budou obsahovat N prv-

N).

ki, na nalezeni kofene bude potteba ¢as O(

Ke zrychleni prace DFU se pouzivaji dvé jednoducha vy-
lepSeni:

¢ union by rank: Kazdy prvek ma pfifazen rank. Na za-
¢atku jsou ranky vSech prvki rovny nule. Pii provadéni
operace union pripojime strom s kofenem mensiho ranku
ke kofeni stromu s vétsim rankem. Ranky kofent stromut
se v tomto piipadé neméni. Pokud kofeny obou stromt
maji stejny rank, pfipojime je libovolné, ale rank kofenu
vysledného stromu zvétsime o jedna.

e path compression: Ve funkci root(v) pfepojime vSechny
prvky na cesté od prvku v ke kofeni rovnou na koten, tj.
zménime jejich rodice na kofen daného stromu.

Nez si obé metody blize rozebereme, podivejme se, jak se
zméni implementace funkci root a union:

var parent: array[l..N] of integer;
rank: array[1..N] of integer;



procedure init;
var i: integer;
begin
for i:=1 to N do
begin
parent[i] :=0;
rank[i] :=0;
end;
end;

{zména path compression}
function root(v: integer): integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else begin
parent [v] :=root (parent [v]);
root:=parent[v];
end;
end;

{stejna jako minule}
function find(v, w: integer) :boolean;
begin
find:=(root (v)=root(w));
end;

{zména kvili union by rank}
procedure union(v, w: integer);
begin
v:=root (v);
w:=root (w);
if v=w then exit;
if rank[v]=rank([w] then
begin
parent [v] :=w;
rank [w] :=rank[w]+1;

end

else if rank[v]<rank[w] then
parent [v] :=w

else
parent [w] :=v;

end;

Zamérme se nyni blize na metodu union by rank. Nejprve
ucinime nasledujici pozorovani: Pokud je prvek v s rankem r
kofenem stromu v datové struktuie DFU, pak tento strom
obsahuje alespon 2" prvki.

Nase pozorovani dokédzeme indukci podle r. Pro r = 0 tvr-
zeni zfejmé plati. Necht tedy r > 0. V okamziku, kdy se
rank prvku v méni z r — 1 na r, sluéujeme dva stromy, je-
jichz kofeny maji rank r — 1. Kazdy z téchto dvou stromt
mé dle indukéniho piedpokladu alesponi 2”1 prvki, a tedy
vysledny strom ma alespon 2" prvki, jak jsme pozadovali.

7 naseho pozorovani ihned plyne, ze rank kazdého prvku je
nejvyse log, N a prvkid s rankem r je nejvyse N/2" (vSim-
néme si, ze rank prvku v DFU se neméni po okamziku, kdy
dany prvek pfestane byt kofen néjakého stromu).

Kdyz tedy provadime jen union by rank, je hloubka kazdého
stromu v DFU rovna ranku jeho kofene, protoze rank ko-
fene se méni pravé tehdy, kdyz zvétsujeme hloubku stromu
o jedna. A protoze rank kazdého prvku je nanejvys log, N,
hloubka kazdého stromu v DFU je také nanejvys log, N.
Potom ale procedura root spotiebuje ¢as nejvyse O(log N),
a tedy operace find a union stihneme v ¢ase O(log N).

Amortizovana éasova sloZitost

Abychom mohli pokracovat dale, musime si vysvétlit, co je
amortizovand ¢asové slozitost. Rekneme, Ze néjaka opera-
ce pracuje v amortizovaném case O(t), paklize provedeni
libovolnych & takovych operaci trva nejvyse O(kt). Pfitom
provedeni kterékoliv konkrétni z nich mize vyzadovat cas
vétsi. Tento vétsi cas je pak v souctu kompenzovan kratsim
¢asem, ktery spotfebovaly nékteré predchozi operace.

Nejdiive si pfedvedme tento pojem na jednoduchém piikla-
dé. Reknéme, 7e mame &islo zapsané ve dvojkové soustave.
Pric¢ist k tomuto ¢islu jednicku jisté netrva konstantni cas,
nebot zélezi na tom, kolik jednicek se vyskytuje na konci za-
daného ¢isla. Pokud se nam ale povede ukazat, ze N pricteni
jednicky k ¢islu, které je na poc¢atku nula, zabere éas O(N),
pak mtzeme Fici, ze kazdé takové pric¢teni trvalo amortizo-
vané O(1).

Jak tedy ukdzeme, ze N pficteni jednicky k cislu zabere
¢as O(N)? Pouzijeme k tomu ,penizkovou metodu®. Kaz-
d4 operace nas bude stat jeden penizek, a pokud jich na
N operaci pouzijeme jen O(N), bude tvrzeni dokazano.

Kazdé jednicéce, kterou chceme pricist, dame dva penizky.
V pribéhu celého pficitani bude platit, ze kazda jednicka
ve dvojkovém zépisu ¢isla mé jeden penizek (kdyz zacneme
jednicky pfic¢itat k nule, tuto podminku splnime). PFi¢ita-
ni bude probihat tak, Ze pri¢itanad jednicka se ,podiva“ na
nejnizsi bit (tj. ve dvojkovém zapisu na posledni cifru) za-
daného ¢isla (to ji stoji jeden penizek). Pokud je to nula,
zméni ji na jednicku a da ji svij zbyly penizek. Pokud to je
jednicka, vezme si pri¢itand jednicka jeji penizek (¢ili uz ma
zase dva), zméni zkoumanou jednicku na nulu a pokracuje
u dalsiho bitu, atd.

Takto splnime podminku, Ze kazda jednicka v dvojkovém
zapisu ¢isla ma jeden penizek. Tedy N pri¢itani nas stoji 2N
penizkt. Protoze pocet penizkti utracenych béhem jedné
operace je imeérny spotfebovanému casu; vidime, ze vSech
N pfi¢teni probéhne v ¢ase O(N). Neni tézké si uvédo-
mit, ze pfi¢teni nékterych jedni¢ek mize trvat az O(log N),
ale amortizovana Casova slozitost pfic¢teni jedné jednicky je
konstantni.

Dokonéeni analyzy DFU

Pokud bychom provadéli pouze path compression a nikoliv
union by rank, dalo by se dokézat, ze kazda z operaci find
a union vyzaduje amortizované ¢as O(log N), kde N je po-
¢et prvku. Toto tvrzeni nebudeme dokazovat, protoze tim
bychom si nijak oproti samotnému union by rank nepo-
mohli. Pro¢ tedy vlastné hovoiime o obou vylepSenich? Inu
proto, Ze pti pouziti obou metod soucasné dosdhneme mno-
hem lepsiho amortizovaného ¢asu O(a(N)) na jednu ope-
raci find nebo union, kde a(N) je inverzni Ackermanno-
va funkce. Jeji definici mizete nalézt na konci kucharky,
zde jen poznamenejme, Ze hodnota inverzni Ackermannovy
funkce a(N) je pro vSechny praktické hodnoty N nejvyse
¢tyti. Cili dosdhneme v podstaté amortizované konstantni

¢asovou slozitost na jednu (libovolnou) operaci DFU.
Dokézat vySe zminény odhad Casové slozitosti funk-
@ ci a(N) je docela tézké, my si zde piedvedeme poné-
kud horsi, ale technicky vyrazné jednodussi ¢asovy odhad
O((N+L)log* N), kde L je pocet provedenych operaci find

nebo union a log™ N je tzv. iterovany logaritmus, jehoZ de-
finice nésleduje. Nejprve si definujeme funkci 2 1 & rekur-



zivnim predpisem:

210=1, 21k=2210¢"1,

Méme tedy 2 11 =2,212=2%2=4,213=2* = 16,
21 4 = 26 = 65536, 2 1 5 = 269936 atd. A konecns,
iterovany logaritmus log™ N éisla N je nejmensi pfirozené
¢islo k takové, ze N < 21 k. Jina (ale ekvivalentni) defini-
ce iterovaného logaritmu je ta, Ze log™ N je nejmensi pocet,
kolikrat musime ¢islo N opakované zlogaritmovat, nez do-
staneme hodnotu mensi nebo rovnu jedné.

Zbyva provést slibenou analyzu struktury DFU pri soucas-
ném pouziti obou metod union by rank a path compression.
Prvky si rozdélime do skupin podle jejich ranku: k-t4 sku-
pina prvkt bude tvofena témi prvky, jejichz rank je mezi
(21 (k—1))+1a21 k. Napf. tieti skupina obsahuje ty
prvky, jejichz rank je mezi 5 a 16. Prvky jsou tedy rozdéle-
ny do 1+log*log N = O(log™ N) skupin. Odhadnéme shora
pocet prvku v k-té skupiné:

21k —21(k—1)

N N N 1
927 (k—1))+1 oot 22Tk — 92f(k—1) Z; 9 | =
N N

S e P
Ted miizeme provést ¢asovou analyzu funkce root(v). Cas,
ktery spotfebuje funkce root(v), je pfimo tmérny délce ces-
ty od prvku v ke kofeni stromu. Tato cesta je pak nasledné
rozpojena a vSechny prvky na ni jsou prepojeny pfimo na
koren stromu. Rozdélime rozpojené hrany této cesty na ty,
které ,naictujeme” tomuto volani funkce root(v), a ty, kte-
ré zahrneme do faktoru O(N log™ N) v dokazovaném ¢aso-
vém odhadu. Do volani funkce root(v) zapo¢itdme ty hrany
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cesty, které spojuji dva prvky, které jsou v rtznych skupi-
néch. Takovych hran je zfejmé nejvyse O(log* N) (vSimnéte
si, ze ranky prvkl na cesté z listu do kofene tvori rostouci
posloupnost).

Uvazme prvek v v k-té skupiné, ktery jiz neni kofenem stro-
mu. Pti kazdém prepojeni rank rodic¢e prvku v vzroste. Te-
dy po 2 1 k pfepojenich je rodi¢ prvku v v (k + 1)-ni nebo
vyssi skupiné. Pokud v je prvek v k-té skupiné, pak hra-
na z néj na cesté do kofene bude tctovana volani funkce
root(v) nejvyse (2 1 k)-krat. Protoze k-t4 skupina obsahuje
nejvyse N/(2 1 k) prvki, je pocet takovych hran pro vsech-
ny prvky této skupiny nejvyse N. A protoZze pocet skupin
je nejvyse O(log™ N), je celkovy pocet hran, které nejsou
zapoCitany volanim funkce root(v), nejvyse O(N log™ N).
Protoze funkce root(v) je volana 2L-krat, plyne ¢asovy od-
had O((N + L)log™ N) z pravé dokdzanych tvrzen.

Inverzni Ackermannova funkce a(N)
Ackermannovu funkci Ize definovat nésledujici konstrukei:
Ap(i) =i+ 1,

kde vyraz Al zastupuje sloZeni i funkci Ay, nap¥. A;(3)
Ap(Ap(A40(3))). Plati tedy nésledujici rovnosti:

Apy1(i) = AL(i) pro k > 0,

Ao(i) =i+ 1,
Ackermannova funkce s jednim parametrem A(k) je pak
rovna hodnoté Ag(2), takze A(2) = A2(2) = 8, A(3) =
A3(2) = 211 A(4) = A4(2) ~ 2 1 2048 atd... Hodnota
inverzni Ackermannovy funkce a(N) je tedy nejmensi pfi-
rozené Cislo k takové, ze N < A(k) = Ax(2). Jak je vidét,
ve vSech redlnych aplikacich plati, ze a(N) < 4.

Dan Krdl, Martin Mares a Milan Straka

A1(i) =26, Ag(i) =2"-i.
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