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Na kridlech 1éta za vami plachti vzorova feseni posledni série letosniho KSP. Piejeme piijemné ¢teni,
at uz nékde u vody, nebo v piizraéném svitu monitoru za tiché letni noci :)

Tésime se na vas v pristim ro¢niku, jehoz zadani se objevi zacatkem zari. A také na podzimnim

soustiedéni, na néz zacneme brzy rozesilat pozvanky.

Vasi organizatori

Vzorova feSeni paté série tricatého druhého roéniku KSP

32-5-1 Poniéeny zdrojovy kéd

Na uvod si fekneme, Ze pokud je pocet zavorek na vstupu
lichy, tak Feseni neexistuje, jinak mtzeme kazdou posloup-
nost prevést na {}3{}{}... Dale jiz budeme predpokladat,
ze pocet zavorek je sudy.

Zkusme si nejdiive vyresit jednodussi problém. Mame po-
sloupnost zavorek a chceme fici, jestli jsou spravné uzavor-
kované. Uvazme nésledujici algoritmus:

Ziidime si zasobnik a budeme ¢ist jednotlivé znaky a po
kazdém nacteni provedeme:

e Pokud je to znak {, tak pfidame znak do zasobniku.

e Jinak se podivame do zasobniku a pokud je na vrchu
zasobniku {, tak znak vyndame ze zasobniku (nasli jsme
pér), jinak pfiddme do zdsobniku }.

Pokud na konci algoritmu mame zasobnik prazdny, tak vi-
me, ze na vstupu jsme méli validni uzavorkovanou posloup-
nost.

Pro¢ to funguje? Zkusme si rozmyslet situaci, kdyz se k so-
bé dostane par zavorek {}. Tyto zavorky nés v tuto chvili
prestaly zajimat, protoze nemuzeme danou otevirajici za-
vorku jiz naparovat na jinou zavirajici zavorku, protoze ji-
nak by vyraz nebyl jiz spravné uzavorkovan. Stejné tvrzeni
plati i pro zavirajici zdvorku. Tento par je jiz k nicemu a
miZeme ho na ného zapomenout/smazat.

U spravné uzavorkované posloupnosti (pokud neni prazdnd)
existuje vzdy minimalné jeden par zavorek {}, které jsou
ptimo vedle sebe. Kdyz tyto pary odstranime, tak se mini-
malné jeden dalsi vytvori, dokud posloupnost neni prazdna.

Ted si promysleme, jak bude zasobnik vypadat, kdyz vyraz
neni zcela spravné uzavorkovan. Zasobnik bude rozdélen na
dvé c¢asti. Prvni ¢ast bude tvofena jen zavirajicimi zavorka-
mi a druhd ¢ast bude tvofena jen otevirajicimi zavorkami.
ODbé ¢asti mtzou byt razné velké ¢i prazdné. Je dulezité si
uvédomit, ze na zasobniku se nemuze stat, Zze bude vedle
sebe otevirajici a uzavirajici zavorka, protoze vSechny tyto
pary jsme jiz vymagzali vySe zminénym algoritmem.

Nyni méjme bez Gjmy na obecnosti na vrchu zasobniku dveé
otevirajici zavorky. Pro dalsi kombinace zévorek, konkrét-
né pro dvé zavirajici zavorky nebo zavirajici a otevirajici
zévorku, bude postup fungovat obdobné. Ted si predstav-
me, jak dané dvé otevirajici zavorky vypadaji v ptvodni
posloupnosti. Mezi témito zavorkami je néjakd posloup-
nost, kterd je spravné uzdvorkovana (posloupnost mize byt
i prazdnd). Pokud otoéime druhou otevirajici na zaviraji-
ci, tak vytvorime korektni par, ktery zabaluje posloupnost

mezi danymi zavorkami a dohromady tvori spravné uzavor-
kovanou posloupnost.

Na vystupu jsme chtéli, jaké konkrétni zavorky otocime.
Tento problém vyfesime tak, ze do zasobniku nebudeme
vkladat pfimo znaky zavorek, ale budeme vkladat jen inde-
xy danych znaki v ptivodni posloupnosti.

Nyni staci si promyslet, pro¢ oto¢ime minimalni pocet za-
vorek. VySe zminénym algoritmem odstranime vsechny va-
lidni pary. Po skonceni algoritmu zistanou v zasobniku ty
zavorky, které nemiizou tvorit pary, a musime tyto pary vy-
tvorit. U dvou stejnych zavorek staci otocit jedna zavorka.
Pokud jsou zavorky rtzné, tak musime otocit obé. Tento
pfipad vznikne, pokud ¢asti maji lichou délku.

Casova slozitost je O(n), kde n je pocet zavorek. Stadi si
jen uvédomit, ze kazdou zavorku do zasobniku vlozime a
z néj odstranime maximéalné jednou.

Pamétova slozitost je O(n).
Michal Kodad

32-5-2 Propojovaci kabely

Pro dodrzeni standardniho grafového nazvoslovi budeme
misto urc¢ovani typu konektoru dané vrcholy obarvovat.

Kazda barva bude mit néjakou cenu a bude odpovidat pra-
vé jednomu typu konektoru. Barvy budeme indexovat po-
sloupnosti ptirozenych ¢isel a budeme predpokladat, ze jsou
setfidéné dle hodnoty.

Jednoduchy algoritmus

Graf si zakofenime v libovolném vrcholu. Nejprve mtzeme
uvazit nasledujici dynamické programovani: Pro kazdy vr-
chol a jeho obarveni spoc¢itdme hodnotu optiméalniho feseni
jeho podstromu za predpokladu, Ze dany vrchol mé tuto
barvu.

Tyto hodnoty lze pocitat dynamikou od listti. Kazdou z nich
spoc¢itame nasledovné: K cené daného obarveni pri¢teme
pro kazdého potomka minimum z optimalniho feSeni je-
ho podstromu pro vSechny barvu kromé aktualné pocitané.
Takto spocitame vSechny hodnoty.

Zrychlovani

Toto feseni budeme déale vylepsSovat. Vzdy pfi vypoctu totiz
nepouzivame pirimo hodnoty dynamického programovani,
ale minimum z hodnot kromé néjaké barvy. Tedy si pfimo
muiZeme pamatovat tato minima.

OvSem minima jsou ponékud jednotvarna. Pro kazdy vr-
chol jsou totiz vSechna aZ na jedno (nebo dokonce vSechna)
stejnd. Minimum z ptvodniho dynamického programovani



se projevi ve vSech kromé jednoho. Tedy pro kazdy vrchol
si budeme pamatovat pouze minimalni hodnotu a druhou
nejmensi z ptivodniho dynamického programovani a barvu,
na které je ona minimalni hodnota (dale fikejme optimding
barva daného vrcholu). Pro rekonstrukei fesSeni si budeme
uchovavat i barvu druhého nejlepsiho feseni.

Ukéazeme, ze i tyto hodnoty umime elegantné pocitat od
listt. Uvazime vSechny optimélni barvy pfimych potomkd.
Pro kazdou z nich vypocitdme optimalni hodnotu podstro-
mu za predpokladu, Ze aktualni vrchol ma tuto barvu. Déle
pak vypocitame i tuto hodnotu pro dvé barvy s nejmensi-
mi cenami, které nejsou optimalni pro ani jednoho pfimého
potomka. Ostatni barvy neni tfeba uvazovat. Ve vysledku
se totiz nemutzou projevit. Maji evidentné horsi vysledek
nez ony dvé v potomcich neobjevujici se barvy (stejnd hod-
nota ze vSech potomkd — maximum a vétsi cena daného
vrcholu). Ze stejného divodu muzZeme dokonce ignorovat
i vSechny barvy s vys$si cenou nez druhé z dvojice potomky
neurcenych barev, protoze jejich hodnota je jesté o to veétsi.

Piimé potomky si tedy ulozime do ptihradek podle opti-
mélnich barev (pfihradky ve formé spojovych seznami pro
kazdou barvu jeden budeme mit pfipravené uz na zacatku
algoritmu a pak je vidy vyuzijeme a zase vyprazdnime).
Poté tyto prihradky budeme prochazet od nejlevnéjsich do
té doby dokud nalezneme druhou bez umisténého potomka
(nebo nedojdeme na jejich konec).

Pro kazdou prochazenou ptihradku spocitame optimalni
hodnotu podstromu za predpokladu, ze aktualni vrchol bu-
de mit tuto barvu. OvSem prochéazet vzdy vSechny pfimé
potomky by bylo moc pomalé. Proto si nejprve predpoci-
tame soucet minim vSech pfimych potomka. Kazdou pii-
hradku pak projdeme nasledovné: Pouze u vrcholt v dané
prihradce bude vyuzita druhd nejmensi hodnota, tedy staci
projit vSechny tyto vrcholy a pric¢ist rozdil jejich hodnot.
Finalné jesté pricteme hodnotu aktualné pocitané barvy.

Takto spocitdme kazdou prochazenou prihradku. Po kon-
ci pruchodu ptihradek po sobé uklidime: projdeme znovu
v8echny pfimé potomky a smazeme prihradky jejich opti-
malnich barev. Postupné si budeme pamatovat nejnizsi a
druhou nejniz§i hodnotu (a jejich indexy). Tyto hodnoty
jsou pak vysledkem pro aktualné pocitany vrchol.

D4 se nahlédnout, Ze ani stejné hodnoty pfi vypoctu (at uz
cen jednotlivych vrcholt nebo optimdlnich podstromt) vi-
bec nevadi. Kdyz je druhé optimum ve vice barvach, tak je
to jedno, protoze jeho index vyuzivame az pii rekonstrukeci,
a tedy optimum bude stejné. Kdyz je stejné prvni a druhé
optimum, tak pri jakékoliv barvé predka bude pouzita tato
hodnota, a tedy je jedno, jaky index bereme za optiméalni.

Takto spoéteme minimum pro cely strom. Zrekonstruovat
feSeni pak jiz neni problém. Od kofene budeme urcovat bar-
vy vrcholi: Pro kofen je to optimélni barva a pro vSechny
ostatni vrcholy je to optimdlni barva za predpokladu, zZe
pfedek ma jinou barvu. V opa¢ném piipadé je to druha
nejlepsi barva.

Casova slozitost je O(N + Blog B), kde N znaéi pocet
vrcholtt a B pocet barev, protoze musime barvy settidit
dle hodnoty. Déle je jiz algoritmus linedrni, protoze v kaz-
dém vrcholu udélame maximalné linearné operaci vzhledem
k poc¢tu pfimych potomki. Kazdy vrchol je nejvyse jednou
primym potomkem, tedy celkem to je O(N).

Dalsi drobné zrychleni

Ukézeme si, jak se zbavit logaritmu: Nejprve si spocte-

me, kolik barev ma smysl vibec pouzit: Na to, abychom
u néjakého vrcholu pocitali i-tou barvu, musi dany vrchol
mit ¢ — 2 potomkl s riznymi optimalnimi barvami. Tedy
minimélné s barvami 0,1,2,...,7 — 2. Necht f(i) znaé¢i mi-
nimalni pocet vrcholt podstromu, aby bylo nutné pocitat
i-tou barvu. Z ptedchozi uvahy tedy musi platit f(i) >
FO0)+ (1) + - + f(i —2).

Oznad¢me i-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti jako F(i). Dale
nahlédneme, 7Ze musi platit, ze f(i¢) > F(i). Fibonacciho
posloupnost totiz 1ze definovat i jako F(i) = F(0)+ F(1) +
oo+ F(i — 3) + F(i — 2). Stac¢i si uvédomit, Ze vSechny
¢leny az na posledni jsou z té samé definice pro ¢ — 1 rovny
F(i — 1), tedy to lze pfepsat na zndmou definici F(i) =
F(i—1)+ F(i — 2). Indukci lze ukédzat, ze pro kazdé ¢ musi
byt f(i) alespon tak veliké jako F'(i).

Pro to, abychom museli pocitat barvu ¢, musi mit strom
alespoti F(i) vrcholi. Polet potfebnych barev tedy uréime
tak, Ze najdeme index nejvyssiho Fibonacciho c¢isla, kte-
ré neni vétsi nez pocet vrcholi. Maximalni pocet nutnych
barev ozna¢me M.

Bude ndm stacit pouze najit nejlevnéjsich M barev a dalsi
uZ jsou nepodstatné a nemusime je tedy ani t¥idit.

V linedrnim case vzhledem k B si vytvofime minimovou
haldu na vSechny hodnoty. Pak z ni jen odebereme pozado-
vany pocet nejmensich prvku, kazdy v logaritmickém case
vzhledem k B.

Odebirani z haldy ma slozitost O(M log B). To je ale mé-
né nez O(M? + log? B), protoze podle toho, zda-li je vétsi
log B nebo M, tak se nas soucin zvladne schovat do jednoho
nebo do druhého scitance. Jelikoz Fibonacciho ¢isla rostou
rychleji nez libovolna polynomidlni funkce, tak O(M?) na-
lezi O(N). Také evidentné O(log® B) nélezi O(B). Tedy
O(M? +log® B) je rychlejsi nez nez O(N + B).

Celkova ¢asové slozitost tedy bude chténych O(N + B).
Stavba haldy

V predchozi argumentaci jsme predpokladali, ze haldu s B
prvky jsme schopni vytvorit v ¢ase O(B). To je ale pomérné
silné tvrzeni, a tak by se sluselo ukazat, jak se to vlastné
dela.

Haldu budeme ukladat standardnim zptisobem v poli in-
dexovaném od jednicky. Pro i-ty prvek tedy plati, ze jeho
potomci jsou na indexech 2i a 2i 4+ 1. Jeho pfedek pak na
[i/2].

Do tohoto pole na¢teme v zatim neupraveném poradi vsech-

ny pozadované hodnoty. AZ poté se z nich pokusime vytvo-
it haldu.

Pole pak budeme prochéazet od konce. KdyZ narazime na
prvek, ktery bude vétsi nez alespon jeden z jeho potomki,
tak se ho pokusime spravné ulozit. Prohodime ho s men-
§im z potomkd. Tim se ale mtize rozbit haldova podminka
o droven niz. Proto takovéto prohozeni budeme s danym
prvkem opakovat az do té doby, kdy uz bud nebude mit
zadné potomky a nebo budou vétsi nez on.

Dale pfedpoklddejme, ze B je mocninou dvojky bez jedné.
Lze to totiz zafidit doplnénim nejvyse B prvkid +oo. Pocet
prvki vzroste jen konstantné-krat. V takovémto pfipadé ma
halda plné obsazené vSechny trovné.



D4 se ukézat, Ze pocet prohozeni bude O(B). Kazdy prvek
totiz muze zpusobit maximalné tolik prohozeni, na kolikaté
arovni od zdola se ptivodné nachéazel. Ve vyssich trovnich
uz ale neni moc prvkil, protoze velikost trovni se rychle
zmensuje.

Indukci pfes pocet tirovni snadno ukazeme, Zze pocet pro-
hozeni muze byt nejvyse pocet prvki. Kdyz mame haldu
o X trovnich, tak obsahuje 2¥ — 1 prvki. Pfidanim dalsi
arovné pfidame 2% prvki. Tyto prvku jsou ve spodni tirov-
ni, tedy nebudou vytvaret prohazovani. Pivodni prvky se
ovSem posunou o jednu troven od spodni vyse, tedy kazdy
z nich miiZze vynutit o jedno prohozeni vice. K maximal-
nimu poétu prohozeni 2% — 1 v haldé o hloubce X tedy
pfibude nejvyse 2% — 1 dalich prohozeni, coz je stale méné
nez pocet prvki 2X — 14 2%, Poéet prohozeni tedy nebude
vétsi nez pocet prvki. Diky tomu bude slozitost vytvareni
haldy skute¢né O(B).

Jiri Kalvoda

32-5-3 Bomberman uklizi efektivné

Tato tloha navazuje na zacatecnickou (Bomberman
uklizi). V jejim ukazujeme snadny algoritmus, ktery
mapu N x N vy¢isti pomoci O(N?) kroki. Zvladnout to
pomoci O(N?) krokii, tedy linearné s velikosti mapy, uz ale
je tloha hodna hlavni kategorie.

Ze zacatecnické tlohy se ndAm bude hodit zejména pozorova-
ni, ze prohleddvani do hloubky (DFS) projde celou mapu na
O(N?) krokti. Navic se ale pii odbuchovéni trosek musime
schovavat do ukryti. Takze si musime Ukryty naplanovat
tak, abychom se k nim moc nenachodili.

DF'S upravime tak, aby stfidalo osy (vodorovnou a svislou).
Vzdy si vybere jednu osu, projde vsechna policka dosazitel-
na obéma sméry v této ose a odbouchne pritom vSechny
trosky, které mu lezi v cesté. Pak se podiva na vSechny od-
bocky od této osy a spusti se na né rekurzivné s kolmou
osou. Pozor na to, ze odbocka mtze byt zatarasena troska-
mi — v tomto pfipadé pred tim, nez do odbocky vlezeme,
trosky odbouchneme.

Nyni algoritmus popiseme presnéji. Pti vstupu do rekurziv-
ni funkce bude platit nasledujici invariant:

1. Stojime na volném policku X a mame urcenou néjakou

osu.

. Alespon jedno sousedni polic¢ko ve sméru této osy je volné
(tomuto policku budeme fikat B).

. Alespon jedno sousedni policko v kolmém sméru je volné
(z jednoho takového jsme pfisli a budeme mu fikat U).

. O pokracovani prohledévini v kolmém sméru ze vstup-
niho policka se postarad ten, kdo nas zavolal.

Situace tedy bude vypadat néjak takto (o poli¢ku oznace-
ném ? neptedpokladdme viibec nic, stard se o néj volajici):

#itx R HHF U HHHH
#.okxk, kBXk, L okxk#
RS T

1. faze: likvidace prekdzZek ve sméru osy: Podivame se po-
dél osy v obou jejich smérech az k nejblizsi zdi (okraj ma-
py také povazujeme za zed). Nikam p¥itom nechodime, jen
zkoumame mapu. Kdykoliv najdeme trosky, postarame se
o jejich likvidaci. Dojdeme na sousedni policko B, polozime
tam bombu, pak se schovame do tkrytu U, vydame piikaz
k odpaleni, a nakonec se vratime na vychozi policko. Tento

Ltanecek® spotiebuje konstantné mnoho krokt a zbavi nas
minimélné jednéch trosek. Proto vsemi tanecky za celou
dobu algoritmu stravime O(N?) krokii.

Situace z obrazku se zméni takto:
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2. faze: uvolriovani vchodu do odbocek: Uvolnili jsme ,,chod-
bu* v aktudlni ose. Ted chceme odklidit vSechny trosky
branici pristupu do odbocek a také se na kazdou odbocku
rekurzivné zavolat (povS§imnéme si, Ze invariant bude opét
platit). Chodbu uZz prochazime doopravdy. Kdykoliv ved-
le aktualniho policka P lezi trosky, polozime bombu na P,
odejdeme se schovat do tkrytu, odpalime ji a vratime se
na P. Poprvé jako tkryt pouzijeme policko U, kazdjm uvol-
nénim odbocky vytvofime novy ukryt, ktery bude k dalsi
odbocce bliz nez U. Celkem tedy v kazdém sméru na cestach
do tkrytd projdeme kazdé policko konstanta-krat. Takze za
celou dobu béhu algoritmu stravime ukryvanim se O(N?)
kroki.

Inicializace: Zbyva dotesit zdanlivou malickost: Jak celé
DFS rozebéhnout, aby od zacatku platil invariant? K tomu
si poridime dalsi, ,zahfivaci® DFS. To bude chodit pouze
po volnych polickach (nebude rozliSovat trosky od zdi) a
zastavi se v okamziku, kdy navstivi trojici po sobé jdoucich
policek tvoficich tvar ,L“. Pokud by v mapé zadné L neby-
lo, znamena to, ze volna policka dosazitelna ze startu tvori
jedinou rovnou chodbu. Tehdy se trosky (existuji-li néjaké)
urcité nedaji uklidit.

Takze mame L. Postavime se do jeho stfedu, vybereme si
osu jednoho z ramen a vSimneme si, ze v tomto okamziku
je invariant splnén. Muzeme tedy zavolat hlavni DFS. Ale
pozor, v ose druhého ramene jesté mohou zbyt neuklizené
trosky. Zavolame proto hlavni DFS jesté jednou v kolmé
ose.

Celkem tedy stravime O(N?) kroki zahtivacim DFS a dal-
Sich O(N?) kazdy ze dvou hlavnich DFS. Mame tedy fesen{
linearni ve velikosti mapy.

Dodejme jesté, ze nas vzorovy program z nalezené cesty
,vystiithava“ dvojice krokt, které jsou k sobé inverzni. Pak
cesta vibec nezaléza do odbocek, kde neni potieba nic od-
palit. Tim se napfiklad celé zahfivaci DFS redukuje na pro-
jiti jedné cesty od pocatku k nalezenému L.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-5-3.4

Martin ,Medved“ Mares

32-5-4 Distribuované poditani

Ulohu mtizeme lehce zobecnit. Necht zakladen je L a misto
medidnu hleddme M-ty prvek. Nasim cilem je minimali-
zovat pocet poslanych zprav. Je nékolik zptsobt, jak jich
poslat logaritmicky mnoho (tj. O(log N)), jeden si ukazme:

Kazda zakladna si nejprve setfidi svych N cisel a pozna-
mena si, jaky jejich rozsah muze obsahovat median. Ze za-
¢atku je to vSech N prvkid. Protokol pak bude pracovat
po iteracich. V kazdé iteraci nejprve zakladna s nejdelsim
uvazovanym rozsahem posle prostiedni prvek = tohoto roz-
sahu. Ostatni zakladny odpovi, kolik jejich ¢isel je nizsich
(coZ mohou zjistit napfiklad pomoci bindrniho vyhledéva-
ni). Tim zjistime, kolikaté v potadi x celkové je. Je-li M-té,


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-Z4-4
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-Z4-4/reseni
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-5-3.c

mame vyhrano. Jinak si vSechny zékladny upravi sviij uva-
zovany rozsah. Pokud je pofadi x nizsi, nez M, jesté nizsi
prvky nemad smysl uvazovat a tak je z rozsahii odebereme.
Pro poradi x prevysujici M postupujeme naopak. Tim ite-
race kon¢i.

Ona zakladna Z s nejdelsim rozsahem, ktera na zacatku ite-
race posila prostfedni prvek, se v této iteraci zbavi poloviny
svych hodnot. Pro ostatni zakladny toho moc nezarucime,
ale rozsah Z mé diky maximalni délce alespon L-tinu vSech
prvki. V kazdém kroku se zbavime alespon poloviny toho,
tj. 3-. Tim po maximalné [log, LN krocich, kde zéklad =
je roven %, zbude jediny prvek. Pro pevné L (tfeba 3)
tak posleme asymptoticky O(log N) zprév.

Musime jesté dofesit par implementacnich detailti. Pokud
v nékteré iteraci (napf. nutné v té prvni) ma maximalni
délku rozsahu D vice zékladen, vybereme tu s nejniz$im
indexem, nebo pfipadné nechdme prostiedni prvek poslat
vSechny tyto zakladny a jako urcujici hodnota se jednoznac-
né vybere nejnizsi z téchto hodnot (nebo tfeba mediin).
A vsimnéme si, Ze vSechny zékladny vzdy znaji délky roz-
sahil uvazovanych vSemi ostatnimi. Ze zacatku je to vSech
N hodnot a v kazdé iteraci nam zakladny prozradi, jakou
¢ast rozsahu odstranuji.

I kdyby nebylo zvlast t&zké takovy protokol naimplemento-
vat, popis stal trochu usili. Logaritmicky ale funguje taky
aplné jednoduché feseni, kdy M-ty prvek binarné vyhleda-
vame postupné ve vSech zdkladnach, dokud na néj nena-
razime (tj. kazd4 zékladna si p¥i bin. vyhled4dvani nechéva
od ostatnich posilat, kolik hodnot je nizsich a pokud pfimo
M-ty prvek nenajde, na fadu pfijde dalsi zdkladna).

Martin Korecek

Nase vzorové feseni funguje hezky pro maly pocet za-

kladen. Ale pokud méme zékladen hodné, zaklad lo-
garitmu se priblizi osklivé blizko k jedni¢ce. Napriklad pro
L = 10 je to 20/19 = 1.05. To uz da cca 14-krat veétsi
logaritmus, nez je dvojkovy.

Situaci zachrani randomizace: misto abychom zvolili = ja-
ko median zakladny s nejvice prvky, vybereme ho rovno-
mérné nadhodné ze vSech prvkt vSech zakladen. K tomu
vyuzijeme, ze zname pocty prvki jednotlivych zakladen.
Rozdélime proto interval od 1 do aktualniho poctu prvkt
na podintervaly velké podle zakladen. Pak vygenerujeme
rovnomérné ndhodné ¢islo ve velkém intervalu. To, do kte-
rého podintervalu ¢islo padlo, ndm uréi zékladnu. A pozice
uvniti podintervalu nam fekne, kolikaté nejmensi ¢islo z té-
to zakladny to mé byt.

Tak pozddame zakladnu, af ndm toto éislo fekne. Pak se
zeptame vSech ostatnich zédkladen, kolik jejich ¢isel je men-
sich. To ndm umozni udélat stejny krok jako v predchozim
algoritmu.

Na rozdil od pfedchoziho algoritmu ovSem vime, ze v pri-
méru odstranime aspon jednu polovinu celkového poctu
prvka. Pramérny pocet krokt proto bude O(log LN), pfi-
¢emz zaklad logaritmu tentokrat nezavisi na poctu zékla-
den L. Jeden krok zahrnuje poslani L zprav, takze celkovy
pocet zprav bude O(Llog LN).

Algoritmus by si zaslouzil poctivéjsi analyzu. Pokud jste
zvédavi, jak se to udé€la, podivejte se na kapitolu o rando-
mizaci v [Prtivodci labyrintem algoritmt, konkrétné rozbor
algoritmu Quickselect.

Martin ,Medved” Mares
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32-5-5 Druha kostra

&l
E]
ko rychlejsi feseni. Obé jsou zalozena na prohazovani hran
v kostfe, coz intuitivné dava smysl a v open-datovce neni

potfeba dokazovat spravnost. Zde se nicméné do teorie oko-
lo koster ponofime trochu hloubéji a vSe poctivé odvodime.

Na tuto ulohu existuje jednoduché feseni, na které ne-

vvvvv

Pti budovani teorie ndm bude pomahat, ze vahy vSech hran
jsou navzajem rizné. Kdyby nebyly, algoritmus by také fun-
goval, ale diikaz jeho spravnosti by byl naroc¢néjsi.

Vymény hran

Zac¢neme nasledujici ivahou: méjme néjakou kostru K a
hranu e, kterd v kostfe nelezi. Koncové vrcholy hrany e jsou
v kostfe K spojené né&jakou cestou, které budeme fikat K[e]
(tato cesta je urCena jednozna¢né, nebot K je strom).

Pokud do kostry K pridame hranu e, vznikne kruznice
Kle] + e. Tu miZeme rozpojit smazanim libovolné hra-
ny f € Kle] a vznikne opét néjakad kostra. Oznacime ji
K' = K + e — f. Jeji vdhu spoc¢itdme snadno (w(...) bude-
me znacit vahu):

w(K') = w(K) +w(e) — w(f).
Této operaci fikdme vymeéna hrany e za hranu f.

Pokud k hrané e (pfiddvand hrana) umime najit f € K|e]
(odebirand hrana) tak, aby bylo w(e) < w(f), bude nova
kostra K’ leh¢i neZ ptivodni K. Tehdy fikdme, Ze e je lehkd
hrana vzhledem ke kostie K, neboli K-lehkd hrana. Pokud
byla kostra K miniméalni, nemtzeme ji nijak zlepsit, takze
nemohou existovat zadné K-lehké hrany.

Situaci ilustruje nasledujici obrazek. Cerné je vyznacena
kostra K, Sedivé kostra K’, tu¢éné cesta Kle]:

Pomoci vymén jde dokonce z libovolné kostry udélat libo-
volnou. Plati nasledujici dvé tvrzeni:

Vyménovaci lemma: Necht K a K’ jsou dvé kostry téhoz
grafu. Pak existuje posloupnost vymén (pokazdé jednu hra-
nu pfiddme a jednu ubereme), kterd z K vyrobi K'.

Monoténni vyméniovaci lemma: Necht K a K’ jsou dvé kost-
ry téhoz grafu a neexistuji zadné K-lehké hrany. Pak exis-
tuje posloupnost vymén, kterd z K vyrobi K’ a v kazdém
kroku vaha kostry vzroste.

Obé lemmata dokéZeme na konci feSeni. Ted z nich odvo-
dime nékolik dusledk:

® Nejlehci kostra je jednoznacnd. Méjme dveé nejlehci kostry
K a K'. MZeme na né pouzit monoténn{ lemma (nebot
k minimaln{ kostfe neexistuji lehké hrany). Kdyby K byla
riznid od K’, posloupnost vymén by obsahovala aspoii


http://pruvodce.ucw.cz/

jeden krok. Jelikoz kazdym krokem vaha roste, muselo
by byt w(K) < w(K’), takze K nemohla byt nejlehéi.

Uz vime, ze k nejlehci kostie neexistuji lehké hrany. Pla-
ti to i naopak: Kostra, k niz neexistuji lehké hrany, je uz
nejlehci. Pouzijeme monotdnni lemma na kostru bez leh-
kych hran K a nejlehéi kostru K’. Opét kdyby K byla
rtznd od K’, muselo by platit w(K) < w(K’), coz nejde.
Tohle k feseni nebudeme potiebovat, ale hodi se to védét
— znamend to, Ze k definici nejleh¢i kostry viibec nepo-
tfebujeme vahy hran scitat, staci je umét porovnavat.

e Ted to hlavni: Druhd nejlehéi kostra se lisi od nejlehéi
praveé jednou vymeénou. Monoténni lemma pouzijeme na
nejlehéi kostru K a druhou nejlehéi K’. Lemma slibuje
néjakou posloupnost vymén. Kdyby v ni byla vice nez
jedna vymeéna, tou prvni z nich bychom se dostali do
n&jaké kostry K*, ktera je tézsi nez K, ale lehéi nez K'.
TakZe K’ nemohla byt druhé nejlehéi.

Jednoduchy algoritmus

Na&s algoritmus zacne nalezenim nejleh¢i kostry K. Spus-
time tfeba Kruskaluv algoritmus z kucharky, ktery pobézi
v ¢ase O(M log N), kde N je pocet vrcholit a M pocet hran.

Pak budeme postupné probirat vSechny hrany f, které ne-
lezi v nejlehéi kostie K. Pro kazdou z nich budeme hledat
vymény: najdeme cestu v K spojujici koncové vrcholy hra-
ny f. To zvladneme tieba prohleddnim kostry do sitky z jed-
noho koncového vrcholu. Na této cesté pak najdeme nejtézsi
hranu e, coz je ta, kterou budeme chtit vymeénit s f. Vymeé-
nou vznikne néjaka kostra, ale ani ji nebudeme konstruovat,
stadéi si uvédomit, ze jeji vaha je w(K) + w(f) — w(e).

Jak uz vime, mezi sestrojenymi kostrami bude druhé nej-
lehéi. A bude to ta nejlehéi z nich.

Urcime ¢asovou slozitost: zkousime nanejvys M hran mimo
kostru, pro kazdou z nich hledame cestu v kostie v Case
O(N) (kazda kostra m& N — 1 hran, viz niZe) a pak na této
cesté v case opét O(N) najdeme maximum. Celkem tedy
algoritmus dobé&hne v ¢ase O(Mlog N + MN) = O(MN).

Rychly algoritmus

Jde to pochopitelné i rychleji: pro nejlehéi kostru si pred-
pocitdme datovou strukturu, kterd bude umét rychle odpo-

My

témito dvéma vrcholy?«.

Sikovnou datovou strukturu pro tento typ dotaztl ziskdme
pomoci dekompozice stromu na lehké a tézké hrany nebo-
li heavy-light dekompozice. Tu najdete popsanou v nasem
seridlu o stromech z 29. ro¢niku, konkrétné v tloze
a jejim feseni. (Pozor, lehké hrany v dekompozici nemaji
nic spolecného s lehkymi z teorie minimélnich koster. Nebo
aspoii o takové souvislosti nevime.)

Strukturu vybudujeme v ¢ase O(N) a na kazdy dotaz ndm
pak odpovi v ¢ase O(log N). Tim pddem zvlddneme kaz-
dou hranu mimo kostru vyzkouset v ¢ase O(log N) a cely
algoritmus pobézi v ¢ase O(Mlog N + N + MlogN) =
O(Mlog N).

Dodejme, Ze optiméalni prohozeni jde pomoci mnohem sofis-
tikovanéjsi datové struktury nalézt i v linedrnim case. Pri-
znavame, ze ma spis teoreticky vyznam, protoze konstanty
skryté v O jsou obrovské. Pro libovolnou praktickou veli-
kost grafu tedy bude rychlejsi nas algoritmus. Navic stale

I http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/|

potfebujeme najit nejlehéi kostru. Kdybyste i presto byli
zvédavi, jak se to déla, ulovte si na soustiedéni Medvéda :)
Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-5-5.cpp

Dukaz prosim

Ted slibeny diikaz obou lemmat. Inspirujeme se kapi-
tolou o minimalnich kostrach z knizecky Krajinou gra-
fovych algoritmi.

Nejprve si vSimneme, Ze kostry téhoz grafu se lisi pouze
mnozinou hran, takze je casto budeme za mnoziny hran
povazovat. Dokonce jsou to vzdy stejné velké mnozint hran,
nebot kazdy strom s N vrcholy ma N — 1 hran (to mizeme
dokazat indukci odtrhévanim listt).

Jak moc se kostry K a K’ 1isi, budeme mé¥it velikosti je-
jich symetrického rozdilu | K A K’|. Symetricky rozdil dvou
mnozin obsahuje ty prvky, které lezi v pravé jedné z mno-
zin. Tedy AAB = (AU B) \ (AN B). Jelikoz |AU B| =
|A| +|B| — |AN B|, mdame |[AA B| = |A| + |B| — 2|AN B].
Takze pokud A a B maji stejny pocet prvka (jako tieba
mnoziny hran dvou koster), velikost symetrického rozdilu
musi byt suda.

Vyménovaci lemma dokdZeme snadno indukci podle ,,vzda-
lenosti“ koster |K A K'|. Je-li nulovd, K = K’ a neni po-
tfeba zadna vymeéna.

Nyni indukéni krok. Je-li K riiznd od K’ a obé& maji stejny
podet hran, musi existovat hrana ¢, kterd lezi v K’, ale
nelezi v K (znaéime ¢’ € K’ \ K). Podle pozorovani o vy-
ménédch musi jit vyménit za néjakou hranu e € K\ K. Tim
dostaneme né&jakou kostru K*, kter4 je ,bliz k K’, neZ by-
la K“. Pfesnéji |K* AK'| = |K AK'| — 2, protoZe jak e,
tak e’ lezely v symetrickém rozdilu.

Tim padem mutzeme pouzit indukéni predpoklad, aby za
nasi jednu vyménu doplnil posloupnost vymeén, kterd z K*
udéla K'.

Nyni indukci vylepsime, aby z ni vys$lo monotonni vymeéro-
vaci lemma. Pokud vyménujeme e € K\ K' za e’ € K'\ K,
nemuze tim vaha kostry klesnout — kdyby klesla, znamena-
lo by to, ze w(e') < w(e), takze €’ by byla K-lehk4 hrana.
A takové podle pfedpokladi lemmatu neexistuji. Navic vé-
ha kostry nemiize ani zistat stejna, protoze vahy hran jsou
navzajem razné.

Prvni vyména v posloupnosti je tedy rostouci. Ted bychom
chtéli pouzit indukéni predpoklad na sestrojeni zbytku po-
sloupnosti. Ale ouha: Na to bychom potiebovali zarudit, Ze
ani k nové kostfe K* neexistuji lehké hrany. Presnéji fece-
no, stadilo by, kdyby zadné takové nebyly v K’ \ K*, nebot
to jsou jediné hrany, které v nasem dtikazu vyuzivame.

Pro obecnou volbu hrany e/ € K’ \ K by to nicméné nemu-
selo platit. Ale pomfizeme si tak, %e za e’ zvolime nejlehét
ze vSech hran v K"\ K.

Nyni uvazujme libovolnou hranu f € K’\ K*, o niZ chceme
dokazat, ze neni K*-lehkd. Ma tedy byt tézsi nez vSech-
ny hrany na cesté K*[f] spojujici v K* koncové vrcholy
hrany f. Pro cestu K[f], kterd spojuje tytéz vrcholy v K,
to podle pfedpokladi platilo. Jak se tedy muze K*[f] lisit
od K|[f]?

e Pokud e ¢ K[f], vyskytuje se cesta K[f] i v K*, takZe
musi byt K*[f] = K[f] a je vyhrano.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-7
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-7/reseni
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-5-5.cpp
http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/

e Nebo e € K]|f], takze K*[f] musi smazanou e nékudy
obejit. Tehdy K|[f] jisté prosla po néjakém oblouku kruz-
nice C' = K[e'] + ¢’ (protoze e € K|e']). Takze z kruzni-
ce C vyuzijeme opacny oblouk — tedy ty hrany, které jsme
nevyuzivali predtim. Jingmi slovy K*[f] = K[f]AC.
Proto hrany, které pfibyly na K*[f], jsou lehé¢i nez e
(protoze ¢’ nebyla K-lehkd) a ta je lehéi nez f (diky vol-
bé e’ jako nejlehéi z K’ \ K).

Ponékud nepiehlednou situaci mapuje obrazek nize: cer-
né je vyznacena kostra K, Sedivé cesta K|[f] a Sedivé ted-
kované ,objizdka“ po tu¢éné kruznici Ke'] + €'

Tim padem zadna hrana f neni K*-lehka a indukce mize
bézet dal.

Poznamka: Vymeénovaci lemmata jsou mnohem mocnéjsi
nastroj. Napiiklad z nich snadno dostaneme, Ze tfeti nej-
leh¢i kostra vznikne jednou vyménou bud z nejlehéi nebo
z druhé nejlehéi. Takto se da pokracovat a odvodit algorit-
mus na nalezeni k-té nejmensi kostry.

Martin ,Medved“ Mares

32-5-6 Geocaching s odhadem

Nejprve je dobré si udélat alespon né€jakou pfedstavu,
W1l s jakymi daty vlastné pracujeme. Vhodné je mapu si
napiiklad rozdélit na ¢tverecky a u kazdého se zeptat, kolik
je v ném obycejnych a prémiovych kesek.

Toto je mozny vysledek: Kazdé policko predstavuje ¢tvere-
ek o velikosti 0.05° x0.05°. Cislo v ném je poc¢et normélnich
kesi. Kazdé jeho oramovéani je jedna prémiova kes.

5(13[4(6[3|4|3|6[6]a4a|3]s8[3][4]3][3[7]6]3
ol3|6|s5|2|4f2|7|7|2]5]|9]5]s8|4]|5|2]5][w0]7
slsl7]als|7|s7]e|6|7|7|5]|5]6|3[s8]a|5]6
6[s]3|3[5]|6|s[s]e|2[c|afe|r|o]2]3][al2]6
2(6]afalofof 7|a8]5|6|@o6|6|o|1]5]3]4]5
[4] 2]3|8|3]2|7|2]|6|2|5]|2]2|8|2]4a|a|8]a]u
7|5 |af4]s|afe|s|3]s5[3]6|2]6|4]6]s]a]7]|7
6 5] 3[6]6][al[a]4lt]|6|3]|6|3|5|3(s5]7]2]7]7
23 (5]o8]e|afr]e]|a]|s|3]|5|2]2{4]7[2]7]7
6 (7] 3(6][a]efa] o] 2]8]a|6[c]rofa]3]2]7]3
6lws|7]tfe]7|ofo|s|e|s|7|s|3]3|2][a|7]5
al2(s]5|al3|7|3|3|6]1]|6]|5|5]s8(6][s8][3[3]6
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sl2(s|6|3|afs]sos|a|2]|e|7[B]6[s]5]|2]7
3451057 |6[s]5]|6]|6|8]|6|3[1|4]5]2][4]3
alale|7|7|6|5|6|5(4]5]|4]|a]|6|a[s]7]a]7]4a
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Dale predpokladejme, ze podobné mapa vypada vsude a pri
jakémkoliv tokenu.

Z obrazku lze vypozorovat hned nékolik véci. Napriklad,
ze v libovolném c¢tverci 0.2° x 0.2° by téméf vzdy mohla
existovat alesponl jedna prémiova kes a soucasné by v ném
nemuselo byt vice nez 500 kesi.

V naSem algoritmu tedy zacneme s takto velikym ¢tvercem
a pokusime se najit vSechny prémiové kesky v ném. Kdyz
najdeme vsSechny, tak se posuneme do dalsiho ¢tverce.

Na hledéni 1ze pouzit bindrniho vyhledédvéani. Kazdym dota-
zem zmenSime plochu, kde muze kes leZzet na polovinu. Po
dostatecném poctu krokt skonc¢ime s malym ctvereckem,
u kterého staci fict, Ze kes je uprostied a vzdy budeme
v toleranci.

Jak ale binarné vyhledavat na dvojrozmeérné plose? Mu-
zeme stfidat kroky dvojiho druhu. Bud plochu ofizneme
vertikalné, nebo horizontalné. V kazdém kroku tedy urci-
me dva obdélnicky. Na jeden z nich se zeptame. Podle toho,
zda v ném hledana kes je, si zvolime obdélnicek do dalsiho
kroku. Jelikoz vime, zZe kes lezi alesponl v jednom z nich,
tak v pripadé, Ze neni v jednom, musi byt v druhém.

Po 28 krocich skoné¢ime s ¢tvereckem velikosti 0.000014° x
0.000014°. Ten jiz je dostatecné maly.

Kdyz mame v jednom ptivodnim ¢tverci vice nez jednu pré-
miovou kes, mizeme vyhled4vat kazdou zvlast. Lepsi ale je
pocitat spolecnou ¢ast vyhledéavani pouze jednou.

Hledéani 1ze implementovat jako rekurzivni funkci. Ta bude
jako parametry brat prohledavany obdélnicek, smér, v némz
se m4 ofiznout, a seznam prémiovych kesi v ném. Po dotazu
do API se pak sama zavola na ty obdélnicky, kde je alespon
jedna kes.

Jelikoz na ziskani jedné kese by nemélo byt potieba vice nez
29 dotazl, na povoleny pocet jich zvladneme ziskat alespon
172. Nase implementace tohoto algoritmu jich zvladne vét-
sinou okolo 180.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-5-6.cpp

Chceme vice kesi!

Povsimneme si, Zze nase vyhledavani neni optimalni. Vzdy,
kdyz se ptame API na néjaky ctverec, tak nas vlastné za-
jiméa, kterym smeérem lezi kese od jedné z tazanych stran.
Viibec ale nevyuzivame ostatni t¥i strany. Pojdme to na-
pravit.

Nejprve si vytvorime takovou prehledovou planovaci mapu.
Néco podobného obrazku na zacatku tohoto feSeni.

Ptat se na kazdy ¢tverecek by nas stalo moc dotazt. V kaz-
dém ctverci 1° x 1° se proto budeme ptat pouze na celé
sloupce a celé fadky. Pro kazdou kes pak urcime, ve kterém
priiseciku lezi.

Dalsi drobnou optimalizaci lze ucinit tim, Ze se budeme
ptat na mirné prekryvajici se sloupce (resp. fadky). Z toho
budeme védeét, zda kes lezi v prekryvu ¢i nikoliv.

Polohu kazdé kese dédle budeme vyhledavat zvlast v kazdé
souradnici. Tedy misto jedné kese si muzeme predstavit dvé
hledané pozice. Jednu v horizontalnim a jednu ve vertikal-
nim sméru.

Dale se pokusime rozdélit hledané pozice do ¢tveric, ve kte-
rych je pak budeme vyhledavat. V kazdé ¢tvefici musi pla-
tit:


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-5-6.cpp

® Obsahuje dvé horizontalni a dvé vertikalni hledané pozice

® Lze je vyhledavat obdélnikem. Tedy jedna vertikalni lezi
vysSe nez obé horizontalni a druhé niz. To stejné i pro
horizontalni.

e Obdélnik ohranic¢ujici danou ¢tverici obsahuje nejvyse
499 kesi (veetné prémiovych).

® Ani v jedné soufadnici tento obdélnik neni delsi nez 1°.

Jelikoz rozdéleni vSech hledanych pozic pouze do Ctvefic
je nerealné, zbylé hledané pozice pak umistime i do trojic,
dvojic, nebo nejhtfe je nechdme samotné. Budeme se ale
snazit, aby téchto skupin bylo co nejméné.

Jelikoz toto nejspis ani nelze délat zddnym rozumné rych-
lym algoritmem, vystac¢ime si s hladovym fesenim. To nas
k optimu dostatecné tésné piiblizi.

V nasi implementaci jsme zkouseli ke kazdé zatim nepou-
zité vertikalni pozici vzit dvé nejblizsi horizontalni pozice.

Od nich vpravo vyskou mezi nimi se pak pokousime najit
vyhovujici zakonceni.

Tento algoritmus pak jesté vyzkousime pro vsechny moz-
nosti oto¢enych soufadnic.

Zbylé hledané pozice pak vyzkousSime stejnym zpusobem
rozdélit do trojic a pak i dvojic.

KdyZz uz mame rozdélené skupinky, kazdou mizeme zkusit
vyhledavat.

Prosté se budeme ptat na obdélnik, ktery bude omezen
z kazdé strany polovinou z vyhledavanych pozic. Kazdou
z Ctvetice vyhledédvanych pozic timto omezime na pfislus-
nou polovinu podle toho, zda odpovidajici kes lezi v taza-
ném ctverci.

Timto algoritmem lze dospét za povoleny pocet dotazil az
k 820 keSim.

Jednu ve sméru nahoru doprava a druhou dolt doprava. Jirt Kalvoda
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resitel skola rocnik séerit | 5-1 5-2 5-8 5-4 5-5 5-6 | série celkem
1.  Jiri Kalvoda GJaroseBO 3 10 10 12 11 10 14 13 | 60,1 301,9

maz. std. pocet bodi 10 11 12 10 14 13 | 60,0 300,0
2. Kristyna Petrlikova SPSJi¢in 2 10 10 11 10 14 13 | 58,0 2431
3. Jan Adamek GKepleraPH 3 5 10 11 10 14 1 46,9 2275
4.  Ondfej Sladky GMikul4sPL 3 7 9 12 9 5 12 50,6 2251
5. Vladimir Chudy G Chrudim 3 15 8 11 8 10 2 35,9  205,7
6. Petr Bornas GRoudnice 4 5 10 4 10 14 40,1 188,11
7.  Karel Chwistek MendelGOP 3 5 0,0 1317
8.  Vaclav Janacek GJaroseBO 3 3 0,0 1245
9. Katefina Vokalova G Kolin 4 6 8 4 2 18,0 120,7
10. Michal Bravansky GBilovec 2 4 0,0 115,5
11.  Jifi Kvapil GTomkovaOL 2 14 6 8 124 107,7
12. Ondiej Hracek GOlgHavl 3 4 3 4 13 | 246 101,3
13. Matej Stencel GPosKosice 3 3 0,0 95,5
14. Martin Hubata GMikulasPL 4 6 10 4 15,8 93,2
15. Michal Kodad SPSSmichov 4 18 | 10 4 14 13 | 39,0 89,9
16. Dominik Farhan GMikulasPL 3 4 10 4 10 2 30,4 89,6
17. Daniel Skypala GTomkovaOL 2 15 0,0 77,7
18. Jan Provaznik GVodéraPH 4 10 2 13 | 15,3 61,5
19. Marie Kalouskova GNAlejiPH 4 6 8 10 18,9 54,6
20. Sebastian Svoboda MendelGOP 3 2 0,0 53,9
21. Vit Skalicky GPisnickaPH 2 14 7 57 51,1
22. Janek Hlavaty GJirsikaCB 1 4 0,0 50,9
23. Albert Kucera GNadStolPH 3 3 0,0 47,8
24. Jan Piroutek GSpitalsPH 4 9 0,0 43,7
25. Kristyna Prokopova GJosBozCT 4 4 10 1 8 2 25,2 39,1
26. Petr Hladik GMikul4sPL 2 2 8 4 10 26,5 37,7
27. Lucie Vomelova GSpitalsPH 4 10 0,0 31,0
28. Prokop Randacek GFXSaldyLI 1 2 0,0 29,7
29. Ondfej Gonzor G Brandys 3 14 0,0 29,0
30. Jifi Gallo SPSERoznov 3 1 0,0 28,1
31. Denis Hromada SSIER Roznov 3 1 0,0 25,4
32. Robert Jaworski GUstavniPH 2 2 0,0 23,4
33. Martin Havelka Gym Ttebon 2 2 0,0 23,3
34. Darian Poljak GJSkodyPR 3 2 0,0 22,2
35. Lucie Kuncarova GVolgogrOS 4 3 8 9,3 22,0
36. Petr Sicho GKepleraPH 2 1 0,0 20,2
37. David Klement GNAlejiPH 4 8 0,0 20,0
38. Vojtéch Zak GSpitalsPH 4 8 0,0 18,9
39. Vit Ulehla GJSkodyPR 3 1 0,0 18,8
40. Simon Genéur GBBr 0 2 8 0 9,4 17,9
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resitel skola rocénik séerii | 5-1 5-2 5-8 5-4 5-5 5-6 | série celkem
41. Oliver Tusla GArabskaPH 3 2 0,0 16,2
42. Adam Hustava EupSchoolLux 2 2 10 2,5 15,0 15,0
43. Jan Kotovsky GPisnickaPH 1 1 13 | 13,0 13,0
44.-45. Jan Kaifer GKepleraPH 4 14 0,0 12,0
Adam Slegl GJosefskPH 3 1 0,0 12,0
46. Antonin Otmar GNadKavaPH 3 1 0,0 11,4
47. Patrik Vacal SPSEPIzeti 3 2 7 10,8 10,8
48.-49. Klara Hlouskova G Kolin 4 3 0,0 10,1
Petr Stastny GCeskoliPH 4 1 8 0 10,1 10,1
50.-57. Jan Klivan GDacice 3 1 0,0 9,0
Frantisek Kmjec G Brandys 4 11 0,0 9,0
Stanislav Kozak G Holice 2 1 0,0 9,0
Jan Kucera SOS Btezova 3 2 0,0 9,0
Klara Pernicova GJaroseBO 3 1 0,0 9,0
Timotej Toepfer ArcibisGPH 3 1 0,0 9,0
Kristyna Umlaufovda SPSOstrov 3 1 0,0 9,0
Vojtéch Zaboril GTurnov 3 2 0,0 9,0
58. Jachym Némecek SPSERoznov 3 1 0,0 8,1
59.—60. Ondra Miiller GTurnov 3 3 0,0 7,8
Tomas Vesecky SSSVTPraha 3 3 0,0 7,8
61. Robert Gemrot GKomHavir 3 3 0,0 7,1
62. Simon Andrs GKepleraPH 1 1 0,0 6,7
63. Aneta Kahleova GNZatlanPH 4 1 3 6,0 6,0
64.-68. Jifi Bartosik SUHr 3 1 0,0 4.4
Jan Cernohorsky G Brandys 2 1 0,0 44
Maria Filtsova SSInformFM 3 1 0,0 4.4
David Manasek SUHr 3 1 0,0 4.4
Daniel Soltys GTreKosice 2 1 0,0 4.4
69.—70. Karel Bartinék GMilevsko 2 1 0,0 2.5
Patrik Herman GTomkovaOL 1 1 0,0 2,5
71. Martin Klimes GZabteh 4 2 0,0 2,4
.
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KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Webové stranky:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|

E-mail:

sp @mff.cuni.c
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Diskusni férum:
fttps: //ksp.mff.cuni.cz/forum /|
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