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V pfedvanoéni ¢as vam pfindsime vzorova feSeni druhé série. Cteni vzorovych feSeni je skvély zptisob, jak se naucit nové

zpusoby Feseni tloh, a tak nevihejte a zactéte se do nich.

Pfipominame, Ze serial muZete za mensi bodové ohodnoceni stile odevzdavat a to az do konce ro¢niku, takze jeho vzorové

feSeni vam vydame az po skonceni celého ro¢niku.

Vzorova reseni druhé série tricatého tretiho roéniku KSP

33-2-1 Ostrovni kralovstvi

33-2-2 Hasiéské stanice

Zac¢néme tim, co je to vibec strom. Strom lze tieba defi-
novat tak, Ze je to souvisly graf, ve kterém se nevyskytuje
cyklus. Z tohoto se da vyvodit vlastnost, ze strom o n vrcho-
lech bude mit n — 1 hran. Spravnost tvrzeni lze nahlédnout
tfeba tim, Ze kdyz budeme postupné odtrhavat listy, tak
po n — 1 odtrzenych listech ndm bude zbyvat jeden vrchol,
ktery nebude mit hranu.

Pokud stromy neznate, tak vim doporucujeme nahlédnout
do nasi zakladni kuchatky.!

Nyni jiz k feSeni samotné tlohy. Nejdiiv predpokladejme, ze
pokud zndme pocet mést (vrcholt) a cest (hran), tak Feseni
je jiz trividlni zjistit. Bude to rozdil téchto dvou hodnot.
Procé? Kazdy ostrov ma sit cest ve tvaru stromu, a vime, Ze
rozdil mést a cest v jednom stromé je roven jedné. Kazdy
ostrov tak zvetsi celkovy rozdil mést a cest o hodnotu jedna.

Ted nastava ta t6zsi ¢ast, jak zjistime pocet mést a cest? Za-
¢neme tim, Ze zjistime pocet mést pomoci druhého dotazu
(jestli mezi mésty existuje cesta). Sta¢i ndm najit nejvétsi
index mésta (mésta jsou ¢islovana sekvencéné). Kdybychom
znali vrchni odhad na pocet mést, tak bychom mohli udélat
obyc¢ejné binarni vyhledavani, ale ten bohuzel nezname.

Ukazeme trik, kterym lze nalézt pocet mést na log(n) do-
tazl, kde n je poCet mést. Zacnéme s rozmezim mést od 0
do 1. Zeptame se, jestli mezi mésty existuje cesta, ale zaro-
ven tento dotaz nam fiké, Ze vibec mésta existuji! Pokud
mésta existuji, tak zvétSime pocet uvazovanych meést na
dvojnasobek. Tedy rozmezi mést bude od 0 do 2. Obecné
toto rozmezi bude od 0 do 2¢. Takto budeme opakovat do-
kud v odpovédi bude, Ze mésta existuji. Po odpovédi, ze
mésto 2¢ neexistuje, tak vime, 7e podet mést je mezi 2°1
a 2¢.

Abychom byli Gplné korektni, tak rozmezi bude od 2¢~! do
2¢ — 1, protoze uréité vime, e mésto 2° neexistuje. Nicméné
minus jedni¢ku mtizeme vynechat, protoze na asymptoticky
pocet dotazi konstanta nemé vliv.

Nyni najdeme pocet mést pomoci bindrniho vyhledavani od
2i=1 do 2'. Poté sta¢i najit podet cest bindrnim vyhledava-
nim od 0 do n a mame vyhrano.

Kolik dotazi celkem polozime? Oznacéme si ¢islem n po-
¢et mést. Pi hledani prvniho ¢isla mésta, které neexistuje,
jsme pocet mést , prestielili“ maximalné o hodnotu n a udé-
lali jsme pfitom O(logn) dotazli (vzdy jsme zvétSovali na
dvojnésobek). Obé bindrni vyhleddvani pak zabrala také
maximélné O(logn) dotazi, takze celkovy pocet dotazii na
krélovské ministerstvo bude O(logn).

Ulohu p¥ipravili: Michal Kodad, Jirka Setnicka

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy|
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Nejprve si povsimnéme, ze nemé smysl, aby byl fadek a sou-
¢asné sloupec, ve kterém neni umisténd stanice. Evidentné
totiz muZeme umistit stanice do vSech budov, které lezi
v priseciku neobsazenych fadkti a neobsazenych sloupct.
Tyto budovy totiz nebyly dostupné z ani jedné stanice, tedy
kdyz z nich udélame stanice, tak neptijdeme o zadné obyva-
tele. Takto upravené feSeni tedy zarucené nebude horsi nez
ptvodni a po upravé jiz nemize existovat fadek a soucasné
sloupec, kde by nebyla stanice.

Z predchoziho odstavce tedy plyne, Ze ma smysl se zaobirat
pouze rozestavénimi, kde bud v kazdém fadku je alespon
jedna stanice nebo v kazdém sloupci je alesponi jedna stani-
ce. O ostatnich rozestavénich jsme ukézali, Ze nemizou byt
lepsi nez nékteré z uvazovanych.

Déle se zamyslime nad piipadem, kdy v kazdém tfadku bude
alespon jedna stanice. Druhy pfipad vyfesime pouze proho-
zenim radka a sloupcti.

Kazda z budov musi byt dostupna alesponn jednou stani-
ci, protoze na daném fadku musi byt alespoil jedna stani-
ce. Z toho plyne, Ze obyvatelé mohou bydlet vsude kromé
hasi¢skych stanic. Neméa tedy smysl, aby v jednom radku
bylo vice nez jedna stanice. Kdyz totiz odstranime z da-
ného Ffadku vSechny stanice az na jednu, tak poradd budou
vSechny budovy dostupné a navic uvolnime nékteré stanice
k bydleni. V kazdém radku je tedy potfeba vybrat pravé
jednu budovu, kam umistime stanici.

Snadno nahlédneme, Ze aby v daném radku mohlo bydlet co
nejvice lidi, je nejlepsi vybrat budovu s nejmensim pocétem
obyvatel.

Maximéalni hodnotu varianty, kdy je v kazdém tadku ale-
spon jedna stanice, tedy spocitame jako soucet vSech bu-
dov bez sou¢tu minim v kazdém fadku. Pro variantu, kdy
je v kazdém sloupci alespon jedna stanice, mtzeme vyu-
zit podobného algoritmu. Jeji hodnota tedy bude soucet
vsech budov bez sou¢tu minim v kazdém sloupci. O ostat-
nich variantach jsme ukézali, ze nemizou byt lepsi. Finalni
vysledek tedy ur¢ime jako maximum z predchézejicich cisel.

Casova slozitost je O(N - M), protoze musime projit cely
vstup.

V pfipadé, ze vstup budeme zpracovavat jiz pii prichodu,
pamétova slozitost mize byt O(M). Budeme si poéitat cel-
kovy soucet vSech budov a soucasné do dvou poli pro kazdy
radek a sloupec minimum v ném.

Ulohu ptipravili: Jirka Kalvoda, Standa Lukes


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy

33-2-3 Bludisté s turrety
Nebyt problémi s turrety sttilejicimi rakety, tak by tato
1l dloha byla vlastné velmi jednoducha. Mame bludisté se
startovni a cilovou pozici a policka, na kterd muzeme vstou-
pit. Nejkratsi cestu bychom nalezli prohleddnim do sirky
ze startu, jednoduchy algoritmus s pouzitim jedné fronty.
Mozné by nés chvilicku potrapilo vypsani cesty potom, co
se dostaneme do cile. Ale i to bychom vyfesili tim, Ze by-
chom si na kazdé policko jednoduse napsali, odkud jsme na
néj prisli. Takova pékna jednoducha tloha. .. ale ouha, on
tam doktor Zloun pfidal turrety.

Tak co jen cestou kontrolovat, jestli ndhodou nevrazime do
rakety? Béhem prohleddvani do $ifky si mizZeme drzet pocet
krokt, které jsme udélali od startu a s kazdym krokem by-
chom kontrolovali, jestli na daném poli¢ku neni raketa. Ale
ndm se nékdy miize vyplatit pockat (jako napiiklad v ukaz-
kovém vstupu v zadéni), nebo dokonce na jedno policko
vstoupit vicekrat (napiiklad kdyZz pijdeme proti turretu
stiilejicim skrz dlouhy tunel, ktery ma co par policek ,,0d-
pocivadlo®, na které uhneme a pockame, nez raketa proleti,
a pak se vratime do tunelu). Na takové pfipady je obycejné
prohledavani do $itky malo.

Stav policka se totiz bude lisit v zavislosti na tom, v jakou
chvili se na néj divame. V Case t pfes né€j mulze prolétat
raketa, ale v ¢ase t + 2 uz bude volné prichozi. V podstaté
bychom si mohli pro kazdy cas t nakreslit mapu bludisté
se zakreslenymi pozicemi raket. S kazdym krokem (nebo
stanim na misté) se pak posuneme na odpovidajici policko
v mapé€ t + 1.

Tim jsme si vyrobili stavovy prostor, ktery jiz mtzeme za-
se prohledavat pomoci prohleddvani do S$ifky — jenom nase
policka budou mit tii soufadnice a to radek, sloupec a cas.
Ale jesté neni vyhrano, takovy stavovy prostor muze byt ob-
rovsky (protoze priichod bludistém mize klidné trvat i vice
sekund, nez je pocet poli¢ek bludisté). Takovy stavovy pro-
stor by bylo obtizné drzet si v paméti.

Uz na prikladu v zadani si ale muzeme vSimnout, Ze se
mapy bludisté po case opakuji. Naptiklad pokud by v blu-
disti byly jen turrety s intervalem 3, tak mame jen tfi riz-
né mapy. Pokud bychom méli dva typy turrett s intervaly
2 a 3, tak se stejné situace budou opakovat kazdé Sesté ko-
lo. A v obecnosti lze Fici, ze pro néjakou mnozinu turret
se budou situace opakovat po nejmensim spole¢ném nasob-
ku jejich intervalti. V zadani jsme slibili, ze turrety budou
mit rozsah intervali jen mezi ¢isly 1 az 6 véetné, coz dava
nejmensi spole¢ny nasobek 60, coz je pofad jesté rozumné
hodnota.

Po nacteni vstupu nam tak staci spocitat si nejmensi spo-
leény nasobek vSech vyskytujicich se intervalt, zduplikovat
si mapu v tomto pocétu a pro kazdy turret zakreslit polic-
ka s raketou ve spravné ¢asy (pro policko ve vzdalenosti d
od turretu s intervalem k plati, Ze se na ném bude raketa
nachézet v ¢asech d, d + k, d + 2k, ... a tak dale, dokud
nepiekro¢ime nejmensi spoleény nasobek). Diilezité je také
nezapomenout na ,ohnivy ocas“ rakety (ten jsme zavedli,
aby nebylo validni bézet proti raketé a tim se ji vyhnout),
ktery je opozdény o jedno policko za samotnou raketou.

Na kazdé policko s raketou si také poznamename, kdy po-
prvé pres toto policko raketa prelétne. Diky tomu mizeme
na zaCatku vypoctu vstoupit i na policka, kde by sice rake-
ta pozdéji byla, ale ta prvni tam jesté nestihla dolétnout.
Meéli jsme v imyslu tuto vlastnost na nékterych vstupech

testovat, ale nakonec jsme nase zakefné plany neuskutecni-
li. V ukazkovém kédu se ale mizete podivat na to, jakym
zplsobem se takova podminka d& implementovat.

Pak jiz mame pripraveny kompletni stavovy prostor, na
kterém jiz muazeme spustit prohledavani do sitky. Pokud
si nejmensi spoleny nasobek intervalti turretti oznacime
jako K, tak kazdy krok z mapy ¢ povede na mapu (t +
1) mod K. Zpétnou rekonstrukei cesty pak udélame klasic-
ky pres zpétné odkazy.

Casova a pamétova slozitost prohledavani do &iiky je li-
nearni k velikosti stavového prostoru. Ten bude odpovidat
O(KN) (kde N je pocet policek), takZe celkova ¢asova i pa-
métova slozitost budou také O(KN).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-2-3.py

Ulohu ptipravili: Kuba Pelc,
Jirka Sejkora, Jirka Setnicka

33-2-4 Oprava satelitil

Reseni vyuzivajici étyfi znacky je veelku pifmocaré.
W1l Na zacatku kazdé K-tice sateliti polozime znacku S,
abychom védéli, kde zacina. Poté prepojime K néasleduji-
cich satelitu tak, aby ukazovali opa¢nym smérem. Nakonec
spravné zapojime zacatek a konec K-tice a celé opakujeme
N/K-krat (pocet skupin):

N, K = map(int, input().split())
p = lambda *x: print(*x, sep="\n")

p(llp Sll)
for _ in range(n // k):
# ..-> 0] -> [0 ->0 -> ...
# S
p("P A", "D", "P B", "T S")
# ..-> 0] > [0 >0 > ...
# S B
# A
for _ in range(K):
# ... <-o0 o ->o0 > ...
# C A B
p("P C", "T B", "P A", "D", "P B",
"T A", "N C")
# ... <-0<-o0 o> ...
# C A B
# ..-> 0] <> [0 <= o0 <= o] [o —>
# S C N
p("T S", "D", "N B", "P C", "T S", "N A",
"T C", "P S")
# B :
# ..-> o] [o <- 0 <= 0] ’> [0 —>
# | S -
# ) )

Instrukéni slozitost je linearni, protoze se jednd o vnorené
smycky, kde vnéjsi se opakuje N/K-krét a vnitini K-krét,
dohromady tedy O(N/K - K) = O(N).

T¥i znacky

Pfi TeSeni tlohy pouze se tfemi znackami musime byt opa-
trnéjsi. Na otaceni sméru satelitu t¥i znacky potiebujeme
(kdyZz nemiZzeme ze satelit vytvaret cyklus, v takovém pii-
padé by to $lo), proto potfebujeme na zac¢atku otaceni kazdé
K-tice délat trochu vice prace.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-2-3.py

Prepojeni zacatku a konce K-tice, které jsme v TeSeni se
CtyFmi znackami délali az po jejim otoceni, tentokrat udé-
lame pfedem. Diky tomu po dokonéeni otaceni (které udé-
lame tplné stejné jako pii FeSeni 4 znacek) uz nebude po-
tFeba nic dalsitho délat. Tento postup opakujeme K/N-krat
(pocet skupin):

N, K = map(int, input().split())
p = lambda *x: print(*x, sep="\n")

p("P A")
for _ in range(N // K):
# ..->0] > [o->0->... >0] -> [0 —>
# A
p("D", "P B", *["D"] x (K - 1), "P C")
# ..->0] > [o->0->... >0] > [0 >
# A B C
p("T A", "N C", "T C", "D", "P A")
# ..-> o] [o >0 > ... > 0] -> [0 —>
# | B C A
# U -~
p(nT B", "D", "p C", " B", "N A")
# ST e v
# ..-> ol [o o -> -> 0] > [0 —>
# | B C - A
# ) e J
p("T c", *["D"] * (K - 2), "N B")
# T e e .
# | . v
# ..-> o] [o <? 0 > -> o] [o —>
# | B C - A
# B J

p(HT CII’ *[IIDII’ IIP All’ I|T Cll, IIN Bll’ IIP Bll,
"TAM, WP C'] x (K - 1))

..=> o]

H H R

# )

Instrukéni slozitost je opét linearni, ze stejného divodu jako
pfi TeSeni se ¢tyrmi znackami.

Ulohu ptipravili: Kuba Pelc, Tom Sldma

33-2-X1 Zavody formuli

Predehra: Kazda funkce ma svuj obvod

Zacneme jednoduchym pozorovanim: Méjme néjakou funkei
fx1, ..., x), kterd kazdé k-tici bith ptifazuje jednobitovy
vysledek. Vsimneme si, ze tuto funkci jde spocitat formuli,
a tim padem i obvodem.

Pro¢ tomu tak je? Funkci mtiZzeme popsat tabulkou, ktera
kazdé z 2F moznych vstupnich k-tic pfifadi vysledek. Pro
XOR vypada takto:

Tr1 X2 f(xluxQ)

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Kdyby pravy sloupec obsahoval samé nuly, stacila by kon-
stantné nulova formule (tfeba 21 A—z1). Pokud v ném bude
pravé jedna jednicka, postac¢i AND proménnych a jejich ne-
gaci: napfiiklad jedniéce v fadku x; = z2 = 1 odpovida
r1 A T3, jedniéce pro z; = 0, zo = 1 odpovidd -z A x4
atd. A pokud je na pravé strané jednicek vice, stac¢i uvazit

OR formuli generujicich jednotlivé jednicky. Pro XOR tedy
vyjde (mz1Az2)V (21 A—T2), coz uz vlastné zname ze zadani.

Tim padem umime vytvofit obvod pro libovolnou funkci.
Neslibujeme, Ze onen obvod je maly :) Nicméné funguje
a jeho velikost je pro konkrétni funkci konstantni.

Centroidy stromi

Jesté chvili strpeni, prosim. Potfebujeme vybudovat jeden
uziteény ndstroj pro préci se stromy. Popisujeme ho zvlast,
protoze se hodi i v jinych tlohach.

Méjme néjaky strom T o n vrcholech. Centroid ¥ikame li-
bovolnému vrcholu, jehoz odebranim strom rozebereme na
komponenty, z nichz kazda mé nejvyse n/2 vrchold. V téch-
to komponentach miizeme zase najit centroidy a tak dale,
¢imz vytvofime hierarchii ¢im dal mensich stromecki. Jeli-
koz pocet vrcholi se pokazdé zmensi aspon dvakrat, po ma-
ximalné logn krocich musime dostat stromecky konstant-
ni velikosti. (Logaritmem bez uvedeného zdkladu myslime
vzdy dvojkovy.)

Zbyva dokazat, ze v kazdém stromu existuje asporl jeden
centroid. Strom libovolné zakofenime a pro kazdy vrchol v
ozna¢ime p(v) pocet jeho potomki (véetné v samotného).
Pak najdeme nejhlubsi vrchol u, pro néjz je p(u) > n/2.
Dokazeme, ze u je centroid. Podstromy lezici pod uw maji
nejvyse n/2 vrcholu (jinak by p(u) nebyl nejhlubsi takovy
vrchol), zbytek stromu mé n — p(u) < n/2 vrchola.

N&as dikaz dokonce dava linearni algoritmus pro nalezeni
centroidu pomoci DFS. A kdyz ho budeme volat rekurzivné,
sestrojime celou dekompozici v ¢ase O(nlogn). Nevi se, zda
to jde rychleji.

ReSeni pomoci centroidu

Ted centroidovou dekompozici pouzijeme k vyfeSeni tlohy.
Predstavme si stromovou strukturu formule — uz v zadani
jsme ukazovali, Ze tento strom odpovida néjakému obvodu,
ktery formuli spocitd, byt neefektivné. Oznaéme n pocet
vrchold stromu, coz je asymptoticky totéz jako délka for-
mule.

Najdeme centroid stromu. To je néjaké hradlo. Pod nim
jsou nejvyse dva ,dolni“ podstromy, které pocitaji vstupy
pro nasSe hradlo. Hradlo pak svij vystup pfeda ,hornimu®
podstromu, ktery vyda konecny vysledek.

Situaci sledujme na nasledujicim obrazku: v je centroid,
H horni podstrom, Dy a Ds dolni podstromy. Kazdy pod-
strom se navic muze odkazovat na vstupni proménné for-
mule.

D, D,

Kdyby horni podstrom byl prazdny, bylo by feseni trivialni.
Paralelné bychom spocitali oba dolni podstromy (ty zavisi
jen na vstupnich proménnych formule). A pak bychom pou-
zili nase hradlo. Za jednu troven dekompozice bychom tedy
pfidali jediny takt vipoétu. Urovni dekompozice je logn,
takze obvod pocita logn taktt.



Jenze horni podstrom obvykle prazdny nebude a musi po-
¢kat na vystup naseho hradla. Mohli bychom nejdfiv para-
lelné spocitat oba dolni podstromy, pak nase hradlo, a na-
konec horni podstrom. V nejhorsim piipadé bychom tedy
za kazdou uroven dekompozice pocet taktt cca zdvojnaso-
bili. Z toho by vysel linearni pocet takti, protoze bychom
vlastné pocitali ptivodni strom.

Pouzijeme proto trik: horni podstrom spocitame ve dvou
verzich: jednu pro nulovy vysledek naseho hradla, druhou
pro jednickovy. To mizeme udélat pfedem a az budeme znat
vysledek hradla, dodatecné si z verzi vybereme tu spravnou.
Potfebujeme tedy sestrojit ,,vyhybku“ — obvod, ktery do-
stane vysledek naSeho hradla y a vysledky hg a h; obou
verzi horniho stromu. Jeho vysledkem pak bude h,. Vy-
hybka je néjakd booleovska funkce tii proménnych, takze
podle predehry existuje obvod, ktery ji pocita.

Celé to bude vypadat takto:

7\

vyhybka

Konstrukci obvodu tedy mtzeme popsat rekurzivné. Strom
formule rozdélime centroidem na dva dolni podstromy a je-
den horni. Rekurzivné sestrojime obvody pro oba dolni pod-
stromy a pro obé mozné verze horniho podstromu. Vystu-
py téchto obvodii pak propojime konstantné mnoha novymi
hradly (ptivodni centroidové hradlo a vyhybka).

Jelikoz s kazdym krokem rekurze se velikost podstromi vy-
déli aspont dvéma, hloubka rekurze ¢ini nejvyse logn. Kaz-
da aroven rekurze k délce vypoc¢tu vytvoreného obvodu
prispé€je konstantnim pocétem taktid. Obvod tedy pracuje
v O(log n) taktech.

Trochu pracnéjsi bude odhadnout, z kolika hradel se vy-
tvoreny obvod skldda. Uvazujme strom rekurze naseho al-
goritmu — pozor, to je Gplné jiny strom neZ ten popisujici
formuli! Strom méa vysku v < logn, v kazdém vrcholu byd-
li néjaky podproblém, pfi jehoz feseni vznikne konstantni
pocet hradel. Pocet hradel je tedy O(pocet vrcholl stromu
rekurze), coz je O(podet listl stromu rekurze), jelikoz kazdy
vnitini vrchol mé aspon 2 syny. Proto nam staci spocitat
listy.

Necht S; znadi soucet velikosti vSech podproblémt na i-té
hladiné stromu rekurze. V kofeni je zjevné Sy = n. Do-
kdzeme, ze S;y1 < (3/2) - S;. Méjme néjaky podproblém
na i-té hladiné. Oznac¢me ¢ jeho velikost. Centroid rozdéli
podproblém na dolni stromy velikosti d; a do a horni strom
velikosti h. Z vlastnosti centroidu vime, ze di,ds, h < t/2
a dy +da+h < t. Na (i + 1)-ni hladiné jsme vytvorili
podproblémy velikosti dy, d2, h a jesté jednou h. Jejich
celkové velikost tedy je dy + da +2h < t+h < 3/2-1t.
Sectenim pres vSechny podproblémy na hladiné dostaneme
Si—1 < (3/2) - S;.

Na posledni hladinég (té s listy, tedy v-té) tudiz mame S, <
n - (3/2)°8". A jelikoz kazdy podproblém v listu je kon-

stantné velky, musi byt celkovy pocet listi, a tim padem
i viech hradel O(n - (3/2)°8") = O(n-3leen /2len) = O(n -
3logn/n) — O(3logn) — O((2log3)logn) _ 0(210g3~10gn) —
O((2'°8m)lo83) = O(nl°83) ~ O(n'-5?). (Zde trochu svindlu-
jeme — vSechny listy nemusi leZet na posledni hladiné. Ale
pokud jsou nékteré vyse, uvedené nerovnosti plati tim spis.)

Kdyby nas jesté zajimala Casova slozitost algoritmu, kterym
jsme obvod vytvorili, mizeme ji spocitat podobnou tivahou.
V kazdém podproblému stravime cas linearni ve velikosti
podproblému hleddnim centroidu a predavanim vstupu do
rekurze. Celkovy cas tedy bude linearni v souc¢tu velikos-
ti hladin ), S;. Jelikoz S; rostou exponencialné, scitame
geometrickou fadu a jeji soucet je asymptoticky roven nej-
vyssimu ¢lenu S,. Casova slozitost je tedy také O(n!°83).

Reseni pomoci heavy-light dekompozice

Takhle zajimavou tlohu preci nemtzeme odbyt jedinym fe-
Senim :) UkaZeme si proto dalsi moZny p¥istup. Z néj také
nakonec vyjdou logaritmicky hluboké obvody, které budou
navic jen linearné velké.

Nadéle budeme pouzivat nasledujici znaceni hradel:

> NOT D AND

§> OR D@ NOR

Nejprve si uvédomime, ze vSechna uvazovana hradla lze se-
strojit pomoci jediného druhu hradel — NORu. To je hradlo,
které vznikne zfetézenim negace za OR. Vraci tedy pravdu
pouze v pripadé, ze oba jeho vstupy jsou nepravdivé.

H>%=>?D%
— -

®2%

Vsimneme si, Ze témito ndhradami se pocet hradel zvysi jen
konstantné krat. Navic se nikde nerozdéluje signal. Vznikne
nam tedy binarni zakofenény strom. Jeho listy jsou bud
vstupu nebo konstanty a vnitini vrcholy jsou NORy.

— O

Na ném si udélame heavy-light dekompozici. Pokud ji ne-
znéte, podivejte se na feSeni tllohy 29-4-7. Pak se kazdou
cesti¢ku z tézkych hran pokusime nahradit tak, aby se cel-
kova hloubka stromu snizila.

V plvodnim stavu je kazda cesticka posloupnosti NOR1. Na
kazdy z nich (kromé posledniho) je pfiveden jeden signdl,
muze to byt i konstanta:


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-7/reseni

Dale si povSimneme, Ze zalezi pouze na poloze prvniho vstu-
pu (poé¢itano od kotene), ktery ma hodnotu 1. NOR, ktery
ma jako jeden vstup 1, totiz vzdy vrati nulu. Nezalezi tedy
na tom, jakd hodnota pfijde z druhého vstupu, z cesticky
tézkych hran.

Od tohoto hradla smérem ke kofeni uz jsou jen NORy s jed-
nim nulovym vstupem (za pfedpokladu, Ze jsem pracovali
s nejblizsi jednickou). Ty se chovaji pouze jako negace. Te-
dy kdyz nad prvnim hradlem se vstupem 1 je sudy pocet
NOR1, tak je celkovy vystup z této ¢asti obvodu 0, v opac-
ném piipadé 1.

?

Pro kazdy vstup je tedy jasné dané, jaky bude vysledek,
kdyz se jedna o prvni vstup s hodnotou 1.

V pripadé, Ze vsechny vstupy budou 0, tak je vysledek 1
pravé tehdy kdyz je pocet hradel lichy.

Sestrojime si binarni stromecek, kterym nahradime uvazo-
vanou cestu z tézkych hran. Jeho listy budou vstupy dané
Casti obvodu sefazené podle vzdalenosti od kofene.

Hrany v daném stromu ve skutecnosti budou dva signaly.
Prvni fika, jestli v daném podstromu existuje vstup s hod-
notou 1 (ozna¢me X). Pokud ano, tak druhy (oznacme Y)
urcuje, jaky by byl vystup z naseho obvodu v pripadé, ze
by dany podstrom obsahoval prvni jednicku.

Vnitfni vrcholy budou jen tyto dvojice signali spojovat.
Slozku X spocitame jednoduse jako OR vstupnich X.

Slozku Y spocitame takto: V pfipadé, Ze prvni podstrom
obsahuje jednickovy vstup, tak se pouzije hodnota z ného,
v opa¢ném pripadé se pouzije hodnota z druhého podstro-
mu. V pfipadé, Ze ani v jednom z podstromt neni jednicka,
tak nas nezajima navratova hodnota Y.

Evidentné toto jsou jen dvé logické funkce a ty dle ivodniho

pozorovani umime sestrojit. Pro zajimavost si ale mtzeme
ukazat konkrétni obvod:

X Y

-

AX AY BX BY

Z listu povede jako existence jednicky v podstromu ptivodni
vstup a vysledek v pfipadé prvni jednicky bude konstanta.

Abychom oSetfili piipad, kdy vSechny vstupy jsou nulové,
tak na konec pridame jesté jeden list. Ten bude vzdy aktiv-
ni a jeho vysledek bude konstanta dle parity poctu NORuU
v cesti¢ce. Celé to bude vypadat takto:

Out Out

‘40‘1 ‘lo|1
A B C D E

Kazdou tézkou cestu jsme tedy nahradili obvodem hloub-
ky O(logn). Z vlastnosti heavy-light dekompozice vime, ze
kazda cesta z kofene do listu obsahuje O(logn) lehkych
hran, mezi kterymi jsou kusy tézkych cest. Cely obvod ma
proto hloubku O(log? n).

Co se prostoru tyce, kazdy vrchol stromu jsme nahradili
O(1) hradly, takze sestrojeny obvod ma O(n) hradel.

Dalsi optimalizace

Predchozi algoritmus fungoval tak, ze vytvoril vyvazené
stromy a zavésil je pod sebe. OvSsem pod kazdy strom vési-
me rizné velké stromy, takze vysledny obvod uz muze vyjit
nevyvéazeny, a tudiz méa hloubku O(log® n) misto O(logn).

Pojdme vymyslet, jak obvod vyvazit. Bude to fungovat tak,
ze velké ¢asti obvodu zasuneme do stromecku, pod kterym
jsou povésené.

Vyvazovat budeme od listi obvodu. Tedy kdyz budeme vé-
Set podobvody pod néjaky stromecek, tyto podobvody uz
budou vyvazené.

Vyvazovani stromecku bude probihat nasledovné: Nejprve
si vytvofime posloupnost listt a pak nad ni vybudujeme sa-
motny strom. (VSimnéte si, Ze operace kombinujici X a Y je
asociativni, takze vysledek nezévisi na tvaru stromu, pouze
na poradi list.)

Pro kazdy podobvod, ktery chceme pod aktualni strome-
Cek zavésit (ve spravném poradi), si v posloupnosti zabe-
reme 2" poli¢ek, kde h zna&i hloubku podobvodu. Navic
budeme chtit, aby zabrany tsek zacinal na indexu, ktery



je nasobkem 2". Proto pied néj jesté piidame néjaky podet
prazdnych poli¢ek, nejvyse vsak 2" — 1.

Na konec posloupnosti listid doplnime prazdné misto tak,
aby délka posloupnosti (ozna¢me S) byla mocninou dvojky.
Tim ji nejvyse dvakrat prodlouzime.

O [ TTTTT] [ ]

Kazdému podobvodu na povéseni jsem tedy priradili inter-
val po sobé jdoucich list. OvSsem diky tomu, Ze prvni z nich
je na kulatém indexu 2", podstrom jejich nejblizsiho piedka
obsahuje pouze tyto listy.

Vytvofime si tedy strom s poc¢tem vrchold odpovidajicim
délce posloupnosti. Kazdy obvod, ktery chceme poveésit, pak
pripojime misto podstromu pod nejblizsim predchidcem
prislusného intervalu listi.

P1i implementaci pak samoziejmé nemusime vytvafret pole
listi. Stadi si jen pocitat indexy. Nakonec preskocime vSech-
ny vrcholy, které maji jen jednoho potomka (nepocitdme-li
podstromy obsahujici pouze pfeskocéené listy).

Cely vysledek tedy bude mit hloubku log .S.
Takto postupné vyvazime kazdy stromecek.

Odhad hloubky reseni. Nahlédneme, Ze délka posloupnosti
pfi vyvazovani stromecku je nejvyse ¢tytikrat vétsi nez sou-
Cet délek intervalii vrchold, které pod néj vésime. Mezery
pred useky pridaji maximalné jednou tolik a doplnéni na
mocninu dvojky pak prida jesté maximalné jednou tolik.

Oznac¢me celkovy pocet listi ptivodniho obvodu NORi ja-
ko N. Z heavy-light dekompozice vime, zZe kazdy list projde
jen nejvyse log N spojenimi. CoZz ovSem znamena, Ze soucet
délek pivodnich posloupnosti (tedy N) se nejvyse (log N)-
krat vynasobi ¢tyimi. Finalni délka posloupnosti proto bu-
de nejvyse N - 4l°eN = N3, 7 toho vyjde hloubka obvodu
O(log N®) = O(log N).

Pocet hradel v feseni je O(n). N3 strom v kazdém vrcholu
obsahuje pouze konstantni pocet hradel. Jelikoz pocet listt
je O(n) a kazdy vnitini vrchol obsahuje dva potomky, cel-
kovy pocet vrchold je O(n). Heavy-light dekompozice bézi
v ¢ase O(n). Kazdou tézkou cestu zpracujeme v ¢ase line-
arnim s jeji délkou, celkem tedy také O(n). Cely algoritmus
proto bézi v ¢ase O(n) a spotfebuje O(n) prostoru.

Ulohu pripravili: Jirka Kalvoda,
Martin ,Medveéd“ Mares

Vysledkova listina KSP-X po druhé sérii tficatého tretiho roéniku

resitel skola
0.
1.  Viktor Fukala GKepleraPH
2. Jan Adamek GKepleraPH
3.  Eliska Macidkovda CENADA BA
4.  Ondfej Sladky GMikulasPL
5. Vaclav Janacek  GJaroseBO
6. Daniel Skypala ~ GTomkovaOL
7. Vladimir Chudy G Chrudim
8.  Lukéas Veskrna GKepleraPH
9. Jifi Kvapil GTomkovaOL
10. Robert Jaworski GUstavniPH

rocnik sérii | 1-X1 2-X1 | celkem
10 10 20,0

4 6 9 10 19,0
4 7 7 6 13,0
1 2 9 1 10,0
4 9 9 9,0
4 5 8 8,0
3 17 4 1 5,0
4 17 4,5 4,5
3 2 4 4,0
3 16 2 1 3,0
3 4 1 1 2,0

Bonusové tulohy oznacené ,X“ maji svou vlastni vysledkovou listinu a nepocitaji se do norméalniho bodovani ro¢niku.
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E-mail:
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sp @mff.cuni.c

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Webové stranky:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|

Organizatori a kontakty:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty/|
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30.-31.

32.
33.
34.
35.-41.

42.
43.-44.

45.-46.

Bonusové tlohy z jednotlivych sérii se nepocitaji do bodovani ro¢niku. Maji svou vlastni vysledkovou
listinu a za jejich Gspésné vyfeSeni (alespori polovina bodf za ulohu) udélujeme specidlni odmény.

Vysledkova listina druhé série tficatého tietiho roéniku KSP

resitel

Filip Hejsek
Kristyna Petrlikova
Jan Adamek
Viktor Fukala
Jiri Kvapil

Eliska Macakova
Daniel Skypala
Robert Jaworski
Vladimir Chudy
Ondrej Skacel
Vit Skalicky

Jan Kotovsky
Jakub Surga
Ondrej Sladky
Jakub Ondrousek
Lukas Veskrna
Matej Stencel
Patrik Herman
Pavel Jordan
Janek Hlavaty
Dominik Farhan
Prokop Randacek
Vaclav Janéacek
Adam Kolnik
Simon Gendcur
Martin Havelka
Jiri Bartosik
Albert Kucera
Kristyna Umlaufova
Klara Grinerova
Jachym Tuma
Andrej Thomas Dobrev
Michal Zagek
Toméas Kasparek
Vojtéch Biezina
Petr Filip
Vojtéch Gadurek
Stépan Kovar
Michal Pavlicek
Daniel Soltys
Filip Uradnik
Jan Racek
Bohumil Kulvejt
Josef Maly
Veronika Jizkova
Matéj Strnad

skola

GPisnickaPH
SPSJi¢in
GKepleraPH
GKepleraPH
GTomkovaOL
CENADA BA
GTomkovaOL
GUstavniPH
G Chrudim
GTomkovaOL
GPisnickaPH
GPisnickaPH
ParkLane
GMikulasPL
GTomkovaOL
GKepleraPH
GPosKosice
GTomkovaOL
GPOA Znojmo
GlJirsikaCB
GMikulasPL
GFXSaldyLI
GJaroseBO
SSSVTPraha
GBBr

Gym Trebon
SUHr
GNadStolPH
SPSOstrov
GZborovPH
G FrydINOs
GJHroncaBA
MensaG

G FrydINOs
GCoubTébor
GLovosice
PORGPha
GNadKavaPH
MendelGOP
GTieKosice
GyMimon
SPSEMasLI
G Sokolov
GPisnickaPH
MensaG
ZSRiegraSM

rocénik sérit
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11
11
9
11
11
11
11
10

11
11
11
11

11

10
11

12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
5

12

12

13
13
13
13
13
13
9

13
13
13
13
13
13
13

13
13
13
13

15
15
15
15
15
15
15
15
15
6

14
15
15
11
14
15
11
15
10
6

15
9

15

10
6

10

—
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série kspr-x celkem

60,0
60,0
60,0
60,0
60,0
58,0
56,0
60,0
60,0
44,0
58,0
48,0
53,0
49,0
34,0
42,0
40,0
40,0
43,0
15,0
26,0
18,0
26,0
32,0
15,0
6,0
0,0
0,0
0,0
0,0
8,0
7.0
0,0
15,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

20,0
0,0
0,0

13,0

19,0
3,0

10,0
5,0
2,0
45
0,0
0,0
0,0
0,0
9,0
0,0
4,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
8,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

120,0
122,0
121,0
119,0
118,0
116,0
116,0
111,0
104,0
103,0
103,0
94,0
92,0
87,0
81,0
79,0
78,0
77,0
69,0
66,0
60,0
54,0
53,0
52,0
44,0
34,0
28,0
22,0
21,0
20,0
19,0
19,0
18,0
15,0
12,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
7,0
6,0
6,0
2,0
2,0
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