Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

33. rocnik KSP
Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal
Dostava se k vam leto$ni vano¢ni vydéni tfeti série KSP-H 33. ro¢niku KSP.

vy,

Naleznete zde 4 normalni dlohy, z toho jednu kompetitivni nad redlnymi daty Prahy, bonusovou tézsi
tlohu a pak také pokracovani serialu o pocitacové grafice. VSechny dily seridlu muzete odevzdavat
v prubéhu celého roku, takze viibec nevadi, Ze jste tfeba prvni dil nestihli. Detaily naleznete u zadani
seridlu. Pfipomindme, Ze oproti loniskému ro¢niku se do vysledkové listiny zapocitavaji vSechny tlohy
mimo bonusové a body se jiz nepfepocitavaji podle poctu vyfesenych sérii.

Odmény & na Matfyz bez prijimacek

Za tispéiné feseni KSP miizete byt p¥ijati na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspésnym Fesitelem
se stava ten, kdo ziskd za cely roénik (této kategorie) alespont 50 % bodi. Za letos$ni rok ptjde
ziskat maximalné 300 bodu, takze hranice pro tspésné fesitele je 150. Maturanti pozor, pokud
chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté série, patd uz bude moc pozdé.
Také kazdému fesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série dostane alespon 5 bodti, darujeme KSP

Prosinec 2020

propisku, blok, placku a mozné i dalsi prekvapeni.

Termin série:

nedéle 21. Gnora 2021 ve 32:00 (tedy dalsi rédno v 8:00)

Odevzdavani:

Pies web na adrese |hittps://ksp.mff.cuni.cz/submit /|

Znacky dloh: () Lehdi tloha (G jeji ¢st) vhodna pro zadatecniky

Praktickd open-data tiloha

@’ Uloha, u které doporuc¢ujeme zadist se do kuchaiky Q Serialovéa tloha

. P4

Odména série: Trem nejuspésnéjsim rFeSitelim kompetitivni ilohy posleme sladkou odménu.

Treti série tficatého tretiho rocéniku KSP

33-3-1 Bezpecny tunel 9 bodi

Predstavme si svét zasazeny vysoce nakazlivou nemoci. Aby
lidé nebyli nakazeni, byla pfijata piisnd opatfeni proti siteni
nemoci, mezi néz patii i omezeni pohybu osob. Je zakdzano
vzdalovat se vice nez 500 metri od mista bydlisté.

Kevin a Zuzka, jejichz domy jsou od sebe vzdaleny vice nez
1000 metr1i, se ale nutné potiebuji setkat. Nastésti existuje
zpusob, jak se mohou i v tomto pripadé potkat, aniz by
skoncili ve vézeni — mohou vykopat tajny tunel, ktery za-
¢ina a konéi v oblasti, do které jesté mohou legalné dojit.
V ném budou v bezpeci pred policii i dalsimi nezvanymi
hosty. Kopani tunelu je ale naro¢na véc, proto by chtéli,
aby byl co nejkratsi.

Mate zadano mésto velikosti M x N jako bludisté ve ctver-
cové siti. Jednotkou je 1 metr, kazd4 burtika je bud prichozi
nebo je na ni zed. V bludisti méte dva body A a B, coz jsou
pozice domid Kevina a Zuzky.

Od bodtu A, B se smite vzdalit maximalné na K = 500
metri. Vzdalenosti se méri Manhattanskou metrikou, tak-
7e vzdalenost v dvou bodld p = [z1,41] a ¢ = [z2,y2] je
definovana jako v = |x1 — 2|+ |y1 — y2|. P¥i prichodu més-
tem se nesmite v zadné chvili vzdalit na vic nez K metrt
od A nebo B (neni povoleno projit cestou, jejiz ¢ast pro-
chézi oblasti vzdalenou vice nez K, i kdyby se cesta poté
zase vrétila do legalni oblasti).

Chceme najit co nejkratsi tunel, ktery ma konce na pozicich
T4 a Tg. K bodu T4 musi vést cesta z A, kterd se od A
nikdy nevzdali na vic nez K metri. To samé plati i pro T
a bod B. Tunel je pod zemi, takze neni nijak omezen zdmi
v bludisti (podkope se pod nimi).

Od véas chceme vymyslet algoritmus na hledani tohoto nej-

kratsiho tunelu. Dostane na vstupu zadanou mapu mésta a
pozice domi A a B a najde nejkratsi tunel.

33-3-2 Ospaly student a diktat 10 bodu

Kevin véera do noci fesil KSP a na hodiné matematiky se
mu nedafi udrzet pozornost. Ucitel se mu opakované sna-
71 nadiktovat posloupnost riznych é&isel (zadani doméciho
tikolu), ale Kevin vzdy zachyti pouze ttrzky. U¢itele to po
nékolika pokusech prestane bavit a pokracuje ve vykladu.

Po navratu domi (a porddném slofiku) se Kevin divé do se-
itu, kde ma nékolikrat napsané ¢asti domaciho ukolu a za-
jimé ho, zda z nich je mozné jednoznacné sestavit kol cely.
Délku posloupnosti si nastésti zapamatoval.

Pro délku tkolu 4 a utrzky (2,3,5), (2,1) a (1,3) jde jedno-
znacéné sestavit posloupnost (2,1,3,5). Pro (2,3,5) a (1, 3)
jiz posloupnost jednoznac¢né sestavit nejde, protoze poradi
1 a 2 neni jasné ur¢eno. Pro (2,1, 3,5) a (3,2) posloupnost
sestavit také nejde, protoze pofadi 2 a 3 neodpovida (pii
diktovani se musela stat chyba).

Znate délku vysledné posloupnosti a ttrzky. Pomozte Ke-
vinovi urcit, zda jde posloupnost z tutrzki jednoznacné se-
stavit. Pokud nejde, urcete proc.

13 bodt

33-3-3 Stribrnych strikacek

g Pres vystupni kontrolu chodi rtizné modely stii-
m ] brnych stiikacek. Vime, ze kazdy model ma jiny
dosttik (vyjadfeny celym éislem).

U kazdé stiikacky bychom radi ihned védeéli, kolik modelu
s mensim dostiikem jiz vystupni kontrolou proslo.

Nyni si mizete rozmyslet, jak tuto tlohu vyftesit. To po vas
ale tentokrat nebudeme chtit.


https://ksp.mff.cuni.cz/submit/

Vasek si na to napsal nasledujici program s pomoci trea-
pi, o kterém si myslel, Zze za jakychkoliv okolnosti bude
fungovat opravdu rychle. Doufal, Ze na kazdy dotaz odpovi
v logaritmickém cCase vzhledem k poctu predeslych dotazt.

Zde je zdrojovy kéd programu v jazyce C++. Na webu jesté
naleznete ten samy zdrojovy kéd v Pythonu, do letdku se
nam bohuzel nevesel.

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;

int random_number ()

{
return rand();
¥
struct Treap
{
Treap *left=NULL, *right=NULL;
int key, priority;
int size=1;
};
void update(Treap *in)
{
if (!in) return;
in->size = 1;
if (in->left) in->size += in->left->size;
if (in->right) in->size += in->right->size;
¥

Treap *merge(Treap *left, Treap *right)

{
if (!left || !right) return left?left:right;
if (left->priority < right->priority)
{

left->right
update(left);
return left;

merge (left->right, right);

}

else

{
right->left = merge(left, right->left);
update(right);
return right;

}

}

pair<Treap*, Treap*> split(Treap *in, int key)
{
Treap *left=in, *right=in;
if ('in) return {NULL, NULL};
if (in->key < key)
tie(left->right, right) =
split(in->right, key);
else
tie(left, right->left) =
split(in->left, key);
update(left);
update (right) ;
return {left, right};
}

Treap *treap;
int main()
{
int n;
scanf ("%d4d",&n) ;

for (int i=0;i<n;i++)
{
int input;
scanf ("%d",&input) ;
Treap *a, *b;
tie(a,treap) = split(treap,input);
tie(treap,b) = split(treap,input+l);
printf ("%d\n",a?a->size:0);
if (!treap)
{

treap = new Treap;
treap->priority = random_number() ;
treap->key = input;
}
treap = merge(merge(a,treap),b);
}
return O;

}

Ukazte mu, Ze se muze stat, ze jeho algoritmus nebude
tak rychly, jak ¢ekal. Vasim tkolem bude nalézt vstup, na
kterém tento algoritmus pobézi pomalu. Konkrétné Vasko-
vo FeSeni musi alesponn M krat spustit funkci merge nebo
split (¢islo M dostanete na vstupu).

Abyste mohli takovy vstup vyrobit, tak budete potiebo-
vat ¢isla z ndhodného generatoru. Podafilo se vam zjistit,
jaké hodnoty bude postupné po spusténi vracet funkce ran-
dom_number (). Vasim tkolem bude vytvofit potradi st¥ibr-
nych stiikacek na vstupu.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechéte vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vés, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na vstupu dostanete na prvnim fadku ¢isla
N a M. Cislo N udava pocet ndhodnyrch ¢isel, které se vam
povedlo zjistit, a zaroven limituje maximalni pocet stiibr-
nych stiikadek. Cislo M je minimalni podet operaci, které
musi odevzdana posloupnost stfibrnych stiikacek vygene-
rovat. Na dalsich N radcich jsou pak zjisténd nadhodna cisla
z ndhodného generatoru v rozsahu mezi nulou a 10.

Pro jednotlivé vstupy plati:

Vstup N M
1. 3 20
2. 1000 490000
3. 1000 490000
4. 2000 2000000

Formdt vystupu: Na prvni fadek vystupu nejprve vypiste
X < N — pocet stiibrnych stiikacek, které chcete predho-
dit programu na vstupu. Na nésledujicich X fadcich pak
vypiste jednotliva Cisla. Kazdé z nich musi byt celé ¢islo
mezi 0 a 10°

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

3 10 2
123 1
321 2
222



14 bod1

33-3-4 Obsazovani tzemi

Béhem nékterych obdobi fadéni vysoce nakazlivé nemo-
W1l ci rozhodli vladci jednoho fiktivniho kralovstvi, fikejme
mu tfeba Fiktivni Praha, Ze se nikdo nesmi pohybovat dale,
nez 500 metrt od svého domu.

Ve Fiktivni Praze se vyskytoval i fiktivni Kevin a toho na-
padlo, ze kdyby si koupil vice domil, mohl by se procha-
zet po veétsi Casti mésta. Zacal svoji myslenku rozvijet dal
a napadlo ho, ze kdyby si koupil dostatecné mnozstvi do-
mi, mohl by se prochazet po celé Fiktivni Praze. Zajimalo
by ho ale, kolik nejméné bude muset utratit, aby svého cile
doséhl.

Fiktivni Praha se rozklada na ¢tvereckové siti o rozmeérech
214 x 214 (neboli 16 384 x 16 384) policek. Nekterd policka
obsahuji domy a daji se za néjakou cenu koupit (kazdé po-
licko se d& koupit samostatné bez ohledu na to, jestli patti
do néjaké budovy rozkladdaci se ptes vice policek). Mapu
Fiktivni Prahy mizete vidét na nasledujicim obrazku — ale
nebojte se, data vam naservirujeme i v jednodussi podobé.

Na webu najdete i obrazky ve vysSsim rozliSeni ke stazeni.

Pokud nékdo vlastni budovu na poli¢ku [z, y], tak se miuze
volné pohybovat na poli¢kdch od [z — 500,y — 500] az po
[z 4+ 500,y + 500] véetné (mohli bychom Fici, ze muze do
vzdélenosti 500 od [x,y] v maximové metrice).

Fiktivni Kevin by chtél mit ,zpfistupnéna“ vSechna zasta-
véna policka, ale chtél by za to utratit co nejméné. Vasim
tkolem bude najit mnozinu poli¢ek, na nichz stoji domy
a jejichz nadkupem se zpfistupni vSechna ostatni zastavéna
policka v mapé. Z takovych mnozin policek se budete po-
kouset najit tu, za kterou utratite co mozna nejméné (tedy
budete minimalizovat soucet cen vybranych policek).

Toto je specidlni kompetitivni iloha se statickych vstupem.
Vsichni Fesitelé dostanou stejny vstup a pfes
pak odevzdaji nejlepsi feSeni, které se jim povede najit.
Obodovéani tlohy provedeme aZ po konci série a to tak,
Ze nejlepsi feseni dostane plny pocet boda a ostatni feseni
dostanou body odstupnované podle toho, jak byla dobra.
Zaroven slibujeme, Ze kazdé korektni FeSeni (zpFistupriujic
vSechna zastavénd policka) dostane alespoil jeden bod.

V pribéhu série se muzete s ostatnimi porovnavat pomoci
priib&zné pnline vysledkovky] — upozoriiujeme, Ze se v ni
mohou vyskytnout i feSeni od organizatori.

Format vstupu: Vstup je staticky a staci si ho stahnout jen
jednou. Je tvofen mapou cen v bindrnim souboru, ktery se
sestava ze 16 384 x 16 384 dvoubajtovych ¢isel bez znaménka
(Cckovy datovy typ uint16_t) zapsanych v little-endian
formatu (méné vyznamny bajt prvni a vice vyznamny bajt
druhy). Data jsou uvedeny po Fadcich a za¢inaji v levém
vrchnim rohu mapy. S na¢tenim vam mohou pomoci ukazky
kédu nize.

Nactend ¢isla udévaji cenu kazdého policka (v korundch
za metr Gtvereéni stavebni parcely). V pfipadsé, ze je ¢islo
nula, tak se nejedna o zastavéné policko (a neni ho nutné
zpFistuptiovat, jednd se naptiklad o feku nebo pole).

Nacteni v jazyce C

#include <stdint.h>
#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#define S 16384

// Funkce na p¥evod little-endian uintl6_t

// do endianity procesoru (at je jakakoliv)

uint16_t lel6_to_cpu(const uint8_t *buf) {
return (buf[0]) | (buf[1] << 8);

}

int main() {
uint8_t *buffer = malloc(S*Sx*2);
if (buffer == NULL) die("Nelze alokovat");
fread(buffer, sizeof(uint8_t), S*S*2, stdin);

uint16_t **mapa = malloc(sizeof (uint16_t*)*S);
for (int r 0; r <S; r++) {
// PouZijeme trik, kdy mapa bude bydlet
// v prostoru alokovaném pro buffer, jenom
// kazdé &islo prevedeme funkci, ktera
// zajisti spravnou endianitu
mapal[r] = (uintl6_t*)&buffer [2*r*S];

for (int s = 0; s < S; s++) mapalr][s] =
le16_to_cpu(&buffer [2*xr*S + 2*s]);
}
¥

Nacteni v Pythonu 3

import sys

import numpy

from array import array
S = 16384

mapa = []
for y in range(S):
# Musime dat pozor na endianitu (data jsou
# little-endian) a tak nadteni své&fime numpy
numpy_radek = numpy.fromfile(
sys.stdin.buffer,
dtype="<u2", # unsigned 2bajtova Cisla
count=S # v little-endian(<)
)
# Pro rychlejS8i pristup k prvkim pfevedeme
# na interni Pythoni pole
radek = array(’H’) # minimalné 2b &islo
radek.fromlist (numpy_radek.tolist())
mapa . append (radek)


/h/odevzdavatko/
https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/33/33-3-4/vysledky

Formdt vystupu: Vystup bude mit textovy format. Na prvni
fadek vystupu uvedte pocet domt, které kupujete, a na
dalsi fadky uvedte soufadnice zakoupenych domu, na kazdy
fadek jeden dim. Soutradnice uvedte jako ¢islo fadku a pak
¢islo sloupce oddélené mezerou (oboje indexujeme od nuly
a bod [0, 0] je levé vrchni policko).

Maximalni pocet odevzdanych domt je 10000 (do toho by
se vSechna rozumnd feSeni méla vejit).

Odevzdavatko spocitd cenu za nakoupené domy a piida
odevzdané feseni do pribézné vysledkovky.! Upozoriuje-
me, ze od kazdého feSitele bereme v potaz vzdy jeho po-
sledni odevzdané feSeni, i kdyby si tim mél zhorsit skore.
Proto vam doporucujeme si své feseni ukladat, abyste je
pfipadné mohli odevzdat znovu.

Zdroje: Mapu s cenami k této tloze jsme ziskali zpraco-
vanim dat OpenStreetMap (pozice domii na mapé) a také
otevienych datovych sad poskytovanych Hlavnim méstem
Prahou (ceny za dtum v jednotlivych oblastech).

33-3-X1 Z(a)tracené kouzlo 10 bodu
@ Toto je bonusovd uloha pro zkusenéjsi resitele, téZs1
nez ostatni ulohy v této sérii. Neziskdte za ni klasic-

ké body, nybrz dobry pocit, Ze jste zdolali néco vyjimecného.
Kromé toho za sprdvné teseni dostanete specidlni odménu
a body se vam zapocitaji do samostatniych vysledki KSP-X.

Kouzelnik Magias uz nékolik hodin soustfedéné hryze Spic-
ku kouzelnické hilky. Rad by nabubfelému starostovi sou-
sedni vsi pri¢aroval osli usi — to vzdycky byla takova zédbava!
— jenze se mu nedafi vzpomenout si na spravné zaklinadlo.
Takhle ptikouzli osli usi nanejvys svym grimoaram.

Ale co uz, kde nepomuze pamét, pomtize technika. Magiis
si je jisty, ze kdyby zaklinadlo vidél, okamzité ho pozna.
Vytahuje tedy z truhlice pocitac¢, poradné zatocil klikou a
vygeneroval ndhodnou posloupnost znakt. Jestlipak v ni
najde, co hledal?

Vymyslete algoritmus, ktery dostane né&jakou abecedu (ko-
nefnou mnozinu obsahujici A znakt), zaklinadlo (Fetézec
délky Z tvofeny znaky abecedy) a ¢islo N. Vystupem al-
goritmu bude pocet fetézcii o N znacich abecedy, které ob-
sahuji zaklinadlo jako souvisly podietézec. Jelikoz vysledek
miuze byt obrovské ¢islo, pocitejte modulo néjaké velké pr-
vocislo P.

https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/33/33-3-4/vysledky|
https://wuw.shadertoy.com/new

—4-

MuzZete pfedpokladat, ze N je mnohem vétsi nez Z a A.

Priklad: Uvazujme abecedu {A,B,C}. VSech Fetézctt délky
N = 5 existuje 3° = 243. Zaklinadlo ABC se vyskytuje ve 27
z nich, zaklinadlo AAA jen ve 21.

33-3-S Svétlo a stin 14 bodu

Toto je seridlova uloha, kterd navazuje na podobné ilo-

hy v minulych sériich. Pokud jste predchozi dily seridlu
neresili, pro pochopeni tohoto dilu je dobré si jej nejméené
precist. A pokud si chcete ulohy z minuljch dili také na-
programovat, stdle za né miuZete ziskat polovinu bodi.

Minule jsme si pofidili nékolik sumovych funkci. Nyni se po-
divame, jak se z nich da poskladat konkrétni povrch. Barva
povrchu samotné ale neni tolik zajimava, proto zaroven s ni
vygenerujeme i vyskovou mapu povrchu, ktery definuje jeho
tvar. Bude se nam hodit, aZz se nauc¢ime simulovat chova-
ni svétla a néjak zajimaveé povrch osvétlime. Nejdiive ale
musime mit co osvétlovat.

V tomto dile vas ¢ekaji jen dva tkoly. Prvnim je udélat
néjaky procedualni obraz nebo povrch, druhym je imple-
mentovat Phongliv osvétlovaci model. Jako navod pro prv-
ni tkol je zde popis, jak udélat procedudlni cihlovou zed,
po ném nésleduje teorie o svétle a nakonec zadani druhého
ukolu.

Procedualné generovany obraz
Ukol 1 [6b]:

Vytvoite v Shadertoy? néjaky libovolny, zajimavy, proce-
dudlné generovany obraz. Mtize byt i animovany. Mlhovina,
vodni hladina, néjaky zajimavy vzor...

Pravdépodobné se vam budou hodit Sumové funkce z mi-
nulého dilu seridlu. Mnoho inspirace a navodd naleznete
v [The Book of Shaderd. Fantazii se meze nekladou. Nemusi
se jednat o nic slozitého, ale mélo by to byt néco vice nez
zkopirovany kdéd ze seridlu nebo jinych zdroju.

Téz mizete vytvorit néco napodobujici realisticky povrch.
NiZe najdete pravé ptiklad toho, jak ze Sumi poskladat
cihlovou zed. Nemusi to byt tak komplikované jako tento

vvvvv

Také vézte, ze za vytvorenim ¢ehokoliv ze Sumil se neskryva
zadny pevny postup, spise se véci hackuji dokud nevypadaji
tak jak maji. Pfiklad cihlové zdi nize je zde jako navod
a inspirace.

A pokud se vam editor seké, zapausujte si prekreslovani ob-
razu tlac¢itkem v levém dolnim rohu. Obraz se stéle obnovi,

pokud nékam kliknete mysi nebo pfekompilujete shader (na
coz se hodi klavesova zkratka alt+enter).

Bodovéni (celkem 6 bodt):

e ziklad 4 body za netrividlni funk¢ni obraz

® pokud se rozhodnete délat povrch, +2 body za smyslu-
plnou vyskovou mapu

® pokud se rozhodnete délat néco jiného, +2 body za smys-
luplnou animaci

Na dalsi strance naleznete par napadt na povrchy.


https://thebookofshaders.com/
https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/33/33-3-4/vysledky
https://www.shadertoy.com/new

0d $umu k povrchu

Pokusime se vytvofit funkci napodobujici cihlovou zed:

Zacfneme nejnapadnéjsi strukturou v tomto povrchu: ob-
délnikovymi cihlami. Obdélnik neni nic jiného nez protahly
Ctverec, a jak si mozna pamatujete z minulého dilu, se ¢tver-
covymi buitkami jsme se uz setkali (u Perlinova Sumu):

vecd brick(vec2 uv)

{
// Soufadnice v ramci buiky
vec2 f = fract(uv);
float height = max(f.x, f.y);
return vec4(0.0, 0.0, 0.0, height);
}

void mainImage(out vec4 fragColor,
in vec2 fragCoord)
{

vec2 uv = fragCoord/iResolution.xy;

// P¥evedeme uv do rozsahu -1..1

uv = uv * 2.0 - 1.0;

// "Natahneme" X tak, aby byl zachovan
// pomér stran

uv.x *= iResolution.x / iResolution.y;
// Nyni je tedy &tverec v soufadnicich
// i &tvercem na monitoru

vecd surface = brick(uv);

fragColor = vec4(surface.www, 1.0);

}

Funkce brick zatim tvori jen jakési ¢tvercové artefakty.
Vsimnéte si, ze tato funkce nevraci jen barvu povrchu v da-
ném bodé, nybrz i jeho vysku (jako komponentu w vysled-
ného vektoru). Zatim na monitor zobrazujeme jen tuto vys-
ku. Tmavé (malé) hodnoty vysky jsou dal od pozorovatele
(hloubéji v povrchu), svétlé jsou blize. Vyska se ndm bude
hodit, az budeme povrch osvétlovat.

Na povrchu chceme néjak zvyraznit okraje ,cihlovych“ bu-
nék, kde bude vidét malta.



vecd brick(vec2 uv)

{
// Soufadnice v ramci builky
vec2 f = fract(uv);
// Prevedeme je do rozsahu -1..1
f=£fx%2.0-1.0;
f = abs(f);
float height = max(f.x, f.y);
return vec4(0.0, 0.0, 0.0, height);
}

Tim, Ze jsme pievedli £ (tedy soufadnice uvnit¥ buiiky) do
rozsahu —1 az 1, tak plati, Ze u kraje bunky je aspon jedna
ze soufadnic v absolutni hodnoté blizko jednicce. Vysku zis-
kame tim, Ze z absolutnich hodnot x a y slozek f vezmeme
maximum.

Hodnotu f nyni néjak upravime tak, aby vysledek vypadal
trochu bliz tvaru cihel v pfedloze. Vysku invertujeme, aby
platilo, Ze malta je hloubé&ji v povrchu.

vecd brick(vec2 uv)

{
// Soufadnice v ramci builky
vec2 f = fract(uv);
// Prevedeme je do rozsahu -1..1
f=£fx%2.0-1.0;
f = abs(f);
float height = max(f.x, f.y);
height = max((height - 0.75) * 4.0, 0.0);
height = pow(height, 3.0) * 3.0;
height = 1.0 - clamp(height, 0.0, 1.0);
return vec4(0.0, 0.0, 0.0, height);
}

Umocnéni na tieti ma za nasledek ostiejsi prechod mezi
¢ernou a bilou. Nasobeni 4.0 a odecteni 0.75 zafidi, aby
hodnoty z max(f.x, f.y) byly po tfi ¢tvrté vnittku cih-
ly rovny nule a az v posledni ¢tvrtiné narostly do jednic-
ky. Jinak by se cely vnitfek cihly ostfe svazoval k okrajim
(schvalné to zkuste), takto je vétsina svahu ,usekla“ tim, ze
jsme ji pfesunuli do zapornych hodnot. Posledni nasobeni
tfemi ovlada sitku okraje cihel.

Zatim vidime jen dvé fady cihel, chceme jich ale mit v rozsa-
hu —1 az 1 vice. Proto vstupni uv nécim vynésobime. Vsim-
néte si, Ze x-ovou komponentu uv ndsobime mensi hodnotou
nez y-ovou, tim cihly protdhneme podle z.

Téz chceme kazdou druhou fadu cihel posunout, k ¢emuz
pouzijeme uz spocitané celociselné souradnice bunky v pro-
ménné cell. Vysledny kéd vypada takto:

Také jsme si pro transformované soufadnice cihly zavedli
proménnou brickuv, jejiz celd ¢ast identifikuje cihlu a de-
setinnd souradnice uvniti cihly. Pivodni netransformované
uv se nam totiz bude pozdéji hodit.

vecd brick(vec2 uv)

{
// Chceme vidét v rozsahu -1..1
// vice Ffad cihel, navic cheme,
// aby byly cihly obdélnikové
vec2 brickuv = uv * vec2(2.0, 4.0);

int row = int(floor(brickuv.y));

// Kazdou druhou fadu cihel posuneme

if ((row & 1) == 0)
brickuv.x += 0.5;

// Soufadnice v ramci buiky
vec2 f = fract(brickuv);

// Prevedeme je do rozsahu -1..1
f=1f%2.0-1.0;

f = abs(f);

float height = max(f.x, f.y);

height = max((height - 0.75) * 4.0, 0.0);

height = pow(height, 3.0) * 3.0;
height 1.0 - clamp(height, 0.0, 1.0);

return vec4(0.0, 0.0, 0.0, height);
}

Vyraz (row & 1) je bitovy AND, ktery vraci jednicku pra-
vé kdyz mé row nastaveny nejnizsi bit. V podmince tedy
posune kazdy sudy radek.
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Nyni do tvaru cihel pfidame trochu chaosu. Pouzijeme k to-
mu fractal brownian motion z minulého dilu:

vec2 random2(vec2 st)

{
vec2 s = vec2(
dot(st, vec2(12.3456, 34.1415)),
dot(st, vec2(42.2154, 15.2854))
);
return fract(sin(s) * 45678.9) * 2.0 - 1.0;
}
float gradientNoise(vec2 st)
{
vec2 cell = floor(st);
vec2 f = fract(st);
vec2 s00 = random2(cell);
vec2 s01 = random2(cell + vec2(0, 1));
vec2 s10 = random2(cell + vec2(1, 0));
vec2 s11 = random2(cell + vec2(1, 1));
float 400 = dot(s00, f);
float d01 = dot(s01, f - vec2(0, 1));
float d10 = dot(s10, f - vec2(1, 0));
float d11 = dot(sl1l, f - vec2(1, 1));
vec2 u = smoothstep(0.0, 1.0, £f);
float noise = mix(
mix(d00, d10, u.x),
mix(d01, di1, u.x),
u.y
);
return noise * 0.5 + 0.5;
}
float fbm(vec2 st)
{

float val = 0.0;
float p = 0.5;



}

const float angle = 1.0;

mat2 rotation = mat2(
cos(angle), sin(angle),
-sin(angle), cos(angle)

);
for (int i = 0; i < 5; i++)
{
val += gradientNoise(st) * p;
p *= 0.5;
st *= 2.0;
st += vec2(1.181, 0.57);
st = rotation * st;
}

return val;

vecd brick(vec2 uv)

{

// Chceme vidét v rozsahu -1..1

// vice Ffad cihel, navic cheme,

// aby byly cihly obdélnikové

vec2 brickuv = uv * vec2(2.0, 4.0);

int row = int(floor(brickuv.y));

// Kazdou druhou fadu cihel posuneme
if ((row & 1) == 0)
brickuv.x += 0.5;

vec2 f = fract(brickuv);

// Pfevedeme je do rozsahu -1..1
f=1fxx2.0-1.0;

// Soufadnice, ze kterjch bereme 3Sum
// pro cihly, jsou rutzné pro kaZdou buiiku
vec2 noiseuv = brickuv * 2.0

+ floor(brickuv) * 42.2;
// Nahodnj Sum pfevedeny do rozsahu -1..1
vec2 noise = vec2(

fbm(noiseuv),

fbm(noiseuv + vec2(12.244, 321.25))
) *x 2.0 - 1.0;

f = abs(f + noise * 0.25);

float height = max(f.x, f.y);

height = max((height - 0.75) * 4.0, 0.0);
height = pow(height, 3.0) * 3.0;

height = 1.0 - clamp(height, 0.0, 1.0);

// Sum pro maltu v rozsahu 0..1
// Pouzivéme pivodni uv, nikoliv brickuv
float backgroundNoise = fbm(uv * 64.0);

height = clamp(
height + backgroundNoise * 0.25,
0.0, 1.0);

// Sum pro cihly v rozsahu 0..1
float foregroundNoise = fbm(uv * 16.0);

// Sum umocnime na druhou
foregroundNoise *= foregroundNoise;

height = clamp(height
- height * (foregroundNoise)* 0.5,
0.0, 1.0);

return vec4(0.0, 0.0, 0.0, height);

Sum spo¢itdme dvakrat, jednou pro z a jednou pro y. Aby
byly tyto hodnoty rtzné, u y ke vstupu ‘fbm‘ pfidame né-
jaké posunuti. Tento dvojrozmérny vysledek prosté pricte-
me k souradnicim, ze kterych pocitame tvar cihly, ¢imz ho
zkreslime. Téz si vSimnéte, ze k soufadnicim, ze kterych
Sum pocitame, pri¢itame floor(uv) * 42.2. Tato hodno-
ta je vzdy v rdmci jedné cihly stejnd, pro sousedni cihly se
ale bude velmi lisit. Tim zajistime, Ze sousedni cihly budou
zkresleny rtizné (zkuste se podivat, jak by povrch vypadal,
kdybychom to nedélali).

Téz zaneseme néjaky Sum do nizkych mist (malta) a né&jaky
Sum o jiné frekvenci pridame i do cihel.

Jako posledni tupravu pfiddme povrchu barvu. Malta na
pozadi bude jednolité Sedé, cihly budou mit rizné odstiny
¢ervené, opét ziskané nadhodnou funkci, kterd bude riazna
pro kazdou cihlu.

vecd brick(vec2 uv)
{
// ...

// Vysledek obarvime
vec3 color = vec3(0.4);

vec3 brickColor = vec3(0.8, 0.55, 0.5)
+ vec3(random2(floor(brickuv)), 0.0)
* vec3(0.15, 0.075, 0.0);

color = mix(color, brickColor, height);

return vec4(color, height);

}

void mainImage(out vec4 fragColor,
in vec2 fragCoord)

{
/...
// Nyni uZ barevny vystup
fragColor = vec4(surface.rgb, 1.0);
}

A nyni, kdyZ uz mame realisticky povrch, tak bychom ho
mohli i realisticky osvétlit!

Svétlo

Simulace svétla je asi nejvétsi ¢ast pocitacové grafiky a bu-
deme se ji vénovat témér cely zbytek serialu.

Svétlo je, aspon pro nase ucely, proud nekonecné malych
¢astic - fotonu. Kazdy foton méa svou vlnovou délku, ktera
urcuje jeho barvu. Napiiklad vlnova délka 440nm odpovida
modré a 650nm cervené. Intenzita svétla je ur¢ena mnoz-
stvim fotont. V realtime vykreslovani (coZ je vykreslovani
dost rychlé na to, aby bylo interaktivni, naptiklad pro hry)
vlnovou délku fotoni viceméné ignorujeme a misto toho po-
¢itame intenzitu svétla ,natrikrat“, jednou pro cervenou,
zelenou a modrou barvu. Ostatni barvy vytvorime kombi-
naci téchto tii, stejné jako to délaji monitory.

Tim pfijdeme o nékteré jevy, naptiklad zluty povrch, ktery
odrazi cervené a zelené svétlo se nékdy chové viditelné jinak
nez zluty povrch, ktery odrazi zluté svétlo. Bézné ale moc
nenarazime na situace, kde to ma vliv.

Globalni iluminace

Kdyz vidime néjaky objekt, tak to co vnimame je svétlo,
které z jeho povrchu doputovalo do nasich o¢i. Vétsina véci
sama viditelné svétlo nevyzaruje a co vidime je tedy svét-
lo, které k danému povrchu doputovalo odjinud a odrazilo



se smérem k nam. Tedy tim, Ze na néjaky povrch dopada
svétlo, se tento povrch sdm stavd jakymsi zdrojem svétla
a toto svétlo se miize dale odrazet od jinych objektii.

Predstavte si, ze jste v noci v pokoji, kde je jedinym zdro-
jem svétla zarovka. I v mistech, ktera jsou ve stinu, je néco
vidét, prestoze sem nedopada svétlo z zarovky piimo. Do-
padéa sem ovSem svétlo odrazené od téch ¢asti mistnosti,
které ve stinu nejsou (a proto je tak Castd bild omitka na
zdech — 1épe odrazi svétlo a v mistnosti je diky tomu lépe
vidét).

Tomuto svétlu, které k povrchu nedoputovalo pfimo, ale
néjak se po cesté odrézelo od zbytku scény (v kontextu
vykreslovani se prostiedi, které vykreslujeme, typicky fi-
ka scéna), se iikd neprimé svétlo (anglicky indirect light).
Naopak tomu svétlu, které ze zdroje (Zarovka, slunce) do-
putovalo na povrch p¥imo se tika primé svétlo (direct light).

Neékdy se tomuto jevu, kdy se kazda ¢ast scény stava zdro-
jem svétla, také rika globdlni iluminace. Pokud ale néjaka
hra nebo engine tvrdi, ze umi globalni iluminaci, vétSinou
maji na mysli simulaci neprimého svétla vzniklého aspon
jednim diftznim odrazem (viz niZe).

Nepfimé svétlo je pro vzhled vykreslované scény nesmirné
dilezité. Nicméné je také nesmirné narocné jej simulovat.
Prvni pokusy o realtime globalni iluminaci ve hrach se za-
caly objevovat teprve béhem poslednich par let a jejich pl-
ného nasazeni se nejspise dockame az s pravé prichézejici
generaci silngjstho hardwaru. Doted se pouzivala bud glo-
balni iluminace predpocitana, nebo triky, které také pozdéji
pouzijeme.

Odrazy

Co se stane, kdyz svétlo dopadne na néjaky povrch?

Vétsina svétla se zlomi dovnitf povrchu, kde se bude chao-
ticky odrazet a rozptylovat od atomu ¢i molekul materidlu.
Céast z tohoto svétla material absorbuje, zbytek svétla jej
opét opusti, ovsem diky své chaotické cesté skrz material
bude toto svétlo vyzareno do vSech smért rovnomérné. To-
muto svétlu se anglicky tika diffuse light, mtZete se potkat
i s pojmenovanim jevu difzni odrazy nebo diftizni rozptyl
svétla. Typicky jsou rtizné vlnové délky svétla absorbovany
ruzné, ¢imz se diftzni svétlo viditelné zabarvi.

Mize se stat, Zze nezanedbatelna ¢ast svétla material opusti
viditelné jinde, nez kde do né&j vstoupilo (pokud je materil
tenky, tak tieba i na jeho opa¢né strané). Tomuto jevu se
tikd subsurface scattering a je patrny napiiklad na slunci
sviticim skrz listi nebo na lidské kuzi. Pro vétsinu materiala
jej ale 1ze zanedbat.

Cést svétla se do povrchu nezlomi a misto toho se od néj
yzrcadlové* odrazi. Tomuto svétlu se Fikd specular light,
odraztim se Iik4 spekularni odrazy. Toto svétlo nebyva za-
barvené, protoze s materialem skoro neinteragovalo. Ovsem
pro kovy muze byt takto odrazena téméf vSechna piichozi

energie, navic kovy, na rozdil od vétSiny nevodivych mate-
rialli, maji tendenci odraZzené svétlo silné zabarvovat (a tim
se lis{ banén od zlata, pfestoze oba materidly jsou ,zluté“).

Na vzhled materidlu ma vliv i jeho mikroskopicky tvar. Pre-
devsim spekularni odrazy jsou jim velmi ovlivnény — hladké
povrchy se lesknou jako zrcadlo, hrubé povrchy jsou matné.

Chovani svétla na povrchu je ovlivnéno jesté mnoha dalsimi
parametry. Napfiklad na jinak hrubém povrchu mizZe byt
tenka vrstva hladkého laku, kterd méni, jak budou vypadat
odrazy. Také tvar mikroskopickych nerovnosti méa velky vliv
na vzhled, zvlast pokud jsou pravidelné, jako t¥eba na gra-
mofonové desce nebo na DVD.

Parametry, kterymi budeme popisovat materidl, se daji shr-
nout takto:

e diftzni barva — téz intenzita diftzniho svétla, pro kovy
slaba

® spekularni barva — pro nekovy bila a slaba, pro kovy za-
barvena a silna

® hrubost — ovliviiuje ostrost ¢i matnost odrazi

Barvou v tomto piipadé myslime jak odstin, tak svétlost
(tedy silu odrazit). Vétsi hodnoty budou odrézet vice svétla.

Napiiklad Unreal Engine pouzivd (mimo mnohé jiné) pa-
rametry base color a metallic, ¢ili néjakou zdkladni barvu
a jednorozmérnou ,kovovost®, ze kterych diftzni a speku-
larni barvu sdm odvodi.

Lambertuv zakon

Dfiv, nez zafneme pocitat, kolik svétla se odrazilo z po-
vrchu do naSich o¢i (¢ spiSe do nasi virtudlni kamery), je
tfeba zjistit, kolik svétla na povrch dopada. Sice pocitame
osvétleni v nekoneéné malém bodé, ale nyni si pfedstavme,
7e tento bod je ve skutecnosti malé ploska néjaké pevné da-
né velikosti, a vime, kolik svétla by v tomto misté dopadlo
na plochu stejného obsahu. Energie, kterd na tuto plosku
skute¢né dopadne, se ale bude vyrazné lisit podle toho, jak
je ploska orientovand vzhledem ke zdroji svétla.

Jak je vidét z obrazku, tak kdyz je ploska orientovana kolmo
na prichozi paprsky svétla, dopada na ni vSechna energie,
ale pokud je néjak natocena, dopada na ni jen ¢ast energie



a zbytek ji mine. Tato ¢ast energie je navic pfimo tmérna
§ifce ,stinu®“ plosky — ¢im $irsi stin, tim vic fotoni narazilo
do plosky.

Pomeér zachycené energie je tedy rovny poméru mezi veli-
kosti plosky a velikosti stinu, v trojihelniku toto odpovida
poméru stran b/c, tedy kosinu thlu mezi témito strana-
mi. Tento thel nalezneme téz mezi zvyraznénymi vektory
n al (v8imnéte si, Ze dohromady tvofi trojihelnik podobny
hlavnimu abc), kde n je vektor kolmy na plogku a I je vek-
tor sméfujici ke svétlu. Tomuto vztahu se rika Lamberttv
zdkon, a toto je v8e co potiebujeme pro spocitani (aspoil
pfiblizného) diftzniho osvétleni.

vvvvvv

ho spocitat. My pouzijeme Phongiv osvétlovaci model. Je
rychly a jednoduchy, ale neni nijak zaloZeny na fyzice svétla,
je navrzen prosté tak, aby vypadal viceméné pfirozené.

Pokud pocitame s tim, ze nas zdroj svétla je bod nékde
v prostoru, jesté potfebujeme brat v potaz vzdalenost na-
Seho bodu od zdroje svétla. Dejme tomu, Ze nas zdroj svétla
vysviti do prostoru kolem sebe rovnomérné néjakou energii.
Co se stane, kdyz se budeme od zdroje vzdalovat? Pokud si
predstavime kouli, jejiz sted je nas zdroj svétla, vzdy na ni
dopadne vSechna jeho energie. Kdyz se bude polomér kou-
le (vzdalenost od zdroje) zvétSovat, celkovd plocha koule
poroste s druhou mocninou jejitho poloméru (povrch kou-
le je roven 4pir?). Tedy ,hustota“ energie bude s rostouci
vzdalenosti od zdroje kvadraticky klesat.

Intenzita svétla v néjakém bodé, jehoz vzdalenost od zdroje
je r, je tedy rovna 1/r2%. Opét to neni piesny vztah, protoze
predpokladd nekoneéné maly zdroj svétla (takové neexis-
tuji) a nebere viibec v potaz konstanty, ale pro nage ucely
bohaté staci.

Phonguv osvétlovaci model

Ke spocitani osvétleni v daném bodé budeme muset néjak
popsat celkovou situaci, k ¢emuz se pouziva nékolik vektoru:

® n, takzvany normdlovy vektor ¢i normal vector, je kolmy
na povrch a ukazuje smérem ven z objektu — fikd nam
tedy jak je povrch orientovany

e | light vector, ukazuje z aktualniho bodu smérem ke zdro-
ji svétla (tedy je rovnobéZzny s piichozimi paprsky)

® v, view vector, ukazuje z bodu smérem k pozorovateli
(oku, kamefe)

e 1, vektor odrazu, ukazuje z bodu smérem kam by se svétlo
zrcadlové odrazilo (pokud by byl povrch absolutné hlad-

ky)

3 http://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/vektory.html]

Uhel potiebny pro Lambertiiv zdkon je vlastné tihel me-
zi vektory n a [. P¥ipomenme, Ze kosinus thlu mezi dvé-
ma vektory lze snadno spocitat pomoci skaldrniho soucinu
téchto dvou vektorti (v GLSL funkce dot), jen musi mit oba
délku jedna, tedy musi byt normalizované (v GLSL funkce
normalize). Pfedpokladame, Ze vSechny vstupni vektory
téchto rovnic normalizované jsou.

Pokud si nejste tiplné jisti, co to je normalizace nebo ska-
larni soucin, odpovéd najdete v nasem kratkém tivodu do
vektort.?

Dalsi hodnoty popisujici situaci:

e | — prichozi svétlo

e 'y — odchozi diftizni svétlo

e (', — odchozi spekularni svétlo

e K, — difizni barva povrchu

e K, — spekularni barva povrchu

e a —  lesklost” povrchu (vyssi hodnoty jsou lesklejsi)

Nyni mtuzeme formulovat rovnice pro oba typy svétla. Za-
¢neme s difiznim:

Cd = IKd(TL . l)

Je vidét, Ze se nejedna o nic jiného nez aplikaci Lambertova
zakona na prichozi svétlo a absorbci ¢asti svétla materia-
lem. Tento model neni zcela presny, nicméné pro nase tcely
bohat€ staci. Zatim.

V praxi je potfeba si pohlidat, ze pokud je vyraz n -l za-
porny, tak misto néj pouzijeme nulu. To nastane, pokud se
svétlo nachdzi za rovinou povrchu (a tedy stejné jej nemtze
nikdy osvétlit).

Spekularni svétlo:
Cs =IKs(n-U)(v-r)*

Druhy skalarni soucin vyjde blizko k jedné jen tehdy, po-
kud je pozorovatel zhruba ve sméru, kam se svétlo odrazi.
Vys8i mocniny této hodnoty poté vedou k ostfejsimu, méné
rozptylenému odrazu. Je tfeba osetfit, aby skalarni souciny
nebyly zaporné. To by nastalo, jakmile by thel mezi vek-
tory byl vyssi nez 90°. V takovém piipadé misto hodnoty
skalarniho soucinu pouzijeme nulu, ¢ehoz se v praxi docili
pomoci max(dot(...), 0.0).

Odrazovy vektor r pocitdame pomoci zabudované funkce
GLSL reflect.*

Parametr a je jakéasi lesklost povrchu. Stejné jako celd spe-
kularni ¢ast Phongova modelu neni nijak fyzikalné zalozeny.
Ma4 vliv na velikost ¢i ostrost spekularnich odrazt. Na ob-
razku niZze jsou demonstrovany (zleva) hodnoty 4, 32 a 128.

Jak diftzni svétlo Cy a spekularni svétlo Cy zkombinovat?
Staci je prosté secist. Pokud by scéna byla osvétlend vice
zdroji svétla, tak bychom vysledné svétlo od kazdého ta-
ké poscitali. To stejné udélame v pristim dile, az potkame
ambientni svétlo.

4 https://www.khronos.org/registry/OpenGL-Refpages/gld/html/reflect.xhtml]
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Normaly

Nyni potfebujeme najit normalovy vektor v libovolném bo-
dé naseho povrchu. K tomu nam poslouzi pravé vyska. Na-
klonéni néjakého bodu mtizeme zjistit z rozdilu vysky oproti
jeho sousedtim (posunutych o konstantu) v obou rozmérech:

pl p2

V bodé p; jsme spoéitali vysku hy, v bodé py (vzdalené-
ho od p; o jednu jednotku) vysku hg, zname tedy rozméry
tlusté nakresleného trojihelniku, jehoz horni strana repre-
zentuje povrch v tomto misté. Carkovany svisly trojihelnik
nad nim, jehoZ pfepona odpovidad hledanému norméalové-
mu vektoru, je mu podobny, normalovy vektor tedy umime
spocitat. Z toho uz vyplyva kéd pro spocitani vysky:
float getHeight(vec2 uv) {
return brick(uv) .w;

}
vec3 computeNormal(vec2 uv)
{
const float diff = 0.001;
float here = getHeight (uv);
vec3 n = vec3(
here - getHeight(uv + vec2(diff, 0.0)),
here - getHeight(uv + vec2(0.0, diff)),
1.0
)
return normalize(n);
}

Normala ukazuje na nasem povrchu smérem k pozorovateli,
pro nas je to smérem do kladného z. Vsimli jste si, ze jsme
se potichu pfesunuli ze dvou rozméri do t¥? :-)

Zkuste si normdly vizualizovat (nezapomedite je pfitom pre-
vést z rozsahu —1 az 1 do 0 az 1). Pokud se zdaji byt moc
»ploché“ a modré, pronasobte nécim hodnoty, které vraci
funkce getHeight.

Normalové mapy ¢i textury se ve hrach ¢asto pouzivaji pro
pridani jemnych detaili do povrchu. I kdyz je geometrie po-
vrchu placaté, rizné mista s riznou normalou budou sprav-
né reagovat na svétlo a vytvaret dojem vystupkt a pro-
hlubni. Nize je vyfez norméalové mapy, ktera patii k jedné
z textur ze zadani prvniho tkolu.

5 https://www.shadertoy.com/ney

~10 —

Pocditame svétlo
Ukol 2 [8b]:

Nasvétlete povrch (at uz cihly nebo va$ vlastni) bodovym
zdrojem svétla, ktery lze ovladat pomoci kliknuti mysi.

Pro ziskani pozice mysi pouzijte zabudovany vstup iMou-
se.xy (viz ndpovéda v Shadertoy),’ ve kterém jsou ulozeny
soufadnice posledniho pixelu, na ktery mys klikla. Nezapo-
merite na né aplikovat stejné korekce jako na soufadnice
soucasného pixelu.

Svétlu nastavte néjakou konstantni vysku nad povrchem
(i kdyZ potom vizuélni poloha svétla nebude tplné odpovi-
dat poloze kurzoru). Stejné tak si uréete n&jakou konstantni
vysku kamery, aby bylo z ¢eho spocitat view vector. Dej-
te pozor na to, aby ruzné vektory skutecné ukazovaly, kam
maji, a ne opacnym smeérem.

Vysledek by mohl vypadat néjak takto:

Bodovani (celkem 8 bodu):

® 4 body za spravnou implementaci funkce osvétlovaciho
modelu

® 2 body za ovladani svétla mysi
® 2 body za spravné pouziti vyskové mapy pro normaly

Uz vime, jak néjakym zakladnim zptsobem simulovat svét-
lo. Ted by se hodilo nasvétlit néco zajimavéjsiho, nez jen
plochu. Pravé v piistim dile zacneme pracovat s prostoro-
vymi atvary a podivame se na zoubek raytracingu.

Kuba Pelc


https://www.shadertoy.com/new

Recepty z programatorské kuchaiky: Treapy

Dnes si ukazeme datovou strukturu zvanou treap. Treapy
jsou odrudou binarnich vyhledavacich stromi. Ovsem misto
abychom je pracné udrzovali vyvazené, pouzijeme jednodu-
ché pravidlo zalozené na ndhodnych ¢islech. Diky nému bu-
dou treapy v priméru stejné rychlé jako vyvazené stromy,
ale budou mnohem jednodussi. Také treapy nauc¢ime mno-
ho dalsich operaci a nakonec vymyslime, jak pomoci nich
reprezentovat posloupnosti. Zacneme ovSem trosku netra-
di¢né binarnim vyhledavanim.

Binarni vyhledavani

P1i konstrukci vyhledévacich stromt vyjdeme z binarniho
vyhledavani. Proto si ho nejprve pfipomeneme:

Méame obrovské pole setfidénych zaznamu, tieba identifi-
kacnich ¢isel studentl nejmenované univerzity (zdznamy
vsak nemusi byt ¢isla, staci, kdyZz jsou navzajem porovna-
telné). Nasim tkolem je najit zdznam z v poli s N zdznamy
1 <22 <...<IN.

Pri pouziti binarniho vyhledavani neboli ptileni intervalu se
podivame na prostfedni zdznam x,, a porovhame s nim na-
Se z. Pokud z < z,,, vime, Ze se z nemiize vyskytovat ,na-
pravo“ od x,,, protoZe tam jsou vSechny zdznamy vétsi nez
Tm, & tim spiSe neZ z. Analogicky pokud z > x,,, nemuze se
z vyskytovat v prvni poloviné pole. V obou pfipadech nam
zbude jedna polovina a v ni budeme pokracovat stejnym
zpusobem. Tak budeme postupné ptlit interval, ve kterém
se z muZe nachdzet, az budto z najdeme, nebo vyloudime
vsechny prvky, kde by prvek mohl byt.

Tento algoritmus miizeme naprogramovat budto rekurziv-
né, nebo pomoci cyklu, v némz budeme udrzovat interval
(I,7), ve kterém se hledany prvek jesté mtze nachézet. My
si ukdzeme pfristup s cyklem:

def bin_najdi(z):
levy = 0
pravy = N
while levy <= pravy:
median = (levy+pravy)//2
# hledand hodnota je vlevo
if z < x[median]:
pravy = median - 1
# je vpravo
elif z > x[median]:
levy = median+l
# nasli jsme primo hodnotu
else:
return median
# hledand hodnota nebyla nikde
return -1

Binarni vyhledavani je velmi rychlé, pokud mame moznost
si data pfedem setfidit. Jakmile ale potfebujeme za béhu
programu pridavat a odebirat zdznamy, se zlou se potazeme.
Budto budeme mit zdznamy uloZené v poli a pak nezbyva
nez pii zatfidovani nového prvku ostatni ,rozhrnout“, coz
miuze trvat az N kroki, anebo si je budeme udrzovat v né-
jakém seznamu. Do ného dokazeme ptridavat v konstantnim
Case, jenze pak pro zménu nebudeme pii vyhledavani schop-
ni najit tolik potfebnou polovinu.

6 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy|
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Vyhledavaci stromy

Predstavme si, jakymi vSemi moZnymi cestami se mtize
v nasem poli binarni vyhleddvéani ubirat. Na zac¢atku porov-
navame s prostifednim prvkem a podle vysledku se vydame
jednou ze dvou moznych variant (nebo rovnou zjistime, Ze
se jedna o hledany prvek, ale to neni moc zajimavy pfipad).
V kazdé varianté nas zase ¢ekd porovnani se stfedem pii-
slusného intervalu a vysledek nas opét posle jednou ze dvou
dalsich variant atd. To mtzeme pfehledné popsat pomoci
stromu:

5
@ (8)
ONOGEO),

Jeden vrchol stromu prohlasime za kofen a ten bude od-
povidat celému poli (a jeho prostfednimu prvku). K nému
budou pfipojené vrcholy obou polovin pole (opét obsahujici
prislusné prostiedni prvky) a tak dale. OvSem jakmile zné-
me tento strom, mizeme nas piilici algoritmus provadét pri-
mo podle stromu (ani k tomu nepotiebujeme vidét pivodni
pole a umét v ném hledat poloviny): za¢neme v kofeni, po-
rovname a podle vysledku se budto pfesuneme do levého,
nebo pravého podstromu, a tak dale. Kazdy prabéh algo-
ritmu bude tedy odpovidat néjaké cesté z kofene stromu
do hledaného vrcholu.

V kazdém vrcholu budeme mit ulozeny kli¢, coz bude hod-
nota onoho prostfedniho prvku. Podle kli¢t se pak bude
porovnavat.

Ted si ale vS§imnéte, Ze aby hledani klice podle stromu fun-
govalo, strom vibec nemusel vzniknout ptlenim intervalu
— stacilo, aby v kazdém vrcholu platilo, Ze vSechny klice
v levém podstromu jsou mens$i nez tento vrchol a naopak
klice v pravém podstromu vétsi. Hledani v témze poli by
také popisovaly nésledujici stromy (napft.):

Hledaci algoritmus podle jinych stromd samoziejmé uz ne-
mus{ mit péknou logaritmickou slozitost (kdybychom hleda-
li podle ,,degenerovaného“ stromu z pravého obrazku, trvalo
by to dokonce linedrné). Dilezité ale je, ze takovéto stromy
se daji pomérné snadno modifikovat a ze je pfi trose Sikov-
nosti mizeme udrzet dostateéné podobné idedlnimu ptileni
intervalu. Pak bude hloubka stromu stéle O(log N), tim pa-
dem i casova slozitost hledani, a jak za chvilku uvidime, i
mnohych dalsich operaci.

VyvaZovani stromu

Existuji algoritmy, které umi udrzovat stromy pfi pridavani
a odebirani tak, aby jejich hloubka byla O(log N).

Jednim z takovychto algoritmf jsou AVL stromy.® Jejich
implementace je ale pomérné zdlouhava, a proto si dnes
ukaZzeme jednodussi (v nékterych ohledech ale trosku horsi)
Teseni.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy

Treap

Pti vyvazovani si pomiizeme ndhodou. V kazdy moment bu-
de strom uspotfadan néjak nahodné. Diky tomu bude oprav-
du mal4 Sance, Ze by se jeho tvar podobal cesté.

Kazdému vrcholu pii vytvareni pritadime ndhodné vybrané
¢islo z néjakého intervalu. Toto ¢islo oznacme jako prioritu.

Na&s strom pak vzdy bude spliovat tuto podminku: Kazdy
vrchol md menst nebo stejnou prioritu nez kazdy jeho syn.
Tedy strom bude na prioritach splilovat podminky haldy.
Z toho také nazev treap, ktery je spojenim tree a heap. Pak
plati nasledujici tvrzeni.

Véta: V pripadé, ze jsou priority po dvou rtzné a klice také,
existuje pouze jeden mozny tvar stromu.

Diikaz: Pojdme zkusit strom postavit. Do kofene musi-

me umistit vrchol s nejmensi prioritou. Ostatni vrcholy
pak muzeme rozdélit podle toho, jestli maji vétsi nebo men-
§1 kli¢ nez kofen. Z toho ndm vzniknou dvé skupiny (mohou
byt i prazdné). Z kazdé musime postavit jeden podstrom
kofene. Na to rekurzivné pouzijeme stejny algoritmus.

Vsechny kroky pfi vytvareni ovSem jsou jednoznacné, a te-
dy existuje pouze jeden vysledek. Q.FE.D.

V pripadé, ze se vyskytne nékolik stejnych priorit, tak uz
konstrukce nebude jednozna¢ni. OvSem vSimneme si, Ze
rozdily budou jen lokalni. Tedy v piipadé€, ze shodnych pri-
orit nebude moc, mozné tvary treapu se nebudou moc lisit.
Priority tedy sta¢i vybirat jako (pseudo)ndhodné ¢isla a
nemusime kolize nijak specialné resit.

PovSimnéte si analogie s Quicksortem. V ném néhodné vy-
bereme prvek a ostatni rozdélime na dvé skupiny, které také
zpracujeme rekurzivneé. Jelikoz jsou priority pfidélovany na-
hodné, tak také vlastné vybirame ndhodny prvek. U obou
algoritmt pak jen doufame, ze rekurze nebude moc hlubo-
ka, a tim padem nam vypocty nezaberou moc casu.

Presnéji feceno plati, Ze pro libovolné klice bude prumérna
hloubka treapu O(log N). Primeérujeme pfitom pouze pres
nahodny vybér priorit, na kli¢ich nezalezi.

Dokéazat toto tvrzeni je ale pomérné slozité, proto ho zde
uvadime pouze bez dikazu. Zajemci si mohou precist ¢la-
nek’ (v angli¢ting), pripadné si poslechnout piednagku.®
Dodejme jesté, ze v ptripadé rtznych klict existuje jen jed-
na moznost postaveni treapu, tak nezalezi na tom, jakym
postupem vznikl.

Zakladni operace: Merge a Split

V predchozi ¢asti jsme ukézali, co to treap je. Ovsem kdy-
bychom s nim neuméli délat nic jiného, nez vyhledavani a
postaveni, tak by pro nas nebyl moc uzitecny. Mohli bychom
ho jednoduse nahradit bindrnim vyhledavanim v poli.

Nyni priddme dvé pomeérné nezajimaveé vypadajici operace
a pomoci nich pak vybudujeme vétsinu ostatnich operaci.
Popisme vrchol treapu néasledujici strukturou:

class Node:
left = None
right = None
def __init__(self, priority, key):
self.priority = priority
self.key = key

http://faculty.washington.edu/aragon/treaps.html|
8 http://mj.ucw.cz/vyuka/2021/vkds/|
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Struktura tedy obsahuje dvé polozky, kam lze umistit levy
a pravy podstrom. Dale jesté obsahuje kli¢ a prioritu.

Merge. Tato operace vezme dva treapy a spoji je do jed-
noho. Ovsem musi platit, ze vSechny kli¢e v prvnim z nich
budou mensi (nebo pfipadné stejné) nez kli¢e v druhém
z nich.

Merge vstupni treapy rozebere a slozi z nich sviyj vysledek.
Neprovadi zadné kopirovani do nového stromu — to by bylo
moc pomalé.

Pojdme novy treap postupné stavét. Sledujme obrazek:
1 3
ORI
& Priorita
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Zac¢neme od kofene. Tam dle definice musime umistit vr-
chol s nejmensi prioritou. To ale musi byt jeden z kofent
zdrojovych treapu.

@)

Daéle uvazujeme, Ze se jednéd o kofen prvniho (levého) tre-
apu. V opacném pripadé provedeme totéz, jen s prohoze-
nim stran. V8echny prvky v levém podstromu levého trea-
pu musely byt mensi nebo stejné jako kofen, tedy mohou
ve findlnim treapu skoncit také vlevo. Déle si povsimnéme,
ze vSechny ostatni prvky (pravy podstrom levého treapu
a pravy treap) jsou vétsi nebo stejné jako kofen, a tedy
mohou byt umisténé do pravého podstromu.

Levy podstrom nového kotene tedy jiz mame vytvoreny a
staci ho prifadit. Pravy jesté vytvofeny neni. Je potfeba ho
vytvorit ze dvou c¢asti: z pravého podstromu levého trea-
pu a z pravého treapu. PovSimneme si, Ze toto ale je zase
Merge dvou treapti. Tedy nam staci zavolat nas algoritmus
rekurzivné.

V pripadé, ze alesponn jeden vstup je prazdny treap, tak
stacl ten druhy vratit jako vysledek. Nahlédneme, Ze se nase
rekurze vzdy zastavi, protoze se vzdy zavold na alespon
o jedna mensi soucet velikosti treapt. Nové vznikly kofen
uz do rekurze urcité nezasahuje.

Pojdme ale tento odhad vylepSit. VSimneme si, Ze kazdé
volani rekurze vrati kofen, ktery se ve vysledném treapu
povési pod koren predchozi rekurze.


http://faculty.washington.edu/aragon/treaps.html
http://mj.ucw.cz/vyuka/2021/vkds/

Tedy i-ty vraceny koren bude v hloubce i. To ale znamena,
ze pocet volani rekurze nebude vétsi nez hloubka vysledné-
ho stromu. O ni ale doufame, Ze bude mala.

def merge(left, right):
if left is None or right is None:
return left if right is None else right

if left.priority < right.priority:
left.right = merge(left.right, right)
return left

else:
right.left = merge(left, right.left)
return right

Split. Opac¢nou operaci k Merge je Split. Ten ndm treap
rozieze na dva. Na vstupu mu dédme jeden treap a kli¢ x.
Zpét dostaneme dva treapy. Prvni z nich obsahuje pouze
polozky, jejiz kli¢ je mensi nez x. Druhy obsahuje zbytek,
tedy polozky s klicem > =x.

Uvédomime si, ze o kazdém vrcholu jednoznacné vime, jestli
patii do levého, nebo do pravého podstromu. Staci jeho kli¢
porovnat s x.

Pojdme tedy treap parat od kofene. Opét sledujme obrazek:

59
I

- S
X
59

!
A
@° v
1 ﬂ 3

Dale uvazme, ze koren patii do levého vysledku. V opac¢ném
pfipadé provedeme totéz, jen s prohozenim stran. Kofen

tedy bude kofenem levého vysledku. V§imneme si, ze jeho
levy podstrom uz dale nebudeme muset Fesit.

Je potieba tedy jen rozdélit jeho pravy podstrom. Cast ma
zustat jeho pravy podstrom (a tedy v levém vysledku). Zby-
tek pak bude pravym vysledkem.

Tedy chceme znovu rozdélit mensi treap na dva podle x.
To ale zvladneme rekurzivnim zavolanim operace Split.
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V pripadé, ze vstup je prazdny treap, tak oba vystupy jsou
také prazdné treapy. Nahlédneme, Ze pocet operaci je nejvy-
Se hloubka vstupniho treapu, protoze pti kazdém zavolani
rekurze se dostaneme o jedno patro nize.

def split(parent, key):
if parent is None:
return (None, None)

if parent.key < key:
left = parent
left.right, right = split(
parent.right, key)
else:
right = parent
left, right.left = split(
parent.left, key)

return (left, right)

Treap jako vyhledavaci strom

Insert. Pomoci spojovani a slévani si postavime jiz trosku
zajimavejsi operace. Insert spravné zatiidi jeden prvek do
treapu.

Treap nejprve splitneme na dva podle klice vkladaného prv-
ku (ozna¢me po fadé A a B). Zalozime novy prvek s ndhod-
nou prioritou. Pak uz jen staci postupné spojovat. Nejprve
spojime A a novy prvek. Pak ho jesté spojime s B.

Vsimneme si, ze pii kazdém spojovani skutec¢né plati nutna
podminka o poradi kli¢t.

Find. Hledat jiz umime. V ruce mame vzdy vyhledavaci
strom. Pojdme na to ale pouzivat jen pfedchozi operace.

Ozna¢me hledany kli¢ x. Staci rozdélit treap pred pozado-
vanym klicem a pak pravou ¢ast jesté po ném. Tedy provést
Split na kli¢ z. Na pravy vysledek pak jesté provedeme dal-
§i Split. Tentokrat ale do levého vysledku posleme vSechny
hodnoty > x. Evidentné neni problém vytvofit Split s ne-
ostrou nerovnosti. Pro celd ¢isla ndm ale jen stac¢i udélat
Split s hodnotou x + 1.

Tim dostaneme t¥i treapy. Prostfedni z nich obsahuje prvek
s hledanym kli¢cem (v p¥ipadé, Ze existuje). OvSem nesmi-
me zapomenout na to, ze pak zase tyto tfi treapy musime
spojit, protoze Split pivodni treap znidi.

Delete. Odstranéni prvku s néjakym klicem je jen mirnou
modifikaci pfedeslého algoritmu. Prosté poté, co dany prvek
najdeme, tak je zahodime a spojime jen zbylé dvé casti.

Lower bound. Dile ukazeme, jak najit prvek, ktery ma
nejmensi kli¢ vétsi nez néjaké zadané ¢islo x.

Treap rozdélime podle x. Pak uz vime, Ze pozadovany vr-
chol musi byt nejmensi z pravé ¢asti. Ten ale umime snadno
najit. Staci jit od kofene porad vlevo, dokud ma vrchol le-
vého potomka. Ani zde pak nesmime zapomenout na fin4lni
slepeni pracovnich c¢asti.

Pripadné mizZeme s treapem pracovat pouze jako s vyhle-
davacim stromem. Lower bound lze provést priichodem od
kotene jako pfi hledani. Posledni prvek, na ktery narazime
a ma kli¢ > z, je totiz pozadovanym vysledkem.

Rozsifeni o pocitani prvku

Hlavni vyhoda treapu od jiz implementovanych algoritmt
ve vétsiné programovacich jazyki je, ze treap mizeme snad-
no implementovat a déale upravovat k obrazu svému. Diky



tomu z ného mizeme vytvorit mnohem zajimavéjsi datovou
strukturu.

Pojdme u kazdého vrcholu poditat velikost podstromu pod
nim. Uvédomime si, u kterych vrcholt se tyto hodnoty méni
pri zékladnich operacich Split a Merge. Ostatni vybudova-
né operace vlastné jen vyuzivaji téchto, takze je nemusime
uvazovat zvlast. Déle jesté vytvarime samostatné vrcholy,
ale to také neni zadna komplikace.

U Splitu stac¢i prepocitat pocet vrchold u vytvorenych vy-
sledki. Vsimneme si, ze modifikace v podstromech se délaji
jen pomoci rekurze, a tedy se také pocty spravné opravi
pred tim, nez budeme pocitat aktualni velikost.

U operace Merge je situace podobna. Stac¢i jen prepocitat
hodnotu u vraceného vysledku.

Prepocitani je jednoduché, staci secist pocet vrcholt v pod-
stromech (jestli existuji) a k tomu pfi¢ist jednicku za aktu-
alni vrchol.

Vsimnéte si, ze takto vzdy budeme mit v kazdém vrcho-
lu spoc¢tenou velikost podstromu, ale i tak slozitost vSech
operaci asymptoticky nevzroste.

K ¢emu je pocitani velikosti podstromu ale dobré?

Kdyz najdeme néjaky vrchol, mtizeme se podivat, o kolikaty
vrchol v ptivodnim treapu se jedné (kdyZ si je pfedstavime
sefazené podle kli¢l). Staéi spocitat pocet vrcholi v pfed
aktudlnim vrcholem (tedy s mensim kli¢em). Jedn4 se o ve-
likost treapu, ktery vznikne pred aktudlnim prvkem v pfi
destruktivnim Splitu

Muzeme také najit n-ty nejmensi prvek v treapu. Ukadzeme,
jak provést Split, aby v levém vysledku skoncilo n vrchola.
Budeme pocitat, kolik jesté vrchold chceme umistit do le-
vého vysledného stromu. Jelikoz se bude jednat o parametr
rekurze, dale budeme znacit také jako x. Mirné modifikuje-
me nasi funkci Split. Nahradime c¢ast, kde vybirame, jestli
aktudlni vrchol pajde do levého ¢i do pravého vysledku.

V pripadé, ze pocet vrcholu v levém podstromu a v kofeni je
mensi nebo stejny nez n, tak kofen (a tedy nutné i cely levy
podstrom) piijde doleva. Z pravého podstromu pak jesté
rekurzivné vybereme zbyvajici pocet potfebnych vrchol.

Kdyz nalevo od aktualniho vrcholu je alespon pozadova-
ny pocet vrcholi, tak aktualni vrchol umistime do pravého
vysledku. Do levého pak rekurzivné vybereme n vrchola
z levého podstromu.

JelikoZ jsme vlastné nezmeénili nic jiného nez zptsob vybé-
ru vétve programu, Casova slozitost a jiné charakteristiky
algoritmu se nezmeéni.

V piipadé, Zze chceme pouze najit n-ty prvek (a ne treap
kolem ného rozdélit), mizeme pouzit i nedestruktivniho po-
stupu. Prosté jen ptjdeme od kofene a stejnym zpiisobem
budeme pocitat pocet vrcholil, které jesté chceme pfeskocit.
Kdyz bude pocet vrcholu k preskoceni mensi nez velikost le-
vého podstromu, tak ptjdeme do levého podstromu. Kdyz
budou stejné, tak se jedna o aktualni vrchol. Ve zbyvaji-
cich pfipadech ptjdeme do pravého podstromu. Od poctu
vrcholt k preskoceni ov§em budeme muset odecist velikost
levého podstromu aktualniho vrcholu.

Pojdme se podivat na implementaci.

class Node:
left = Nomne
right = None

def __init__(self, priority, key):
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self.priority = priority
self.key = key
self.size = 1

def update(node):
if node is Nonme:
return

node.size = 1

if node.left is not None:
node.size += node.left.size

if node.right is not Nome:
node.size += node.right.size

def merge(left, right):
if left is None or right is None:
return left if right is None else right

if left.priority < right.priority:
left.right = merge(left.right, right)
update(left)
return left

else:
right.left = merge(left, right.left)
update (right)
return right

def split(parent, key):
if parent is None:
return (None, None)

if parent.key < key:
left = parent
left.right, right = split(
parent.right, key)
else:
right = parent
left, right.left = split(
parent.left, key)

update(left)
update(right)
return (left, right)

def split_by_count(parent, n):
if parent is None:
return (None, None)

left_count = 1 + (0 if parent.left is None
else parent.left.size)

if left_count <= n:
left = parent
left.right, right = split_by_count(
parent.right, n - left_count)
else:
right = parent
left, right.left = split_by_count(
parent.left, n)

update(left)
update(right)
return (left, right)

Reprezentace posloupnosti

Pojdme udélat pokus. Odstranime z vrcholi klice, podle
kterych byl treap setfidén. Sice ted v treapu nemtizeme hle-
dat, ale pofad s nim jdou délat zajimavé véci.

Vsimneme si, ze Merge je vlastné vibec nevyuzival. Jen
prosté dostane dva treapy a ,nalepi® je za sebe. Split je



sice vyuzival, ale misto ného jsme pted chvili vytvorili Split
za n-tym prvkem, ktery klice také nepotiebuje.

Mame tedy ,,bezejmenné“ vrcholy, ovsem stale s dobfe defi-
novanym potradim. Nyni do kazdého vrcholu pfipiseme né-
jakou hodnotu. Podle té ovSem neni treap setfidén — nemusi
to byt ¢islo, dokonce ani néco, co se da porovnavat.

Vsimnéte si, Ze jsme dostali reprezentaci posloupnosti. Mii-
zZeme se totiz ptat na n-ty prvek a pripadné ho zmeénit.
Navic umime za nebo pred libovolny prvek pridat dalsi a
také posloupnosti rozdélovat a spojovat.

Kazd4 z téchto operaci ndm trva pramérné O(log N) casu,
kde N je pocet prvkii posloupnosti.

Mimochodem, ptivodni pfipad, kdy jsme méli hodnoty se-
tf¥idéné, byl obdobou binadrniho vyhledavani na této po-
sloupnosti.

Intervalovy strom

V predchozi ¢asti jsme vybudovali posloupnost. Pojdme na
ni postavit néjaké zajimavé operace.

Pokusime se rychle odpovidat na dotazy, jaky je soucet na
urc¢itém tseku posloupnosti. Dokonce se nemusi jednat jen
o soucet. Sta¢i nam jakakoliv asociativni operace. To je
takova, kde nezalezi na uzavorkovani. Naptiklad mize jit
o maximum, sou¢in modulo prvocislo a podobné, nebo do-
konce v pripadé, ze hodnota je matici, tak se mize jednat
o souCin matic. Pro jednodussi predstavu ale dale budeme
mluvit o souctu.

V klasickém poli by se tento problém fesil pomoci interva-
lového stromu.’

Vyuzijeme obdobného postupu jako u pocitani velikosti
podstromu. V kazdém vrcholu si budeme pamatovat soucet.

Budeme soucty prepocitavat vzdy ve stejné momenty jako
velikosti podstromu. Tedy ze stejného dtivodu budou vzdy
aktualni a jednotlivé operace se asymptoticky nezpomali.

Na soucet se pak zeptame opravdu jednoduse. Treap roziiz-
neme na tii ¢asti: pred pozadovanym intervalem, pozadova-
ny interval a ¢ast za nim. Pak uZ se jen jednoduse zeptame
na soucet prostfedni ¢asti.

Liny intervalovy strom. Déle se nau¢ime jednotlivé tseky
rychle ménit. Problematiku si ukazeme pouze na konkrét-
nim piikladu. Ke kazdému prvku tseku se pokusime pficist
zadané ¢islo.

V kazdém vrcholu si budeme pamatovat, kolik se ma do
kazdého vrcholu v jeho podstromu jesté pfi¢ist (oznacme
aktualizace). Vzdy piedtim, nez s danym vrcholem budeme
néco délat, tuto hodnotu propagujeme do podstromu. To
znamena, ze ji pri¢teme k hodnoté aktualniho vrcholu a
k hodnotam aktualizace synii.

Jelikoz vSechny operace provadime od kofene, celd cesta
mezi kofenem a aktudlnim vrcholem bude propagovana.
Hodnota aktuéalniho vrcholu tedy bude spravna.

Pricteni k tseku je pak jednoduché. Treap rozdélime zase
na t¥i ¢asti a k aktualizaci prostfedniho treapu pri¢teme
danou hodnotu. Nakonec vSe zase poslepujeme k sobé.

Hodnoty se sice hned nezméni ve vSech vrcholech, ale ma-
me zaruceno, 7e az s nimi budeme pracovat, tak uz bude
aktualni.

Problém ovSem nastava, kdyz chceme toto rozsiteni apliko-
vat spolu s dotazy na soudet (nebo jinou operaci) intervalti.

9 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy|
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Pfi propagovani aktualizaci totiz budeme muset upravovat i
tyto soucty. Na toto bohuzel neexistuje zadné obecna poud-
ka. Vzdy je potieba se zamyslet, jak spolu interaguji obé
dvé funkce. Kdyz tieba pricitdme = ke kazdému vrcholu, je
nutné zvysit soucet podstromu o nx, kde n je pocet vrcholu
v podstromu. Maximum bychom ale zvysili pouze o .

Priklad pouziti treapu

Na zaveér si ukazeme jednu tlohu, na kterou se treapy hodi
(je to uloha P-II-1 z 69. ro¢niku MO kategorie P).

Zaddni: Na polici je vyznaceno n pozic a na kazdé z nich le-
71 jedno jablicko. Pozice jsou oc¢islovany zleva doprava ¢isly
od 0 do n — 1. Jablicko na pozici ¢ ma velikost a;. Vsech-
na jablicka maji navzajem rtzné velikosti. Chceme vSechna
jablic¢ka uspotradat podle velikosti od nejmensiho po nejvét-
§i. Kvuli pfisnym hygienickym pfedpistim je vSak nesmime
premistovat sami, musime na to pouzit techniku. V mist-
nosti s jablicky méme mechanické rameno. Pomoci ného
miuZzeme sebrat jablicka z libovolného souvislého tseku po-
lice a vratit je zpatky na polici na jejich ptivodni mista,
ale v opa¢ném potadi. Tuto operaci nazveme reverze. Kaz-
dé reverze trva stejné dlouho bez ohledu na to, jak dlouhy
usek obracime.

Reseni pomoct treapu: Pokusime se postupné vysledek sta-
vét od zaddtku. Zaéneme umistovat jablicka od nejmensich
velikosti. Tim zac¢ne vznikat prefix vysledku, do kterého pak
jiz nebudeme zasahovat.

Je tedy vzdy potfeba najit nejmensi zatim neumisténé jabl-
ko. Pak provedeme reverzi tiseku od pozice, kam ho chceme
dostat, po pozici, kde je. Tim se evidentné dostane na pfi-
slusnou pozici a nenarusi se ani prefix jiz dobfe umisténych
jablicek.

Jak ale udrzovat aktudlni pozice jablicek a hledat nejmensi
na néjakém tseku? VyuZijeme treap.

Priddme linou operaci proved reverzi na podstromu. Tu bu-
deme vyhodnocovat jednoduse. Staci prohodit levého a pra-
vého potomka a u obou z nich pak také provézt reverzi. To
se ale zase udéld linym vyhodnocenim. Jesté si vSimneme,
ze udélat reverzi dvakrat je jako ji neudélat vibec.

Také budeme pocitat minimum v kazdém podstromu. VSim-
neme si, ze reverze ho nijak neovlivni, a tedy vzajemnou
interakci reverzi a minim nemusime nijak fesit.

Najit nejmensi prvek v tseku je pak jednoduché. Nejpr-
ve usek ofizneme do jednoho treapu. Pak uz vime, jakou
ma mit nejmensi prvek hodnotu. U kazdého vrcholu zvlad-
neme urcit, jestli se jedna o aktudlni prvek, nebo hledané
minimum lezi v levém ¢i pravém podstromu. Podstrom, ve
kterém lezi hledany prvek, totiz musi mit prislusné mini-
mum. Mazeme ho tedy vytvofit napriklad funkci Split za
nejmensim prvkem.

Dalsi podobné struktury

Na zéavér dodejme, zZe princip budovani operaci ze Split a
Merge a ostatni triky z této kuchaiky nejsou nijak specific-
ké pro treapy. Daji se provozovat i s jinymi stromovitymi
strukturami. Napfiklad se Splay stromy — ty jsou sice prac-
néjsi, ale zarucuji slozitost O(logn) amortizované. A pokud
této slozitosti chceme dosdhnout i v nejhorsim pripadé, jde
pouzit (a,b)-strom nebo Cerveno-Cerny strom, ale tam uZ
jsou algoritmy pro Split a Merge zna¢né komplikované.

Jiri Kalvoda & Martin Mares
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