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P¥inasime vam feseni ¢tvrté série tohoto roéniku KSP. Cteni vzorovych feseni je skvély zptsob, jak se nauéit nové zptisoby

feSeni tloh, a tak nevahejte a zactéte se do nich.

Pfipominame, Ze serial muZete za mensi bodové ohodnoceni stile odevzdavat a to az do konce ro¢niku, takze jeho vzorové
feSeni vam vydame az po skonéeni celého roéniku. Také odevzdavani tlohy 33-4-X1 Kofeni a recepty jsme prodlouzili az do
konce 5. série, zatim vam namisto feSeni pfind$ime napovédu.

Vzorova reSeni ¢tvrté série tficatého tietiho rocniku KSP

33-4-1 Ohnostroj

Odpalovaci zafizeni maji definované poradi, fikejme mu tie-
ba ,zleva doprava“. Nejprve zafidime, aby kdykoliv né-
kdo zmackne tla¢itko na kterémkoliv zarizeni, dozvédélo
se o tom nejlevéjsi zafizeni. To zafidime vyslanim signdlu
od tlac¢itka doleva. V kazdém tiku se kazdé zafizeni podi-
vé na svého pravého souseda. Pokud uz je soused ve stavu
»,2zmacknuto®, samo také prejde do stavu ,,zmacknuto®. Sig-
nal po nejvyse N tikdch doputuje k nejlevéjsimu zafizeni.

Dvé mista soucasné

Ted vyfesime, jak zasynchronizovat né&jakd dvé zafizeni ¢
a p, kde /¢ je nalevo od p. Tedy jak zpusobit, aby né&jaka
udélost v zafizeni ¢ zpusobila jinou udalost soucasné v za-
fizenich ¢ a p. Provedeme to takto: Vysleme z ¢ smérem
k p dva signdly, fikejme jim t¥eba A a B, pfi¢emz A se bu-
de $ifit plnou rychlosti a B rychlosti poloviéni (posune se
o jeden krok za dva tiky). Jakmile A dorazi do p, ,odrazi
se“ a bude pokracovat jako A’ stejnou rychlosti zpét k /.
Vsimnéte si, ze A’ se vrati do £ presné v okamZiku, kdy B
dorazi do p.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-4-1-dvojice.cpy

Simulator odpalovacich zafizeni (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-4-1-simulator.cpy

VSechna mista soucasné

Kdyz uz umime synchronizovat dvojice zafizeni, miizeme
pouzit metodu Rozdél a panuj a vyfesit problém pro celou
posloupnost. Uvazujme interval zafizeni (¢, p), na pocatku
je £ nejlevéjsi zafizeni a p tésné za nejpravéjsim (takové zafi-
zeni doopravdy neexistuje, ale posledni si na néj miize hrat).
Nalezneme zarizeni s v poloviné intervalu a to zasynchroni-
zujeme s £. Tim se ndm interval rozpadne na poloviny (¢, s)
a (s,p). V obou polovinich pak soucasné spustime tentyz
algoritmus.

Pokud bude pocet zafizeni N = 2%, po k iteracich se do-
bereme k jednoprvkovym intervalim (ke vSem soucasné),
a tehdy uz miize kazdé zafizeni rovnou odpalit.

Zbyvé doresit hledani stiedu. K tomu mtzeme pouzit opét
§ifeni signalt riznymi rychlostmi: z levého okraje intervalu
vysleme doprava signal C' plnou rychlosti a signal D rych-
losti tfetinovou. Signal C' se od pravého okraje odrazi jako
C’ a na cesté zpét se potka se signalem D presné v poloving
intervalu (pokud si vrcholy oéislujeme 0, ..., N —1a N
bude sudé, potkaji se ve vrcholu N/2).

Kazda iterace tohoto algoritmu potfebuje linedrni pocet ti-
ki vzhledem k délce intervali, které se zrovna zpracovavaji.
Celkova ¢asova slozitost tedy bude O(N+N/2+N/4+.. .+
1) = O(N).

1=

Kdyby N nebylo mocninou dvojky, museli bychom se vyrov-
nat s nerovhomérnym délenim intervald. To ale neni nijak
tézké: pri hledani stfedu v intervalu liché délky se zastavi-
me na (N — 1)/2, a dokonce pozname, Ze se nam to stalo,
podle toho, Ze se signaly nepotkaji pfesné na hranici pe-
riody signalu D. Pak miizeme prostfedni vrchol intervalu
vynechat a zpracovat zbylé stejné velké ¢asti identicky. Na-
konec nam zbudou jednoprvkové intervaly a mezi nékterymi
z nich osamocené vrcholy. Staci tedy, aby zarizeni misto od-
paleni ohnostroje nastavila néjakou znacku ,pfipravit se“ a
v néasledujicim tiku odpéli kazdé zarizeni, které budto tuto
znacku maé, nebo ji vidi u svého souseda. Program si tim
ovsem komplikovat nebudeme.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-4-1-odpal.cpp

Ulohu pripravili: Jirke Kalvoda,
Martin ,,Medvéd“ Mares

P.S.: Medvéd dékuje svému mlad$imu j& za inspiraci v po-
dobé tlohy P-II-2 z 56. ro¢niku MO kategorie P.

33-4-2 Firewall

V této tloze bylo tkolem zpracovavat tfi udalosti — blo-
1l kaci nebo povoleni néjakého rozsahu IP adres a dotaz
na to, jestli je dand IP adresa povolend. Nejdiive si ukaze-
me dvé pomalejsi feSeni, ktera jsou ale zajimava napadem,
a nakonec predvedeme Teseni pomoci lingch stromu, které
je jiz dostatecné rychlé na vyfeseni vsech vstup.

Nejprve si vsak povime, jak s IP adresami efektivné pra-
covat. Uz v zadani jsme zminili, Ze IPv4 adresy jsou vlast-
né 32bitova ¢isla a jejich bézna reprezentace v programu je
bud ¢tvefice bajtli, nebo pfimo jedno ¢tytbajtové ¢islo (tie-
ba uint32_t v Cécku). Pokud naéitdme IPv4 adresu jako
¢tverici ¢isel oddélenych teckami, tak si je na 32bitové ¢islo
mizeme prevést tfeba pomoci funkce ip nize (kazdy bajt
jen posuneme na spravné ¢islo a udélame bitovy OR).

Stejné tak si mizeme z poc¢tu bitd v CIDR forméatu (¢islo K
za lomitkem) vyrobit masku, kterd bude mit prvnich K bitt
jednicky a zbytek nuly. Muzeme to udélat tfeba jako ve
funkci mask nize.

typedef unsigned char byte;
uint32_t ip(byte a, byte b, byte c, byte d) {

return (a << 24) | (b << 16) | (c << 8) | d;
}
uint32_t mask(int K) {

if (K > 0)

return (OxFFFFFFFF << (32-K)) & OxFFFFFFFF;
else
return 0O;


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-4-1-dvojice.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-4-1-simulator.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-4-1-odpal.cpp

K ¢emu nam takové reprezentace jsou? Mtzeme s nimi rych-
le provadét bitové operace. Napiiklad test, jestli adresa pat-
1 do néjaké sité, provedeme tak, ze udélame bitovy AND
adresy a masky sité. Pokud se vysledné ¢islo shoduje s pre-
fixem sité, adresa do ni skutecné patyi:

if ((adresa & maska) == prefix) { je v siti... }

A nakonec, pokud chceme otestovat, jestli je K-ty bit adre-
sy jednicka, mizeme to udélat t¥eba takto (indexujeme od
jednicky):

if (adresa & (1 << (32-K))) { K-ty bit je 1... }

Ted jiz mame néjaky zdkladni arzendl pro rychlé operace
s IPv4 adresami, pojdme se podivat na feSeni. Abychom si
zjednodusili popis, tak odted budeme pouzivat vyraz ope-
race pro blokaci nebo povoleni.

Pfimocaré feSeni

Protoze se operace navzajem prepisuji, tak nas pro kazdy
dotaz zajima jen ta posledni operace, ktera dotazovanou IP
adresu ovlivnila. Mtzeme si tedy vSechny operace ukladat
do seznamu a pro kazdy dotaz cely seznam projit. Pro kaz-
dou operaci otestujeme, jestli dotazovana adresa patii do
podsité, na které byla operace provedena — pokud ano, tak
si zapamatujeme typ operace a pokracujeme dal. Nakonec
jen vypiSeme posledni zapamatovanou operaci.

Lze lehce nahlédnout, Ze toto feSeni vzdy vrati spravnou
odpovéd, ale bude muset pro kazdy dotaz projit vSechny
doposud provedené operace. Pokud si jako N oznacime po-
¢et Tadkt na vstupu a budeme pfedpokladat, Zze polovina
z nich jsou operace a druhé polovina dotazy, tak mtizeme
odhadnout, ze zpracovani jednoho dotazu bude trvat fado-
vé O(N) a celkové se tak dostaneme na ¢as O(N?).

Zlepsit to sice mtzeme prochézenim seznamu odzadu a za-
stavenim se u prvni operace ovliviiujici dotazovanou adresu
(pFedchozi operace nés jiz nezajimaji), ale neni tézké vy-
myslet vstup, na kterém i tak musime pro podstatnou ¢ast
dotazt projit skoro vSechny doposud provedené operace (ta-
kové vstupy jsme v tloze skute¢né vyrabéli). Tudy spravna
cesta nevede.

Pole vsech adres

V prvnim FeSeni bylo provedeni operace okamzité, ale dotaz
nam trval az O(N), pojdme dotazy zrychlit. .. tfeba az na
O(1). Moznych IPv4 adres je 232 (neboli néco pies 4 miliar-
dy). Kdyz si budeme pro kazdou adresu drzet v poli jedno-
bajtové true nebo false udavajici, jestli je adresa aktualné
povolené nebo blokovand, tak ndm na to sta¢i presné 4 GiB
paméti, coZ dnes vétSinou neni problém. A i jeden bajt je
plytvani, ve skute¢nosti ndm staci jen jeden bit informace
a spotfebovanou pamét tak mtizeme snizit na 512 MiB (ale
je potfeba umét pristupovat k jednotlivym bitim, typicky
pomoci néjakych bitovych trikli s ANDy a ORy, zalezi na
jazyku).

Na zacatku si celé pole vynulujeme, abychom reprezento-
vali, Ze vSechny adresy jsou blokované. Pro operaci blokace
pak prepiSeme spravnou ¢ast pole nulami, pro operaci povo-
leni jednickami. Dotaz je pak jen vytazeni spravného prvku
pole — jednicka znaci povolenou adresu, nula blokovanou.

U tohoto fesSeni je asi na prvni pohled jasné, ze bude také
vracet spravné vysledky, ale s rychlosti na tom nebude nej-
lépe. Pokud si jako U oznacime velikost univerza (v tomto
pripadé 4 miliardy adres), tak jedna operace miZze trvat
az Cas O(U), celkové jsme tak skonéili na ¢asové slozitosti

O(NU). To na vyfeseni vSech vstupil této tlohy nestacilo
(a napiiklad pro IPv6 adresy by takova slozitost byla tplné
nepouZitelnd).

Liné stromy

Problémem predchoziho feseni bylo to, ze jsme zbytecné
travili ¢as s ,tapetovanim“ velkych ¢asti paméti nulami ne-
bo jedni¢kami. P¥itom by ndm pro nékteré ¢asti stacilo veé-
dét ,od X do Y jsou adresy zakazané“. Na takové véci se
bude hodit reprezentovat IP adresy pomoci stromd.

IPv4 adresa rozepsana na bity reprezentuje priichod binar-
nim stromem o hloubce 32 — necht tfeba nulovy bit zname-
né doleva a jedni¢kovy doprava. Podsit s prefixem délky K
v takovém stromé je vlastné podstrom zacinajici vrcholem
v hloubce K, ke kterému jsme dosli pomoci prefixu této
sité.

Operace si ve stromé budeme reprezentovat jako vrcholy
fikajici ,,vSechno pode mnou je blokovano/povoleno“. Mu-
sime ale vytesit, jak pfi dotazu na néjakou IP adresu poznat
posledni operaci, ktera se této IP adresy tykala. To se da
udélat vice pristupy, ale my si ukazeme feseni pomoci lin€ho
stromu.

Idea je vlastné trivialni: vrcholy stromu si budeme vyrabét
az ve chvili, kdy budou potfeba, a nikdy si nedovolime mit
ve vrcholu operaci, kterd by byla pfepsané néjakou noveéjsi
operaci pod ni. Pfi dotazu pak diky tomu bude platit, ze
prvni operace, kterou pfi prochazeni stromu potkame, je
platnd a mtZzeme ji rovnou vratit jako odpoved.

V momenté, kdy budeme pfidévat novou operaci, vydame
se stromem k vrcholu predstavujicimu podsit této operace.
Pokud cestou potkame neexistujici vrchol, tak ho zalozime.
Pokud potkame vrchol s jinou operaci, musime tento jiny
vrchol ,rozhrnout“. Jednoduse zrusime operaci v soucas-
ném vrcholu, ale pfedtim zkopirujeme tuto operaci do obou
jeho synt (které pfipadné zalozime, pokud jesté neexistu-
ji). Pak mtzeme pokracovat v ptivodnim priichodu (ktery
pravdépodobné do jednoho ze syni sestoupi a bude se tak
opakovat podobna situace, dokud nedojdeme az k vrcholu,
kde se chceme zastavit — je to néco jako kdyz snézny pluh
rozhrnuje snih na obé strany :)).

Jak rychlé takové feSeni je? Kazda operace i dotaz projde
stromem jen jednou, hloubka stromu pro univerzum o ve-
likosti U je logU, takze celkovy ¢as je O(NlogU). To jiz
stacilo k vyfeSeni vSech vstupu v fadu jednotek sekund. Na
implementaci se mizete podivat v pfilozeném programu.

Pozndmka: Tento strom je nazyvany liny proto, ze operace
na intervalech uklddame vzdy co nejblize ke kofeni a tim si
usetiujeme praci. Poctivé je propiSeme do nizsich vrstev az
ve chvili, kdy je to nutné.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-4-2.4

Ulohu pripravili: Michal Kodad,
Martin Korecek, Jirka Sejkora, Jirka Setnicka

33-4-3 Mravenisté na kopci

Nejprve si uvédomime, Ze jednotlivi mravenci jsou nezavisli
(a taky uréité i silni, ale to je pro nasi tilohu nepodstatné).
Tedy kdyz vysleme néjakého mravence z mravenisté, tak
pravdépodobnost toho, ze skonéi v néjakém vrcholu, nijak
nezdvisi na tom, kam dosli pfedchézejici mravenci (a ani

kolik jich bylo).


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-4-2.c

Predstavme si, Ze zname pravdépodobnost p, se kterou mra-
venec dorazi do cile. Pokud bychom vyslali jen tohoto jed-
noho mravence, bude stfedni hodnota poc¢tu mravencti do-
raziv§ich do cile praveé p.

Daéle vyuzijeme linearity stfedni hodnoty: Vysleme-li K/p
mravencl, dorazi jich do cile ve stfedni hodnoté presné po-
zadovanych (K/p)-p = K. Protoze vyslanych mravenct
musi byt celo¢iselné, vysleme jich [K/p]| (nejblizsi celé ¢is-
lo > K/p).

Nyni se podivejme, jak spocitat onu pravdépodobnost p.

Vyuzijeme dynamického programovani. Pro kazdy vrchol
grafu si spocitame, jakd je pravdépodobnost toho, Ze jim
mravenec projde. Mravenistém projde urcité, tedy s prav-
dépodobnosti 1. Pro ostatni vrcholy secteme pravdépodob-
nosti podle toho, odkud mravenec ptijde. Pfedpokladejme,
ze z vrcholu V' vede do aktudlniho vrcholu hrana. Pravdé-
podobnost toho, Ze mravenec pfijde po hrané z vrcholu V' je
pv/sv, kde py je pravdépodobnost priichodu mravence vr-
cholem V' a sy je pocet hran, které z V vedou. Kdyz tedy
zname pravdépodobnosti pro vsechny predky, zvladneme
spocitat i pravdépodobnost aktualniho vrcholu.

Jak ale zaridit, abychom pocitali vrcholy tak, Ze vzdy bude-
me mit spocitany vSechny predky? V pripadeé, ze cesticky
jsou stromem, stac¢i udélat prichod do sitky ¢i do hloub-
ky z mravenisté. V obecném piipadé budeme hledat mozné
rozlozeni nadmorskych vysek tak, aby vSechny hrany vedly
z kopce. Tedy muZeme najit topologické usporadani grafu,
o némz se mizete docist v kuchatrce Grafy.! Jelikoz graf ne-
obsahuje cyklus, tak musi alespon jedno existovat. V tomto
poradi pak uz mizeme bez problémil spocitat pravdépo-
dobnosti.

Pro nasi tlohu ale staci pouzit i jednodussi postup nez hle-
déani topologického uspotadéani. Udélame prichod do hloub-
ky z cilového vrcholu, ktery bude prochazet po hranach
v opacném smeéru nez mravenci. U kazdého vrcholu nejpr-
ve provedeme rekurzi do vSech pfedka (v ptipadé, Ze jsme
je jesté nenavstivili) a pak spoéteme pravdépodobnost pro
aktualni vrchol. Kazdého predka jsme tedy bud spodcitali
jiz nékdy diive, nebo jsme ho spodcetli ted rekurzi. Bude-
me mit tedy dostatek dat pro vypocet pravdépodobnosti
aktualniho vrcholu.

Ulohu pripravili: Jirka Kalvoda, Jirka Setnicka

dvé rtizné kategorie), nésledovany ¢islem roéniku a nakonec
urc¢enim, jestli chceme zadani, TeSeni ¢i komentafe spolu
s Cislem série. Néjaké nastroje dokonce umi stdhnout iplné
vSe z daného kofenové URL, ale to vyuzit nepotfebujeme.

Déle dané stranky musime stdhnout. Na toto vyuzijeme
knihovnu requests (standardni Pythoni knihovna je pro
jednoduché pouziti spise nevhodna a lehce se miizete né¢im
stielit do nohy, requests je lepsi).

Nyni na kazdé strance staci najit div s identifikatorem con-
tent. Pro obecné parsovani HI'ML bychom doporucili néja-
ky parser, napfiklad knihovnu BeautifulSoup, ale protoze
ted potfebujeme jen vyseknout div se spravnym identifika-
torem ze stranek, které maji vSechny stejnou strukturu, je
jednodussi to v tomto pfipadé udélat regexzem (neboli regu-
larnim vyrazem). Dejte si vSak pozor, Ze obecné parsovani
HTML jen pomoci regexu napsat nejde? a nedoporucujeme
se o to ani pokouset.?

Vime, ze chceme zahodit vSe, co je pred tagem div s iden-
tifikdtorem content a poté zahodit vSe od momentu, kde
zacind div s identifikdtorem sidebar-wrapper.

Nyni chceme odstranit HTML entity. Ty odstranime timto
regexem &.*7; (otaznik za hvézdickou fiké, Ze chceme hle-
dat nehladové — najit nejkratsi tsek spliujici kritérium).
Uvédomme si, ze znaky &<> a dalsi jsou specialni znaky
HTML, takze pokud je chceme mit v textu, tak je musi-
me mit napsané HTML entitou. Nakonec dalsim regexem
<.*?> smazeme vSechny tagy. Pozor, v Pythonu standard-
né tecka nebere znak nového rfadku (newline), proto musi-
me tuto funkci explicitné zapnout nepovinnym parametrem
flags.

Poté jiz staci prochéazet jednotliva slova regexem \w+ a ha-
zet si je tfeba do slovniku.

Prvni ¢ast naseho programu se spousti s parametrem -ini,
protoze tento krok déldme vétsinou jednou a pak jiz pro-
gram pracuje ,offline“.

Druhé ¢ast programu je jiz jednoducha — nactu si predpfi-
praveny soubor treba do slovniku a odpoviddm na dotazy.
Celkovy pocet slov je vcelku maly — kolem 60 tisic slov, tak-
7e se moc nevyplati vymyslet néco specidlniho (tfeba slova
binérné vyhledéavat).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-4-4.py

33-4-4 Prohledavani KSP webu

Uloha byla implementaéné zaloZzena — nemuseli jste nic
W1l svétoborného vymyslet, ale spise si osahat komunikaci
s webem. Zdrojovy kdd a popsané feseni se vztahuje k feseni
psanému v jazyce Python. Jiné jazyky mizou mit feSeni

vy

této tlohy trochu lehéi ¢i t€781 nebo mit jiné zaludnosti.

Reseni se bude skladat ze dvou ¢asti. Prvni ¢ast stdhne
vSechny stranky z webu, predpfipravi je do néjakého for-
matu, ktery bude pfijemny na odpovidani dotazt, a ulozi
vystup do souboru. Druhd ¢ast programu bude uz jen Cist
tento soubor a odpovidat na dotazy.

Prvni krok je zjisténi vSech URL, ze kterych chceme staho-
vat. Pri kratkém priazkumu naseho webu zjistime, ze URL
m4 tento tvar: Zacatek bude /z/ulohy nebo /h/ulohy (pro

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

Ulohu pripravili: Michal Kodad, Martin
»Medved“ Mares, Jirka Sejkora, Jirka Setnicka

33-4-X1 Koreni a recepty

Toky a Fezy

Zopakujeme si ¢ast algoritmi a teorie okolo tokid a Fezt.
Budeme se fidit podle kapitoly o tocich v Prtvodci laby-
rintem algoritmd.*

Méjme né&jakou sit s vrcholy V), orientovanymi hranami F,
nezapornymi kapacitami hran c(e), a koneéné zdrojem z
a stokem neboli spotfebicem s.

Pro mnoziny vrcholt A, B ozna¢ime mnozinu hran vedou-

cich z A do B jako E(A,B) ={(a,b) € E|a € A,be B}.

regularni jazyky jsou v Chomského hierarchii jazyku slabsi, nez bezkontextové jazyky, do kterych lze fadit HTML

https://stackoverflow.com/a/1732454
http://pruvodce.ucw.cz/|



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-4-4.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
https://stackoverflow.com/a/1732454
http://pruvodce.ucw.cz/

Rez v siti budeme ¥ikat kazdé mnozing hran R C E, jejichz
odebrani pferusi viechny cesty ze zdroje do stoku. (Pokud
v siti zddna takové cesta nebyla, i prdzdnd mnoZina je fez.)
Pokud vrcholy beze zbytku rozdélime na mnoziny A a B
tak, aby zdroj lezel v A a stok v B, hrany z A do B bu-
dou tvorit fez. Kazda cesta ze zdroje do stoku totiz nékde
musi prejit z A do B, takze obsahuje aspon jednu hranu
z E(A, B). Takovym feztim fkdme elementdrni fezy.
Navic plati, ze podmnozZinou kaZdého Tezu je néjaky ele-
mentdrni Tez. To dokdzeme snadno: Méjme néjaky rez F.
Oznaéme A mnozinu vSech vrchold dosazitelnych ze zdro-
je v grafu G — F. Zfejmé z € A a s ¢ A, jinak by totiz
fez nepfterizl vSechny cesty ze z do s. Pfitom vSechny hra-
ny elementarniho fezu F(A, B) musi lezet v F (jinak by
mnozinu A §lo rozsifit).

Rezfim miizeme také pfifazovat kapacity. Pro libovolnou
podmnozinu hran F' C E (tedy i pro Fez) polozime ¢(F) :
> cer c(e). Specidlné se ndm to bude hodit pro elementarni
fezy, tak zavedeme zkratku c(A, B) := ¢(E(A, B)).

Zakladni dlohou tykajici se Tezil je nalezeni minimdlniho
Tezu, tedy fezu o nejmensi mozné kapacité. Vsimnéte si, ze
alespon jeden z minimdlnich rezu je elementdrni. To proto,
ze kazdy minimalni fez obsahuje jako podmnozinu néjaky
elementérni fez, jehoZ kapacita nemize byt vétsi (hrany
maji nezdpornou kapacitu).

Nyni méjme néjaky tok f. Definujme prutok pres libovolny
elementérni fez F(A, B) tak, Zze tok po hranich z A do B
zapocitame kladné a tok v protisméru zaporné:

Yoo e - X e

e€E(A,B) e€E(B,A)

f2(A,B) =

Pak plati (dtkazy najdete v Privodci):

e Velikost toku |f| méfena u zdroje je f2({z},V \ {z}).

e Velikost toku méfend u stoku je f2(V \ {s},{s}).

e Je jedno, kterou definici velikosti si vybereme, proto-
7e f2(A, B) vyjde stejné pro viechny elementéarni fezy
E(A, B).

e Proto je |f| = f2(A, B) < ¢(A, B) pro viechny fezy. Te-
dy velikost kazdého toku je omezena kapacitou kazdého
fezu.

e Pokud je pro jakykoliv fez f2 (A, B) = ¢(A, B), pak tok f
je maximalni a fez E(A, B) minimélni.

e Necht se Forduv-Fulkersontiv algoritmus zastavi a vyda
jako vysledek néjaky tok f. Oznacme A mnozinu vrchold
dosazitelnych ze zdroje po zlepsujicich cestach a B jeji
dopln&k. Pak je f2(A, B) = c¢(A, B). Nagli jsme tedy fez
stejné velky jako nalezeny tok, takze tok je maximalni a
fez minimalni.

Koreni a recepty

Vztahu mezi toky a fezy ted vyuzijeme k FeSeni tilohy. Nej-
prve vytvorime vhodnou sit, sloZenou ze ¢ty vrstev: zdroj,
vrstva kofeni (kazdy druh kofeni zde bude mit svij vrchol),
vrstva recept (vrcholy pro jednotlivé recepty), stok. Pfi-
tom:

® Ze zdroje povedou hrany do vSech kofeni. Tém budeme
tikat hrany korent.

e 7 kazdého koteni povedou hrany do vSech receptt vyza-
dujicich toto kofeni. To jsou hrany zdvislosti.

> http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-5-S/resenil

® 7 recepttu povedou hrany do stoku. To jsou hrany receptii.

Nez nastavime kapacity, uvédomime si nasledujici vlastnost
grafu: Nechf vybereme néjaka kofeni a né&jaké recepty. Se-
strojime mnozinu hran R tak, Zze do ni ddme hrany vybra-
nych koteni a nevybranych recepti. Nahlédneme, ze vybra-
né kofeni jsou dostatecna k uvareni vybranych receptt pra-
vé tehdy, kdyz R je fez. To proto, ze kdykoliv by vybrany
recept zavisel na nevybraném koteni, vedla by néjaka ne-
prefiznuta cesta ze zdroje do stoku (totiz ze zdroje hranou
kofeni, pak hranou zavislosti a hranou receptu do stoku).
Naopak jakakoliv nepfefiznuta cesta odpovida porusené za-
vislosti. Tady se hodi v§imnout si, ze kviili orientaci hran
jsou v8echny cesty tvorené tfemi hranami.

Nyni nastavime kapacity takto:

e Hrany kofeni ohodnotime naklady na nakup kofeni.
e Hrany receptii ohodnotime ziskem z recepti.
e Hrany zavislosti dostanou kapacitu +oo.

Minimalni fez uréité nebude mit nekoneénou kapacitu (pro-
toZe vSechny hrany kofeni tvoii fez o konecné kapacité),
takze bude pouzivat jenom hrany kofeni a receptti. Mini-
malni fezy tedy odpovidaji vybéru kofeni a receptti podle
pozadavku tlohy. Jejich kapacita minimalizuje vyraz

(cena pouzitych kofeni) + (cena nepouzitych recepti).

Jelikoz soucet cen vSech recepti je konstanta, je to ekviva-
lentni s minimalizaci

(cena pouzitych kofeni) — (cena pouZitych receptit) .

A jelikoz min(—z, —y) = —max(z,y), je to ekvivalentni

s maximalizaci

(cena pouzitych recepttl) — (cena pouzitych kofeni),
coz je presné cilem tulohy.

Zbyvé dofesit, jak minimalni fez nalezneme. Nejdiiv na-
jdeme maximalni tok. Jelikoz Fordiv-Fulkersoniiv algorit-
mus je pro obecné kapacity velmi pomaly, pouzijeme Di-
nictv algoritmus. Na nalezeny tok pak spustime Fordiv-
Fulkersoniiv algoritmus. Ten se nutné zastavi po prvnim
prichodu — maximalni tok uz nejde zlepsit. I tak nam rek-
ne néco uziteClného: mnozina vrcholi, do kterych se dostal,
urcuje jeden z minimélnich fezu.

Nakonec rozebereme slozitost. Ozna¢me K pocet druhi ko-
feni, R pocet recepti a Z pocet zavislosti. Nas graf ma
n =K+ R+ 2 vrchold a m = K + R+ Z hran. Diniciv al-
goritmus bézi v dase O(n?m). Jeden priichod F-F algoritmu
stoji O(m), coz je asymptoticky méné. Casova slozitost ce-
1ého algoritmu je tedy O(n?m) = O((K + R)*(K+ R+ Z)).
Pokud samostatné oSetiime kofeni a recepty, které se net-
Castni zadné zavislosti, bude platit K + R € O(Z), takze
odhad sloZitosti mtizeme zjednodusit na O((K+R)?-Z). Pa-
méti ndm staci linedrné s velikosti grafu, tedy O(K+R+2).

Ulohu pripravili: Martin ,Med-
véd“ Mares, Tom Sldma

33-4-S Raytracing

Odkazy na referenc¢ni implementace tikoli ze vSech dila
seridlu naleznete v feSeni posledniho dilu serialu.?


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-5-S/reseni
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Vysledkova listina ¢tvrté série tficatého tretiho roéniku KSP

resitel

Kristyna Petrlikova

Jan Adamek
Jiti Kvapil
Daniel Skypala
Ondrej Skacel
Filip Hejsek
Robert Jaworski
Viktor Fukala
Jan Kotovsky
Lukas Veskrna
Vit Skalicky
Jakub Surga
Jakub Ondrousek
Janek Hlavaty
Eliska Macakova
Patrik Herman
Matej Stencel
Dominik Farhan
Vladimir Chudy
Ondrej Sladky
Adam Kolnik
Véclav Janacek
Prokop Randéacek
Pavel Jordan
Simon Gené¢ur
Klara Grinerova
David Holas
Martin Havelka
Robert Gemrot
Petr Sicho

Jifi Bartosik
Albert Kucera

Kristyna Umlaufova

Jachym Tuma

Andrej Thomas Dobrev

Krystof Maxera
Michal Zagek
Daniel Soltys
Adam Hustava
Tomés Kasparek
Vojtéch Biezina
Petr Filip
Vojtech Gadurek
Stépan Kovar
Michal Pavlicek
Filip Uradnik
Jan Racek
Bohumil Kulvejt
Josef Maly
Veronika Jizkova
Matéj Strnad

skola

SPSJi¢in
GKepleraPH
GTomkovaOL
GTomkovaOL
GTomkovaOL
GPisnickaPH
GUstavniPH
GKepleraPH
GPisnickdPH
GKepleraPH
GPisnickaPH
ParkLane
GTomkovaOL
GJirsikaCB
CENADA BA
GTomkovaOL
GPosKosice
GMikulasPL
G Chrudim
GMikulasPL
SSSVTPraha
GJaroseBO
GFXSaldyLI
GPOA Znojmo
GBBr
GZborovPH
SPSEMasLI
Gym Ttebon
GKomHayvir
GKepleraPH
SUHr
GNadStolPH
SPSOstrov

G FrydINOs
GJHroncaBA
GJiroveCB
MensaG
GTreKosice
EupSchoolLux
G FrydINOs
GCoubTébor
GLovosice
PORGPha
GNadKavaPH
MendelGOP
GyMimon
SPSEMasLI
G Sokolov
GPisnickdPH
MensaG
ZSRiegraSM

rocénik sérit
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10
10,5
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11
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5,5
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12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12
12

12
12
12

12
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15 10
15
15 0
15
15
15

15
15
15

14,5

15
12,5

6,5
15

15

série kspr-x celkem

60,0
59,5
57,5
47,5
47,5
59,5
44,0
47,5
45,0
42,5
46,0
36,5
32,5
41,0
31,0
0,0
27,5
37,0
28,0
0,0
10,0
30,0
0,0
25,0
0,0
23,5
7.0
0,0
0,0
27,5
24,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
17,0
0,0
4,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
1,0
0,0

40,0
0,0
18,0
3,0
5,0
0,0
0,0
2,0
19,0
0,0
4,0
0,0
0,0
0,0
0,0
20,0
0,0
0,0
0,0
45
22,0
0,0
16,0
0,0
0,0
0,0
0,0
1,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

240,0
240,5
2185
215.,5
215,0
209,5
195,5
191,5
1715
170,5
169,0
160,5
154,5
1455
133,0
133,0
1145
114,0
113,0
110,0
91,0
88,0
80,0
78,0
66,0
64,5
34,5
32,5
28,0
27,5
24,0
22,0
21,0
20,0
19,0
18,0
17,0
15,0
14,0
13,0
12,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
7,0
6,0
6,0
3,0
2,0

Bonusové ulohy oznacené ,X“ maji svou vlastni vysledkovou listinu a nepocitaji se do norméalniho bodovani ro¢niku.



Vysledkova listina KSP-X po &tvrté sérii tficatého tretiho ro€niku

resitel skola rocnik sérii | 1-X1 2-X1 3-X1 4-X1 | celkem
0. 10 10 10 10 40,0
1.  Ondfej Sladky GMikulasPL 4 11 9 10 3 22,0
2. Eliska Macdkova CENADA BA 1 3 9 1 10 20,0
3. Viktor Fukala GKepleraPH 4 8 9 10 19,0
4.  Jan Adamek GKepleraPH 4 9 7 6 5 0 18,0
5.  Vaclav Janacek  GJaroseBO 4 6 8 8 16,0
6. Daniel Skypala ~ GTomkovaOL 3 19 4 1 0 5,0
7. Vladimir Chudy G Chrudim 4 18 45 4.5
8.  Luk&s Veskrna GKepleraPH 3 4 4 4,0
9. Jifi Kvapil GTomkovaOL 3 18 2 1 3,0
10. Robert Jaworski GUstavniPH 3 6 1 1 2,0
11. David Holas SPSEMasLI 1 1 1 1,0

Bonusové tlohy z jednotlivych sérii se nepocitaji do bodovani ro¢niku. Maji svou vlastni vysledkovou
listinu a za jejich Gspé$né vyteseni (alespoii polovina bodi za tlohu) udélujeme specidlni odmény.

KSP pro vas pfipravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Webové stranky:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|

E-mail:

sp @mff.cuni.c

Organizatori a kontakty:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty/|
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