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34-3-1 Idealni Zadost
Nasim tkolem je simulovat praci dvou tfednikt. Kdy-
W1l bychom védéli, v jakém potfadi Gfednici berou zadosti,
uloha by byla snadné. U obou tfednikt bychom si udrzova-
li, kdy dodélaji tkol, na kterém pravé pracuji, a dalsi tkol
bychom pfiradili Gfednikovi, ktery sviij pfedchozi kol do-
konéil jako prvni. Jakmile uz by nezbyvaly tkoly, vratime
cas, kdy pomalejsi ufednik vyfesi svij posledni ukol.

Zbyva rozmyslet, jak v kazdém kroku hledat idealni zadost.
Mizeme si vSimnout, ze idealni zadost je pfesné ta, ktera je
posledni v prvnim klesajicim tiseku od zacatku posloupnosti
zadosti. VSechny predchozi totiz arednik preskodi, jelikoz se
za nimi nachézi snazsi, jenZe tuto uz nepreskoc¢i, nebot je
za ni slozit&jsi (popt. zadnd) zZadost.

Kdybychom v kazdém kroku takovouto tilohu hledali znovu
od zacatku, stalo by nas ¢as O(n) pro kazdou zadost, coz
je prilis pomalé.

Ke zrychleni miZeme vyuZzit informaci o predchozi idedl-
ni zaddosti. Budeme-li si pamatovat pocatecni klesajici tisek
v zasobniku, neni slozité tento tsek po kazdém kroku aktu-
alizovat. Poté, co odebereme zadost z vrchu zasobniku (tu
jsme pravé zpracovali), mohou nastat dva ptipady. Poc¢a-
te¢ni klesajici tisek se nezméni (aZ na odebrani pravé zpra-
cované zadosti), anebo se odebranim zadosti stalo, Ze se
neklesajici tsek prodlouzil (napf. pokud bychom v posloup-
nosti 3 1 2 odebrali 1). V takovém p¥ipadé musime pfidavat
zatim nezpracované zadosti, dokud tvofi klesajici tsek. Ide-
alni zadost je pak vzdy na vrchu zasobniku.

Ackoliv jsme v kazdém kroku mohli stile provést mnoho
operaci, kazdy vrchol jsme pridali a odebrali ze zasobniku
pravé jednou. Casova sloZitost na rezii zasobniku a stejné
tak i celkova slozitost je tak O(n). Pamétova slozitost je
také O(n).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/34-3-1.py

Ulohu pripravili: Honza Cerng,
Martin ,,Medvéd“ Mares, Ondra Sladky

34-3-2 Faktorial

Je jasné, pro¢ se Filip snazil vyhnout pocitani celého
Tl faktorialu: jiz pro N = 20 se vysledek nevejde do 64bi-
tového celého ¢isla. I kdybychom uméli pracovat s ¢isly vét-
§imi, brzy vzrostou vysledky tak, Ze by se ani nevesly do
operac¢ni paméti. Budeme tedy potfebovat chytiejsi pristup.

Prozatim si zjednodusme situaci a omezme se na dvojkovou
soustavu. Kdy mé ¢islo na konci nulu? Je to pravé tehdy,
kdyz je délitelné 2. Poté, co déleni provedeme, bude mit
o nulu méné. Zajima nas tedy, kolikrat mizeme vydélit V!
dvéma beze zbytku.

Muze se zdat, ze jsme si nepomohli. Vzdyt nevime, kolik
je N!. Nastésti to védét nepotifebujeme, misto toho nam
staci spocitat, kolikrat mutzeme vydélit 2 kazdy z Cinitelt
v definici N! =1-2-...- N. Nésledné tyto hodnoty secte-
me, ¢imZ ziskdme hledany vysledek. Pro¢ to plati? MiuZeme

si predstavit, ze dvojky z kazdého z Cinitelid vytkneme na
zacatek celého soucinu. Pak je vidét, Ze alespon tolik dvo-
jek lze z N! vydélit. Zbude nam soucin ¢isel, z nichz zadné
neni délitelné 2. A protoze 2 je prvocislo, ani tento soucin
nebude délitelny 2.

Musime zpracovat kazdé ¢islo, tento postup by tedy mél ¢a-
sovou slozitost (V). Horni odhad je stejny, nicméné tvahy
vedouci k jeho odvozeni by nas samy o sobé zavedly k efek-
tivnéjsimu pristupu, podivejme se tedy rovnou na néj.

Neni tézké si vSimnout, Ze je zbytecné zpracovavat kazdé
Cislo zvlast. Vzdyt vime, ze kazdé druhé ¢islo je délitelné 2.
A 7 nich je kazdé druhé délitelné 2 znovu, a tak déle. Vysle-
dek tedy ziskdme tak, Ze seCteme N/2™ (celociselné déleni)
pro vSechny mocniny dvojky 2" < N. Takovych mocnin je
O(log N), stejné bude i celd ¢asova slozitost tohoto ptistu-

pu.
Q

Obecna soustava

Postup uvedeny vyse funguje pro soustavy o zdkladu K,
kde K je prvocislo. Tuto vlastnost jsme ostatné potfebovali
pri argumentaci o korektnosti. Co si po¢neme s obecnym
zakladem?

Uvazme naptiklad soustavu o zékladu 40. Opét chceme zjis-
tit, kolikrat muzeme N! vydélit 40. Uvédomime si, ze ¢islo
je délitelné 40 pravé tehdy, kdyz je délitelné 8 a 5 zaro-
veni. UZ umime zjistit, kolikrat je N! délitelné 5, protoZe se
jednd o prvodislo. Stejné tak umime zjistit, kolikrat je N!
délitelné 2. Na kazdou osmic¢ku padnou t¥i dvojky (proto-
7e 8 = 23), pokud tedy pocet dvojek vydélime 3, ziskdme
pocet osmicek. Jako vysledny pocet nul na konci zapisu N!
prohlasime mensi z poctu pétek a poctu osmicek.

Obecné budeme potfebovat prvociselny rozklad ¢isla K.
Pro kazdé z prvocisel p v rozkladu spocitame, kolikrat 1ze
N! vydélit p, a tuto hodnotu podélime mocninou p v roz-
kladu. Za vysledek prohlasime minimum z takto ziskanych
hodnot.

Zbyva rozmyslet, jak prvociselny rozklad ¢isla K spocitat.
Oznacme Z zbytek, ktery jesté budeme rozkladat, na za-
¢atku Z = K. Projdeme vsSechna c¢isla p od 2 a kazdym
vydélime Z, kolikrat to jen ptijde. Pocet tspésnych vydé-


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/34-3-1.py

leni bude mocnina u p v rozkladu. Zastavime se, jakmile
p > +V/Z. Bud nam zbude Z = 1 (uz jsme nagli viechny dé-
litele), nebo zbude Z > 1. Zbytek Z neni délitelny zadnym
z Gisel mensich nez v/Z (kromé jednicky), tedy vSechny dé-
litele jsou vétsi nez v/Z, a proto jedingm dalsim délitelem
musi byt Z. Jinymy slovy Z je prvodislo.

Prvoéiselny rozklad méa ¢asovou slozitost O(v/K). Prvoci-
sel bude nejvyse log, K, na kazdém stravime ¢as O(log, N),
dohromady se spokojime s odhadem O(log K log N), sku-
tecnost bude jesté trosku lepsi. Cely algoritmus pak bézi
v ¢ase O(VK + log K log N). Prostoru potfebujeme kon-
stantné pro kazdé prvodéislo, tedy O(log K).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/34-3-2.py

Ulohu pripravili: Jirka Kalvoda, David Klement,
Kristyna Petrlikovd, Lucka Vomelovd

34-3-3 Jizda tramvaji

Nejprve fyzikalné rozeberme situaci, kdy na Jirku ptisobi
néjaka sila F' pod thlem ¢ vzhledem ke spojnici jeho ramen
(tedy tihel ¢ = 0 odpovid4 situaci, kdy sila pisobi z boku,
a ¢ = 7, kdy ptlisobi zepifedu ¢i zezadu).

Pokud bychom dostali silu ptisobici v pfedozadnim ¢i boé-
nim smeéru, je snadné pro ni fict, zda Jirku povali ¢i nikoliv.
Pro obecny pfipad pak umime vyuzit faktu, Ze libovolnou
silu umime rozlozit na dvé slozky, kde jedna slozka o veli-
kosti |F|cos ¢ pusobi z boku a druhé o velikosti |F|sin¢
zepredu ¢i zezadu. Jelikoz vime, Ze z boku Jirka vydrzi sily
libovolné velikosti, urcujici bude, zda velikost slozky v pre-
dozadnim zméru bude mensi ¢i rovna velikosti Fp, tedy zda:

|F|sin¢ < |Fo|
| Fo

sinp < 7]

Pokud si tedy predstavime, Ze mame silu v néjakém fixnim
sméru, moznéa natoceni Jirky, tak aby nespadl, tvoti dvé
protilehlé vysece.

Nyni se jiz mizeme zamyslet nad feSenim samotné tlohy.

Postupné budeme zpracovavat sily, b€hem ¢ehoz si budeme
udrzovat mnozinu vsech stavi, ze kterych se lze dostat na
miniméalni celkové otoceni, a po kazdé nové sile tuto mno-
zinu aktualizujeme.

Zacindme ve stavu, kdy je Jirka natocen pocatecnim smé-
rem a zatim se nemusel nijak otacet.

Jakmile zpracovavame dalsi silu, pro kazdy stav mohou na-
stat 2 pripady.

e Zustane-li Jirka v tomto stavu, nespadne. Pak urcité ne-
mé smysl se jakkoliv otacet. Pokud by tak ucinil nyni,
miize tak zcela jisté ucinit pfi pristi sile, aniz by se musel
vice otacet. Tedy stav se nijak nezménil.

Jirka se musi otocit, aby nespadl. Pak se musi jednim,
nebo druhym smérem otocit tak, aby se dostal na hrani-
ci vyseCe, kdy nespadne. Z podobné tavahy jako v pfed-
chozim pripadé se vSak vice otacet nikdy nemusi. Tedy
puvodni stav vyhodime a pfiddme dva nové.

Piimocara implementace predchozich pozorovani vede na
exponencialni algoritmus. Ten vSak mizeme snadno zrych-
lit, uvédomime-li si, ze pokud se Jirka musel otacet, neza-
visle na ptvodnim stavu skoncil na jedné ze dvou hranic

vysece. Nové stavy tak mizeme spojit. Staci vzit pro kazdy
ze smérll pouze stav s nejmensim celkovym otocenim.

Jelikoz v kazdém kroku pribudou nejvyse dva stavy, celkem
bude na konci nejvyse O(n) stavii. Z nich pak lze snadno
najit nejmensi mozné celkové otoceni.

Jelikoz kazdy stav umime zpracovat v konstantnim case,
dostavame tak kvadratické feseni.

To vsak 1ze jesté zrychlit pouzitim vhodné datové struktury.

Stavy si budeme udrzovat v binarnim vyhledavacim stro-
mu, kde klicem bude aktualni natoceni Jirky. Vysece, ve
kterych Jirka nespadne, jsou intervaly v tomto stromu. Ze
stromu chceme vzdy odebrat stavy, které nejsou v ani jedné
z vysedi. Tyto stavy tvofi dva souvislé tseky (ve skute¢nosti
mohou byt az tfi, jelikoz tsek muze jit pres thel 27, fyzic-
ky tedy bude rozdélen mezi zac¢atek a konec stromu). Najit
konce téchto tsektt mtzeme v O(logn), stejné tak odebrat
kazdy prvek v téchto tsecich. Nasledné dva stavy pridava-
me, coz je také logaritmické slozitost.

Celkem provadime O(n) hledani konct tisekt, pfiddvame
O(n) vrcholi a zfejmé kazdy vrchol, ktery mazeme, jsme
museli pfidat, tedy maZeme nejvyse O(n)-krat. Proto je
celkova Casova slozitost feseni O(nlogn).

Prostorova je urc¢ena binarnim vyhledavacim stromem, tedy

O(n).

Ulohu ptipravil: Ondra Sladks

34-3-4 Hornaci a Dolnaci

Situaci miZzeme popsat grafem. Vrcholy budou obyvatelé
meéstecka. Kdykoliv Hercule vidél néjaké dva lidi hddat se,
nakreslime mezi prislusnymi vrcholy hranu. Rozdéleni na
Hornadky a Dolnaky pak odpovida néjakému obarveni gra-
fu dvéma barvami — kazdy vrchol chceme obarvit ¢ervené
(Horndk) nebo zelené (Dolidk) tak, aby hrany vedly jenom
mezi vrcholy riznych barev. Grafim, které se daji takto
obarvit, se ¥ik& bipartitni (¢esky bychom mohli ¥ici ,,dvoj-
Castové®).

Testovani bipartitnosti

Nejprve se zamyslime nad tim, jak o grafu zjistit, jestli je
bipartitni. Cesty ur¢ité jsou bipartitni (stac¢i vrcholy barvit
nastfidacku), sudé cykly také, liché cykly nikoliv (barveni
nasttidacku se pokazi, kdyz se vratime tam, kde jsme zacali
barvit). Pokud se tedy v néjakém slozitém grafu vysktyne
lichy cyklus, hned je jasné, ze graf neni bipartitni.

Ted ukéZeme, Ze liché cykly jsou jedinou prekazkou bipartit-
nosti. Popiseme jednoduchy algoritmus, ktery pro libovolny
graf bez lichych cykld najde obarveni dvéma barvami.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze graf je souvisly —
kdyby nebyl, stacilo by ho obarvit po komponentach. Kazdy
souvisly graf ma kostru — to je podgraf bez cyklu (tedy
strom) propojujici vSechny vrcholy.

Kostru (stejné jako vSechny ostatni stromy) miZzeme obar-
vit snadno. Zakofenime si ji v néjakém vrcholu; na to se ho-
di hostinsky, ktery ma znadmou barvu. Pak z korene spusti-
me prohledavani grafu do hloubky nebo do sitky a budeme
si udrzovat ujitou vzdalenost. Vrcholy v sudé vzdalenosti
obarvime stejné jako kotfen, ty v liché opac¢nou barvou.

Ale pozor: v grafu mohla byt spousta dalsich hran, které
jsme do kostry nezahrnuli. Co kdyby néktera z nich spojo-
vala néjaké vrcholy u a v stejné barvy? Tehdy se podivame
na cestu mezi u a v ve stromu (ta je jednozna¢né urcend).


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/34-3-2.py

Jelikoz v a v maji stejnou barvu, musi na cesté mezi nimi
byt sudy pocet hran. K této cesté pfiddme hranu uv a hned
je na svété lichd kruznice.

Pokud v grafu zadna licha kruznice neni, i hrany mimo
kostru spojuji vrcholy riznych barev, takze obarveni je ko-
rektni.

Zbyva rozebrat Casovou slozitost. Oznacime-li n pocet vr-
cholti a m pocet hran, algoritmus dobéhne v ¢ase O(n+m),
tedy linedrnim. Kostru totiz najdeme prohledanim grafu do
hloubky nebo do $ifky, které je linedrni. A stejnym pro-
hledanim rovnou mtzeme barvit jeji vrcholy a kontrolovat
hrany, které se do kostry nedostaly.

Pomalé FeSeni

Hercule ma ovSem graf, ktery neni bipartitni, a pta se, jakou
hranu mtzZe smazat, aby se bipartitnim stal. Potfebujeme
se zbavit vSech lichych kruznic, tedy najit hranu, ktera lezi
na vsech lichjch kruznicich.

Nabizi se jedno pfimocaré reSeni: Najdeme jednu lichou
kruznici a pro kazdou jeji hranu zkusime, zda smazanim
nedostaneme bipartitni graf. To méa slozitost O(nm), pro-
toze kruznice obsahuje nejvyse n hran. Nic moc, ale je to
lepsi nez zkouSet mazat iplné vSechny hrany grafu.

Sudé a liché hrany

Rychlejsi feseni bude zalozeno na prohledavani grafu do
hloubky (DFS). Zopakujme si, jaké role v ném mohou hrat
jednotlivé hrany. V neorientovaném grafu kazdou hranu po-
tkdme dvakrat. Podivejme se, v jakych rolich:

® stromovd hrana — kdyZ na ni narazime poprvé, vede do
noveé objeveného vrcholu. Po takové hrané se zavolame re-
kurzivné. VSechny stromové hrany dohromady tvori kost-
ru grafu. Pokud stromovou hranu objevime podruhé, ve-
de do vrcholu ,nad ndmi“ (na cesté do kofene), takze ji
preskocime.

zpétnd hrana — kdyz ji potkdme poprvé, vede do uz ozna-
¢eného vrcholu ,nad nami“. Z tohoto vrcholu vede ces-
ta ze stromovych hran (v kostie) do aktuélniho vrcholu,
ktera spolecné se zpétnou hranou tvori kruznici. Az zpét-
nou hranu potkdme podruhé, povede do uz navstiveného
vrcholu ,,nékde pod nami“.

Predchozi algoritmus na testovani bipartitnosti by se tedy
dal formulovat jako DFS, které kazdému vrcholu pfi prv-
ni navstévé nastavi vzdalenost od kofene po stromovych
hranach a podle jeji parity pak barvu. Pak u kazdé zpétné
hrany uv zkontroluje, zda se barvy vrcholl u a v 1isi. Paklize
ano, hrana uwv uzavira sudou kruznici, takze ji budeme fikat
sudd hrana. Pokud se nelisi, prohlasime ji za lichou hranu a
vime, ze graf neni bipartitni. Stromové hrany nepovazujeme
za sudé ani liché.

Kdyby v grafu existovala jen jedind licha hrana, stacilo by
ji smazat a obarveni by se stalo korektnim.

Co kdy?z lichych hran existuje vic? Smazat kteroukoliv jed-
nu nepomiize. Takze jedina dalsi nadéje je smazat néjakou
stromovou hranu, ktera lezi na vsSech lichych kruznicich.

Pokryté cesty

Pro kazdou zpétnou hranu uv uvazime cestu mezi v a v ve
stromu — té budeme fikat cesta pokrytd hranou uv. Najde-
me prinik vSech cest pokrytych lichymi hranami. (To je mi-
mochodem cesta, ale pozor, tohle plati jenom ve stromech).

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky-v-siticl

Smazanim kterékoliv hrany v praniku rozbijeme vSechny
kruznice uzaviené lichymi hranami. To sice jesté nestaci
(viz dalsi kapitola), ale nejdiiv ukdZeme, jak prinik cest
najit.

Kazdému vrcholu v pfifadime néjaké celociselné ohodnoce-
ni h(v). Pfi ndvratu z vrcholu  budeme po hrané do jeho
otce predavat soucet h(z) a souétt vracenych ze synd vr-
cholu z. Indukci dostaneme, Ze tim jsme spocitali soucet
v8ech h(v) pfes vrcholy v v podstromu pod z.

Ted si predstavime, co se stane, kdyZz pro n&jakou zpétnou
hranu z u do jeho pfedka v nastavime h(u) =1, h(v) = —1a
h(-) = 0 v8ude jinde. Spocitané soucty budou rovny 1 pfes-
né na téch stromovych hranach, které jsou pokryté zpétnou
hranou. Vsude jinde budou nulové.

Tim paddem pokud zacneme s nulovymi ohodnocenimi, za
kazdou lichou hranu uv zvysime h(u) o 1 a snizime h(v)
o 1, budou soucty fikat, kolikrat je ktera stromova hrana
pokryta lichymi hranami. V hledaném priniku tedy lezi ty
stromové hrany, jejichz soucet je roven poctu vsech lichych
hran.

Co zpusobi smazani hrany

Mame tedy néjaky pranik cest pokrytych lichymi hranami.
Chceme smazat néjakou hranu zy z tohoto priniku (fekné-
me, Ze x je bliz ke kofeni neZ y). V kostfe tuto hranu na-
hradime nékterou z lichych hran, které pokryvaji xy. Tim
ziskdme zase kostru, ale musime v celém podstromu pod y
prohodit barvy.

Nyni se vSechny ptvodni liché hrany staly sudymi (protoze
kazda z nich pokryvala xy). Ale co kdyZ byla hrana xy
pokrytéa i néjakou sudou hranou? Z té by se stala lichd a
ani nové obarvani by nebylo korektni.

Smazat tedy mizeme jenom takovou stromovou hranu, kte-
ra je pokryta vSemi lichymi hranami a soucasné neni pokry-
ta zadnou sudou hranou. Pokryti sudymi hranami pfitom
spoéitame stejnym algoritmem jako pro liché. (Dokonce by-
chom mohli souéty pocitat jen jednou a pro sudé hrany
nastavit znaménka ohodnoceni opac¢né nez pro liché. Roz-
myslete si, Ze to funguje.)

Voila, algoritmus hotov. Zbyva rozebrat jeho slozitost: DF'S
je samo o sobé linearni. Nase tpravy pridaji konstantni ¢as
ke zpracovani kazdého vrcholu a hrany, ¢imz DFS pouze
konstanta-krat zpomali. Pamét postadi rovnéz linearni: ke
kazdému vrcholu a hrané si pamatujeme konstantni mnoz-
stvi informaci.

Ulohu pripravili: Jirka Kalvoda,
Martin ,,Medvéd“ Mares

34-3-X1 Dratenici

Napovéda zverejnend po prvnim terminu odevzdani:

Pri teseni této ulohy se vdm muZou hodit algoritmy Tesici
problém tokid v siti.' Graf, ktery bude vstupem algoritmu
na toky, nemusi nutné byt ten, ktery je ma vstupu ulohy.
Napriklad miuZe byt © mnohem vétsi.

Nasim tikolem bylo nalézt nejmensi mozny pocet barev ka-
belti, které musime pouzit k propojeni centralniho routeru
a domu v grafu tak, aby ke kazdému domu vedl jeden nevét-
vici se kabel a aby skrz zadnou hranu nevedly dva kabely
stejné barvy. Navic jsme méli nejen odpovédét nejmensim
moznym poctem barev K, ale zarovenn jsme méli i takové
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rozlozeni kabelt nalézt. Pojdme si lohu postupné vytesit
pres nékolik zjednodusenych verzi.

Staéi K barev?

Vezméme si nejprve zjednodusenou verzi tlohy: Rozhod-
nout, zda K rtznych barev kabelt staci. Protfely fesitel
uz v problému jisté za¢ind vidét toky v sitich (a kdo toky
v sitich nezné, mize si je pfipomenout v nasi tokové kuchat-
ce).2 Ale pifmocara aplikace tokt nam nepomiize. Musime
si nejprve postavit vhodnou sit, kterd bude spravné repre-
zentovat nasi tlohu.

V typické tokové tloze hleddme maximalni tok z jednoho
zdroje do jednoho stoku skrz graf s hranami ohodnocenymi
jejich kapacitou. Ford-Fulkersonovo algoritmem zminénym
v kuchafce umime takovou tlohu vyftesit v dase O(NM?),
kde N je pocet vrcholi a M je pocet hran. O néco lep-
$im Dinicovo algoritmem, zminénym napitiklad v Privodci
labyrintem algoritmi,® se lze dostat na éas O(N2M).

Prvni budeme muset vymyslet reprezentaci stoku. Do kaz-
dého domu chceme natahnout praveé jeden kabel, takze nam
bude stacit vyrobit si jeden virtualni stok a ten napojit na
kazdy z domt hranou s kapacitou jedna. Jako zdroj pouzi-
jeme router.

Pokud bychom hledali odpovéd jen pro K = 1, tak uz by-
chom byli skoro hotovi. Stacdilo by nadm jen zajistit, aby
zddnou hranou neproslo vice kabel, coz bychom zajisti-
li nastavenim kapacit vSech hran na jedna. Pak bychom
v takovéto siti nasli maximalni tok a jestli by mél hodno-
tu odpovidajici po¢tu domt, tak bychom védéli, Ze feseni
existuje (do kazdého domu muzZe vést jen jeden kabel, kaz-
dou hranou také, a pokud se ze zdroje do stoku dostane tok
velikosti F', vime, Ze existuje F' vrcholové disjunktnich cest
do F domt).

Jak ale najit odpovéd pro vétsi K7 Nemtizeme jen zvednout
kapacitu hran na K, to nam nijak nezajisti to, ze kazdy
z K kabelt na hrané bude mit jinou barvu. Musime na to
chytieji. Zduplikujeme si sit jednou pro kazdou z K barev
a vhodné je spojime dohromady.

Nejdrive pojdme vytesit domy. Je ndm jedno, jak barevny
kabel ndm do domu povede, potfebujeme jen, aby byl pravé
jeden. Proto si pro kazdy dtim vyrobime virtualni vrchol,
ktery spojime hranami s kapacitou jedna se vSemi K ko-
piemi domu v K sitich, a pak hranou s kapacitou jedna se
stokem. Tak ndm skrz dim do stoku povede nejvyse jeden
kabel jedné barvy a tato podminka je splnéna.

Déle vyfesime router. Poridime si virtualni zdroj, ktery spo-
jime hranou o kapacité nekoneéno (pro praktické ucely staci
i kapacita rovna po¢tu domil) se vSemi K kopiemi routeru
ve vSech K sitich. Tim v extrému umoznime, aby vSechny
kabely mohly byt stejné barvy, pokud to pijde.

V kazdé kopii sit€ nastavime vSem zbyljym hrandm kapacitu
na jedna a opét v takto vzniklé siti najdeme maximalni tok.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky-v-sitich
http://pruvodce.ucw.cz/|
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Kazda z K kopii sité nam reprezentuje kabely jedné barvy
a uvnit¥ sité je kapacitami hran vynucena podminka, ze skrz
stejnou hranu nepovede vice kabelll stejné barvy. Pokud
je v takové siti maximalni tok roven poctu domt, FeSeni
existuje.

Jak dlouho jedno takovéto otestovani trva? Pokud si pocet
domti odhadneme poc¢tem vsech vrcholi N, tak bude mit
duplikovany graf nejvyse KN + N + 2 vrcholia a KM +
2K N + K hran, coz mtzeme odhadovat jako O(K N) hran
a O(K M) vrcholu. Konstrukce grafu ndm zabere linearni
¢as vzhledem k jeho velikosti, takze nejvétsi polozka bude
samotné hledani maximalniho toku. S pouzitim Dinicova al-
goritmu se dostaneme na ¢asovou slozitost O((KN)?KM).

Nalezeni nejmensiho K

Pro nalezeni nejmensiho K, pro které jesté ma tloha Feseni,
pouzijeme klasicky trik s bindrnim vyhledavanim.

Zactneme s Ky = 1 a budeme ho postupné zvétsovat na
dvojnasobek, dokud ndm bude algoritmus z predchozi ¢asti
vracet negativni vysledek. Poté, co poprvé zjistime, ze pro
néjaké K; jiz feseni existuje, dostaneme rozsah K; 1 az Kj;,
ve kterém lezi nami hledané K. V tomto rozsahu pak za-
hajime klasické ptileni a budeme postupovat tak dlouho,
dokud se nedostaneme na krok velikosti jedna a nenajdeme
K takové, ze pro néj feseni existuje, ale pro K — 1 uz ne.

Jak dlouho bude takové vyhledani trvat? Udélame odhad
podle vysledné hodnoty K. V prvni ¢asti hledani postupné
zvétsujeme K;, dokud poprvé neprekroc¢ime K, které ,pre-
strelime“ i v nejhor§im pripadé nejvyse na dvojnasobek.
Kazdym krokem K; zdvojnasobime, takze udélame nejvy-
se O(logy) krokt. Ve druhé éasti uz provadime klasické
bindrni vyhledévani, které také zabere O(log K) kroki.

V kazdém kroku provedeme vyse popsany algoritmus. Po-
kud nam tedy K vyjadfuje vysledny pocet barev dratt, tak
mizeme casovou slozitost celého algoritmu odhadnout jako
O((KN)?KM log K).

Vypsani jednotlivych cest kabelu

Posledni drobnost, ktera nam zbyva, je vypsat trasy jed-
notlivych kabelt. K tomu si vezmeme sit z b&hu vyse po-
psaného algoritmu pro ¢islo K, ve které vzdy jednoduchym
prichodem vypiseme trasu jednoho kabelu. Za¢neme vzdy
od routeru v jedné z kopii ptivodn{ sité (coz nam uréi barvu
kabelu) a vyddme se postupné po libovolnych nenulovych
hranach, cestou pfitom odecitame vSude jednicku. Takto
pokracujeme, dokud néjaké cesty existuji.

Nalezneme takto nejvyse N kabeld a kazdy bude dlouhy
nejvyse M hran, takze se ¢asova slozitost vypsani bez pro-
blému vejde do Casové slozitosti celého algoritmu. A tim
mame celou tlohu vyfesenou.

Ulohu pripravili: Jirka Kalvoda,
Martin ,Medvéd“ Mares, Pali Rohdr, Jirka Setnicka
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Vysledkova listina treti série tficatého ¢tvrtého roéniku KSP

resitel

Benjamin Swart
Daniel Skypala
Robert Jaworski
Lukés Tomoszek
Jakub Ondrousek
Jachym Kouba
Jan Kotovsky
Adam Kolnik
Lukas Veskrna
David Kolar

Jan Sliva

Prokop Randacek
Vit Skalicky
Vladimir Sklenar
Viktor Cihal

Alex Olivier Michaud

Richard Tichy
Jan Plachy
Krystof Maxera
Jan Cernohorsky
Petr Sicho

Patrik Cihal
Jakub Mikes
Vojtéch Lancari¢
Patrik Herman
Jiri Kvapil

Eliska Macékova
Adam Kuca
Matas Duchyna
Daniel Soltys
Nikolay Fomichev
Ivan Trencansky
Veronika Juzkova
Martin Bellus
Filip Sivicek

Petr Hladik
Bobur Toshtemirov
Jonas Dej

Honza Kocourek
Matus Pull
Jakub Svojgr
Michal Pavlicek
Ondrej Skacel
Michal Bernat
Vojtéch Franc
Matous Mista
Filip Neubauer
Zuzana Aubrechtova
Pavel Jordan
Martin Fof
Jakub Kopdil
Michal Martinek
Jonas Mensik
Marek Magkarinec
Jan Suran

skola

MensaG
GTomkovaOL
GUstavniPH
GTii
GTomkovaOL
GJSkodyPR
GPisnickdPH
SSSVTPraha
GKepleraPH
GJirovcCB
MensaG
GFXSaldyLI
GPisnickdPH
GTerVans
SPSSmichov
GJiroveCB
SG Kladno

G VBN Prie
GJirovcCB

G Brandys
GKepleraPH
SSKKamPard
GJSkodyPR
SPSG Tiebesin
GTomkovaOL
GTomkovaOL
CENADA BA
PORG Kr¢
GGrossBA
GTreKosice
SSSVTPraha
GLSaru
MensaG
GGrossBA
GTimLucen
GMikulasPL
GMikulasPL
G Wicht
ParkLane
GZborovPH
GCeskaCB
MendelGOP
GTomkovaOL
GZborovPH
GArabskdPH
GTomkovaOL
AkademGPH
GHeyrovPH
GPOA Znojmo
MendelGOP
GMikulasPL
GUstavniPH
GJSkodyPR
SPSEMasLI
GZborovPH

rocénik sérit

Y R R N U R U N S R R SO RN N U I I R U R SR SO JU RS JUR SO N SU RIS R U RN SU R RN N S N ST SC I C I C R U R S GO U RN SU R O ORI ST XY
FR R R R R WRR R R RONRNR RN RR,R,ONNDOWWEADNE 000 W A A CTWWwWwwhlowwoowowonk 3w

3-1
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10

10

10

10
10

10
10

10
10

10
10

3-2 3-8 8-4 3-S5 3-X1

11
11
11
11
11
4

11
4

11
11
11
11

11
2
11
11
11

6

11

11

11
11
11

~

11

11

12
12
12
12

3
5
3

—_

12 15 10
11 155 10
12 15 4
0 16,5 10
14
15
1 15
4 16
10,5
4
4
1 10
4
2
2
15,5
2 15
8
6
1
1 0

série Ksp-x celkem

60,0 36,0 180,0
59,5 34,5 174,
60,0 12,0 1725
495 16,0 1575
350 4,0 1364
32,0 0,0 126,0
420 40 1245
370 00 1205
315 80 1155
21,0 0,0 96,5
37,0 00 925
340 05 855
10,0 0,0 80,0
21,0 0,0 77,0
23,0 40 74,0
240 0,0 735
320 05 700
230 05 69,0
100 40 685
180 0,0 60,0
155 0,0 595
0,0 00 550
46,0 0,0 545
80 00 545
260 00 500
0,0 00 445
0,0 00 445
0,0 00 435
30,0 1,0 42,0
10,0 0,0 36,0
80 00 320
00 00 260
150 00 240
140 00 230
00 00 220
220 00 220
21,0 0,0 21,0
21,0 0,0 21,0
00 00 18,0
180 00 180
60 00 18,0
00 00 14,0
00 00 12,0
00 00 12,0
11,0 00 11,0
00 00 11,0
11,0 0,0 11,0
11,0 00 11,0
100 00 10,0
0,0 00 10,0
0,0 0,0 8,0
0,0 0,0 8,0
70 0,0 7,0
60 0,0 6,0
0,0 0,0 4,0
0,0 0,0 3,0



resitel skola rocnik sérii | 8-1 3-2 3-8 3-4 3-S 8-X1 | série Ksp-x celkem
56. Albert Bako¢ GZborovPH 1 1 2 2,0 0,0 2,0
57. Jakub Surga ParkLane 4 6 1 1.0 0,0 1,0

Vysledkova listina KSP-X po treti sérii tficatého ¢tvrtého ro€niku

resitel skola rocnik sérii | 1-X1 1-X2 2-X1 3-X1 | celkem
0. 8 8 10 10 36,0
1. Benjamin Swart MensaG 3 3 8,5 8 8 10 34,5
2. Robert Jaworski GUstavniPH 4 10 4 2 10 16,0
3. Daniel Skypala GTomkovaOL 4 23 8 4 12,0
4. Adam Kolnik SSSVTPraha 3 8 8 8,0
5.-8. Jachym Kouba GJSkodyPR 2 3 4 4,0
Jan Plachy G VBN Prie 4 3 4 4,0
Vladimir Sklenar GTerVans 2 3 4 4,0
Lukas Tomoszek GTH 4 4 4 4,0
9. Adam Kuca PORG Kr¢ 4 3 1 1,0
10.-12. Alex Olivier Michaud GJirovcCB 3 3 0,5 0,5
Jan Sliva MensaG 1 3 0,5 0 0,5
Richard Tichy SG Kladno 0 3 0,5 0,5

Bonusové tlohy z jednotlivych sérii se nepocitaji do bodovani ro¢niku. Maji svou vlastni vysledkovou
listinu a za jejich Gspé$né vyteseni (alespoii polovina bodi za tlohu) udélujeme specidlni odmény.
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KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.
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