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36-4-1 Oprava vzducholodi

Nejprve si oznaCme pocet hran v grafu jako M, protoZe
na ném bude ziviset nase slozitost (cilime na linedrni al-
goritmus v délce vstupu). Ze zaddni méme pocet vrcholl
oznaceny N.

Urcité tukoly, které dodélame jako posledni, jsou kritické,
protoze jejich prodlouzeni piimo vede k celkovému prodlou-
zeni. Dale musime uvazit zavislosti poslednich tkoli, proto-
7e kdyz se posledni z téchto zavislosti prodlouzi, znamena
to, ze také odlozi praci. Podobné také posledni zévislosti
poslednich zévislosti poslednich tikoli a tak déle. Z toho uz
miuzZeme vypozorovat hledany algoritmus.

Nejprve si graf zévislosti topologicky sefadime.! Pak si u
kazdého tkolu spocitame, kdy zacne a kdy skonci. Vrcholy
bez zévislosti zacnou v Case 0 a skonéi v Case jejich doby
trvani. Zbytek vrchold budeme postupné prochazet a diky
topologickému sefazeni vzdy narazime na vrchol v momen-
té, kdy uz mame vsSechny jeho zéavislosti zpracované a tedy
vime, ze zacne v Case maxima z Casi konct jeho zavislosti.

V dalsi fazi uz vyuzijeme nasi myslenku z prvniho odstav-
ce. Mnozinu tkolu, které skonci jako posledni oznac¢ime Uy
(muzZe jich byt vic, pokud skonéi ve stejnou dobu). Ty prida-
me do seznamu ukold, které Kevina zajimaji, protoze kdyby
se protahly, tak to prodlouzi cely projekt.

Dale opakujeme pro rostouci ¢ nasledujici kroky:

e Pokud je U; prazdnd mnozina, uz nejsou zadné dlohy, u
nichz by malé zdrzeni zpusobilo celkové zdrzeni, takze
muzeme skoncit.

Jinak se pro kazdou tlohu u z U; podivame na jeji pred-
chtidce a z nich vybereme ty, jejichz ¢as konce se rovna
¢asu zacatku u (to jsou ty, u kterych by se prodlouzeni
preneslo na prodlouzeni u). Z nich jesté vyfadime ty, kte-
ré jiz jsou na Kevinové seznamu. Zbylé tlohy oznac¢ime
U;+1 a opét je priddme na Keviniv seznam.

Timto nalezneme vSechny tlohy, které by stavbu Kevinovy
vzducholodi protahly, ale jesté nam zbyva vyfesit slozitost
algoritmu. Topologické sefazeni trva O(N + M), pocita-
ni ¢asi zacatku a konci je linedrni (postupné prochdzime
v8echny vrcholy). A nakonec cyklus, ve kterém hleddme tlo-
hy do Kevinova seznamu, je také prohledavani grafu, které
trva O(N + M), takze celkova slozitost je O(N + M).

Ulohu pripravili: David Koldr,
Jan ,Janci“ Plachy, Lukds Veskrna

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|

36-4-2 Megasnéhulak

Mtzeme si v§imnout, Ze na pofadi kouli na vstupu vii-
W1l bec nezalezi. Podobné je ndm pfti stavbé snéhuldka jed-
no, jak presné velké koule jsou, zajima nas jen, které jsou
stejné velké. Dokonce néas ani nezajima, které koule jsou
mensi a které vétsi: pokud nam nékdo pridéli K kouli rtiz-
nych velikosti v libovolném potradi, tak si z nich mtzeme
postavit sn€huldka jen jednim moznym zplisobem. Dile-
zité je jen to, abychom kazdou skupinu kouli pocitali jen
jednou, nezavisle na poradi.

Pro kazdou velikost koule si tedy spocitame, kolik kouli této
velikosti mame k dispozici. K tomu miizeme pouzit napii-
klad hesovaci tabulku. Pocet riiznych velikosti kouli ozna-
¢ime M. Pocet kouli prvni z dostupnych velikosti oznac¢ime
V1, pocet kouli druhé V5, a tak dale.

Ulohu mtizeme vyfesit pomoci dynamického programovani.
Pokud nevite, v ¢em dynamické programovani spociva, mi-
Zete si precist nasi kuchatku o ném.? Ve zkratce se jedna
o metodu FeSeni problémi, pfi které se postupné resi vétsi
a vétsi podproblémy zadaného problému, kazdy z nich jako
kombinace Teseni mensSich podproblémi.

Zadefinujeme dp ; ; jako poc¢et moznych sné€huldki z j kouli,
které muzeme postavit, pokud pouzijeme jen koule prvnich
i velikosti. Resenim tlohy bude dp M,k Pocet snéhuldkt
z K kouli, které mohou pouzivat koule vSech dostupnych
velikosti.

Zacneme s jednoduchymi pfipady: Kazdé dp ;o bude urci-
té 1, protoze snéhuldka z nula kouli mtZeme postavit jen
jednim zptisobem, a to tak, ze zddné koule nepouzijeme.
Podobné pro j < 1 bude dpg ; rovno 0, protoZe neprazd-
ného snéhuldka nemiZzeme nijak postavit, pokud nemame
k dispozici zadné koule.

Jak spocitdme dp;; pro vétsi ¢ nebo j? Snéhuldky, které
smi pouzivat jen koule prvnich 7 velikosti, mizeme rozdélit
na dvé skupiny: ty, které kouli i-té velikosti pouzivaji, a ty
co ne. Snéhuléka, ktery takovou kouli obsahuje, mizeme po-
stavit tak, Ze vezmeme jednoho z dp ;1 ;_; o kouli mensich
snéhuldki, co nepouzivaji velikost ¢, a pfidame do néj jed-
nu z V; kouli spravné velikosti. Pocet takovychto snéhulakt

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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bude V; dp ;—1 j—1. Pocet snéhuldki, které i-tou velikost ne-
pouzivaji, bude jednoduse dp;_; ;. Pocet sné¢huldkti obou
druhti jednoduse sec¢teme, ¢imz ziskame Sikovny vzorecek:

dpi;=Vidpi—1j—1+dpi—1;

Vsimneme si, Ze abychom mohli spocitat dp; ;, tak staci,
abychom méli spoc¢itané vSechna dp i/ ;o pro i’ <ia j < j.
Pokud si hodnoty dp predstavime jako tabulku o m + 1
sloupcich a k + 1 fadcich, pak mtzeme jeji hodnoty pocitat
postupné zleva doprava a seshora dolu, aniz bychom kdyko-
liv potifebovali znat hodnotu policka, které jsme jesté nespo-
¢itali. Takto spocitame dp pr i v Case O(MK) C O(NK).

Pfi feSeni lohy narazime na to, ze pocet moznych snéhula-
kit m4 tisice ¢islic. V nékterych programovacich jazycich se
takto velké ¢islo viibec nevejde do béznych ciselnych pro-
ménnych, jiné jazyky (napf. Python) sice libovolné velka
¢isla podporuji, ale matematické operace s nimi trvaji dlou-
ho. Zadani po nas ale nastésti nechce cely vysledek, ale jen
jeho zbytek po déleni ¢islem 1000000 007. Tento zbytek po
déleni nemusime pocitat az na konci, ale mizeme jej poci-
tat priubézné po kazdé aritmetické operaci, aniz bychom tim
ovlivnili vysledek. Tim zajistime, Ze ¢isla, se kterymi pra-
cujeme, jsou rozumné mala. Vice o tomto pozoruhodném
pravidle se miizete do¢ist v nasi kuchaice o teorii ¢isel.?

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/36-4-2.py

Ulohu pripravili: Kristyna Petrlikovd, Ben Swart

36-4-3 Sklad s bednami

Vytesme nejprve otdzku znaceni. Pocet beden budeme v
tomto textu znacit B a délku posloupnosti pohybu V.

Pomalé feseni

Ulohu miizeme Fesit pomoci simulace jednotlivych pohybi
voziku ve skladisti. Zalozime si binarni vyhledéavaci strom,
ktery bude v priibéhu algoritmu udrzovat aktualné né&jakou

bednou zabrané pozice a nasledné zacneme posouvat vozik
presné podle jednotlivych instrukci.

Vsimnéme si, ze kdyz vozik narazi béhem simulace do sou-
vislé fady beden, tak jeji hromadné posunuti o 1 ve smé-
ru pohybu odpovida presunuti bedny, do které narazil, na
prvni volné pole ve sméru pohybu. To je zaruceno nerozli-
Sitelnosti beden.

Jakmile tedy po pfesunu voziku zjistime, Ze se nachazi na
poli zabraném néjakou bednou, za¢neme prochéazet pole ve
sméru pohybu a kontrolovat jejich obsazenost pomoci vy-
hledavaciho stromu, dokud nenarazime na prvni volnou po-
zici. Nasledné z vyhledavaciho stromu odstranime ptvodni
pozici a vlozime do néj pozici novou.

Na konci simulace projdeme nas binarni vyhledavaci strom
vypiSeme vSechny pozice, jez obsahuje.

Casové slozitost tohoto algoritmu bude rovna O(N Blog B),
nebot v kazdém z N kroki simulace potiebujeme provést
az B operaci s binarnim vyhledavacim stromem.

Rychlejsi feseni

Ztstaneme u simulace, nicméné ji znatelné urychlime.
Nahlédneme, ze nas v kazdém kroku simulace nejvice zpo-

maluje pfesun beden, konkrétné hledani prvni volné pozice
ve sméru pohybu.

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel]
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Tu lze vsak najit mnohem rychleji, nez priichodem az B
beden. Vybudujeme si za timto i¢elem binarni vyhledévaci
strom zvlast pro kazdy fadek a sloupec. Nebudeme v nich
nicméné tentokrat uklddat jednotlivé pozice beden, ale celé
souvislé useky zabrané bednami.

Vyhledavaci strom nemusime pro uchovani tseki nijak pri-
zpusobit, vyuZijeme toho, Ze se tiseky na daném radku ¢i
sloupci nikdy nepfekryvaji, takze je mtzeme ve stromu po-
rovnévat tfeba podle jejich levych soufadnic.

Nyni k priibéhu samotné simulace. Pfedpokladejme, Ze se
vozik pohnul smérem doprava ¢i doleva. Pokud se pohnul
nahoru nebo dold, budeme postupovat podobné, jen zamé-
nime radky a sloupce.

Nejprve zkontrolujeme, zda se vozik pfesunul na pozici za-
branou bednou, tedy zda lezi v okraji néjakého tiseku. Po-
kud se vozik pohnul doprava, vyhleddme ve stromu odpo-
vidajicimu aktualnimu fadku pfimo soufadnici = voziku. V
pripadé, Ze se vozik pohnul smérem doleva, nalezneme ve
stromu nejblizsi tsek zleva a porovname s vozikem pravou
soufadnici tseku.

Zjistime-li, ze se vozik nachazi na poli zabraném bednou,
vyjmeme nalezeny tisek ze stromu pro aktualni fadek a zvét-
Sime ¢i zmensSime jeho krajni soufadnice podle sméru pohy-
bu. Nemtzeme jej vsak nyni jen tak vratit zpét do stromu,
posunutim tseku mohlo totiz dojit k jeho spojeni se sou-
sednim.

Nalezneme tedy ve stromu nejblizsi sousedni tisek, a pokud
mezi nim a posunutym utsekem nelezi zadné pole, spojime
je a vysledek vlozime zpét do stromu.

Aktualizovali jsme udaje pro dany fadek, nicméné je tfeba
upravit data i ve stromech, jez odpovidaji sloupctim.

Vzpomeneme si, ze posunuti tseku o jedna libovolnym smé-
rem odpovida presunuti bedny, do které vozik narazil, na
prvni volné misto ve sméru pohybu.

Stejnym zpusobem provedeme i aktualizace sloupct, vyjme-
me bednu ze stromu odpovidajicimu sloupci, kde se nacha-
zela bedna, do které vozik narazil, a vlozime ji do stromu
odpovidajicimu sloupci, kde se puvodné nachazela prvni
volnd mezera. Nesmime zapomenout, Ze pracujeme s in-
tervaly a ne se samostatnymi bednami. Operace vyjmuti
odpovidé odstranéni souvislého tiseku, jehoz je bedna sou-
casti, a jeho naslednému nahrazeni az dvéma tseky vznik-
lymi odstranénim dané bedny. Operace vlozeni bedny zase
odpovida vlozeni tseku délky 1, nicméné muize byt nutné
tento interval spojit se sousednimi tseky.

Stavba stromu

Pred zacatkem simulace je nutné nejprve rychle postavit
binarni vyhledavaci stromy pro dané fadky a sloupce.

K tomu potfebujeme nezbytné védét, jaké bedny jsou na
stejném tadku ¢i sloupci. Dale se nam bude hodit znalost
vzajemného poradi beden na jednotlivych radcich a sloup-
cich, nebot se d4 binarni vyhleddvaci strom postavit s po-
moci setfizené posloupnosti prvkid v linedrnim case.

Obé informace muzeme snadno zjistit pomoci dvou lexiko-
grafickych usporadani beden, jednoho fazeného primarné
podle x a druhého fazeného primarné podle y.

Ta bychom mohli nalézt v O(Blog B) pomoci libovolného
tfidiciho algoritmu zalozeného na porovnavani, nicméné se
s né¢im takovym nespokojime.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/36-4-2.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel

Nejprve nahlédneme, Ze nepotfebujeme nutné stromy pro
vSechny radky a sloupce. Pokud budeme napftiklad tridit
priméarné podle y a sekundarné podle x, tak ndm staci vy-
budovat jen stromy odpovidajici fadkim vzdalenym nejvy-
Se N od radku, na kterém lezi vozik ve vychozi pozici. To
plati, protoze potfebujeme stromy jen kvili simulaci hori-
zontalnich pohybi voziku a aby bylo mozné na téchto fad-
cich pfesouvat bedny doleva ¢i doprava, je nutné se na tyto
radky nejprve dostat. To ovSem neni pro zadny radek vzda-
lenégjsi nez N z divodu omezené délky posloupnosti pohybu
mozné.

Totéz uvazime i pro sloupce a vylouc¢ime jakykoliv sloupec
vzdalenéjsi od vychozi pozice vice nez N.

Odkazy na jednotlivé stromy si tedy mizeme ulozit do dvou
poli velikosti O(N), coz znamend, Ze jsme schopni pfistou-
pit k libovolnému stromu v konstantnim case.

Plati, Zze se dokonce ani na zbyvajicich fadcich a sloupcich
nemusime zabyvat vzdy nutné vSemi bednami. Nékteré bed-
ny totiz mohou byt ptili§ vzdaleny na to, aby dokazal vozik
v N pohybech néjak ovlivnit jejich pozici. Lezi-li bedna a
vozik na stejném tadku ¢i sloupci a nachazi se mezi nimi
alesponi N + B poli, nemize vozik s N pohyby tuto bednu
nikdy pfesunout.

Zkusme se zamyslet, pro¢ tohle plati. Vozik muze bednu
presunout bud pfimo, to dojde ke kontaktu voziku s bed-
nou, a nebo nepiimo, kdy je bedna tlacena jinou bednou.

K primému presunuti takto vzdalené bedny urcité dojit ne-
mize, protoze ma vozik k dispozici jen N pohybi.

U nepifimého presunuti uz to neni tak jednoznacné. Aby
mohl vozik néjak ovlivnit pozici bedny, musi mezi vozikem
a bednou lezet souvisly uisek beden. Na pocatku se nicmé-
né mezi bednou a vozikem nachézi minimalné N prazdnych
poli. Na kazdé ptiblizeni voziku smérem k bedné potom mi-
zeme nahlizet jako na odstranéni jednoho prazdného pole z
oblasti mezi cilovou bednou a vozikem. I kdyby tedy po N
posunech voziku smérem k bedné byly odstranény vsechna
prazdna pole, tak by jiz nemél vozik k dispozici zadny po-
hyb k pfesunuti bedny. Mizeme si téz rozmyslet, Ze ndm
nijak nepomuze prechazet mezi radky ¢i sloupci.

7 tohoto pozorovani plyne, Ze v nasich stromech vybudova-
nych pro fadky ¢i sloupce nepotiebujeme zadné bedny ve
vzdalenosti vétsi nez N + B od vychoziho z ¢i y. To zname-
na, ze soufadnice vSech beden, které potfebujeme setridit,
jsou ¢isla v rozsahu o velkosti O(N + B). Mtzeme tedy obé
lexikografickd uspotradani nalézt pomoci pfihradkového tii-
déni v O(N + B) a v takovém Case jsme i schopni postavit
samotné stromy.

Vypsani pozic viech beden

Protoze jiz ve vyhledavacich stromech neuchovavame nutné
vSechny bedny, neni vypsani zabranych pozic tak primoca-
ré.

Pozice vSech beden, které se nenachazi v zadném vyhleda-
vacim stromu, se nemohly béhem simulace zménit, takze je
milZeme rovnou vypsat.

Zbylé bedny se jiz nachéazi zakédovany v tsecich v jednotli-
vych stromech. Mzeme tedy vSechny stromy v O(B) projit
a z useki nasledné vygenerovat souradnice beden.

Jen si jesté musime dat pozor, Ze jsou nékteré pozice zako-
dovany ve stromech dvakrat, jednou ve stromu pro odpovi-
dajici fadek a podruhé ve stromu pro odpovidajici sloupec.
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Kazda takova bedna mé rozdil obou soutfadnic s vychozi
pozici mensi nebo roven N, takze jsme schopni snadno v
kazdém stromu rozhodnout, jakad jeho c¢ast je obsazena ve
vice vyhledévacich stromech a zamezit duplicitnim infor-
macim na vystupu.

» v ’ ve
Casova a pamétova slozitost

Nejprve jsme v O(N + B) postavili jednotlivé stromy. Na-
sledné jsme v kazdém z N krok® simulace provedli kon-
stantni pocet operaci s bindrnim vyhledavacim stromem
velikosti O(B) a na zavér jsme v O(B) nalezli a vypsali
viechny bednami zabrané pozice. Casova slozitost tohoto
algoritmu tak bude O(N log B + B).

Pamétova slozitost algoritmu bude O(N + B), nebot k pfi-
hradkovému tfidéni potiebujeme O(N + B) paméti a i za-
brany prostor vsemi stromy spolu s pomocnymi poli s od-
kazy nepresahne O(N + B).

Jesté vétsi zrychleni

Mizete si jako cviceni rozmyslet, Ze se da algoritmus drob-
nou tpravou urychlit na O(N logmin(B, N) + B). Staéi k
tomu nalézt na kazdém radku presnéjsi odhad pro nejbliz-
§1 bednu, kterou nemtze vozik na daném fadku ¢i sloupci
nikdy pfesunout.

Dale si vSimnéme, Ze jsme sice pfi stavbé stromt vyuzivali
toho, Ze pracujeme s malym rozsahem soufadnic, nicméné
jsme tuto skutecnost viibec nevyuzili pfi samotné simulaci.

Pro rychlou praci s celymi ¢isly v pevné daném rozsahu
existuje zvlastni datovd struktura zvand y-fast strom (v
angli¢ting y-fast trie). Casové sloZitosti jednotlivych ope-
raci v tomto stromu jiz nezévisi na poctu v ném uloZenych
hodnot, ale na jejich rozsahu. Zaroven vsSak strom nadale
zabird linearni mnozstvi paméti vzhledem k poctu obsa-
zenych prvkid. Za nizké naroky na pamét bohuzel platime
nutnosti pouzit hashovani a tedy i horsi c¢asovou slozitosti
nékterych operaci v nejhorsim pfipadé. D4 se vSak ukazat,
ze tyto operace pobézi dostatecné rychle alespon prumérné
amortizované.

Necht je U rozsah celych ¢isel, se kterymi pracujeme, a N
pocet prvkl stromu.

Operace nalezeni konkrétniho ¢isla i nejblizsi nizsi a vyssi
hodnoty bude vzdy trvat O(loglogU). Operace vkladani a
mazani prvki jiz nemusi byt pokazdé tak rychlé, nicméné
budou trvat O(loglog U) primeérné amortizované. Se zna-
losti vzajemného poradi prvkd jsme schopni postavit sa-
motny strom v priméru v O(N).

To jsou vSechny operace, které od naseho stromu potiebu-
jeme. Protoze je rozsah soufadnic velky O(N + B), bude
mit algoritmus po pouziti této datové struktury priamérnou
¢asovou slozitost O(N loglog(N + B) + B).

Pamétova slozitost tohoto algoritmu zistane O(N + B).

Ulohu pripravili: David Kold,
Vojta Lancaric¢, Dan Skypala

36-4-4 Heslo

¢35 Vzhledem k tomu, Ze zad4ni neni moc obsahlé, ne-
LN zbyva ndm nic jiného nez zkusit néjaké heslo vy-
tvofit a odevzdat ho. Tam zjistime hlavni princip dlohy —
odevzdavatko ma seznam 10 pravidel, které heslo musi spl-
novat. Ty kontroluje v daném potadi, kde za splnéné pravi-
dlo da bod a nesplnéné vypise a nekontroluje dalsi pravidla.



Zde je seznam pravidel pro nahlédnuti. V hranatych zavor-
kach znacime udaje, které se ménily pro konkrétni vygene-
rovany vstup:

® Heslo musi obsahovat malé pismeno, velké pismeno a Cis-
lo.

® Pocet malych a velkych pismen se mize lisit nejvyse o 1.

e Soucet fimskych ¢islic musi byt roven aktualni minuté.

e Soucet atomovych ¢isel prvki v hesle musi byt [¢islo].

e Heslo musi obsahovat jméno mésta na [souradnicich].

® Heslo musi obsahovat jednoho z nasich sponzort.

e Heslo nesmi obsahovat [pismeno].

e Heslo musi obsahovat kéd tlohy s [hrosikem] v zadéni.

e Heslo musi mit prvociselnou délku.

® Pro potvrzeni zadej heslo znovu:

Nicméné se brzo ukaze, ze pravidla se navzajem ovliviiuji —
Napf. zména minuty méni pocet I v hesle, a piidani téch
méni soucet atomovych ¢éisel. A tak podobné.

Navic fimské minuty a platnost vstupt ndm nedavaji moc
¢asu, coz tlohu ¢inni ru¢éné nefesitelnou. Ale tak si pojdme
napsat program, kdyz uz jsme ten Koresponden¢éni Seminar
z Programovani.

Abychom se vyhnuli ovliviiovani pravidel, zpracovivejme je
v jiném potadi, nez je vypisuje odevzdavatko. Totiz tako-
vém, kde se nemusime k jiz splnénym pravidlim vracet:

Zakazané pismeno

Nez vubec zaneme cokoliv pridavat, uvédomme si, Ze do
hesla vibec nemutzeme pridat jedno pismeno. Nicméné za-
kézané pismeno nebude takové, bez kterého by tiloha nesla
vyfesit. (Tedy z mésta na soufadnicich, IX z fimské minu-
ty a z, pokud hrosik pochézel ze ztka.*) U viech ostatnich
pravidel existuji alesponn dvé moznosti bez spole¢nych pis-
men.

Sponzor

Zde stacilo najit jednoho z nasich sponzort na strankéch.
Sponzori byli napt. MFF, MSMT, RSJ nebo JetBrains. Né-
ktefi sice obsahuji velké pismeno, které porusuje pravidlo
s Fimskymi minutami, nicméné $lo je celé napsat malymi
pismeny.

https://ksp.mff.cuni.cz/7

Meésto na souradnicich

Tady se jedné o pravidlo na hledani vhodné knihovny. Rych-
16 vyhledavani najde pfesné to,® co bychom potfebovali.

Uloha s hrosikem

Pravidlo na scrapovani webu. Nicméné ve struktuie webu
obrazek hrosika neni syn nadpisu dané tulohy. Ale to vyfe-
sime tak, ze budeme tagy prochézet poporadé a pamatovat
si, ve které uloze aktualné jsme.

Rimsk4 minuta

Prvnim napadem by mohlo byt doplnit spravny pocet I.
Ale pro vyssi po¢ty minut to rychle selze, protoze atomové
¢islo jodu je 53 a cilovy soucet atomovych ¢isel je okolo 750.
Ale staéi pouZit piridat spravny pocet X a I, coz funguje
spolehliveé.

Poznamka na okraj: Tohle se hodi délat az po casové na-
ro¢ném pravidle s hrosikem, protoze trva dlouho a mezitim
se mlze zménit minuta.

Soucet atomovych disel

Zacénéme tim, ze fimskd minuta a mésto nas miize donutit
jiz néjaké prvky pridat. Proto si nejdiiv spocitejme rozdil
aktualniho a cilového souctu.

Pokud zakazané pismeno neni H, tak pridejme vodik. Jinak
predpokladejme, ze rozdil je alespon alesponi 3. Heslo do-
pliime nejdfiv Li, Be nebo B (s atomovymi ¢isly 3, 4 a 5),
podle zbytku po déleni tfemi. Ted je rozdil délitelny tfemi
a muzeme pridat spravny pocet lithia.

Balancovani velkych a malych pismen

Zde staci spocitat castéjsi velikost pismen a doplnit pisme-
nem jinym od zakézaného.

Malé, velké pismeno, ¢islo

Malé a velké pismeno uz urcité mame kvili pfedchozim
bodtim, piidejme do hesla ¢islici.

Prvociselna délka

Tady si najdeme nejmensi prvocislo vétsi rovno nez délka
hesla. To muZzeme délat ovéfovanim podle definice, nebo

Eratosthenovym sitem. Poté doplnime d¢islicemi tak, aby
délka hesla byla prvociselné.

Pro potvrzeni zadej heslo znovu:

Posledni pravidlo bylo hlavné trikové a stacilo heslo vypsat
dvakrat za sebou na rtizné radky.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/36-4-4.py

Ulohu pripravili: Adam Jahoda,
David Klement, Dan Skypala

36-4-X1 Pocet kocek
Koéka klasicka

Nejprve si rozmyslime, jak se hledé kocka klasicka, tedy Te-
tézec KOCKA. Budeme prochéazet textem zleva doprava a po-
Citat, kolikrat uz jsme potkali jednotlivé prefixy kocky. Bu-
deme si tedy udrzovat pocitadla pk, pko, PKOC 8% PKOCKA -
Kdykoliv narazime na novy znak textu, provedeme:

> https://datascientyst.com/reverse-geocoding-latitude-longitude-city-country-python-pandas/|
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® X: objevime jednak novy vyskyt prefixu K, jednak kazdy
predchozi vyskyt KOC rozsifime na KOCK. V feci pocitadel
tedy px += 1 a pkock += PKoC-

e 0: z kazdého K vznikne nové X0, tedy pxo += px-

® C: z kazdého KO vznikne nové KOC, tedy pxoc += pko-

e A: 7z kazdého KOCK vznikne celé KOCKA, ¢ili pxocka +=

PKOCK-
® jiné pismeno: pocitadla se nezméni.

Ted se nabizi ¥ici si, ze se pfeci pokazdé jednd o néjaké li-
nearni transformace vektoru pocitadel (pg,...,PkocKA);s
sdhnout po lotiském seridlu o linedrni algebie® a transfor-
mace elegantné popsat nasobenim matic.

Jenze ouha: pfi vyskytu K pfi¢itame jednicku, coz neni line-
arni, nybrz afinni transformace (stejné jako je v geometrii
posunuti). Mohli bychom reprezentaci maticemi rozsifit i
na afinni zobrazeni, ale misto toho si pomtzeme jednodu-
chym trikem: Pfedstavime si, Ze na zacatku kocky je néjaky
specidlni znak Q. ktery se vyskytuje tésné pied zacatkem
textu a pak uz nikde jinde. Tim padem po bude vzdy 1 a
za kazdé K provedeme px += po.

Ted uz miZeme reakce na jednotlivé znaky textu popsat
maticemi:

100 0 0O 100 0 00
110 0 00 010000
001 0O0O0 011000
K= 0001 O00O0 0= 0 001060
000110 0 00O0T1FPO
00 0 0 O01 0 00 001
10 0 0 0O 10 00 00
010000 01 0 0O0TO
001 00O 001 0O0O0
C= 0 01 100 A= 0001 00O
0 00O0T1PO 000 O0T1TPO0
0 00001 000 011

(znaktim nevyskytujicim se v ko¢ce pfifadime jednotkovou
matici). P¥i vyskytu K pak (sloupcovy) vektor pocitadel
nasobime matici K zleva:

po po
PK PK
PKO LK PKO
PKOC PKOC
PKOCK PKOCK
PKOCKA PKOCKA

a podobné pro dalsi znaky a jejich matice.

Textu délky T tedy miizeme pfifadit néjakou posloupnost
matic My, ..., Mt a bude platit:

Pxo = M;M,--- My
PKOC

PKOCK
PKOCKA

S o oo o

Koéka obecna

Pro obecnou kocku délky K sestrojime matice podobné.
Budou to matice tvaru (K + 1) x (K + 1), jejichz indexy
rfadkt a sloupct budou odpovidat prefixim kocky; prvni

6 https://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/serialy.htm]|

radek a sloupec odpovidaji prazdnému prefixu, tedy virtu-
alnimu znaku ©. Matice pro znak z bude mit jednicky na
hlavni diagonale a kdykoliv se d4 (i — 1)-ni prefix rozsitit na
i-ty pfidanim z, umistime dalsi jedni¢ku na pozici (é,7— 1).
Pokud se z vibec nevyskytne v kocce, dava toto pravidlo
jednotkovou matici.

Intervalové stromy

K vyteseni tllohy ndm ted staéi vybudovat datovou struk-
turu pro posloupnost matic, ktera bude umét pro libovolny
usek posloupnosti rychle spocitat soucin matic v tseku.

Na to se da pouzit naptiklad intervalovy strom, jehoz listy
budou odpovidat prvkam posloupnosti a kazdy vnitini vr-
chol bude obsahovat soucin matic ve svych détech. (Oproti
stromtim nad posloupnostmi ¢isel si musime davat pozor
na to, ze nasobeni matic neni komutativni. To ale interva-
lovému stromu nevadi, potfebuje pouze asociativitu a tu
néasobeni matic spliiuje.)

Strom vybudujeme pomoci O(T') nésobeni matic. Kazdé
z nich poéitame v ¢ase O(K?), coz bychom pifpadné mohli
zrychlit Strassenovym algoritmem, ale jelikoz je K mno-
hem mensi nez T, nebudeme tento krok dal optimalizovat.
Vytvofit cely strom nam tedy trva O(K3T).

Intervalovy dotaz potfebuje projit cestu z listi ohranicuji-
cich interval do jejich nejblizsiho spole¢ného predka a v kaz-
dém vrcholu provést O(1) nésobeni matic. Cesta mé loga-
ritmickou délku, takze cely dotaz trva O(K?>logT).

Ze soucinu matic v intervalu pak dostaneme hledany pocet
kocek jednim dal$im nasobenim matic, coz asymptotickou
slozitost nezhorsi.

Staticka struktura

Zkusme se nad problémem zamyslet abstraktnéji: mame
néjakou posloupnost prvkt zi,...,zx a néjakou asocia-
tivni operaci *, které budeme rikat nasobeni. Chceme sta-
tickou datovou strukturu, kterda umi odpovidat na dotazy
TixTip1%. .. %2;. Pl analyze ¢asové sloZitosti budeme zatim
predpokladat, ze x umime spocitat v konstantnim case.

Intervalové stromy nas obecny problém resi, ale dokazaly by
fungovat i dynamicky — pfepocitavat strukturu pfi zménach
prvki posloupnosti. To je zbytecné silné: nam staci staticka
struktura, a ta opravdu mize byt efektivnéjsi.

Posloupnost rozdélime v poloviné a rozlisime dva druhy do-
tazli: jedny kiizi polovinu (polovina je obsaZena uvnitf in-
pro levou polovinu si predpocitame suffixové soudiny, pro
pravou polovinu prefixové. Kazdy kiizici dotaz pak ziskame
vynasobenim suffixového soucinu s prefixovym. Co s nekfi-
zicimi dotazy? Vybudujeme datové struktury stejného typu
zv14st pro levou a pro pravou polovinu.

Cas potfebny na vybudovani struktury velikosti N mfizeme
vyjadrit rekurentné:

t(N) = O(N) + 2t(N/2)

kde ©(NN) stoji vypocet prefixovych a suffixovych soucintt
a 2t(N/2) rekurze na podstruktury pro poloviny. To je re-
kurence dobfe znama z Mergesortu, jejim feSenim je funkce
t(N) € ©(Nlog N).

Jak vyhodnotime dotaz: pokud je krizici, zvladneme to v ¢a-
se O(1) kombinaci pfedpocitaného suffixu s prefixem. Je-li
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nekiizici, pfedame ho podstruktufe pro prislusnou polovi-
nu. K predani podstruktuife mtze ovsem dojit az log N-
krat, coz by nam kazilo slozitost. Zde pomuze spocitat, kolik
nejvyssich biti mé spoleénych zacatek a konec intervalu —
to nam fekne hloubku zanofeni a hodnota téchto biti iden-
tifikuje, ve které podstruktufe této hloubky mame hledat.
Spolecné nejvyssi bity dvou éisel lze spocitat v konstantnim
Case predpocitanou tabulkou, kterou budeme indexovat bi-
narnim xorem obou ¢isel. Takto dokazeme na kazdy dotaz
odpovédét v konstantnim case.

Pri pouziti této datové struktury k pocitani kocek bude-
me jeSté muset vynasobit slozitost operaci slozitosti na-
sobeni matic O(K?). Vybudovéani struktury tedy potrva
O(K3T1ogT) a dotaz pobézi v ¢ase O(K?).

Dodejme jesté, ze podobnou dekompozici na podstruktu-
ry jde provést i obecnéji a zrychlovat predvypocet za cenu
zpomalovani dotazu. Obé slozitosti se vyrovnaji na pred-
vypoctu v éase O(Na(N)) a dotazu v O(a(N)), kde « je
inverzni Ackermannova funkce, kterou jste mozné potkali
v analyze Union-Findu. My si nicméné detaily odpustime,
protoze nasledujici feSeni bude jesté lepsi.

Prefixové soucty

vz

Uplné nejjednodussi datovou strukturou pro vyhodnocova-
ni operace pies interval jsou staré dobré prefixové soucty.
Proc¢ se vlastné nedaji pouzit v této tiloze? Zkusme to.

Chtéli bychom si predpocitat vSechny souciny

P, =M;M;---M;

a dodefinovat Py jako jednotkovou matici. Dotaz na soucin
useku M, - - - M; bychom pak vyhodnotili jako P;lle.

S tim nastanou dva problémy. Tim méné vaznym je, Ze né-
sobeni matic nekomutuje. Rozmyslime-li si ovSem, ze plati
(AB)~! = B7'A~! miZeme ovéiit, ze

P LP; = (M - M) - (M --- M)

coz se skuteéné pokrati na pozadovany soucin.

vvvvv

bec nemusi existovat, a tim paddem ani P; 1 To vicemé-
né znemoziuje pouzivat prefixové soucty pro obecné tlohy
o maticovych soucinech. Ale zrovna pro nase matice to pre-
kvapivé dopadne dobie @

Vsechny matice M; jsou dolni trojuhelnikové a determi-
nant trojuhelnikové matice je (trividlné podle definice) ro-
ven soucinu prvkd na hlavni diagondle. Nase matice tedy
maji determinant rovny jedné, takze jsou regularni a maji
inverzi.

Nejen to, dokonce se jejich inverze daji jednoduse vyjadrit.
Predstavme si néjakou ,kockovitou* matici, tfeba:

10 0 0 0 O
110 0 00
011000
MiOOOlOO
000 O0T1O0
00 0011

Tu mtzeme rozlozit na bloky, coz budou ¢tvercové podma-
tice umisténé na diagonale:

M, O 0
M = 0 M, O
0 0 M;

1 0

0
0], Ma=(1), M3 = 11

(1)

Kazdy blok méa jednicky jak na hlavni diagonéle, tak o 1 pod
ni. Vsimnéte si, ze kazdd matice z nasi tlohy jde rozdélit
na bloky tohoto tvaru.

Ted se bude hodit, ze ndsobime-li dvé matice sloZené z blokt
odpovidajicich velikosti, staci je nasobit po blocich — prvni
blok s prvnim, druhy s druhym a tak dale. Proto i inverzi
matice je mozné provadét po blocich.

Zbyva tedy ukazat, jak vypada inverze jednoho bloku. Re-
§ime maticovou rovnici typu

1 0 0 O aq b1 C1 d1 1 0 0 O
1 1 0 0 as b2 Co d2 o 01 0 O
01 1 0 as bg C3 d3 o 0 0 1 0
0 0 1 1 Qa4 b4 C4 d4 0 0 0 1

(je jedno, jestli hledanou inverzi nadsobime zleva nebo zpra-
va, vyjde to z obou stran stejné). Kazdy prvek jednotkové
matice na pravé strané je skalarnim soucinem radku bloku
se sloupcem inverze — to nam dava jednu linearni rovnici,
jejiz neznamé jsou prvky sloupce.

Pro prvni sloupec to dopadne néasledovné:

® Prvni rovnice: a; = 1.

® Druha rovnice: a; + as = 0, z ¢ehoz as = —1.
e Treti rovnice: as + az = 0, takze az = 1.

e Ctvrté rovnice: as + a4 = 0, a proto ay = —1.
V druhém sloupci ziskdme:

® Prvni rovnice: by = 0.

® Druhé rovnice: by + by = 1, z ¢ehoz by = 1.

e Treti rovnice: by + bs = 0, takze bg = —1.

e Ctvrta rovnice: b3 4+ by = 0, a proto by = 1.

Celkové to dopadne takto:

ay b1 C1 d1 1 0 0 0
azg by c do| [ -1 1 0 O
as b3 C3 d3 o 1 —1 1 0
aq b4 Cq d4 -1 1 -1 1

Pro blok velikosti k£ x k bude mit inverze v i-tém sloupci
nejprve ¢ — 1 nul a pak se budou stfidat jednicky s minus
jednickami. Nebo to muzeme popsat tak, Ze na hlavni dia-
gonale jednicky a pod diagonalou Ssachovnice z plus a minus
jednicek. (To je v souladu s tim, Ze inverze dolni trojihel-
nikové matice je zase dolni trojihelnikova.)

7Z toho plyne, ze inverzi ,kocCkovité“ matice dokédzeme spo-
¢itat v case O(K?), coz je dokonce rychlejsi nez maticové
nasobeni. Proto si mizeme rychle pfedpocitat nejen vSech-
ny souciny prefixi, ale také jejich inverze: ty staci v i-tém
kroku predvypoctu vynasobit zleva inverzi M} L
Piedvypocet tedy provede O(T') maticovych soudint, takze
potrva O(K®T). Dotaz pak obnasi O(1) néasobeni matic
v celkovém ¢ase O(K?). Datova struktura si pamatuje O(T')
matic, takZe zabere prostor O(K?2T).

Princip inkluze a exkluze

Jesté si predvedeme jedno feSeni s hezkou casovou slozi-
tosti. Inspirujeme se principem a exkluze (zahrnuti a vy-
loudeni) zndmym z kombinatoriky. Ve vsi obecnosti by se



dal formulovat tak, ze kdyz zapocitame néco navic, nasled-
né to odeCteme, ¢imz jsme zase mozna odecetli néco navic,
to pri¢teme atd. Prefixové soucty jsou trividlnim piikladem
takového vypoctu, ted se bude hodit jeden trochu méné
trivialni.

Necht P(a,b,i,j) tika, kolikrdt se v podfetézci textu na

indexech a,...,b — 1 vyskytuje podietézec kocky na in-
dexech i,...,7 — 1. Nase tloha po nas tedy chce pocitat
P(a,b,0,K).

Uvazujme takto: pfedpoéitdme si P(0,b,0, K) — to je podet
kocek v prvnich b znacich textu. Od toho ode¢teme pred-
pocitané P(0,a,0, K) — pocet kocek v prvnich a znacich.
Ted méme spravné zapocitané vsechny kocky od a do b, ale
navic i kocky, které kiizi a-ty znak. Tak je odpocitame: ko-
Cek, které maji nalevo od a svuj prefix délky £ a mezi a a b
zbytek, je P(0,a,0,¢)-P(a,b, ¢, K). Se¢tenim pies vSechna ¢
dostaneme:

P(a,b,0,K) = P(0,b,0,K) — P(0,a,0, K)
K—-1
— > P(0,a,0,0) - P(a,b,(, K).
/=1

Hodnoty P(0, néco,0, K) si miZzeme piedpocitat — je jich
jen O(T). Ale vsech P(a,b,?¢, K) uz je moc. Tak si pomi-

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|
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zeme rekurzi a predchozi vztah zobecnime:

P(a,b,i,K) = P(0,b,i,K) — P(0,a,i, K)

K—1
— Y P(0,a,i,0) P(a,b,(, K).
t=i+1
To uz funguje. Zname-li v8echna P(0, néco,0, K), mizeme
cely rekurzivni vypocet provést v éase O(K?). Na to staci

bud keSovat mezivysledky, anebo postupovat od ¢ = K
k¢=0.

Nakonec popiseme predvypocet. Budeme pocitat vSechna
P(0,b,14,j) indukei podle b (postupnym rozsifovinim tex-
tu). Inspirovéni ivahou o koéce klasické z tvodu, provede-
me to takto:

P(0,b,i,i) =1

P(0,b,4,5) = P(0,b—1,i,5) + {0P(07b— Li,j—1)
Horni variantu pouzijeme, pokud je b-ty znak textu je roven
(j — 1)-tému znaku kocky. Jinak pouzijeme dolni.
Piedvipocet tedy pobézi v ase O(K2T) a na kazdy dotaz
odpovime v ¢ase O(K?). Datové struktura zabere prostor
O(K>T).

Ulohu pripravil: Martin ,Medvéd“ Mares

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

Organizatori a kontakty:
https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|
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