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Skoncila druhé série KSP-Z a my vam pfinasime autorska feSeni tloh. Vérime, Ze vAm pomohou k tomu,
abyste se v programovani a hlavné v feseni problémi porad zlepsovali. Gratulujeme vSem, kdo ziskali

néjaké body!

A jako obvykle se nas nebojte zeptat, pokud vam cokoliv neni iplné jasné. Obratit se na nis muzete pres

férum na nasich strankach nebo e-mailem na ksp@mff.cuni.cz.

Reseni druhé série zacateénické kategorie 28. roéniku KSP

28-72-1 Pi#ed muzeem

U tloh tohoto typu, kde je na prvni pohled spousta riznych
spravnych vysledku, se ¢asto vyplati hledat néjaké konkrét-
ni, tfeba v néjakém smyslu nejmensi nebo prvni. Lépe pak
vyplyne, Ze pokud jsme feSeni nenasli, tak neexistuje.

Ukéazeme si jednoduché feseni, které nam nezabere vice ¢asu
nez vibec precist vstup. Pofidime si dvé ukazovatka a po-
jmenujeme si je jehla a seno. Jehla bude ukazovat na prvni-
ho zdka v hledané skupince (prvni znak na druhém fadku)
a seno na prvniho zdka v fadé (prvni znak v fadku t¥etim).

Nyni budeme hledat jehlu v kupce sena. Prvni zék, kterého
vybereme do skupinky, musi za¢inat pismenem, které nam
urcuje jehla. Pokud do skupinky dédme prvniho takového,
urcité nic nezkazime!

Budeme tedy posouvat ukazovatko seno, a jakmile se bude
znak pod jehlou a senem shodovat, vypiSeme pozici sena na
vystup. Pak posuneme jehlu doprava a opakujeme tvahu.
Dalsi vybrany zak mize byt bez Gjmy na obecnosti ten prv-
ni, na kterého narazime. Jakmile vybereme vSechny zaky ze
skupinky (dojedeme jehlou na konec fadky), kon¢ime.

Pokud bychom vyjeli senem za konec tretiho fadku, vime
jisté, ze zaddna takova skupinka mezi zaky neni. To ale za-
dani zakazovalo a vstupni data tento pfipad neobsahovala.

Vsimnéte si, ze ukazovatka posouvame jen doprava a pres
kazdé pismenko prejede ukazovatko jen jednou. Algoritmus
bézi v case linedrnim se souctem c¢isel na prvnim Fadku,
tedy s velikosti vstupu.

Program je opravdu jednoduchy, proto si v tom Céckovém
dovolime trochu magie. Zkuste si rozmyslet, co se tam déje.
Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-22-1.4

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-7Z2-1.py|

Ondra Hlavaty

28-7Z2-2 Prace pro Saru

Jesté nez si ukdzeme samotné spravné reseni, zodpovime
otazku, ktera vam jisté vrta hlavou: kde se tato jednodu-
cha hiicka s nisobenim a délenim ¢isel vlastné vzala? Ve
skuteCnosti je to matematicky problém znamy jako Collat-
zova domnénka (Collatz conjecture).

Ta fika, ze pokud vezmeme jakékoliv pfirozené ¢islo a stale
dokola na néj aplikujeme pravidla ze zadani (pokud je sudé,
vydélime jej dvéma; pokud je liché, vynasobime jej tFfemi

a pri¢teme jednicku), tak se vzdy nakonec dostaneme do
jednicky.

Problém byl poprvé formulovan v roce 1937 matematikem
Lotharem Collatzem a doposud zistava nevyfeSeny — tedy
nikdo jesté nenasel dilkaz, ze domnénka plati pro jakékoliv
¢islo.

Pocitacovou simulaci se ovétila spravnost pro vsechny hod-
noty mensi nez cca 250 (v nasi tiloze jste dostavali daleko
mensi). To v8ak neznamend, Ze se protiptiklad, tedy né&jaké
¢islo, které do jednicky nedojde, nemuze vyskytovat mezi
jesté vétsimi hodnotami.

A jak tedy vyfesit zadanou tlohu? Pfimocarym feSenim je
na kazdé cislo z intervalu aplikovat pravidla a pritom poci-
tat, kolik kroki potfebujeme pro dosazeni jednicky. Nasled-
né vypiseme cislo, které ma tento pocet nejvyssi. Takovy
postup stacil na vyfeseni mensich testovacich vstupi.

Pokud mame zajem o rychlejsi feSeni, musime uvazovat, zda
nepocitame néco vickrat, nez je nutné. Pii pocitani krokt
se Casto dostaneme do ¢isla, v némz jsme se predtim jiz
vyskytli, a postup zbytecné opakujeme. Napiiklad pro in-
terval 4...8 je pocet kroka pro osmicku roven poctu kroku
pro ¢tytku plus jedna — toho ale pfi pocitani osmicky vyuzit
nemuzeme, jelikoz si pocty nikde nepamatujeme.

Optimalnim fesenim je si vytvorit pole, indexované vse-
mi moznymi hodnotami, do kterych se pfi pocitani krokut
mizeme dostat. Typicky budeme vychazet z maximélniho
mozného ¢isla na vstupu.

Hodnoty, které nam vyjdou pfi pocitani, ale mohou byt
jeste vetsi, takze musime udélat rozumny odhad. Na indexu
I bude zapsan pocet kroki, nez se z ¢isla I dostaneme do
jednicky, nebo —1, pokud jej zatim neznédme. Na zacatku
budou vSechny hodnoty v poli nastavené na —1.

Pro kazdé ¢islo z intervalu pak aplikujeme pravidla jako
predtim, ale pamatujeme si hodnoty, pfes které jsme pro-
sli. Jakmile narazime na ¢islo, jehoz pocet kroki jiz zname
(a je tedy ulozeny v poli), vratime se pfes zapamatované
hodnoty zpét az do pivodniho ¢isla a pritom kazdému na-
stavime spravny pocet krokt. Zbytek probiha stejné jako
u ptivodniho feseni.

Protoze si nejsme jisti, Ze algoritmus skonc¢i, nebudeme ani
obecné urcovat Casovou slozitost.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-22-2.4

Kuba Marousek


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-1.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-2.c

28-72-3 Byli jsme tii

Jak muzeme mezi vSemi lidmi ve skole najit ty trojice, kte-
ré tvori dobii pratelé? Pfipomelime jesté, co dostaneme na
vstupu: pocet lidi NV, pocet dvojic lidi, ktefi spolu kamara-
di K, a nésledné K dvojic typu (a, b) fikajicich, Ze osoba a
a b jsou kamaradi.

Pokud jste uz nékdy slyseli o teorii grafi, asi pro vas nebylo
tézké si tlohu predstavit a pochopit spravné zadani. Pokud
jste o grafech jesté neslyseli, velmi doporucujeme precist si
zékladni kuchatfku.! Pro pochopeni tohoto textu sice neni
nezbytnd, ale mize vdm pomoci pti feseni dalsich podob-
nych tdloh.

Ale zpét k uloze. Jak ji fesit? Muze nas napadnout pfimo-
Caré TeSeni. Vyzkousime vsechny trojice lidi a ovéfime, zda
se kazda ze t¥i dvojic zna. Pfimou implementaci dostane-
me sice funkéni, ale velmi pomalé FeSeni. VyzkousSeni vSech
moznych trojic zaridime snadno pomoci tii vnotfenych cyk-
1. Vsech moznych trojic je fadové O(N?3). A pro kazdou
z nich projdeme vzdy cely vstup, abychom mezi vsemi pra-
telstvimi nasli t¥i dvojice lidi (a,d), (b,¢) a (¢, a).

Musime si dat pozor, kolikrat trojici zapocitame. Na kazdou
totiz narazime postupné Sestkrat, napriklad jako na trojice
012, 021, 102, 120, 201, 210. Tento problém mizeme
vytesit dvéma zptlisoby: bud vysledek pied vypsanim vydé-
lime Sesti, nebo trojici zapocitame pouze v pripadé, Ze Cisla
jednotlivych lidi budou v rostoucim poradi. Na to nesmime
zapomenout ani v nasledujicich FeSenich, v popisu to vsak
jiz znovu rozebirat nebudeme.

Celkova ¢asové slozitost popsaného algoritmu je O(N3K).
Za takovéto TeSeni ale moc bodti ziskat neslo.

Zrychlujeme

Cim travime drahocenny c¢as zbyte¢né? Hledanim. Reseni
vyse porad dokola hledd v celém seznamu pratelstvi jed-
notlivé dvojice. Co kdybychom o kazdé dvojici dokazali Fict
okamzité, zda se doty¢ni prateli, ¢i nikoli? Razem bychom
dostali feseni s ¢asovou slozitosti O(N?3).

Jak to tedy zaridit? Pofidime si tabulku N x N — dvou-
rozmérné pole, kde na pozici (i,j) bude jednicka, pokud
jsou lidé ¢ a j pratelé, v opacném pripadé nechape polic-
ko nulové. V feci graft bychom této tabulce fikali matice
sousednosti.

Asi vdm nemusime slozité popisovat, jak takovou tabulku
ziskat. Na zacatku si jednoduse pfecteme fadek po rfadku
cely vstup a vzdy si do matice sousednosti zapiseme na od-
povidajici pozice jednicku. Jen nezapomerte, ze pratelstvi
jsou vzajemnd, takze si chceme zapsat jednicku jak na po-
zici (4, 7), tak zaroven na (7, 1).

Sestaveni tabulky nam zabere ¢as O(N? + K). Pokud totiz
chceme néjakou pamét pouzivat, musime si ji nejprve pri-
pravit. A to zabere Fadové tolik ¢asu, kolik paméti chceme.?
I tak je vSak pfiprava rychlejsi, nez samotné zkouseni vSech
trojihelniki. Casové slozitost je tedy O(N?) a pamétova
O(N?).

Je dobré si uvédomit, ze pokud by se kazdy pratelil s kaz-
dym (v Teci teorie grafa se jednd o dping graf), je celkovy

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy|

NN WN=2) 45 Fadové N®. V obecném

3

pocet vsech trojic
piipadé tedy ani ¢asovou slozitost pod O(N?) nezlepsime.

Mame tedy vyhrano? Jesté ne. V zadéani byla spole¢na hor-
ni hranice pro podcet lidi i pfatelstvi: N, K < 10°. Rozhod-
né tedy nemfize nastat piipad, kdy N = 10° a kazdy zna
kazdého, protoze pak by vsech pratelstvi bylo téméi 1010,
Zajimame se zkratka o pripady, ve kterych je fadové stejné
lidi jako dvojic pratel. Mizeme tedy hovotit o takzvaném
Tidkém grafu — grafu, ktery neobsahuje mnoho hran.

HUSTE) WO W

Husté reSeni pro ridké grafy

Z ¢eho se takova trojice pratel sklada? Ze tii lidi a tii pra-
telstvi. Zatim jsme zkouseli brat postupné vSechny trojice
lidi a k nim dohledavali pratelstvi. Mohli bychom to také
celé otoCit. Vezmeme-li jedno konkrétni pratelstvi (fadek
vstupu, €ili jednu informaci, kterou si Sara zapsala), uréuje
nam jednozna¢né hned dvé konkrétni osoby a a b. K nim
uz staci jen vzit vSechny pratele b a zjistit, zda jsou také
prateli a; pokud ano, nasli jsme trojici.

Technicky zlepseni dosahneme i jen diky tomu, Ze budeme
existenci pratelstvi kontrolovat priibézné a ne az pro celou
trojici dohromady.

Tim dostaneme FeSeni s celkovou ¢asovou sloZitosti O(K -
N), pro kazdy vztah vyzkousime N lidi na doplnéni trojice.
Abychom omezili i pamétovou naro¢nost, musime se jesté
zbavit matice sousednosti (a nerozbit si u toho slozitost
¢asovou).

Pro kazdého si budeme pamatovat seznam lidi, se kterymi
se prateli. Pofidime si k tomu N-prvkové pole (pojmenujme
si je tfeba P) obsahujici spojové seznamy. Nasledné bude-
me pole prochézet — tim ziskdme prvniho z trojice, a. Pro-
chazenim seznamu pratel a budeme dostavat b, takto tedy
iterujeme pres vsechna pratelstvi.

Nyni sta¢i projit vSechny pratele b a zkontrolovat u nich
pouze to, ze se také ptrateli s a. Ke kontrole ptratelstvi s a
jsme diive pouZivali pravé matici sousednosti. Tu ted sice
k dispozici nemame, ale nic ndm nebrani si vzdy vytvorit
jeden jeji radek — ten s kamarady a.

Celé feseni proto bude vypadat takto: projdeme postupné
naSe pole P a pro kazdého ¢lovéka udélame nésledujici tti
kroky. Nejprve vytvofime jemu odpovidajici fadek z matice
sousednosti (projitim jeho seznamu pfatel).

V drubhém kroku budeme trojihelniky pocitat, postupné
pro kazdého z jiz projitého seznamu kamaradu a. A to tak,
7e ovéfime, ktefi pratelé b jsou i prateli a. Za kazdého spo-
le¢éného pric¢teme jednicku k celkovému pocitadlu trojic.

Toto se nemusi vzdy projevit, protoze pamét za nas muze piipravit opera¢ni systém. Casto to dokonce udéla tésné pred

samotnym zapisem do paméti.

3 Zde predpokladame, Ze program musi konkrétni trojihelniky najit.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy

Na zévér projdeme seznam jesté jednou a fadek matice po
sobé zase uklidime (vynulujeme mista s jednickou), tim si
ho pfipravime pro dalsiho ¢lovéka.

Pamétova slozitost je tedy O(K + N) a ¢asova slibenjych
O(K-N). A co Fici zavérem? Nezapomerite vysledek vydélit
Sesti.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-72-3.py|

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-72-3.4

Jenda Hadrava

28-7Z2-4 Rozsypana turbina

Jako prvni si vSimneme jedné zajimavé vlastnosti. Kazdé
pismeno se objevi na horni strané lopatky pravé tolikrat,
kolikrat se objevi na spodni strané.

Proc¢ tohle plati? Predstavme si tfeba, ze v poskladané tur-
biné nebudeme koukat na lopatky samotné, ale na jejich
spojeni — to vzdy obsahuje stejné pismenko, jednou nahofte,
jednou dole.

Zkusme ted lopatky poskladat. Jako prvni nds asi napadne
nejprve vzit ndhodnou lopatku, pod ni pfipojit libovolnou
z téch, které pod ni pripojit smime, a tak dale.

Jestlize uz mezi nezapojenymi lopatkami neni zadné, kte-
rou bychom mohli pfidat, musi byt mozné spojit posledni
a prvni lopatku. To plyne pravé z toho, ze vSechna pismen-
ka se vyskytuji stejnékrat nahote i dole. Pokud ma posledni
lopatka dole pismeno A a zddna nezapojend lopatka neméa
A nahote, nékde ndm jedno volné ,horni A“ chybi. Na spo-
ji zapojenych lopatek to byt nemuze, tam jsou pismenka

,obsazena“, musi to tedy byt na prvni lopatce.

Skvélé, sestavili jsme turbinu. Ta ale nemusi byt stejné velka
jako ta ptivodni, klidné ndm mohly zbyt nepouzité lopatky.
Co s nimi udélame? Nékam je vlozime.

Kdyz se budeme postupné divat na jednotlivé lopatky ho-
tové turbiny, dfive nebo pozdéji potkame takovou, na kte-
rou bychom (kdyby nebyla obsazena) mohli napojit n&jakou
z nezapojenych lopatek.

Turbinu tedy rozpojime. Oznac¢me si rozpojené lopatky tie-
ba 1 a 2. Ted k lopatce 1 pfipojime nezapojenou lopatku
a k ni budeme opét prikladat libovolnou lopatku z téch,
které ptidat smime (jsou nezapojené a maji stejné pisme-
no). Podobnym argumentem jako prve dojdeme k tomu,
7e az nebudeme mit co pripojit, musi byt mozné posledni
pridanou lopatku spojit s lopatkou 2.

Stejné muzeme pokracovat a zapojit dalsi zbyvajici lopatky.
Jen pozor, pii zkouméni lopatek v turbiné musime pokra-
Covat z lopatky 1, nikoliv 2, miZe se nam totiz stat néco
podobného jako na obrazku:

1

—
1 I

—

K[J—J[K]

Na zacatku mame nalezeny cyklus AB BC CA. Do néj se nam
podafti vlozit lopatky CD DK KD DC, takze dostavame AB BC
CD DK KD DC CA. Ve vkladani pokracujeme od lopatky 1
(BC). Pfimo k ni uz nic dalsiho nenajdeme, tak pokrac¢ujeme
lopatkou CD. Turbinu ovSem rozpojime az za DK.

Rozmysleme si, ze takto mtzeme postupné pridat opravdu
vSechny lopatky. Kdyby to mozné nebylo, musi ndm zi-
stat alespon jedna lopatka oznacend pismenkem, které se
vyskytuje v hotové turbiné. Jinak by vibec nebylo mozné
vSechny lopatky spojit, ale my vime, Ze to jit musi (pfedtim
spojené byly).

Jenze my lopatku v hotové turbiné neopustime, dokud na
ni mizeme néco napojit, tedy bychom nasi zbylou lopat-
ku byvali zapojili. Takze nam zadna takova lopatka zbyt
nemuze.

Dobfte, ted musime takovy postup efektivné naimplemen-
tovat. K implementaci miZzeme dojit dvéma tvahami, bud
do nich zahrneme klasické grafy, nebo ne.

Uvahy bez grafi

Hotovou turbinu budeme repre-
zentovat jako obousmeérny spojo-
vy seznam, abychom do ni uméli
rychle vkladat nové lopatky.

Horsi je to s nezapojenymi lo-
patkami, ty si potfebujeme pa-
matovat a zaroven v nich chce-
me umeét rychle najit libovolnou
vhodnou lopatku, tedy lopatku
oznacenou konkrétnim pismenem.

Tady trochu zneuzijeme, 7ze pismenek je malo.* Poiidime si
pole indexované pismenky (resp. tfeba jejich pofadim v abe-
ceds). Prvky tohoto pole budou spojové seznamy lopatek,
které maji na horni strané dané pismenko.

Kdyz budeme potfebovat lopatku oznacenou danym pis-
menkem, jednoduse vezmeme prvni z prislusného spojového
seznamu.

Jakou bude mit nas algoritmus slozitost? Za¢néme od pii-
déni lopatky do hotového kusu turbiny. To je konstantni,
O(1), protoze smazat prvni prvek ze spojového seznamu
i vlozit za konkrétni prvek zvladneme v konstantnim case.

Maléa zrada prichéazi, kdyz si rozmyslime slozitost projiti ce-
1é turbiny. Mohlo by se zdat, Ze ke kazdé lopatce mizeme
pfinejhorsim pfipojit vSechny lopatky, tedy pfi NV lopat-
kich by byla slozitost O(NN?). Ale béhem celého algoritmu
muzeme pridat jen N lopatek, takze celé napojovani trva
O(N).

Nacteni vstupu i vypis vystupu ndm trva linearné, cely al-
goritmus mé tedy ¢asovou slozitost O(N). Linedrni je i pa-
mé&tova sloZitost, celou dobu mame nékde uloZené informace
o N lopatkéach (byt se lopatky pfesouvaji mezi jednotlivymi
spojovymi seznamy).

Uvahy s grafy

Jestli se grafi nebojime, miZeme tlohu jednoduse pfevést
na grafovy problém. Pokud jste nékdy slyseli o hledani eu-
lerovského tahu, mél by vam ho popsany postup napadné
pripominat. V opa¢ném pripadé viele doporucujeme precist
si kuchatfku o prochézkach v grafu.’

4 Podotknéme, ze kdyby jich malo nebylo, mfizeme udélat néco podobného, ale bude to technicky komplikovanéjsi.
> http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/prochazky-po-grafech
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-3.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-3.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/prochazky-po-grafech

Jak ale pfevést lopatky na graf? Vcelku jednoduse, z pis-
menek udélame vrcholy, z lopatek pak hrany (za kazdou
lopatku povedeme hranu z pismene na jeji horni strané do
pismene na doln{ strané). Jenom pozor, Ze mezi dvéma vr-
choly miiZze vést vice hran (mizeme mit dvé stejné lopatky).
Grafu s takto nadsobnymi hranami se ¥ika multigraf.

Pouziti vSech hran ted odpovidéa pouziti vSech lopatek. Pri-
chod pres vrchol pak zajistuje, Ze lopatky na sebe budou
spravné napojené, tj. ze prvni lopatka kondéi stejnym pis-
menem, jakym zacind druha lopatka.

Tim, Ze se pismeno musi vzdy vyskytovat stejnékrat na hor-
ni i dolni strané, budou mit vSechny vrcholy sudy stupen,
eulerovsky tah tedy existuje. Stac¢i nam tak pustit na grafu
klasicky algoritmus.

Zbyva nam urdit slozitost. Jak slibuje kuchatka, algoritmus
na hledani eulerovského tahu je linearni v poctu vrcholt
a hran. Protoze pismenek méme ,, malo“, mizeme jejich po-
Cet prohlasit za konstantni, do slozitosti se nam tedy pro-
mitne jen pocet hran, coz je vlastné pocet lopatek.

Pro aplnost dodejme, ze vytvoreni grafu zvlddneme také
v linedrnim ¢ase — pro kazdou lopatku v konstantnim case
pfiddme do grafu hranu (tj. prvek do spojového seznamu
sousedii pfislusného pismena). Cely algoritmus bude mit
tedy pro N lopatek slozitost O(N).

Poznamka na okraj

Snadno si muzeme rozmyslet, ze obé tvahy vedou na vel-
mi podobny program, li§i se opravdu jen zpusob uvazovani
a pojmy, které pouzivame. Kouzlo informatiky je, ze v ta-
kovychto pripadech si kazdy mize vybrat ten pristup, ktery
mu vyhovuje, a pfesto mame vSichni stejné dobré feseni.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-72-4.py|

Martin Spanél & Karolina ,Karryanna® Buresovd

@ 28-7Z2-5 Prikop u T¥i soutdsek

Zpusobu, jak vyfesit tuto tlohu, bylo vice. My zde ukazeme
nékolik variant resSeni, které jsou linearni s délkou piikopu.
Ptredpokladame, ze vstupem je fada cisel, kde kazdé vyja-
difuje vysku prikopu na jednom decimetru délky.

Jedno z moznych feseni mohlo vypadat nasledovné — pro
kazdy usek (kazdy decimetr) zjistime, jakou nejvétsi vysku
ma piikop od né€j nalevo a napravo. Voda se na dané c¢asti
mize udrzet do mensi z nich, protoze jinak odtece.
Spocitat to mizeme tak, ze projdeme piikop zleva i zpra-
va a pri jednom prichodu si pro kazdou ¢ast zapisujeme
doposud nejvétsi vysku. Nakonec si z hodnot na stejnych
pozicich zapamatujeme tu nizsi.

Podivejme se na priklad:

Vstup: 1, 3, 2, 5, 4, 1, 3, 2
Maxima pruchodu zleva: 1, 3, 3, 5, 5, 5, 5, 5
Maxima prtuchodu zprava: 5, 5, 5, 5, 4, 3, 3, 2
Vysledné max. vysky: 1, 3, 3, 5, 4, 3, 3, 2

Vysledek uz dostaneme snadno — od ¢isla na i-té pozici
v poli maximalnich vySek odecteme vysku i-tého decimet-
ru piikopu a tento rozdil pfi¢teme do vysledného objemu
zadrzené vody.

Pro priklad vySe bychom postupné secetli hodnoty 0, 0,
1, 0, 0, 2, 0, O, takze se zadrzi 3 litry vody.

A proc¢ to celé funguje? V kazdém sloupecku se udrzi pravé
tolik litrd vody, kolik jsme za néj pricetli, tj. rozdil me-
zi vyskou hladiny a dnem pifikopu. Zbyva tedy ukazat, ze
v poli maximéalnich vysek mame opravdu ulozenou vysku
vodni hladiny na dané ¢asti. Vyska hladiny nemtize byt
vétsi, protoze jinak by vodé nic nebranilo v odteceni na
stranu s niz$im maximem. A zaroven se zde voda udrzi do
této vysky, protoze nalevo i napravo je prekazka, ktera sahé
alespon takto vysoko.

Reknéme, ze N je délka piikopu, tj. pocet ¢isel na vstu-
pu. Casova slozitost je linedrni. Pii poéitdni maximélnich
vysek projdeme vstup trikrat a kazdé cislo pouze porov-
name s jednim jinym ¢islem. PTi pocitani objemu zadrzené
vody opét projdeme dvé pole o velikosti N a pro kazdy
prvek provedeme konstantné operaci. Pamétova slozitost je
také linedrni, nebot si pamatujeme tii pole stejné velkd jako
vstup.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-722-5-1.py

Tento postup lze jesté vylepsit. MiiZzeme si vSimnout, Ze pii
pocitani vysek zleva a zprava se hodnoty po prejiti global-
niho maxima (nejvyssiho mista piikopu) uz neméni, takze
do pole s maximalnimi vyskami nikdy nevybereme hodno-
tu z levé, resp. pravé ¢asti. Pojdme se tedy podivat, jak
vypocet trosku zrychlit a jak uSet¥it pamét.

Nejprve najdeme misto, kde je pfikop nejvyssi, a oznacime
si ho M, tj. M bude oznacovat pozici, nikoliv vysku. Také se
nam bude hodit pomocna proménna mazx, ve které budeme
pocitat maximum z doposud projitych hodnot vysek.

Algoritmus postupné projde jednotlivé ¢asti prikopu zleva,
dokud nenarazi na nejvyssi misto M. Poté projde prikop
zprava, opét do M. Pfed druhym priichodem je nutné pro-
ménnou max vynulovat.

Pro kazdou ¢ést zaktualizuje proménnou max (je-li aktu-
alni ¢ast vyssi nez max, ulozi do max soucasnou vysku)
a spocita, kolik litrht vody se na ni drzi. To znamena, ze
do vysledného objemu pfic¢te rozdil max a aktudlni vys-
ky, takze pokud se nachézime na doposud nejvyssim bodé¢,
vSechna voda odsud odtece, ale pokud ne, néjaka voda se
zde zadrzi.

Pfipomenme, ze N je délka ptikopu. Hledani nejvyssiho
mista M zvlddneme v ¢ase O(N), protoze pfi jednom pru-
chodu vstupu porovname kazdé dvé sousedni vysky a ulo-
Zime si vétsi z nich. Samotny algoritmus vstup projde také
pouze jednou a pro kazdou ¢ast vykona konstantné ope-
raci, takze celkova Casova slozitost je O(N). Co se paméti
tyce, kromé samotného vstupu si pamatujeme pouze par
proménnych.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-22-5-2.py
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-4.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-5-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-5-2.py

Na zavér dodame, Ze i toto TeSeni se da jesté vylepsit tak,
abychom cely vstup prosli jen jednou. Na zacatku bychom
nehledali Zzddné maximum, ale misto toho bychom si po-
fidili dvé proménné pro pocitani maxima a dva ukazatele
na pozici — jednu dvojici pro prochéazeni zleva a jednu pro
prichod zprava.

Na dalsi tsek bychom posunuli ukazatel na té strané, kde
je hodnota maxima mensi. Do vysledného objemu pfi¢teme
to samé jako v predchozim algoritmu — rozdil maxima a ak-
tudlni vysky. Tim spojime vSechny t¥i faze (nalezeni global-
niho maxima, pocitani prubéznych maxim zleva a zprava
a pocitani vysledku) dohromady.

Ohledné paméti plati to samé, co v pfedchozim ptipadé. To-
to posledni feSeni by v realité vyhralo v rychlosti, alespon
pokud byste data ¢etli z obrovského souboru na (pomalém)
disku. Dva prichody by trvaly dvakrat tak dlouho, t¥i t¥i-
krat, atd.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-722-5-3.py

Katka Zakravska

@ 28-7Z2-6 Kalamita

Jako prvni si uvédomime jedno velmi dulezité pozorovani,
nikdy se nevyplati zrusit zastavku, kterd neni listem (tj.
neni konec¢nd). Proé tomu tak je? Inu, zruseni ne-konecné
zastavky zrusi i véechny zastavky za ni (viz zadéni), tedy
i alespon jednu dalsi (koneénou) zastavku.

To mame jisté kvuli faktu, Ze graf stanic je strom, tedy ne-
obsahuje zadné kruznice. Pteci jen kdyz nemame kruznice
a vydame se po néjaké cesté z centrdlni stanice, tieba pres
tu nasi rusenou, tak jednou urcité dojedeme na konec, tj. na
konec¢nou stanici. Koneckonctli, nase mésto neni nekonec¢né
a absence kruznic zarucuje, ze neprojedeme nic dvakrat.

Zruseni zastavky, ktera neni kone¢nd, tedy znamena, ze od-
fizneme od svéta lidi jak z té nasi zastavky, tak i jeji od-
povidajici konecné. A to je uréité vic lidi, nez by odfizlo
zruseni jen konecné.

Tim jsme pfisli na to, Ze urc¢ité budeme vzdycky rusit jen
konec¢né zastavky a zastavky, které se staly koneénymi zru-
Senim néjakych predchozich.

Pro jednodussi pfemysleni o zastavkach si jesté uvédomime,
ze s centralni zastavkou miiZzeme pocitat jako s tplné nor-
malni zastavkou, kterd ma pocet lidi néjaké extrémné velké
¢islo. To nam zajisti, ze ji vzdycky zrusime jako posledni.
To chceme, jelikoz jeji zruseni automaticky zrusi vSechny

6 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty|
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ostatni zbyvajici zastavky, a tedy je, dle argumentu vyse,
nevyhodné.

Nyni uz si sta¢i rozmyslet, v jakém poradi to budeme dé-
lat. I to je ovSem vcelku jasné, zadani nam totiz prikazuje,
abychom vzdy zrusili tu nejméné zaplnénou zastavku, tedy
takovou, kterd ma nejnizsi ¢islo. V tuto chvili by nas mohlo
napadnout najit vSechny konec¢né zastavky, v nich urcit tu
nejmensi, zru$it ji, znovu najit vSechny konecné zastavky,
a takhle dokud nam nezbyde jen centralni zastavka.

To by samoziejmé fungovalo, neni to ovSem ani zdaleka
efektivni feseni. Pfedné, kone¢né zastavky neni tfeba vzdy
hledat tiplné od zacatku. Zfejmé nam totiz plati, Ze jednou
konec¢né zastavky budou konecéné i poté, co néjakou odstra-
nime. A piibyt do klubu kone¢nych mize odstranénim né-
jaké konec¢né zastavky vzdy jen jedna nova, a to konkrétné
ta, ktera se zrusenou zastavkou sousedila.

Déle si také uvédomime, Ze z mnoziny aktualné konecnych
zastavek v kazdé fazi programu jen odstranujeme minimum
a pridavame jeden prvek, tedy operace, které az napadné
volaji po tom, abychom pouzili minimovou haldu. Pokud
nahodou nevite, co je minimovéa halda, pak si urcité precteé-
te nasi kuchaiku.® Ve zkratce jde ale o datovou strukturu,
kterd po vybudovéani (trvajicim linedrni ¢as) dokaze v lo-
garitmickém case vracet nejmensi prvek a jejiz oprava po
pridani libovolného prvku trva taktéz nejhtf logaritmicky
cas.

Kdyz si dame tyto dvé ivahy dohromady, tak se koneéné
dostaneme na idealni feSeni. Pfedné si najdeme vSechny
kone¢né zastavky a vytvorime si z nich minimovou haldu.
Jak hledédni (stac¢i prosté projit graf a vedle si pamatovat
zastévky, ze kterych uz dal jit nelze), tak tvorba haldy ndm
zabere linedrni ¢as, tedy O(N), kde N je pocet zastévek.

Nésledné vzdy z haldy odstranime minimum za O(log(N)),
podivame se na jejiho pfedchiidce, jestli nam vznikla nova
kone¢né zastavka, a pokud ano, tak jej pridame do haldy
v ¢ase O(log(N))).

Takovychto krokt, nebo fazi chcete-li, provedeme nejhif to-
lik, kolik je zastavek. Pokazdé totiz zrusime jednu zastavku
a kazdou zastavku zrusime maximalné jednou. Vysledna ¢a-
sové slozitost je tedy O(N + N -log(N)), coz je stejné jako
O(N -log(N)).

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-22-6.py|

Petr Houska


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-5-3.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/28-Z2-6.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty
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