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31-Z2-1 Objednavka pizzy

Uloha je jednoducha: chceme zjistit, jaké druhy pizzy mu-
sime objednat a kolik kust od kazdého druhu koupit.

Budeme si pamatovat, jaké druhy pizzy jsme uz vidéli a
kolik kouskt potfebujeme. Muzeme k tomu pouzit tieba
datovy typ slovnik (dict). V Pythonu jej zapiSeme pomoci
slozenych zavorek jako slovnik = {} a prvky do slovni-
ku priddme jako slovnik[nazev_pizzy] = pocet_dilku.
Kdyz precteme radek s pozadavkem, nejprve se podivame,
jestli uz tuto pizzu ve slovniku mame, na coz se v Pythonu
zeptame pomoci nazev_pizzy in slovnik. Pokud ne, pfi-
dame ji tam a zapamatujeme si u ni pocet kouskt. Pokud
pizza uz ve slovniku je, pocet kousktl pficteme ke stavajici-
mu poctu.

Nyni vime, kolik osminek které pizzy budeme chtit. Aby-
chom zjistili pocet celych pizz, stac¢i pocet kousku vydélit
osmi a zaokrouhlit nahoru (neboli zjistit horni celou ¢ést
¢isla). Nakonec postupné vypiSeme vzdy nazev pizzy a po-
¢et kusti a jsme hotovi.
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Kolik ¢asu nam tento algoritmus zabere? Oznac¢me si pocet
druhi pizz jako k£ a pocet zaznamu jako n. U kazdého za-
znamu se podivame do slovniku a zapiSeme pocet kousku.
Obé tyto operace trvaji konstantni pocet krokii (ovSem neni
to tak ziejmé. Datovy typ slovnik je v Pythonu implemen-
tovan jako hesovaci tabulka a vlozeni prvku i dotaz, zda tu
néjaky prvek je, trva v priméru O(1). Pokud bychom druhy
pizzy méli ulozené napriklad v seznamu, dotaz na pfitom-
nost jednoho prvku by trval O(n)). ProtoZze pro kazdy z n
prvka vykondme O(1) operaci, celkové nas algoritmus po-
bézi v éase O(n), tedy linedrnim vzhledem k poctu prvki.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z2-1.py|

Zuzka Urbanovd

31-Z2-2 Tetris bez dozoru

Zadani po néas v podstaté pozaduje, abychom naprogramo-
vali hru Tetris bez uzivatelského ovladani. A pro¢ ne, pojd-
me to tak udélat, vylepsit to mizeme urcité i potom.

Potfebujeme vyftesit, jak reprezentovat hraci plochu, pada-
jici tetromino a jakym zptsobem nechat tetromino padat.
Vezméme to postupné. Jak v klasické hre Tetrisu vypada
hraci pole? Jako jednoduchéa m¥izka. My si pod ni mtizeme
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predstavit dvourozmérné pole pravdivostnich hodnot. Rek-
néme, ze True oznacuje pritomnost bloku na daném misté,
False znaéi nepfitomnost bloku. Ze vstupu znadme Sitku
hraciho pole. Neomezend vyska nam trosku vadi, ale pro-
zatim feknéme, ze to bude néjaké velké ¢islo — teba 1000.
Pokud to bude problém, vyfesime to pozdéji. Po pfrecteni
vstupu tedy umime vytvorit hraci plochu naptiklad takto:
N
plocha

. # sirka hraci plochy
[[False]*1000 for

in range(N)]

Co je to padajici tetromino? Na vstupu dostaneme sou-
fadnici sloupce nejlevéjsi kosticky v bloku. O tetrominu pak
mizeme uvazovat jako o poli souradnic kosticek vzhledem

k nejnizsi nejlevéjsi kosticce. Lépe je to asi vidét z obraz-

ku, ktery odpovidé reprezentaci [(0,0), (1,0), (1,1),
(1,2)]1].
N
y
(1,2)
0.1 | (1,1)
(0,0)
SN
7/
X

S touto reprezentaci pak soutfadnice libovolné kosticky tet-
romina ziskdme prostym sc¢itdnim s pozici nejlevéjsiho nej-
spodnéjsiho bloku (této soufadnici fikejme referenéni pozi-
ce tetromina). UkaZme si to na konkrétnim piikladu. Po-
kud bude referenéni pozice tetromina (100,51) (poéitame
standardné ($#7ka, vyska)), tak blok (1,1) z obrazku vyse
se nachdzi na absolutnich soutadnicich (100 + 1,51 + 1).
Pro pohyb s celym tetrominem nam tedy staci uvazovat
0 zméné referencni pozice.

Méme tedy hraci plochu, méme reprezentaci tetromina. Jak
ho nechat padat? Na zacatku urc¢ime referenc¢ni pozici tet-
romina — soufadnice sloupce (8ifka) je ze vstupu. Vysku ur-
¢ime tak, aby se nemohlo stat, Ze tetromino s né¢im kolidu-
je. Takze hodnota o chlup vétsi nez horni limit nasi plochy
je idedlni (v nasem piipadé to mize byt napt. 1010). Kdyz
mame soufadnice, budeme v cyklu zkouSet posunout tet-
romino o jedna nize. Budeme kontrolovat, jestli libovolny
z bloku tetromina nekoliduje s blokem v hraci plose. Kdyz
nastane kolize, nemtizeme uz nize a mame koncovou vysku
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spadlého tetromina.

plocha =
# priklad z obrazku
tmino = [(0,0), (0,1), (1,1), (1,2)]

rp_X = X # referenlini soufadnice X ze vstupu
rp_Y = 1010 # referen¢ni souradnice Y
# vysoko nad stropem hraci plochy

while neni_kolize(plocha, rp_X, rp_Y-1, tmino):
rp_.Y =1

Funkce neni_kolize mize vypadat tfeba takto:

def neni_kolize(plocha, X, y, tetromino):
for kosticka in tetromino:
kx, ky = kosticka
if plochalx + kx][y + ky]:
return False
return True

Celkové tedy nase feseni bude vypadat tak, Ze nacteme ze
vstupu velikost plochy a podle toho si pripravime pole. Pak
postupné kazdé tetromino na vstupu nechame padat, dokud
to pijde. Na misté, kde se zastavi, ho natvrdo zapiseme do
hraci plochy zapsanim True na mista, kde mé jednotlivé
bloky. Nakonec opakujeme s dal$im tetrominem. Az nebude
s ¢im pokracovat, projdeme celou hraci plochu a najdeme
nejvyssi misto, kde je polozen néjaky blok. Tim ziskame
fesen{ tlohy. Celkové nam feseni zabere O(V x S) paméti
kvtli reprezentaci hraci plochy (V' je vyska, S je sirka hraci
plochy) a O(V x N +V x S) ¢asu kvili simulaci padéni a
hledani vysledku (N je pocet tetromin na vstupu).

Mohlo by se zdat, ze je hotovo. Mohli by jste si fikat: ,, To
uz pujde néjak umlatit.“ Tvrdit toto by ale byla velka chy-
ba. Nase feseni ma jesté né€kolik nedostatki a da se hodné
zrychlit. Jak?

Zamysleme se nad reprezentaci hraci plochy. Ukladame si
vSe potfebné pro Gspésnou simulaci hry a hezké vykreslova-
ni pfi implementaci opravdové hry. To ale neni nas problém.
Padajici tetromino zajimé pouze nejvyse polozend kostic-
ka v danych sloupcich. Je tuplné jedno, ze pod nejvyssim
blokem miuze byt opét volny prostor. Neni proto potieba
si 0 ném nic pamatovat. Pojdme tedy zménit reprezentaci
hraci plochy tak, Ze si budeme pro kazdy sloupec pamato-
vat pouze vysku nejvyssi kosticky. Co vsechno tim rozbije-
me? Kdyz budeme kontrolovat, jestli mé padajici tetromino
kolizi, musime zménit podminku. Navic se ndm zjednodu-
§1 hledani nejvyssitho mista v hraci plose. Vse se tedy da
opravit, aby to fungovalo i s touto reprezentaci, a navic tim

zmens$ime pamétové pozadavky na O(95).

—

Stéle je ale co zlepsovat. Co kdyz budou vsechna tetromina
padat na jedno misto a hraci plocha bude velmi Siroka? Bu-
deme si drzet obrovské pole plné nul. Takovému poli se tiké
fidké pole (sparse array). Funguje tak, ze si uklad4d jenom
potiebné informace. Pokud se provede pristup k hodnoté,
ktera v poli neni ulozena, vrati vychozi hodnotu. V Py-
thonu na toto mizeme pouzit collections.defaultdict.
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P1i pouziti této datové struktury misto pole se dostdvame
na slozitost O(N), protoze maximalni mnozstvi vyuzitych
sloupcti odpovidéa poctu tetromin.

KdyZz mame takto upravenou mapu, muzeme zrychlit i pa-
déni tetromina. K tomu se ndm bude jesté hodit upravit
reprezentaci. Misto jednotlivych blokid si opét pro kazdy
sloupec tetromina poznamename, v jaké vySce se nacha-
zi prvni blok a v jaké posledni. S timto pak mtZzeme pii-
mo spocitat, kde pfi uvazovani pouze jednoho sloupce bude
tetromino po dopadu umisténé. Konkrétné, necht D je vys-
ka spodniho bloku tetromina v néjakém sloupci, H vyska
horniho bloku tetromina a V' vyska odpovidajiciho sloupce
v hraci plose. Pak vyska tohoto sloupce po dopadu tetromi-
na bude nejméné V + (H — D), referenéni pozice tetromina
bude V' — D. Lépe je to vidét z obrazku:

H=3
2
D=1
0 Il V+(H-D)
Ul —
5
K4 2
V=3
7

Toto si mizeme spocitat pro kazdy ovlivnény sloupec tet-
rominem a vzit nejvyssi referencni polohu jako vyslednou.
Proc¢ nejvyssi? Protoze to odpovida bodu, kde se pri klesa-
ni tetromino poprvé opie o néjaké bloky v hraci plose. Tim
skon¢i na nejvysim mozném misté, kde muze.

Vse takto zkombinovano snizi ¢asovou slozitost na O(N)
a pamétovou na O(N). Zbavili jsme se navic vyskového
limitu, jiZz neni potfeba urcit vysku a z ni klesat. Vyslednou
polohu pfimo spocitame. Ve vSech ohledech jsme tedy nase
feSeni vylepsili a takto jiz ptjde tlohu vyftesit! Celé feseni
napsané v Pythonu naleznete pfilozené.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-72-2.py|

Vasek Sraier

31-Z2-3 Spousta figurek

Bilého pésce ohrozuji pouze véze a strelci. Protoze véz se
umi pohybovat jen vodorovné a svisle a stielec jen diago-
nalné, pésec miize byt ohrozen pouze z téchto osmi sméri a
zbytek Sachovnice na néj nema vliv. Také je tfeba dat pozor
na to, Ze figurky si mohou prekazet ve vyhledu. Naptiklad
pokud ve stejném sloupci lezi pésak, stielec a véz, mize se
stat, ze stielec lezi mezi vézi a pésadkem a véz tedy pésaka
neohrozuje. Viz ukazkovy vstup a obréazek ze zadani tlohy.
Pokud chceme najit figurku, kterd pésaka ohroZzuje, staci
nam pro kazdy z osmi sméra najit nejblizsi figurku, ktera
lezi v tomto sméru. Pokud je nejblizsi figurka vézi a smeér
je vodorovny nebo svisly, poté pésaka ohrozuje, a pokud
je naopak stfelcem, tak nikoliv. Obdobné pro diagonalni
SmEry.
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Postupné projdeme vSechny figurky ze vstupu a pro kazdy
z osmi sméri nalezneme nejblizsi figurku v tomto sméru.
Jak ale zjistit, jestli figurka lezi ve stejném fadku, sloupci
nebo diagonéle jako bily pésak? Nez néjakou figurku zpra-
cujeme, nejdiive od jejich souradnic odecteme soufadnice
bilého pésaka. Tim vlastné posuneme pocatek soutfadnic
tak, aby byl na pozici pésdka, jehoz soufadnice po tom-
to posunu jsou [0,0] (odectou se od sebe sama). Relativni
pozice figurek ziistanou stejné.

Nyni kazda figurka, jejiz posunuté souradnice maji sourad-
nici fadku rovnou nule, lezi na stejném radku jako pésec.
Zda lezi vpravo nebo vlevo od pésce zjistime ze znaménka
soufadnice sloupce. Jako vzdalenost od péSce nadm poslou-
71 absolutni hodnota souradnice sloupce, kterad je na pésci
nulova a smérem od pésce se zvysuje. Pokud figurka lezi ve
stejném sloupci jako pésec, jeji posunuté souradnice sloup-
ce bude rovna nule a vzdalenost figurky a to, zda lezi nad
nebo pod péscem, zjistime obdobné ze soufadnice radku.

Pokud figurka lezi diagonalné od pésce, pro jeji posunu-
té soutradnice bude platit, Ze absolutni hodnota soufadnice
sloupce je rovna absolutni hodnoté soufadnice fadku. Aby-
chom se totiz z policka na diagonale dostali na pésce, musi-
me se v obou soufadnicich posunout o stejny pocet policek.
Konkrétni smér diagondly zjistime z toho, které ze sourad-
nic jsou zaporné a které kladné. Smér doprava doli by mél
soutfadnici fadku i sloupce kladnou, smér doleva doli by
meél souradnici fadku kladnou a soutadnici sloupce zapor-
nou (predpokladdme, Ze soutadnice rostou smérem doprava
dolt1, na funkénost programu to ale nemé vliv). Vzdélenost
dostaneme z absolutni hodnoty libovolné z posunutych sou-
fadnic.
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Nejblizsi figurky mizeme najit naptiklad tak, ze pro kaz-
dy z osmi sméru najdeme ty figurky, které v tomto sméru
lezi, vybereme z nich nejblizsi a podivame se, jestli je tato
figurka typu, ktery nas z tohoto sméru ohrozuje. Nejblizsi
figurku nalezneme tak, ze projdeme vSechny figurky a bu-
deme si pamatovat dosavadni nejblizsi. Kdyz narazime na
néjakou figurku, ktera je bliz nez dosavadni nejblizsi, tak ji
za nejblizsi prohlasime. Viz pfilozené feseni v Pythonu.

Toto feseni m4 linearni ¢asovou slozitost, protoze osmkrat
projdeme vSechny figurky, abychom nasli tu nejblizsi v da-
ném sméru, a linedrni pamétovou slozitost, protoze si po-
tfebujeme pamatovat pozice vSech figurek.

Reseni Ize upravit i tak, aby si nemuselo pamatovat viechny
figurky ze vstupu, ale aby vzdy kazdou figurku ze vstupu
potfebovalo. Misto toho, abychom osmkrat prosli vSsechny
figurky, projdeme je jen jednou, a to tak, jak ndm zrovna
prichazeji na vstup. Pro kazdy smér si budeme pamato-
vat vzdalenost, ¢islo a druh nejblizsi figurky. Pro kazdou
figurku na vstupu vyzkousime, zda je dosavadni nejblizsi
v néjakém z osmi sméru a pokud ano, tak do tohoto sméru
zapiSeme jeji vzdalenost, ¢islo a druh. Po zpracovani celého

vstupu staci pro kazdy smér zkontrolovat, jestli je nejblizsi
figurka toho druhu, ktery pésaka ohrozuje.

Protoze druhé feseni pracuje v kazdy okamzik jen s pozici
jediné figurky ze vstupu a ostatni si nepamatuje, muzeme
prohlésit, Ze m4 konstantni pamétovou slozitost za pfedpo-
kladu, ze do ni nepocitame velikost vstupu. Navic se jed-
né o takzvany online algoritmus, coz je takovy algoritmus,
ktery muze sviij vstup zpracovavat postupné, aniz by ho na
zacatku svého béhu mél k dispozici cely. Pozor, Ze online al-
goritmy obecné nemusi mit konstantni pamétovou slozitost.
Napiiklad insert sort je online, ale ma linearni pamétovou
slozitost.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z2-3.py|

Kuba Pelc

@ 31-Z2-4 Zmatematika

K vyfeSeni této ulohy nebyl potieba zadny zaludny trik,
stacilo si vzpomenout na hodiny matematiky na prvnim
stupni zakladni Skoly a rozmyslet si nékolik detailid. Nez
ale popiSeme spravné feSeni, pojdme si ukdzat reseni, které
nefunguje.

Jako prvni by nas mohlo napadnout, ze dvé cisla prosté
a jednoduse vydélime v nasem oblibeném programovacim
jazyce, vysledek pfevedeme na fetézec, a v fetézci néjak ur-
¢ime opakovani ¢asti za desetinnou ¢arkou. To ma jeden za-
sadni problém: redlné pocitace s desetinnymi ¢isly nedokazi
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ni si mizeme predstavit, ze pocita¢ dokaze s desetinnymi
¢isly pracovat jen s presnosti na k desetinnych mist, kde k
zavisi na tom, v jakém forméatu jsou ¢isla ulozena.

Problém pak nastane v okamziku, kdy je perioda prilis vel-
ki. Napiiklad 1111111/999999 = 1,111112, ale budeme-
li pocitat s presnosti jen na 4 desetinnd mista, uvidime
1111111/999999 ~ 1,1111 a nespravné usoudime, Ze vy-
sledek je 1,1.

Skolni d&leni

Kdyz uz tedy vime, co nefunguje, pojdme se zabyvat FeSe-
nim, které funguje. K tomu se ndm bude hodit si pfipome-
nout, jak pracuje klasicky skolni algoritmus na déleni, ktery
jste nejspis potkali na prvnim stupni. Pro zjednoduseni za-
tim predpokladejme, Ze nas zajima jen celd ¢ast vysledku
a v okamziku, kdy bychom méli zapsat desetinnou ¢arku,
skonc¢ime.

Béhem déleni postupné zaskrtavame cislice délence. Pod dé-
lenec si zapisujeme pomocné mezivysledky, ty nam graficky
vytvari jakési schody. V kazdém kroku zaskrtneme novou
¢islici, pripiSeme ji na konec nejspodnéjsiho mezivysledku,
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a mezivysledek vydélime se zbytkem nasim délitelem. Vy-

sledny podil je ¢islo z rozsahu 0 az 9, které pripiSeme na
konec postupné vznikajiciho vysledku. Nakonec si zapiSeme

novy mezivysledek, ktery ziskame tak, ze zpétné vynasobi-

me ¢islo, kterym délime, s pravé zapsanou cifrou a soucin

odecteme od starého mezivysledku.

Tento algoritmus mizeme snadno zapsat v pseudokdédu.
Préci ndm navic usetti, pokud si uvédomime, ze staré mezi-
vysledky si nemusime pamatovat, takze si vystacime s jed-
nou promeénnou pro aktudlni mezivysledek. Navic vyuzi-
jeme toho, ze pripsat k néjakému ¢islu ¢ napravo cifru z
vlastné znamena vynasobit ¢ deseti a pak k nému z pricist.

Vstup: Cisla a a b

Vistup: Vysledek celoéiselného déleni a/b

1.m+0

2.Proi=0,...,N —1, kde N je pocet cifer ¢isla a:

3. m « 10m + a[i], kde a[é] znadi i-tou cifru éisla a

4. Spocteme cifru vysledku: ¢ < m/b (déleni provadi-
me celodiselné); zapiSeme ji na vystup
5. m<+m—c-b

A7 na néjaké zbyteéné nuly na zac¢atku (kterych se snadno
zbavime) da tento algoritmus stejny vysledek jako klasicky
algoritmus na déleni.

Pridavame desetinnou ¢ast

Muzeme ted nas algoritmus upravit tak, aby v pripadé, ze
po poslednim kroku je m nenulové, poslal do vystupu znak
¢arky a pak pokracoval dale, s tim rozdilem, ze budeme mis-
to cifer ¢isla a ve tfetim kroku k 10m pfi¢itat nulu (a tedy
budeme efektivné jen m nasobit desiti). To odpovida tomu,
7e si za Cislem a predstavime desetinnou ¢arku a pak plno
nul. M4 to jen jeden hacek: pro periodické vysledky takto
algoritmus pobézi donekonecna.

Musime se tedy naucit poznat, kdy uz se v algoritmu opa-
kujeme. Klicové pozorovani je, ze v okamziku, kdy uz nam
dosly cifry dcisla a, je cely stav algoritmu uréen aktudlni
hodnotou m, takZze pokud se ndm v této fazi néjaka hod-
nota m zopakuje, budou se od tohoto okamziku opakovat
i vSechny nésledujici hodnoty m a i vsechny cifry vysledku.

Poridime si tedy néjakou datovou strukturu, do které si
poté, co nam dojdou cifry v a, zatneme ukladat hodno-
ty m, spolu s Casy, kdy jich m nabylo. V okamziku, kdy
bychom chtéli ulozit hodnotu, kterou uz ve struktuie ma-
me, se zastavime, nebof jsme nasli periodu. Jeji délka je

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani

rovna vzdalenosti mezi predchozim a nynéjsim vyskytem
ukladané hodnoty.

Jako ona datova struktura ndm poslouzi obycejna hesovaci
tabulka. Pokud chcete védét, jak takova heSovaci tabulka
funguje, miizete si prec¢ist nasi kuchaiku o hesovani.! Nam
staci védét, ze s jeji pomoci umime uloZeni jedné hodnoty
provést v primérné konstantnim case.

Celkova casova 1 paméfova slozitost naseho algoritmu je
O(N + V), kde N je délka ¢isla a a V je délka vysledku.
Predpokladame pfitom, Ze ¢islo b je rozumné malé a jed-
notlivd ,mald“ déleni umime provadét v konstantnim case.
Také stoji za povsSimnuti, ze V' i délka periody mtizou byt
radové az stejné velké jako b, kdyz budeme mit smilu a
bude dlouho trvat, nez se néjaky zbytek opakuje. V testo-
vacich vstupech byla ale perioda vzdy rozumné kratka.

Risa Hladik

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-22-4.py|

@ 31-Z2-5 Cernobila pani

Nasim cilem je najit v grafu o n vrcholech (mistnostech),
kde kazdy vrchol je bily nebo ¢erny, a m hranich (chodbéch
mezi nimi) nejvyhodnéjsi cestu — cestu s nejmensim poétem
presaceni, tedy poc¢tem zmén barev vrcholti na ni. Pokud je
takovych cest vice, chceme navic vybrat tu nejkratsi.

Nez se vrhneme na vzorové feseni, chtéli bychom se vam
omluvit. Pf¥iddni podminky, aby ze vSech nejvyhodnéjsich
cest byla vybrané ta nejkratsi, podstatné zvysilo obtiznost
této ulohy.

Kazdou cestu lze charakterizovat poctem hran a dale po-
¢tem presSaceni. VSimnéme si, ze se na cesté zvysi pocet
presaceni praveé, kdyz prejdeme hranou mezi dvéma vrcho-
ly opacénych barev.

UvaZzme nyni dvé cesty. Kterd z nich je lepsi? Pokud se
pocet presaceni lisi, jist€ je lepsi ta cesta s mensim poctem
presaceni a na poctu vrcholid nezéalezi. V pfipadé, Ze se pocet
presaceni rovnd, pak rozhoduje pocet hran. Tyto vlastnosti
pro porovnani cest bychom chtéli odrazit v nasem grafu.
Jak na to?

U¢inme pozorovani. Kazda cesta v zadaném grafu obsahuje
nejvyse n — 1 hran, zadny vrchol nemuize byt v cesté vi-
cekrat. Tudiz, pokud se rozhodneme jednu hranu nahradit
cestou o n hranich (hranu ,rozdélime“) a pouzijeme ji ja-
ko ¢ast jiné cesty, rozpozname to — vSechny ostatni cesty
nevyuzivajici tyto hrany budou nutné kratsi.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z2-4.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani

Tudiz mtzeme jedno pfesaceni mezi dvéma vrcholy simulo-
vat nahrazenim hrany na cestu o n+ 1 hrandch — n hran za
presaceni a 1 hrana za projiti ptuvodni hranou. Diky tomu

vvvvv

vé délka cesty. Navic mizeme z poctu hran spocitat pocet
presacenim vydélenim n a pocet ptvodnich hran zbytkem
po déleni n.

V takto rozdéleném grafu pak muzeme vyhledat nejkratsi
cestu spusténim prohledavani do sitky. Takovy algoritmus
by mél vSak ¢asovou slozitost O(nm), protoze v nejhorsim
pfipadé muzeme rozdélit kazdou hranu a tim se dostat na
(n+1)-m hran.

Misto rozdéleni radéji hrany ohodnotime. Hrandm mezi vr-
choly stejné barvy prifadime hodnotu 1, mezi vrcholy opac-
né barvy dostane hrana hodnotu n+1. Protoze jsme tak do-
stali ohodnoceny graf, ktery mé vSechny hodnoty hran ne-
zéporné, muzeme pouzit slavny Dijkstriv algoritmus, ktery
méame popsany v nasi kuchafce.? S nim se dostaneme na
mnohem pé&knéjsi asovou slozitost O((n + m)logn).

Alternativné muZzeme kazdou hranu ohodnotit dvojici ¢isel
(p,1), kde p = 1, pravé kdyz nastane pfeSaceni, jinak 0.
Pak hodnoty hran séitame jako dvojice po slozkach. V hal-
dé uvnitt Dijkstry tyto dvojice budeme porovnavat podle
prvni polozky (celkovy pocet presaceni), v pfipadé rovnosti

podle druhé (pocet hran).

Intuice napovida, ze takovahle tlloha musi mit lineér-
@ ni feSeni. Tak jsme jedno vymysleli :) Zkusme aspoil
nastinit, jak funguje. Kdyby nam stacilo minimalizovat je-
nom pocet preSaceni, mohli bychom nejprve najit vSechny
vrcholy, kam se dostaneme bez presaceni, pak ty dosazitelné
s jednim pfesacenim a tak dale. To jde udélat prohledava-
nim do 8ifky se dvéma frontami: v prvni fronté budeme kla-
sicky prochazet vSechny vrcholy aktudlni barvy, do druhé
odkladat sousedni vrcholy opa¢né barvy. Az se prvni fronta
vyprazdni, obé fronty prohodime a pokracujeme v prohle-
déavani.

Vasek Koncicky

Jak ale najit nejkratsi moznou cestu? Pro kazdy vrchol si
budeme pamatovat, jaka je jeho vzdalenost od poc¢atku. Pti
oby¢ejném prohledavani do Sirky objevujeme vrcholy ,po
vrstvach® podle rostouci vzdalenosti: specialné ve fronté je
vzdy zbytek i-té vrstvy a za ni vznikd (i + 1)-ni vrstva.
Proto kdykoliv odebereme vrchol ve vzdalenosti ¢, mtizeme
jeho souseda ve vzdalenosti ¢ + 1 umistit prosté na konec
fronty.

Ted si ale vSimnéme, Ze ve druhé fronté mohou vzdalenosti
rust rychleji nez po jedné. Jakmile tedy prohodime fronty a
prohledavame dal, nové objevené vrcholy nepatii na konec
fronty, ale obecné nékam dovnitt, takze bychom je museli
zdlouhavé zatfidovat.

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty
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PomiiZzeme si nasledovné: az se prvni fronta vyprazdni, mis-
to prohazovani front pfesuneme obsah druhé fronty do po-
mocného seznamu. Nyni pokrac¢ujeme v prohledavani a po-
kazdé si vybereme bud prvni vrchol z prvni fronty nebo
prvni vrchol z pomocného seznamu podle toho, ktery ma
mensi vzdalenost. (Na za¢atku musime z pomocného se-
znamu, protoze fronta je jesté prazdnd.) Tak zaruéime, Ze
prvni fronta bude vzdy setfidénéd podle vzdélenosti, takze
algoritmus funguje. A jelikoz kazdy vrchol a hranu navsti-
vime nejvyse konstanta-krat, ma cely algoritmus linearni
slozitost.

Martin ,Medved“ Mares

@

31-Z2-6 Dlazdice v koupelné

Aby se nam o dlazdénich lépe pfemyslelo, budeme se di-
vat na barvy sloupecki — tak budeme fikat rozhranim mezi
dlazdickami. Nulty sloupecek ma barvu levé stény, kterd
musi byt stejna jako leva barva 1. dlazdicky. Sloupecek 1
mé barvu pravého okraje 1. dlazdicky a soucasné levého
okraje 2. dlazdicky. A tak dale, az N-ty sloupeéek ma bar-
vu levého okraje posledni dlazdicky a soucasné pravé stény.
Uloha je tedy ekvivalentni s nalezenim barev sloupeckt tak,
aby pro kazdé dva sousedni sloupecky existovala dlazdicka,
ktera mezi né pasuje.

Nabizi se zkusit dlazdickovat zleva doprava: nulty sloupecek
mame obarveny, prvni obarvime tak, aby existovala dlazdic-
ka, kterd navaze na nulty sloupecek, a tak dale az do konce.
Jenze ouha: miize se nam stat, ze casem umistime dlazdic-
ku, na niz zadné dalsi neptijde napojit; nebo dojdeme az do
konce a posledni sloupecek nebude odpovidat barvé pravé
stény.

Plijdeme na to tedy chytfeji: pro kazdy sloupecek si misto
jedné barvy budeme pamatovat mnozinu vSech moznych
barev. Necht S; znaél tuto mnoZinu pro i-ty sloupecek.
So jisté obsahuje jen barvu levé stény. Kdykoliv zname S;,
muzeme snadno sestrojit S;;1: to jsou pravé barvy vSech
dlazdicek, jejichz leva barva lezi v S;. Takto pokracujeme
az do N-tého sloupecku a pak prosté ovérime, jestli v Sy
lezi barva pravé stény.

Dobréa, tak jsme zjistili, jestli dlazdéni existuje. Co kdy-
bychom chtéli védét, jak vypada? Na to staci projit slou-
pecky v opa¢ném sméru. Vime, jakou barvu ma posledni
sloupecek. Z toho snadno spocitame, jak vypada posled-
ni dlazdicka: to je takova, jejiz prava barva odpovida po-
slednimu sloupecku a leva barva je jedna z moznych barev
v Sy_1. Jakmile zvolime posledni dlazdi¢ku, vime, jakou
barvu mé predposledni sloupecek. To ndm umozni najit
predposledni dlazdi¢ku a tak dale az na zacatek.

Jakou casovou slozitost bude tento algoritmus mit? K to-
mu si musime ujasnit, jak budeme v paméti reprezentovat


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty

mnoziny 5; a katalog vSech dlazdic¢ek. Oznacime si B pocet
barev.

Katalog dlazdicek si miizeme pamatovat ve dvojrozmérném
poli D: D; ; bude 0 nebo 1 podle toho, zda existuje dlaz-
dicka s barvou ¢ nalevo a j napravo. Podobné v poli T' si
budeme pamatovat T}, ; = 1, pokud barva i lezi v mnozi-
né Sy,.

S tim se pocita snadno. Pokazdé, kdyz budeme chtit z mno-
ziny Sp_1 sestrojit mnozinu S,, udélame toto: vyzkousi-
me vsechny dvojice barev 4,5 a kdykoliv bude soucasné
Tp—1, =1 (tedy i € Sp_1) a D; ; = 1 (existuje dlazdic-
ka s barvami ¢, j), nastavime T}, ; = 1 (ddme j do S,). To
pro jedno p stihneme v ¢ase O(B?), celkem tedy v O(B2N).

Podobné mize fungovat zpétny chod s dopocitavanim dlaz-
dicek: pokazdé vyzkousime vsech B moznosti, jak miize vy-
padat pfedchozi sloupecek, a pro kazdou z nich se v kon-
stantnim c¢ase podivame do pole D, zda existuje dlazdicka

s danymi barvami. Jednu dlazdi¢ku tedy najdeme v case
O(B), vsechny v O(BN).

Jesté dodejme, ze na tlohu by se také dalo divat grafo-
vé. Vytvorili bychom graf ve tvaru miizky s N + 1 sloupci
(o¢islovanymi od 0 do N) po B vrcholech. V p-tém sloup-
ci bychom i-ty vrchol oznadili (p,4) a odpovidal by volbé
barvy ¢ v p-tém sloupecku dlazdéni. Dale bychom pfidali
orientované hrany z (p,i) do (p + 1,7), kdykoliv existuje
dlazdicka s barvami ¢ nalevo a j napravo. Pak by stacilo
hledat cestu z vrcholu (0, ¢) do (N,r), kde £ a r jsou barvy
levé a pravé stény. Graf by mél (N + 1) - B vrcholi a nej-
vyse NB? hran, takze prohledat ho do &ifky by trvalo ¢as
O(NB?). Tim jsme dostali jiny, stejné rychly algoritmus.
Ani tady jesté pribéh nekonci. Kdyby vas zajimalo, jak pii-
béh pokracuje, podivejte se na feseni tlohy 31-3-4 z hlavni
kategorie.

Martin ,Medved” Mares
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