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31-Z4-1 Nejosamélejsi kamarad

Nejleh¢i tloha série v sobé neskryvala zadna prekvapeni, ale
alespon trochu se zamyslet bylo potfeba, pfimocaré ,die-
vorubecké®“ feseni nestacilo.

Takovym ,dfevorubeckym* fesenim by mohlo byt to, kte-
ré si pro kazdého kamarada samostatné najde nejblizsitho
jiného a pak mezi vSemi kamarddy najde maximum (tedy
toho nejosamélejsiho). Toto FeSeni pro kazdého z N kama-
radd projde vSech N — 1 zbyvajicich kamaradt a celkovy
¢as bychom tak mohli vy¢islit jako O(N?) — to by na mensi
vstupy jesté stacilo, ale na nejvétsi vstupy to jiz bude prilis
pomalé.

Trik, ktery ndm feSeni vylepsi, je setfidéni kamaradh podle
pozice. Pokud jste zaslechli néco o tiidéni nebo jste se podi-
vali tfeba do nasi kuchaiky o tiidicich algoritmech,! tak tu-
Site, ze rychlé tfidici algoritmy umi sefadit seznam N prvka
v ¢ase O(N log N). V Pythonu mutizete pouzit takové rychlé
t¥idéni, které uz naprogramoval nékdo jiny, jednoduchym
zavolanim funkce sorted na seznam.

A jak nam set¥idéni kamarad pomiize? Diky nému vime, Ze
pro kazdého kamarada je jeho nejblizsi jiny kamarad v se-
tf{déném seznamu bud tésné nalevo nebo tésné napravo od
néj. Pak ndm staci jenom kamarady jednou projit, pro kaz-
dého si v konstantnim c¢ase spocitat vzdalenost k nejblizsi-
mu jinému kamaradovi, a pfitom si priubézné udrzovat ma-
ximum. Tim se dostaneme na éas O(N) za tento prtichod
a O(Nlog N) celkové i s tFidénim.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z4-1.py|

Jirka Setnicka

31-Z4-2 Zavazicka na druhou

Zacénéme pozorovanim: pro kazdou velikost zavazi je jed-
noznacné dano, na kterou vahu prijde a jak ovlivni rozdil
vah. KdyZ pouzijeme zévazi vahy 2¢, tuto vahu k rozdilu
pricteme ¢i odecteme v zavislosti na sudosti ¢i lichosti 4.
Obecné, i-t4 vaha (poéitdno od nuly) ovlivni rozdil hodno-
tou (—2)%. Vystup tlohy uréuje, které mocniny —2 je tieba
pouzit, aby jejich soucet byl roven pozadované hodnoté na
vstupu. Tohle neni nic jiného nez zapis ¢isla na vstupu v mi-
nus dvojkové soustaveé, takze tiloha je vlastné pfevod cisel
do této soustavy.

Jak to provést? Vimnéme si dalsf véci: (—2)° = 1 je jedind
lichd mocnina (minus) dvojky, tedy pokud je ¢islo na vstu-
pu liché, urcité se v jeho zapisu v minus dvojkové soustavé
objevi. Pokud je vstup kladny, mizeme do vystupu hodno-
tu 1 rovnou zahrnout, ale pokud je zaporny, tak jeji pouziti
posune vystup smérem do kladnych ¢isel, coz je opacné, nez
chceme. V takovém pfipadé do vystupu zahrneme i nasle-
dujici mocninu (—2)! = —2, nebot —2 + 1 = —1. Pfesnéji,
nemusime pouzit piimo —2, ale uplné staci, kdyz celkova

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni]

hodnota zbytku bitt vystupu bude o jedna mensi nez ¢islo
na vstupu, nebot musi kompenzovat prvni bit, jehoz hod-
nota je nyni jedna.

Umime uréit hodnotu prvniho (nejmensiho) bitu vystupu.
Pokud byl vstup sudy, prvni bit jsme ponechali na nule,
takze celkova hodnota zbytku bittt vystupu musi byt rov-
na vstupu. Pokud byl vstup lichy, tak od zbytku jeho bitt
chceme, aby soucet jejich mocnin byl roven vstupu minus
jedna, a to at uz byl vstup kladny nebo zaporny. Hodnota
zbytku bude diky tomuto postupu vzdy suda.

Jak urcit dalsi bity vystupu? Zde pfichazi tfeti pozorovani:
neni tfeba se timto problémem zabyvat, mame uz totiz vse,
co potfebujeme. Vime, jakou celkovou hodnotu maji mit
ostatni bity, této hodnoté budeme rikat zbytek, ale umime
ur¢it jen hodnotu bitu na mocniné (—2)°. Uréeni hodno-
ty bitu (—2)! provedeme tak, Ze hodnotu zbytku posuneme
0 jednu mocninu doprava, tedy vydélime ji —2, a jeji zapis
v minus dvojkové soustavé pripojime pred jiz spocitany bit.
Nyni odpovidé bit (—2)* hodnoté % = (—2)Y a miizeme
na néj pouzit stejny postup jako na prvni bit. Toto opaku-
jeme, dokud neni pozadovana hodnota zbytku, tedy i vSech
zatim nezpracovanych bitl, nulova.

V kazdém kroku algoritmu se hodnota zbytku zmensi v ab-
solutni hodnoté na polovinu, takze téchto kroki miize algo-
ritmus provést nejvyse logaritmicky mnoho, nez tato hod-
nota klesne na nulu (délime celo¢iselnd). Casova slozitost
na pievod jednoho ¢isla do minus dvojkové soustavy je te-
dy O(logN), kde N je velikost pfevddéného ¢isla, neboli je
linearni s délkou binarniho zapisu tohoto ¢isla.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z4-2.cppg

Kuba Pelc

31-Z4-3 Probihani bludistém

Ulohu s mistnostmi v bludisti mizeme zkusit vyiesit hru-
bou silou tak, ze si pro kazdou mistnost odsimulujeme vSech
K krok1, ale to narazi uz tfeba pfi zadani obsahujicim dvé
mistnosti a K v fadu miliard — prosté odsimulovani je prilis
pomalé, musime vymyslet néco lepsiho.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z4-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z4-2.cpp
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Nez se pustime do vymysleni rychlejsiho feseni tlohy, tak
nejprve udélejme krok stranou a podivejme se na labyrint
mistnosti trosku jinak. Prvnim krickem muze byt predsta-
vit si labyrint jako graf, neboli jako vrcholy (mistnosti)
a hrany spojujici tyto vrcholy (dvere). Kdo se v grafech
moc neorientujete, muzete pro lepsi vysvétleni nahlédnout
do grafové kuchaiky.?

S rtznymi grafy jste se uz v minulych sériich mohli v nékte-
rych tlohach potkat, ale tento graf ma nékolik specialnich
vlastnosti. Prvni vlastnosti je, Ze hrany jsou orientované
(takZe si je muZeme predstavit jako Sipky mezi mistnost-
mi), a druha vlastnost je, Ze do kazdé mistnosti préave jed-
na Sipka vchéazi a pravé jedna z ni vychazi. Kdyz se nad
tim zamyslime vic, tak lehce uvidime, ze Sipky mezi mist-
nostmi tak museji tvofit néjaké okruzni trasy (jednu nebo
vice), tém budeme Fikat cykly. Musi to tak byt, protoze
kdyz z né€jaké mistnosti zacneme, tak skoncit mtizeme opét
jenom v ni — z kazdé jiné mistnosti existuje pokracovani do
zatim nepouzité mistnosti (kdyby dvefe vedly do mistnos-
ti, do které jsme jiz vstoupili odjinud, tak by tato mistnost
musela mit dva vstupy, coZz nemd) a mistnosti neni neko-
necné. Takze diive ¢i pozdéji dojdeme opét do mistnosti,
odkud jsme zacali cyklus prochazet.

Ted bychom se jiz mohli vrhnout pfimo na FeSeni, ale dovo-
lime si jesté udélat druhy kricek stranou a podivame se na
nas graf s cykly jesté jinak. Takovyto graf totiz popisuje né-
jakou permutact, neboli promichani prvk. Jeden krok této
permutace si mtuzeme pfedstavit tak, ze do kazdé mistnos-
ti postavime ¢lovéka s ¢islem odpovidajicim ¢islu mistnosti
a kazdého nechame pravé jednou projit dvefmi. Pfesné tak
mame vlastné i zadany vstup.

Pozndmku o permutacich jsme tu ale uvedli spiSe na roz-
$ifeni obzoril, nam ted bohaté sta¢i pfedstava, ze mistnos-
ti tvori nékolik cyklda. Kdyz si pro kazdy cyklus najdeme
v8echny mistnosti, které ho tvori, a spocitame si velikost
cyklu, mtizeme findlni mistnost po K krocich urcit jedno-
duse. Pfedné pokud je K vétsi nez velikost cyklu, tak mu-
zeme vzit jenom zbytek po déleni K velikosti cyklu a pak
si jen odkrokujeme zbyly pocet kroki po cyklu. Toto feSeni
potiebuje ¢as O(N) pro nalezeni cykla a pak si pro kazdou
z N mistnosti odkrokuje nejvyse N kroku, ¢imz dostaneme
finalni ¢asovou slozitost O(N?).

Proc si ale kazit ¢asovou slozitost tim, Zze musime po cyklu
krokovat? Kdyz mame cyklus ulozeny v néjakém seznamu,
velikost cyklu je S a mame udélat K kroku, tak pro i-tou
mistnost cyklu ur¢ime vyslednou lokaci jako cyklus[(i +
K) mod S| (kde mod je operace modulo, neboli zbytek po
déleni). To pro kazdou mistnost umime udélat v konstant-
nim case, takZze dosdhneme vysledného ¢asu O(N).

Implementovat to mizeme tak, Ze si pofidime cyklus pres
vSechny mistnosti. Kdyz potkdme jesté nezpracovanou mist-
nost, tak z ni zahajime prochézeni cyklu a pak si pro kazdou
mistnost na cyklu spo¢teme vyslednou lokaci a oznacime ji
za zpracovanou.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z4-3.py|

Jirka Setnicka

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

31-Z4-4 Ohnivy Gnik

V tloze hleddme néco jako nejkratsi cestu mezi néjakymi
misty. Na to se nabizi pouzit klasické grafové postupy, pre-
devsim BFS, tedy prohledavani do $ifky. Na bludisté se
muzeme divat jako na graf: jednotliva volna policka jsou
vrcholy a kazdé policko je propojené hranou se vsemi svymi
sousedy, ktef{ nejsou zed. P¥i programovéani ale neni nutné
tento graf explicitné vytvaret, miZeme stale pracovat jen
s dvojrozmérnym polem, které odpovida bludisti. Vrchol je
popsén soutadnicemi svého policka. Zda z jednoho policka
vede hrana do druhého zjistime tak, Ze se podivame, jestli
jedno z nich neni zdi.

Pro prohledavéani bludisté do Sirky budeme potiebovat fron-
tu (detaily viz kuchatka).® Pii prochazeni naseho bludisté
si do ni budeme ukladat soufadnice policek, kterd chceme
zpracovat. Jakmile pii prohleddvani poprvé nalezneme po-
licko s vychodem, tak plati, ze do zadného jiného policka
s vychodem se nelze dostat rychleji. Ve fronté se totiz ny-
ni nachazeji jen policka, kterd jsou stejné daleko nebo déle
od pocatku nez aktualni. Casova sloZitost prohledavani do
sitky je O(n+ m), kde n je podet vrcholit a m pocet hran.
V tomto grafu ale plati, Ze pocdet hran m je asi jen 2n (kaz-
dému vrcholu prifadime nejvyse jednu hranu dold a jednu
doleva), takze celkové ¢asova slozitost je O(n+2n) = O(n).

Slupky

Vsimnéme si, ze prohledavani do sitky zpracovava vrcholy
po slupkdch. Slupka je tvofena vSemi vrcholy, které jsou od
pocatecniho stejné daleko. Nulta slupka je jen pocatecni vr-
chol, prvni slupkou jsou jeho sousedé, druhou sousedé jeho
sousedti. Obecné slupka 7 + 1 jsou vsichni sousedé slupky 7
vyjma vrcholi, které uz patii do slupky ¢ — 1.

Pokud budeme zpracovavat vrcholy ze zacatku fronty, které
jsou ve slupce i, budeme pfidévat na konec fronty vrcholy
slupky i + 1, dokud ze zac¢atku fronty vrcholy ¢ nedojdou.
Nyni je celd fronta plnd vrchola slupky ¢ + 1, které budou
pri zpracovani do fronty pfidavat vrcholy slupky ¢+ 2 a tak
déle. Ve fronté budou tedy vzdy pritomny pouze dvé slupky,
jedna, jejiz vrcholy zpracovavame a druha, jejiz vrcholy do
fronty pridavame.

Cely vypocet BFS jde tedy rozdélit na jednotlivé slupky.
Fronta lze nahradit dvéma seznamy: z prvniho postupné
odebirame vrcholy slupky ¢, do druhého pridavame vrcholy
slupky ¢ + 1. Jakmile ndm dojdou vrcholy v prvnim sezna-
mu, tak oba seznamy jednoduse prohodime a pokracujeme
ve vypoctu. Toto zpracovani jedné slupky odpovida pohnuti
o jeden krok ¢i jednu hranu na hledané nejkratsi cesté.

A co ohen?

Zatim jsme se zabyvali jen hledanim nejkratsi cesty do né-
jakého vychodu a ohen jsme ignorovali. Provedeme nésle-
dujici: budeme hledat nejkratsi cestu do néjakého vychodu
pomoci vySe popsané varianty BFS se dvéma seznamy, kte-
ré odpovidaji slupkam. Policka, kterd hoti, budeme pova-
zovat za zed. Po zpracovani kazdé slupky provedeme jeden
krok simulace ohné. Oheii budeme také simulovat pomo-
ci slupkového prohledavani do sitky. Do nulté slupky ohné
vlozime vSechna policka, ktera na pocatku hofi.

V programu budeme ve smycce postupné simulovat jeden
tah osoby, poté jeden tah ohné. Jeden tah odpovidé zpra-


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z4-3.py
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http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

covani jedné slupky daného BFS. Kazdy vrchol, kam se do-
stane prohledavani ohné, oznac¢ime v mapé jako ohen, a to
uz v okamziku, kdy toto policko pfidame do pristi slupky.

Pokud bychom pii BF'S osoby pfidali do pfisti slupky polic-
ko sousedici s ohném, tak by pfi simulaci ohné toto policko
pod nédmi zacalo hotet, takze jej nelze pouzit. Toto miize-
me opravit napriklad tim, Ze pfi odebirani policek ze slupky
pfi BF'S osoby zkontrolujeme, zda policko nezacalo hotet,
a v takovém pripadé jej rovnou zahodime.

Tim zajistime, Ze nikdy nebudeme zpracovavat cestu, kte-
r4 projde ohném (do zapéleného policka nikdy nevkrodi-
me a policko, které zac¢ne horet pfimo pod nami, zahodime
v dalsim kroku). A jak dlouho ndm to trva? Obé BFS zpra-
cuji kazdé policko nejvyse jednou, takze i dohromady bude
jejich Casové slozitost linedrni vzhledem k velikosti bludisteé.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z4-4.cpy

Kuba Pelc
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31-Z4-5 Naplnéni nadob

Méame n nadob a p piikazt k nalévani vody. Kazdy piikaz je
urceny trojici ¢isel (a4, b;, ¢;), kterd ¥ikd, Ze do vSech nadob
s Cisly a; aZ b; mame nalit po ¢; litrech vody.

Pfedstavime si na chvilku, Ze p¥ikaz je jenom jeden: (a, b, £).
Tehdy bychom mohli na a-tou nadobu povésit cedulku s na-
pisem ,.toto je prvni nddoba, do které se ma nalévat £ litru*
ana (b+1)-ni nddobu cedulku ,od této nddoby dal uz ¢ lit-
ri nenalévej*. Pak postaci projit se podél fady nadob: kdyz
potkdme prvni cedulku, za¢neme do vSech nadob, kolem
kterych projdeme, nalévat ¢ litri. S nalévanim skoncime,
jakmile potkdme druhou cedulku.

Totéz funguje, je-li piikazt vic. Za kazdy piikaz (a;, b;, ¢;)
vyrobime dvé cedulky: pocate¢ni umistime na a;-tou nado-
bu, koncovou na (b; + 1)-ni nddobu. Pak se zase projdeme
kolem fady nadob a dolévame. Priibézné si udrzujeme pro-
ménnou D, kterd nam fika, kolik vody méme do nadob
dolévat. Kdyz potkame pocatecni cedulku pro i-ty piikaz,
zvysime D o ¢;. Kdyz potkame koncovou cedulku, tak D
o ¢; sniZime.

Postup miizeme jesté zjednodusit: na cedulky miizeme psat
prosté +£; a —{; podle toho, jak mame zménit D. A po-
kud se sejde vice cedulek na tomtéz misté, mizeme jejich
hodnoty secist.

Nyni algoritmus popiSeme detailnéji:

® Nejprve vytvotfime pole ¢[l...n + 1], v némz si budeme
pro kazdou naddobu pamatovat soucet vsech cedulek po-
véSenych na ni. Na pocatku vypoctu to budou samé nuly.
(Pole indexujeme az do n+ 1, protoze obéas potiebujeme
povésit cedulku za posledni naddobu.)

Projdeme vSechny piikazy a pro kazdy pitkaz (a;,b;, 4;)
zvysime c[a;] o ¢; a snizime c[b; + 1] o ¢;.

Projdeme vSechny nadoby a dolévame. Inicializujeme D
na 0. Pak pro i = 1,...,n opakujeme: k D pfi¢teme c[i]
a do i-té nadoby nalijeme D litri. Jelikoz do této nadoby
uz nic dal§iho nenalijeme, miizeme rovnou vypsat, ze v ni
na konci bude D litra.

Jak rychly tento algoritmus bude? Inicializace pole trva cas
O(n), jeho vyplnéni podle pitkazti O(p) a koneéné projiti

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

nadob zabere O(p). Celkem tedy O(n + p). Rychleji to jisté
nejde, protoze tento Cas je potfebny na samotné precteni
vstupu a vypsani vystupu.

Pamét spotiebujeme na uloZeni pole ¢ a na konstantni pocet
pomocnych proménnych. Vstup a vystup si nemusime pa-
matovat: vstup zpracovavame jeden prikaz po druhém a uz
se k nim nevracime, vystup vypisujeme prubézné. Prosto-
rova slozitost tudiz ¢ini O(n).

Martin ,Medved“ Mares
2 G

\
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31-Z4-6 Séitani skod

Zadani tlohy néas navadi k tomu, abychom vytvorili néjaky
graf — pokud si potiebujete grafovou terminologii pfipome-
nout, nahlédnéte do na#i grafové kuchaiky.* Mame policka,
ktera na sobé néjak zavisi. Zkusime tedy policka prohlasit
za vrcholy grafu a zavislosti za hrany. Pokud je naptiklad
v poli A4 zapsino =A2+A1, natdhneme orientované hrany
z vrchold A2 a Al do vrcholu A4. Je dulezité, aby hrany by-
ly orientované, jinak bychom ztratili prehled o tom, které
policko se mé vyhodnotit pred kterym.

Maéame orientovany graf, tak co ted? Chceme najit né&jaké
poradi poli¢ek se vzorci (to jsou ta, do kterych vedou néjaké
hrany z jinych poli¢ek). Pro jednoduchost najdeme poradi
vSech policek, tedy i téch, ve kterych je zapsané pouze ¢islo.
Vlastné nam to vibec nebude vadit, protoze jak ukazeme
dale, vSechna tato policka zaradime na zacatek, takze kdyz
budeme chtit vypsat poradi samotnych poli¢ek se vzorci,
preskocime akorat pocatecni ¢ast a zaCneme vypisovat az
od prvniho policka se vzorcem.

Uvédomime si, ze kdyz hleddme takové poradi, tak urcité
mizeme jako prvni vyhodnotit policka se samotnymi ¢isly —
vrcholy, do kterych nevede zadné hrana. Vyhodnoceni po-
licka v nasi grafové reprezentaci provedeme tak, Ze prislusny
vrchol z grafu vymazeme, stejné jako vSechny hrany, které
z néj vedou. Tim se ndm muzou objevit dalsi vrcholy, do
kterych uz nepovede hrana, tak je pak muzeme vyhodnotit
také. Je to jisté korektni krok, protoze vrchol, do kterého
nevede zadn4 hrana, nezévisi bud na zddném jiném policku,
a nebo na uz vyhodnocengch polickich (a tedy smazanjych
z grafu).

Jak bude vypadat cely algoritmus? Nejprve projdeme vSech-
ny vrcholy grafu a ty, do kterych nevede zadna hrana, si
zafadime do fronty. Postupné vrcholy z fronty odebirame.
Vzdy se podivame na kazdou hranu vedouci z odebraného
vrcholu, smazeme ji, a pokud to byla jedind hrana vedou-
ci do nasledujiciho vrcholu, tak jej také pridame do fronty.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/31-Z4-4.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

Zastavime se, kdyz bude fronta prazdna. Bud jsme prosli
cely graf a nasli spravné pofadi, nebo nam v grafu néjaké
vrcholy zistaly, ale do kazdého vede hrana. V tom pripadé
se v grafu vyskytuje cyklus. To znamena, ze néjaka policka
v tabulce na sobé zaviseji navzajem a nejde z nich vybrat
jedno, které bychom mohli vyhodnotit jako prvni. Pokud
tedy existuje néjaké potadi, ve kterém mizeme policka vy-
hodnotit, nas algoritmus ho najde, a pokud neexistuje, tak
to taky odhalime.

Jaka bude ¢asova slozitost naseho algoritmu? Graf vytvo-
fime v linearnim case vuci poctu policek. Pak ho jednou
v linedrnim case projdeme, abychom zafadili do fronty vr-
choly, které na zadnych jinych nezavisi — policka s cisly.

Kdyz pak budeme graf prochézet, tak kazdy vrchol nejvy-
Se jednou zarfadime do fronty a jednou ho z ni vymazeme.
Nez ho ale vymazeme, musime se podivat na vSechny hra-
ny, které z néj vedou. Téch ale mtze byt az O(n), pokud na
tomto vrcholu zavisi vSechny ostatni. Muzeme se na to vsak
podivat z druhé strany, tedy spocitat, kolikrat se na kazdy
vrchol podivame pfi mazéani jiného vrcholu. Protoze kazdy
vrchol zavisi nejvyse na dvou dalsich, tak se na néj podi-
vame nejvyse dvakrat, nez ho zafadime do fronty. Pfestoze
nam tedy mazani nékterych vrcholtt mtze trvat dlouho, do-
hromady bude ¢asova slozitost algoritmu linearni, O(n).

Zuzka Urbanovd
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