Korespondencéni Seminar z Programovani
SOUTEZ KASIOPEA

27. rocénik Vzorova reSeni Brezen 2015

Vazeni a mili ¢tenéfi, predkladdme vam autorska feSeni tiloh ¢tvrtého roc¢niku in-
ternetové soutéze Kasiopea. Veskeré informace o soutézi vcetné vysledkd, zadani
a vzorovych zdrojovych kddi naleznete na strance soutéze:

http: //ksp.mff.cuni.cz/akce/kasiopea/2015/

V pfipad€ nejasnosti kolem feSeni tloh ¢i jinych podnét ndm nevadhejte napsat na
adresu kasiopea@ksp.mff.cuni.cz.

27-K-1 Po skole 10 bodu

K této tloze snad ani neni co psat. Stacilo jen kazdy fadek projet znak po znaku
a pripo¢ist jej do spravné t¥idy znakl a na zavér vypsat vysledek. Casové slozitost
O(pocet znaki na vstupu).

Karel Tesar

27-K-2 Kosticky 10 bodi

Zamyslime se, jak se méni pocet odhalenych stén pfi postupném pridavani kosticek.
Polozime-li kosti¢ku pfimo na stil tak, aby se nedotykala (mysleno celou sténou,
rohem se dotykat muze) zadné dalsi kosticky, zvysi se poéet odhalenych stén o pét.

Polozime-li kosti¢ku na sténu jiné kosticky, aniz by se dotykala néjaké dalsi kosticky,
zvysi se pocet odhalenych stén o ¢tyfi (pfibude pét novych odhalenych stén, ale
ztratime jednu sténu kosticky, na kterou pokladdme).

Jiny zpusob jak navysit pocet odhalenych stén o pét nez ten jmenovany neexistuje.
Rozmistit co nejvice kostic¢ek tak, aby pridaly pét stén a zbylé tak, aby piidaly ¢tyii
stény, je tudiz to nejlepsi, co mizeme mit. Z toho jiz plyne, Ze jednou z mozZnosti,
jak optimalné rozmistit kosticky, je polozit nejvyssi mozny pocet kosticek na stil
tak, aby se nedotykaly, a dalsi kosticky pokladat na tyto kosticky.

Snadno si ovérite, ze nejvyssi pocet kosticek, které lze umistit na stil, aniz by se
dotykaly, lze vypocist jako (%], kde [x] oznacuje horni celou ¢ast ¢isla x, tedy
nejmensi celé ¢islo z spliujici z > x.

Lukds Folwarczng

27-K-3 Obdélniky 10 bodu

Cestu k Teseni zahajime dvéma drobnymi pozorovanimi. Obdélniky, které maji né-
kterou ze stran nulové délky, nezabiraji zddnou plochu a nemusime se jimi zabyvat.
Dale si vSimneme, Ze obdélniky, které maji sviij druhy roh v odlisnych kvadrantech
roviny, se prekryvaji nulovou plochou. Tudiz mizeme tlohu vyfesit pro kazdy kvad-
rant roviny zvlast. Ve zbytku feSeni tedy bez jmy na obecnosti predpokladdme, Ze
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kazdy ze zadanych obdélnikt m4 jeden svij roh na soufadnicich (0,0) a druhy na
soutadnicich (z;,y;), ptiCemz plati x;,y; > 0.

Nasi dlohou je nyni spocitat obsah plochy pokryté témito obdélniky. Obdélniky si
setf{dime sestupné podle jejich vysky (to jest podle hodnoty y;). V pribéhu vypocétu
si budeme pamatovat hodnotu z ., ktera znaci, ze ndm zbyva zapocitat pouze obsah
té casti plochy, kterd lezi na casti roviny s ¢ > x,. Na zacatku polozime z, = 0,
protoze potiebujeme spocitat obsah celé plochy.

Nyni zpracovavame obdélniky tak, jak jsme si je usporadali, to znamend v sestup-
ném poradi podle jejich vysky. Necht pravé zpracovavany obdélnik mé svij pravy
horni roh v bodé (z;,y;). V pfipadé, kdy z; < z,, nemusime se obdélnikem zaby-
vat, protoze lezi cely ve zpracované c¢asti roviny. V piipadé, kdy z; > x,, mizeme
k celkovému obsahu bez obav p¥i¢ist (z; — z.) - y; a polozit z, = x;, protoZe je tento
obdélnik nejvyssim z téch obdélniki, které zasahuji do intervalu xz-ovych soufadnic
[, ;]

Slozitost naseho algoritmu je dana slozitosti tfidéni, coz pfi pouziti standardnich
tfidicich algoritmt davd O(N log N). V feSeni si krom vstupu pamatujeme pouze
konstantni pocet proménnych, pamétova slozitost je tedy linedrni. Pokud jste se
s tiidénim jesté nesetkali, nahlédnéte do p¥islusné kuchaiky.!

Lukds Folwarczng

27-K-4 Skolni exkurze 10 bodu

Nez za¢neme plnit autobus, udélame si malou analyzu naseho grafu. Ten se sklada
z vrchold o vystupnim stupni pravé jedna. Pokud se vydame z jednoho vrcholu smé-
rem po hranich (vZdy mame jen jednu moZnost, kam jit), uréité skonc¢ime v néjakém
cyklu. Graf se tedy skldda z cykld, ke kterym muzou byt pfilepeny néjaké ,ocasy*.
Cykly mohou mit i velikost 1.

Pii pfidavani déti (vrcholtl) do autobusu, vzdy musime vzit cely cyklus a pfipadné
muZeme pridat libovolny pocet vrcholt z ocast, které z tohoto cyklu vedou. Takova
tloha nipadné pfipomind problém batohu. Mame batoh (autobus) o kapacité K
a chceme jej co nejvice naplnit véemi [a1,b1],. .., [ak, bk], kde zapis [a;, b;] znamend
7e méme véc velkou a;, kterou miZzeme nafouknout az do velikosti b; (to jsou nase
cykly s ocasy).

Tento problém jiz vyfesime jako klasicky problém batohu. Vytvotfime si pole velikosti
K + 1, kde jednickou budou oznaceny kapacity, které umime vytvorit. Na zacatku
umime vytvorit jen kapacitu o velikosti nula. Véci budeme jednu po druhé pridavat.
S kazdou véci od konce zkontrolujeme kazdou kapacitu ¢, zda na ni umime navazat
pomoci véci a;, tedy zda je na pozici ¢ — a; jednicka. Pokud ano, zapiSeme jednicku
pro kapacitu ¢ a zacneme véc nafukovat. Tj. pfidavame jednicky az do kapacity
min(c — a; + b;, K)). A to je celé.

L http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni|
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Casové slozitost algoritmu je O(K - N), protoze pro kazdou kapacitu autobusu a kaz-
dy vrchol délame v batohu maximalné jednu aktualizaci — pro kazdy vrchol a jednu
kapacitu bud pfidavame novou jednicku, a nebo pravé jednou nafukujeme.

Karel Tesar

27-K-5 Cyklojizda 10 bodu

Na prvni pohled mtzeme vidét, ze cilem je najit v grafu uzavieny Fulerovsky tah,
ktery ma vSechny prefixové sou¢ty ohodnoceni hran nezdporné. Takze prvni, co udé-
lame, je kontrola sudosti vSech stupni a Ze soucet vSech hran dohromady je neza-
porny. Pokud néktera z téchto podminek neni splnéna, automaticky odpovidame, ze
feSeni neexistuje.

Dalsim krokem bude nalezeni libovolného Eulerovského tahu. V tom zatim neni spl-
néna podminka nezapornosti vSech prefixovych soucti, to teprve zafidime. Spocita-
me si vSechny prefixové soucty hran nami nalezeného Eulerovksého tahu a vybereme
z nich nejmensi hodnotu. Cely Eulerovsky tah pak pootoc¢ime tak, aby pozice této
hodnoty byla na zacatku a takovy Eulerovsky tah prohlasime za feSeni.

Jelikoz soucet vSech hran je nezdporny a my zacali v misté, kde pribézny soucet
predtim byl minimalni, médme zarucené nezaporny soucet na kazdé pozici tahu. Tim
jsme hotovi.

Casové slozitost je rovna slozitosti hledani Eulerovského tahu, ktera je O(n + m).
Zavérem jen stru¢né naznacime, jak se takovy Fulerovsky tah hleda.

Graf si budeme reprezentovat seznamem hran, pficemz kazdy vrchol bude mit sviij
seznam odkazl na hrany, s kterymi je incidentni. Graf budeme prohledavat do hloub-
ky z libovolného vrcholu. Do vrcholt vstupujeme opakované, do hran nikoliv. Béhem
prichodu si kazdy vrchol pamatuje pozici, kde jsme v jeho seznamu hran skondili,
a kdyz se v ném ocitneme pfisté, za¢indme pravé tam (ale preskakujeme jiz navsti-
vené hrany).

Samotny Eulerovsky tah ndm da poradi opousténi vrcholi v ramci prichodu. Tedy
hrany kreslime pravé, kdyz se v priichodu z vrcholu vracime. Béhem prozkoumaéavani,
nekreslime nic. Pro¢ toto funguje? Diky sudosti stuptiti — prvni vrchol, ve kterém se
dostaneme do slepé uli¢ky, bude startovni vrchol a posledni vrchol, ktery prohleda-
vani opusti, bude také startovni vrchol. Zacatek a konec tahu tedy sedi.

Dale vSsechny vrcholy, které uz jsme nékdy v prichodu opustili, jiz nikdy znova ne-
mizeme najit (mysleno v jiné vétvi prichodu), protoze jinak bychom v nich pfedtim
nasli dalsi hranu a tedy je neopustili. To znamena, ze dalsi vrchol, ve kterém nara-
zime na slepou ulicku je vrchol, ve kterém jsme naposled prestali kreslit (opét diky
sudosti stupni, je to jediny vrchol s lichym stupném nenavstivenych hran, ktery
jsme zatim nikdy neopustili). Tim méme zaruceno, Ze se ndm kreslené ¢asti na sebe
hezky napojuji.

Vice detaili muzete najit ve vzorovém kédu.

Karel Tesar



27-K-6 Obchodnici 10 bodu

Posledni tloha sla fesit technikou, které se casto fika ,dynamic programming over
subsets®. Ta vznikla kombinaci dvou technik - dynamického programovéni, a repre-
zentace néjaké mnoziny objekti pomoci jednoho celého ¢isla. Reprezentovat mnozinu
celym ¢islem X mtzeme jednoduse - ¢-ty bit X bude 0 tehdy, kdyz ¢islo ¢ do mnoziny
nepatii, a 1 tehdy, kdyz ¢islo ¢ do mnoziny patii. Bity ¢islujeme od 0.

Povsimnéme si, Ze s touto reprezentaci se velice dobfe pracuje - veskeré operace
s mnozinou dokdzeme prevést na néjakou kombinaci bitovych operaci. Nam bude
stacit sjednoceni mnozin X a 'Y (X or Y, X|Y), prinik mnozin (X and Y, X&Y'),
vytvofeni mnoziny obsahujici pouze prvek k (1 shl (bitovy posun vlevo) k, 1 << k
v C) a vytvofeni mnoziny co obsahuje vSechny prvky z rozsahu 0...k — 1 ((1 <<
k) — 1 - proc¢?). Povsimnéte si také, Ze vyuZitim téchto operaci mizeme elegantné
projit vSechny podmnoziny mnoziny {0,1,...,n} jednim cyklem, ktery pijde od 0
do 1 << n nevcetné, a na aktualni ¢islo se bude divat jako na mnozinu X.

Nyni zpét k tloze. U tloh na dynamické programovani casto pomaha napsat néja-
kou rekurzivni funkci, kterou pak vhodné upravime, aby jednou spocitané hodnoty
nepocitala neustale znova a znova. Pfedstavme si, Ze postupné prochazime nabidky
obchodniki, a u kazdého pfemyslime, jestli zrovna u néj néco koupime. Jaké ma-
me moznosti? Bud obchodnika zcela vynechdme, nebo vezmeme néjaky ze zatim
nenakoupenych darkt, zaplatime za néj jeho cenu i s dopravou, a bud jesté néco
prikoupime (uZ bez dopravy), nebo se pfesuneme o fiddek niZe k nabidce dalsiho
obchodnika.

Presné takhle bude tlohu fesit ona rekurzivni funkce f. Bude mit tfi parametry, ak-
tualniho obchodnika, jehoz nabidku zkousime, aktualni mnozinu nakoupenych darkid,
a jestli uz jsme u aktualniho obchodnika platili za dopravu. Jak se tedy f(o, X, 2)
bude chovat? Zept4 se nejdiive na hodnotu f(o+ 1, X,0), ta odpovid4 nejmensi ce-
né, pokud vynechame obchodnika s ¢islem o. Poté se podiva na kazdy nenakoupeny
déarek d (nulové bity v ¢isle X)), a uvazi, jaka je nejmensi cena, jak nakoupit zbytek
darkt za predpokladu, ze darek d vezmeme u obchodnika o. Jak ji spocita? Vezme
cenu darku d, pokud je z nulové, pticte k ni cenu za dopravu u obchodnika o, a vezme
nejmensi cenu, jak nakoupit zbytek - o to se postara rekurze, pokud se zeptdme na
flo, X|(1 << d),1).

To je feseni, které je ptilis pomalé, ale jiz je velice blizko zisku plného poctu bodi.
Staci pfidat jediné - kdykoliv spoéitdme hodnotu f(o, X, z), poznamename si ji do
pomocného pole, a pristé ji jiz pocitat nemusime. Vice viz zdrojovy kod.

Touto drobnou tGpravou dostaneme FeSeni s ¢asovou slozitosti O(nm2™), protoze pro
kazdou trojici parametri (kterych je n2™ -2) pocitdme hodnotu funkce f nejvyse
jednou, a v kazdém vypoctu f mame cyklus pres m darkt. Pamétova slozitost je
O(n2™).

Ondrej Hiibsch
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