Dynamické programovani

Rekurzivni funkce je takova funkce, ktera pii svém béhu vola sama sebe, ¢asto i vice
nez jednou, coz v disledku mize vést na exponencialni algoritmus. Dynamické pro-
gramovani je technika, kterou jde z pomalého rekurzivniho algoritmu vyrobit pékny
polynomiélni (az na vyjimecéné pfipady). Ale nepfedbihejme, nejdiive se podivame
na jednoduchy ptiklad rekurze:

Fibonacciho €isla

Budeme pocitat n-té ¢islo Fibonacciho posloupnosti. To je posloupnost, jejiz prvni

dva ¢leny jsou jednicky a kazdy dalsi ¢len je sou¢tem dvou predchozich. Zacina takto:
11 2 3 5 8 13 21 34 55 89

Pro nalezeni n-tého ¢lenu (ten budeme znacit F),) si napiSeme rekurzivni funkci
Fibonacci(n), kterd bude postupovat presné podle definice: zeptd se sama sebe
rekurzivné, jaka jsou dvé predchozi Cisla, a pak je secte. Mozna vice fekne program:

function Fibonacci(n: integer): integer;

begin
if n <= 2 then
Fibonacci := 1
else
Fibonacci := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
end;

To, jak funkce vola sama sebe, si miizeme snadno nakreslit tfeba pro vypocet ¢isla Fj:

Vidime, ze program se rozvétvuje a tvofi strom volani. Vsimnéme si také, ze nékteré
podstromy jsou shodné. Ziejmeé to budou ty ¢asti, které reprezentuji vypocet stejného
Fibonacciho ¢isla — v nasem piikladé tfeba tfetiho.

Pokusme se odhadnout ¢asovou slozZitost T, nasi funkce. Pro n = 1 a n = 2 funkce
skon¢{ hned, tedy v konstantnim (feknéme jednotkovém) case. Pro vyssi n zavold
sama sebe pro dva predchozi ¢leny plus jesté spotifebuje konstantni ¢as na séitani:

T, >T, 1+ T,_o+ const, aproto T, > F,.

Tedy na spocitani n-tého Fibonacciho ¢isla spotiebujeme cas alespon takovy, kolik
je ono ¢islo samo. Ale jak velké takové F,, vlastné je? Muzeme tfeba vyuZit toho, Ze:

Fn:Fn—1+Fn—222'Fn—2a
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z ¢ehoz plyne:
F, >2m/2

Funkce Fibonacci ma tedy exponencidlni ¢asovou slozitost, coz neni nic vitaného
(ukdzali jsme sice jen dolni odhad, neni v8ak tézké pfijit na to, Ze i v nejhorsim
pfipadé pobézi exponencidlné pomalu). OvSem jak jsme uz Fekli, nékteré vypocty
opakujeme stale dokola. Nenabizi se proto nic snazsiho, nez si tyto mezivysledky
ulozit a pak je vytahnout jako povéstného kralika z klobouku s minimem namahy.

Bude nam k tomu stacit jednoduché pole P o n prvcich, na pocatku inicializované
nulami. Kdykoliv budeme chtit spocitat néktery ¢len, nejdiive se podivame do pole,
zda jsme ho jiz jednou nespodcetli. A naopak jakmile hodnotu spoéitame, hned si ji
do pole poznamename:

var P: array[1..MaxN] of integer;
function Fibonacci(n: integer): integer;

begin
if P[n] = O then
begin
if n <= 2 then
P[n] := 1
else
P[n] := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
end;
Fibonacci := P[n]
end;

Podivejme se, jak vypada strom volani nyni:

Na kazdy ¢len posloupnosti se tentokrat ptame maximalné dvakrat — k vypoctu ho
potfebuji dva nasledujici ¢leny. To ale znamenad, ze funkci Fibonacci zavoldme ma-
ximalné 2n-krat, ¢ili jsme touto jednoduchou tipravou zlepsili exponencialni slozitost
na linearni.

Zdalo by se, ze abychom ziskali ¢as, museli jsme obétovat pamétf, ale to neni tak
tplné pravda. V prvnim piikladu sice nepouzivame zadné pole, ale pfi volani funkce
si musime zapamatovat nékteré tudaje, jako je tfeba navratova adresa, parametry
funkce a jeji lokdlni proménné, a na to samotné potfebujeme uréité pamét linedrni
s hloubkou vnofeni, v nasem pripadé tedy linearni s n.
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Urcité vas uz také napadlo, ze n-té Fibonacciho c¢islo se d4 snadno spocitat i bez
rekurze. Staél prvky naseho pole P plnit od zac¢atku — kdykoliv zndme P[1] =
Fi1,...,F, = P[k], dokdzeme snadno spoc¢itat i Plk + 1] = Fj11:
function Fibonacci(n: integer): integer;
var

P: array[1..MaxN] of integer;

i: integer;

begin
P[1] := 1;
P[2] := 1;
for i := 3 to n do
P[i] := P[i-1] + P[i-2];
Fibonacci := P[n]
end;

Zopakujme si, co jsme postupné udélali: nejprve jsme vymysleli pomalou rekurzivni
funkci, tu jsme zrychlili zapamatovavanim si mezivysledkti a nakonec jsme celou
rekurzi ,obratili naruby* a mezivysledky pocitali od nejmensiho k nejvétsimu, aniz
bychom se starali o to, jak se na né piivodni rekurze ptala.

V piipadé Fibonacciho ¢isel je samoziejmé snadné prijit rovnou na nerekurzivni rese-
ni (a dokonce si v§imnout, Ze si sta¢i pamatovat jen posledni dvé hodnoty a paméto-
vou slozitost tak zredukovat na konstantni), ale zminény obecny postup zrychlovani
rekurze nebo rovnou feSeni ilohy od nejmensich podproblémi k tém nejvétsim —
Tteba na tuto:

Problém batohu

Je ddno N pfedméti o hmotnostech my, ..., my (celoéiselnych) a také ¢islo M (nos-
nost batohu). Ukolem je vybrat nékteré z predmétii tak, aby soucet jejich hmotnosti
byl co nejvétsi, a pritom nepiekrocil M. Predvedeme si algoritmus, ktery tento pro-
blém Yesi v ¢ase O(MN).

NA4s algoritmus bude pouzivat pomocné pole A0 ... M] a jeho ¢innost bude rozdélena
do N krokt. Na konci k-tého kroku bude prvek A[i] nenulovy pravé tehdy, jestlize
z prvnich k predméti lze vybrat predméty, jejichz soucet hmotnosti je presné i. Pied
prvnim krokem (po nultém kroku), jsou vSechny hodnoty A[i] pro ¢ > 0 nulové a A[0]
ma néjakou nenulovou hodnotu, feknéme —1. VSimnéme si, jak kroky algoritmu
odpovidaji podaloham, které fesime: v prvnim kroku vyfeSime podulohu tvofenou
jen prvnim predmétem, ve druhém kroku prvnimi dvéma pfedméty, pak prvnimi
tfemi predméty, atd.

Popisme si nyni k-ty krok algoritmu. Pole A budeme prochazet od konce, tj. od
i = M. Pokud je hodnota A[i] stéle nulovd, ale hodnota A[i — my] je nenulov,
zménime hodnotu uloZenou v A[i] na k (pozdéji si vysvétlime, proé zrovna na k).

Nyni si rozmyslime, ze po provedeni k-tého kroku odpovidaji nenulové hodnoty v po-
li A hmotnostem podmnozin z prvnich k pfedméti (podmnoZina je v podstaté jen
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vybér néjaké ¢asti predmétir). Pokud je hodnota A[i] nenulova, pak bud byla nenu-
lova pfed k-tym krokem (a v tom piipadé odpovidd hmotnosti néjaké podmnoziny
prvnich k£ —1 pfedmétit) anebo se stala nenulovou v k-tém kroku. Potom ale hodnota
Ali—my] byla pied k-tym krokem nenulova, a tedy existuje podmnozina prvnich k—1
predméti, jejiz hmotnost je ¢ — my. Pfidanim k-tého predmétu k této podmnoziné
vytvofime podmnozinu predmétti hmotnosti presné i.

Naopak, pokud lze vytvorit podmnozinu X hmotnosti ¢ z prvnich k£ predmétt, pak
takovou podmnozinu X lze bud vytvofit jen z prvnich k—1 pfedméti, a tedy hodnota
Ali] je nenulovd jiz pfed k-tym krokem, anebo k-t pfedmét je obsazen v takové
mnoziné X. Potom ale hodnota A[i —my] je nenulova pied k-tym krokem (hmotnost
podmnoziny X bez k-tého prvku je i—my,) a hodnota A[i] se stane nenulovou v k-tém
kroku.

Po provedeni v8ech N krokt odpovidaji nenulové hodnoty Afi] pfesné hmotnostem
podmnozin ze vSech predmétti, co mame k dispozici. Specialné nejvétsi index ig tako-
vy, Ze hodnota Alig] je nenulova, odpovidd hmotnosti nejtézsi podmnoziny pfedméti,
ktera neprekroc¢i hmotnost M. Nalézt jednu mnozinu této hmotnosti také neni ob-
tizné: protoze v k-tém kroku jsme ménili nulové hodnoty v poli A na hodnotu k&, tak
v Alio] je ulozeno ¢islo jednoho z pfedmétti néjaké takové mnoziny, v Afig — m a[;y]
¢islo dalsiho pfedmétu, atd. Zdrojovy kdd tohoto algoritmu lze nalézt nize.

Casové slozitost algoritmu je O(N M), nebot se sklada z N krokti, z nichz kazdy
vyzaduje ¢as O(M). Pamétova slozitost ¢ini O(N + M), coz pfedstavuje pamét
potfebnou pro uloZeni pomocného pole A a hmotnosti danych predmeétu.

var N: integer; { pocet pfedmétd }
M: integer; { hmotnostni omezeni }
hmotnost: array[l..N] of integer; { hmotnosti danjch pfedmétd }
A: array[0..M] of integer;
i, k: integer;
begin
A[0] :=-1;
for i:=1 to M do A[i]:=0;
for k:=1 to N do
for i:=M downto hmotnost[k] do
if (A[i-hmotnost[k]]1<>0) and (A[i]=0) then
A[i] :=k;
i:=M; while A[i]=0 do i:=i-1;
writeln(’Maximdlni hmotnost: ’,i);
write(’Pfedméty v mnoziné:’);
while A[i]<>-1 do begin
write(’ ’,A[i]);
i:=i-hmotnost[A[i]];
end;
writeln;
end.
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Cviceni a poznamky

® Pro¢ pole A prochdzime pozadu a ne popredu?

e Slozitost algoritmu vypadéa jako polynomidlni, coz ve skute¢nosti neni iplné prav-
da. Zavisi totiz na hodnoté M, kterd mé na vstupu délku log M. Algoritmtm,
jez jsou polynomidlni vii¢i hodnotdm na vstupu (a tedy exponencidlni viéi dél-
ce vstupu), se fikd pseudopolynomidlni. Podrobnosti jsou v kuchafce o tézkjch
tlohéch.

Nejkratsi cesty a Floyduv-Warshalluv algoritmus

Nas dalsi priklad bude z oblasti grafovych algoritm, ale zkusime si ho nejdfive fici
bez grafi:

Bylo-nebylo-je N mést. Mezi nékterymi dvojicemi mést vedou (obousmeérné) silnice,
jejichz (nezdporné) délky jsou dany na vstupu. Predpokladame, Ze silnice se jinde
neZ ve méstech nepotkavaji (pokud se kifzi, tak mimotiroviiové). Ukolem je spocitat
nejkratsi vzdalenosti mezi vSsemi dvojicemi mést, tj. délky nejkratsich cest mezi vSemi
dvojicemi mést.

Cestou rozumime posloupnost mést takovou, ze kazda dvé po sobé nésledujici mésta
jsou spojené silnici, a délka cesty je soucet délek silnic, které tato mésta spojuji.
(V grafové terminologii tedy mame dany ohodnoceny neorientovany graf a chceme
zjistit délky nejkratsich cest mezi vSemi dvojicemi jeho vrchold.)

Pijdeme na to nésledovné: Vzdalenosti mezi mésty jsou na zacatku algoritmu ulo-
Zeny ve dvourozmérném poli D, tj. D[i][j] je vadélenost z mésta i do mésta j. Pokud
mezi mésty ¢ a j nevede zadné silnice, bude DJi][j] = oo (v programu bude tato
hodnota rovna néjakému dostateéné velkému ¢islu). V pribéhu vipoctu si budeme
na pozici D[i][j] udrzovat délku nejkratsi dosud nalezené cesty mezi mésty i a j.

Algoritmus se sklddd z N fazi. Na konci k-té faze bude v DIi][j] uloZena délka
nejkratsi cesty mezi mésty ¢ a j, kterd miaze prochéazet skrz libovolnd z mést 1,... k.
V priubéhu k-té faze tedy staci vyzkouset, zda je mezi mésty ¢ a j kratsi stavajici
cesta pfes mésta 1,...,k — 1, jejiz délka je ulozena v D[i][j], anebo nova cesta pies
mésto k.

Pokud nejkratsi cesta prochazi pres mésto k, mizeme si ji rozdélit na nejkratsi cestu
z i do k a nejkratsi cestu z k do j. Délka takové cesty je tedy rovna DI[i|[k] +
D[k][j]. Takze pokud je soucet D[i][k] + D[k][j] mensi nez stavajici hodnota D][i][;],
nahradime hodnotu na pozici D[é][j] timto souc¢tem, jinak ji ponechédme.

Z popisu algoritmu pfimo plyne, ze po N-té fazi je na pozici D[i][j] uloZena délka
nejkratsi cesty z mésta i do mésta j. Protoze v kazdé z N fazi algoritmu musime
vyzkouset viechny dvojice i a j, vyzaduje kazda faze ¢as O(N?). Celkova ¢asova
slozitost naseho algoritmu tedy je O(N?3). Co se paméti tyce, vystacime si s polem D
a to ma velikost O(N?). Program bude vypadat nasledovné:
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var N: integer; { podet mést }
D: array[1l..N] of array[l..N] of longint;
{ délky silnic mezi mésty,
D[i] [i]1=0, misto neexistujicich je "nekoneéno" }
i, j, k: integer;
begin
for k:=1 to N do
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
if D[i]1[k]1+D[k][j1 < D[il[j] then
D[i][j]:=D[il [k] + D[k]I[jl;
end.

Popisme si jesté, jak bychom postupovali, kdybychom kromé vzdéalenosti mezi mésty
chtéli nalézt i nejkratsi cesty mezi nimi. To Ize jednoduse vyfesit napriklad tak, ze
si navic budeme udrzovat pomocné pole E[i][j] a do néj pfi zméné& hodnoty D][é][;]
to ¢islo k). Mdme-li pak vypsat nejkratsi cestu z ¢ do j, vypiSeme nejprve cestu z i
do ETi][j] a pak cestu z E[i][j] do j. Tyto cesty nalezneme stejnym (rekurzivnim)
postupem.

Poznamky

® Popis algoritmu vyslovené svadi k ,rejpnuti“: Jak vime, Ze spojenim dvou cest,
které provadime, vznikne zase cesta (tj. Ze se na ni nemohou né&jaké vrcholy opa-
kovat)? To samoziejmé nevime, ale vSimnéte si, Ze kdykoliv by to cesta nebyla,
tak si ji nevybereme, protoze ptivodni cesta bez vrcholu k& bude vzdy kratsi nebo
alespon stejné dlouhd ... tedy alespon pokud se v nasi zemi nevyskytuje cyklus
zaporné délky. (Coz, pokud bychom chtéli byt pfesni, musime pfidat do pfedpo-
kladt naseho algoritmu.)

® Pozor na poradi cyklti — program vyslovené svadi k tomu, abychom psali cyklus
pro k jako vnitfni ... jenze pak samoziejmé nebude fungovat.

Cviceni
e Jak by algoritmus fungoval, kdyby silnice byly jednosmérné?
e Na prvni pohled nejprirozenéjsi hodnota, kterou bychom mohli pouzit pro oo, je
maxint. To ovSem nebude fungovat, protoze co+ oo pretece. Sta¢i maxint div 27
® Hodnoty v poli si sice prepisujeme pod rukama, takze by se ndAm mohly poplést
hodnoty z piedchozi faze s témi z faze soucasné. Ale zachréni nas to, ze Cisla,
o ktera jde, vyjdou v obou fazich stejné. Proc¢?

Nejdelsi spoleéna podposloupnost

Posledni piiklad dynamického programovani, ktery si predvedeme, se bude tykat
posloupnosti. Méjme dvé posloupnosti ¢isel A a B. Chceme najit jejich nejdelsi
spole¢nou podposloupnost, tedy takovou posloupnost, kterou mizeme ziskat z A i B
odstranénim nékterych prvkia. Napfiklad pro posloupnosti
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A=233123223112
B=32213122331223

je jednou z nejdelsich spole¢nych podposloupnosti tato posloupnost:

C=23122312.

Jakym zpusobem miiZzeme takovou podposloupnost najit? Nejdfive nas asi napadne
vygenerovat vSechny podposloupnosti a ty pak porovnat. Jakmile si ale spocitame,
7e vSech podposloupnosti posloupnosti o délce n je 2™ (kazdy prvek nezavisle na
ostatnich bud pouZijeme, nebo ne), najdeme radéji néjaké rychlejsi feseni.

Zkusme vyuzit nasledujici myslenku: vyresime tento problém pouze pro prvni prvek
posloupnosti A. Pak najdeme feSeni pro prvni dva prvky A, pfiemz vyuZijeme
predchozich vysledkt. Takto pokracujeme pro prvni tfi, ¢tyfi, ...az n prvka.

Nejprve si rozmyslime, co vSechno si musime v kazdém kroku pamatovat, abychom
z toho dokézali spodist krok nésledujici. Ur¢ité nam nebude stacit pamatovat si
pouze nejdelsi podposloupnost, jenze mnozina vsech spole¢nych podposloupnosti je
uz zase moc velka.

Podivejme se tedy detailnéji, jak se zmeéni tato mnozina pfi pfidani dalsiho prvku
k A: VSechny podposloupnosti, které v mnoziné byly, tam zistanou a navic pfibude
nékolik novych, konéicich pravé pridanym prvkem. OvSem my si podposloupnosti
pamatujeme proto, abychom je casem rozsirili na nejdelsi spole¢nou podposloupnost,
takze pokud zname néjaké dvé stejné dlouhé podposloupnosti P a ) koncici nové
pfidanym prvkem v A a vime, ze P kon¢i v B dfive neZ @, stadi si z nich pamatovat
pouze P, jelikoz v libovolném rozsiteni ()-¢ka mizeme () vyménit za P a ziskat tim

stejné dlouhou spole¢nou podposloupnost.

Proto si staci pro jiz zpracovanych a prvka posloupnosti A pamatovat pro kazdou
délku [ tu ze spoleénych podposloupnosti A[l...a] a B délky [, kterd v B konéi
na nejlevéjsim mozném misté, a dokonce nam bude stacit si misto celé podposloup-
nosti ulozit jen pozici jejiho konce v B. K tomu pouzijeme dvojrozmérné pole Dla,].

Jesté si dovolime jedno malé pozorovani: Koncové pozice ulozené v poli D se zvétsuji
s rostouci délkou podposloupnosti, ¢ili D[a,l] < Dla,l 4 1], protoZe posloupnosti
délky [ 4+ 1 nejsou ni¢im jinym nez rozsifenimi posloupnosti délky [ o 1 prvek.

Ted jiz vypocet samotny: Pokud uz zndme cely a-ty fadek pole D, miZeme z ndj
ziskat (a + 1)-ni Ffddek. Projdeme postupné posloupnost B. Kdyz najdeme v B pr-
vek Ala + 1] (ten prévé pfiddvany do A), mizeme rozsifit vSechny podposloupnosti
kon¢ici pfed aktudlni pozici v B. Nas bude zajimat pouze ta nejdelsi z nich, proto-
ze rozsirenim vSech kratSich ziskdme posloupnost, jejiz koncova pozice je vétsi nez
koncova pozice nékteré posloupnosti, kterou jiz zndme. Rozsifime tedy tu nejdelsi
podposloupnost a ulozime ji misto ptivodni podposloupnosti. Toto provedeme pro
kazdy vyskyt nového prvku v posloupnosti B. Vsimnéte si, Zze nemusime procha-
zet pole s podposloupnostmi stale od zacatku, ale mizeme se v ném posouvat od
nejmensi délky k nejvetsi.
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Ukéazeme si, jak vypadé zaplnéné pole hodnotami pii feseni problému s posloupnost-
mi z nadeho piikladu. Radky jsou pozice v A, sloupce délky podposloupnosti.

D1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 — — — — — - - - - - -
2 1 5 — — — — — — — — - -
315 9 — — — — — — — — -
41 4 6 11 - — — — — — — -
5 1.2 5 7 12 — — — — — — -
6 12 3 7 9 14 — — — — — -
7 1 2 3 7 8 12 — — — — — -
8 1 2 3 7 8 12 13 — — — — -
9 1 2 3 5 8 9 13 14 — — — -
101 2 3 4 6 9 11 14 — — — -
111 2 3 4 6 9 11 14 — — — -
12 1 2 3 4 6 7 11 12 — — — -

Zbyvé popsat, jak z téchto dat zvladneme rekonstruovat hledanou nejdelsi spole¢nou
podposloupnost (NSP). UkaZzeme si to na nasem piikladu: jelikoz posledni nenulové
¢islo na poslednim Fadku je v 8. sloupci, mé hledand NSP délku 8. D[12, 8] = 12 Fik4,
ze posledni pismeno NSP je na pozici 12 v posloupnosti B. Jeho pozici v posloupnosti
A ur¢uje nejvyssi fadek, ve kterém se tato hodnota také vyskytuje, v nasem piipadé
je to fadek 12. Druhé pismeno tedy budeme urcovat z D[11,7], t¥eti z D[9, 6], atd.
Jednou z hledanych podposloupnosti je:

poslupnost: 2 3 1 2 2 3 1 2
indexyvA: 1 2 4 5 7 9 10 12
indexyvB: 2 5 6 7 8 9 11 12

Jesté trochu konkrétnéji:

program Podposloupnost;
var
A, B, C: array[0..MaxN - 1] of Integer;
LA, LB, LC: Integer; { Délky posloupnosti }
D: array[0..MaxN, 1..MaxN] of Integer;
I, J, L, MaxL, T: Integer;
begin

if LA > LB then begin { A bude krat3i z obou }

C := A;
A := B;
B := C;
T := LA;
LA := LB;
LB := T;
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end;

for I := 1 to LA do
D[0, I] := LB;

L := 0;
MaxL := O;
for I := 1 to LA do begin
for J := 1 to LA do
D[I, J] :=DI[I - 1, JI;

L := 0;
for J := 0 to LB - 1 do
if B[J] = A[I - 1] then

begin
while (L = 0) or (D[I - 1, L] < J) do
L :=L+ 1;
if D[I, L] >= J then
D[I, L] := J;
end;
if L > MaxL then MaxL := L;
end;
LC := MaxL;
J := LA;
for I := LC downto 1 do
begin
while D[J - 1, I] = D[J, I] do
J:=7J-1;
CII - 1] := A[J - 1];
J:=7J-1;
end;

end.

v

pocet hodnot v poli, ktery se skldda ze dvou hlavnich cykld o délce |A| a |B|, coZ
jsou délky posloupnosti A a B. Vnotfeny cyklus while probéhne celkem maximéalné
|Al-krat a ¢asovou slozitost ndm nezhorsi. Mizeme tedy Fict, Ze ¢asova slozitost je
O(|A]-|B]). Posloupnosti jsme si prohodili tak, aby prvni byla ta kratsi, protoze pak
je maximalni délka spoleéné podposloupnosti i pocet krokt algoritmu roven délce
krats$i posloupnosti a tedy i velikost pole s daty je kvadrat této délky. Pamétovou
slozitost odhadneme O(N? + M), kde N je délka kratsi posloupnosti a M té delsi.

Cviéeni
® Proc jsme si z vice posloupnosti zapamatovali zrovna tu, kterd v B kon¢i nejle-

véjSim moZnym prvkem?

Martin Mares a Petr Skoda

71



Uloha 22-1-3: Sazba

Na vstupu dostanete text a ¢islo N. Vasim tkolem je zarovnat ho do bloku tak,
aby byl co nejhezéi. Protoze krasa je véc nazoru, zadefinujeme si pro nase ucely
vhodné objektivni méfitko: pro kazdou posloupnost mezer délky k (oddélujici slova)
vezmeme &islo (k — 1)2 a tato ¢isla sefteme ptes vSechny posloupnosti mezer ve
vysazeném textu. No a sazba je nejhezci, pokud je tento soucet nejmensi.

Slova nelze délit mezi Fadky a mate zaruceno, ze se v textu neobjevi slovo delsi nez V.
Na vystup od vas nechceme vypisovat vytvorené zarovnani, ale pouze miniméalni vyse
popsany soucet pro dany text, tedy ¢islo.

Napriklad pro text ,This is the example you are actually considering.“ a N = 28
ma program vypsat 12, protoze optimalni zarovnani je

This 1is the example you
are actually considering.

aohodnocenil+1+1+4+1+4=12.

Uloha 23-2-1: Balicky balicka

Chcete poslat postou petici za lehéi tlohy v KSP organizatorim a co nevidite. Vy-
hodné nabidky balicka! Muzete poslat jeden o vaze N kg, dva o vaze N — 1 kg, t¥i
ovaze N —2 kg, ..., N o vaze 1 kg, kde N zavisi na ro¢nim obdobi, denni hodiné
a sjizdnosti silnic. To vas nemusi trapit, N dostane va$ program na vstupu.

Dale dostanete vahu H petice v celych kilogramech. Vasim tkolem bude vymyslet,
které nabidky bali¢k?l je tfeba vybrat, aby se do nich dohromady veslo H kg petice,
ale zaroven aby jejich kapacita byla co nejblize tomuto H.

Je tfeba zduraznit, ze ,,3 balicky, kazdy o vaze N — 2 kg“ je jedna nabidka, kterou

jako celek bud pfijmete, nebo neptijmete. Chcete-li poslat 3N — 6 kg, je to ideédlni
volba.

Chcete-li poslat N — 2 kg a N neni Gplné malé (tfeba N = 100), je lepsi zvolit
nabidku ,,1 balicek o vaze N kg“, piestoze dva kilogramy nevyuzijete. Stejné dobré
feSeni by pak bylo vybrat ,, /N balickid o vaze 1 kg“ a nam je jedno, které z takovych
dvou stejné dobrych feseni vypisete.

Chcete-li poslat 100 kg a N = 12, mizZete vybrat tfeba kombinaci

3. (N=2)43-(N—-2)4+5-(N—-4)=3-10+3-10+5-8 = 100
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