Intervalové stromy

Predstavme si, ze mame posloupnost celych ¢isel pg, p1,...pn—1, se kterou budeme
prubézné provadét tyto dvé operace:

1. Zména jednoho ¢isla v posloupnosti.

2. Zjisténi souctu ¢isel na néjakém intervalu [a, b], tedy ps + pat+1 + - - - + Pb-

Nejdiive se zkusime zamyslet, jak bychom tlohu fesili, kdybychom méli jen druhou
operaci, tj. dotazy na soucty na konkrétnich intervalech. K feseni vyuzijeme pole
prefixovych soucti.

Pole prefixovych souctt je pole délky N + 1, ve kterém na indexu ¢ lezi soucet prvki
posloupnosti od indexu 0 az do indexu ¢ — 1. Tedy

prefli] = p[0] + ... + p[i — 1], pref[0] = 0
Neni t&zké si rozmyslet, Ze toto pole dokdzeme jednoduSe spocitat v ¢ase O(N).

Nyni, kdyz uz znadme vSechny prefixové soucty posloupnosti, umime snadno spocitat
soucet na libovolném intervalu [a, b]:

sla,b] = pref[b+ 1] — pref|a)

Kazdy dotaz dokadzeme zodpovédét v konstantnim case. Cely algoritmus méa tedy
slozitost O(N + D), kde N je délka posloupnosti a D je pocet dotazt.

Kdyz si do ulohy pfiddme i operaci ¢. 1 (zména ¢isla v posloupnosti), tak se ndm
pokazi Casova slozitost. S prefixovymi soucty stile dokdzeme dotaz ¢. 2 provadét
v konstantnim case, ale pfi operaci ¢. 1 se ndm miize stat, ze musime zménit az
v8echny prefixové soucty, takze slozitost této operace je O(N) a celkova slozitost pro
Z zmén a D dotazt je v nejhor§im piipadé O(NZ + D).

S touto slozitosti se samoziejmé nespokojime a budeme se snazit, abychom vysledné
intervaly uméli co nejrychleji sklddat z predpocitanych hodnot a abychom pti zméné
posloupnosti museli zménit co nejméné hodnot. K tomu se nam bude hodit datova
struktura jménem intervalovy strom.

Zavedeni intervalového stromu 4

Intervalovy strom je dokonale vyvazeny bi-

narni strom, jehoz kazdy list predstavuje

néjaky interval a vSechny ostatni vrcholy (1, 2] 3. 4]
reprezentuji interval, ktery vznikne sloze-
nim intervald jejich synd. Zaroven interva-
ly vrchold jedné hladiny na sebe navazuji
(vzdy smérem zleva doprava). Z toho vy-
plyva, Ze slozenim intervali z vrcholt jedné
hladiny dostaneme interval, ktery si pamatujeme v kofeni.

1 2 3 4

Intervalovych stromi existuje vice druhti. Obvykle je rozlisSujeme podle toho, jaké
informace si v nich pamatujeme. Napfiklad ve stromé pro soucty si kazdy vrchol
pamatuje soucet na svém intervalu, ve stromé pro maxima si pamatuje maximum
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na intervalu, apod. Mtizeme ale klidné mit strom, ktery si pamatuje, jestli cely jeho
interval obsahuje jen jednu hodnotu a pokud ano, tak jakou.

My se ted zaméfime na intervalovy
strom pro soucty a pomoci néj vyte-
§ime Givodni tlohu.

[1,4] s[1,4]=7

Na zac¢atku budeme chtit, aby v lis- (L2 s[L.21=9 3. 4] s[3, 4] = -2
tech intervalového stromu byly hod-
noty puvodni posloupnosti, pfi¢emz
prvni a posledni list stromu nechame
volné, pozdéji uvidime, proc. Zaro-
ven ale chceme, aby tento strom byl
dokonale vyvazeny.

Souctovy strom

Posloupnost tedy prodlouzime tak, aby jeji velikost byla mocnina dvojky minus dva
(na jeji konec pfidame néjaké prvky). Vsimnéte si, Ze tim jsme strom nezvétsili vice
nez dvakrat a ze nam nezalezi na tom, jaké prvky jsme do stromu ptidali, protoze
s nimi nikdy nebudeme pracovat. Nyni k jednotlivym operacim.

Zménu cisla v posloupnosti udélame jednoduse. Zjistime, o kolik se hodnota prvku
posloupnosti zméni, najdeme odpovidajici list a k tomuto listu a ke v§em jeho pted-
kiim pficteme dany rozdil. Tim jsme upravili vSechny intervaly, do kterych tento
prvek patii.

Nyni se podivejme, jak ze stromu zjistime soudet na néjakém intervalu [a, b]. Jinymi
slovy: potfebujeme ze stromu vybrat takové vrcholy, aby sjednoceni jejich intervali
byl nas dotazovany interval, a zaroven chceme, aby téchto vrchold bylo co nejméné.

Soucet intervalu [a,b] zjistime tak,
Ze si ve stromé najdeme listy repre-
zentujici pozice a—1 a b+1 posloup-
nosti a jejich nejblizs§iho spole¢ného
pfedka p. Nyni budeme postupovat
z listu od @ — 1 az do p a vzdy kdyz
do néjakého vrcholu pfijdeme z le-
vého syna, tak do vysledku pridame
interval pravého syna. Stejné tak po-
stupujeme od b+ 1 k p a pokud do
vrcholu prijdeme z pravého syna, tak pfidame jeho levého syna.

Vybér intervalu |2, 6]

Vsimnéte si, ze pri takovémto prichodu slozime cely interval. Ve je vidét na obrazku
vpravo.

Zpusob1, jak pracovat z intervalovym stromem a zjistovani informaci z néj, je vice.
Toto byl jeden z nich.

Zména prvku posloupnosti mé ¢asovou slozitost O(log V), protoze jsme na kazdé
hladiné zménili pouze jeden interval a strom ma O(log N) hladin. Zjisténi souétu
na intervalu mé také slozitost O(log N), jelikoz jsme do vysledku pfidali maximélné
2log N interval: nejvyse log N pfi cesté z listu a — 1 a log IV pfi cesté z b+ 1.
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Implementace intervalového stromu

Pri implementaci intervalového stromu vyuzijeme jeho dokonalé vyvazenosti a bude-
me jej implementovat v poli (stejné jako jsme do pole uklddali haldu). Kofen stromu
bude v poli na indexu 1, vrcholy z druhé hladiny budou mit postupné indexy 2, 3,
..., az listy budou mit indexy N, ..., 2N — 1. V této reprezentaci plati pro vrchol
s indexem ¢ néasledujici pravidla:

1. 27 a 2¢ + 1 jsou jeho synové.

2. |i/2] je jeho piedek (pro i > 1).

3. Pokud je i sudé, tak je vrchol levym synem, jinak pravym.

4. Pro sudé 7 je ¢ + 1 pravy bratr, pro liché ¢ je ¢ — 1 levy bratr.

Nyni vime vSe potfebné, tak se podivejme na samotnou implementaci v jazyce C:

int N = 100; // velikost posloupnosti
int posl[100]; // posloupnost
int *strom; // intervalovy strom

// Deklarace funkci

void inic(int N);

void pricti(int index, int hodnota);
int soucet(int A, int B);

/* Inicializace intervalového stromu

* Pozor: prvky posloupnosti indexujeme 1, ..., N

*/
void inic(int N) {

// Najdeme nejblizsi vy83i mocninu dvojky

int listy = 1;

while (listy<N+2) listy = listy*2;

// Pro strom pot¥ebujeme 2x*(polet listd) vrchold

// (nepouzivame strom[0])

strom = (int*)malloc(sizeof (int)*2x1listy);

N = listy;

for (int i=0; i<2xlisty; i++) strom[i] = 0;

// Na pfislusnad mista pricteme hodnoty posloupnosti

for (int i=0; i<N; i++)

pricti(i, posl[il);

}

// Pti&teni hodnoty na dané misto posloupnosti
void pricti(int index, int hodnota) {
int k = N + index;
while (k>0) {
strom[k] = strom[k] + hodnota;
k = k/2;
}
}
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// Zjisténi sou&tu na intervalu
int soucet(int A, int B) {
int souc = 0;
int a =N+ A - 1;
int b=N+ B + 1;
while (a!=b) {
// Pokud je a levy syn, tak p¥i¢ti pravého bratra
if (a%2==0) souc = souc + strom[a+1];
// Pokud je b pravy syn, tak p¥iéti levého bratra
if (b%2==1) souc = souc + strom[b-1];
// P¥esun na otce
a =a/2; b =b/2;

}
// Navic jsme pfiletli syny spolelného predka.
souc = souc - strom[2*a] - strom[2*a+1];

return souc;

}

V této implementaci jsme strom upravovali zdola smérem nahoru. Existuje jesté
rekurzivni implementace, kde se strom upravuje od kofene smérem dold, ale tu si
zde ukazovat nebudeme.

Cviéeni
e Naprogramujte rekurzivni implementaci operaci (strom se prochdzi shora dolit).

e Jak by vypadala implementace intervalového stromu pro maxima?

PouZiti intervalového stromu

Intervalovy strom je silny néstroj, kterym se da vyfesSit spousta tloh. Ale neZz ho
zacnete pouzivat, tak si vidy rozmyslete, zda tiloha nelze Tesit elegantnéji bez inter-
valového stromu. Ne vSechny druhy intervalovych stromt se dobfe implementuji.

Intervalovy strom obvykle pouzijeme, pokud potiebujme pribézné zjistovat infor-
mace o intervalech a zaroven je i ménit. Pokud pouzivame jen jednu z téchto operaci
(a tu druhou jen zfidka), existuje ¢asto lepsi fesSeni nez intervalovy strom — viz vodni
priklad.

Fenwickuv strom

Fenwickiv strom, nékdy také nazyvany jako finsky strom, je v podstaté jen strom
reprezentovany v poli. Jeho pouzivani je podobné jako pouzivani intervalového stro-
mu pro soucty. Rozdil je jen v implementaci danych funkci. My si Fenwickav strom
opét ukazeme na uvodnim prikladu. Zase tedy budeme potfebovat funkci pro zménu
hodnoty v posloupnosti a funkci pro zjisténi sou¢tu na intervalu. (Ve skuteénosti
zjistime dva prefixové soucty a z nich pak spoéitdme vysledny interval.)

Fenwickiv strom je trochu magicka datova struktura. Abychom si tuto magii mohli
uzit, zvolime trochu netradi¢ni zptsob vysvétlovani a nejdfive si ukdzeme, jak se
Fenwickiv strom implementuje a teprve pak si vysvétlime, jak to vSechno funguje.
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Fenwickiv strom bude pole velikosti N+1, kde index 0 nebudeme pouzivat. Pouzivat
budeme pouze prvky 1,..., N, které vSechny na zac¢atku nastavime na 0. Pokud
v posloupnosti zménime hodnotu, stejné jako u intervalového stromu, ve Fenwickové
stromé na néktera mista pricteme rozdil oproti predchozi hodnoté.

void pricti(unsigned int index, int rozdil) {
while (index<=N) {
strom[index] += rozdil;
index = index + (index & -index); // bitovy and
}
}

A zde je funkce pro zjisténi prefixového souctu:

int prefSoucet(unsigned int index) {
int soucet = O;
while (index>0) {
soucet = soucet + strom[index];
index = index & (index-1);
}
return soucet;

}

Tot celd implementace. No, nevypada na prvni pohled magicky? Pokud chcete védét,
jak tohle celé funguje, tak ctéte dal.

Ve Fenwickové stromé je na indexu 1 ulozen prvni prvek, na indexu 2 soucet prvniho
a druhého, na indexu 3 treti prvek na indexu 4 soucet prvnich ¢tyft, ...na indexu
N je ulozen soucet poslednich 2% hodnot, kde K je pozice prvniho jednickového
bitu v binarnim zapise ¢isla N. Ve stromé mame tedy ulozenou takovou pravidelnou
strukturu intervalu.

Nyni se podivame, co délaji nase magické funkce na posouvani ve stromé a pak na-
jednou bude v8echno jasné. Ve vyrazu index & (index-1) z funkce prefSoucet()
se nedéje nic jiného nez, ze se vynuluje nejpravéjsi jednickovy bit v indexu. Tim se
dostaneme na prvni interval, ktery jsme jesté nepficetli. V momenté, kdy se dosta-
neme na index 0, tak uz méme dotazovany interval kompletni a vypocet mizeme
ukoncit.

Vyraz index + (index & -index) déla to, Zze se v pomyslném stromé interval
posune o uroven vys. Pokud jsme tedy v intervalu o velikosti 2, tak se dostaneme do
intervalu velikosti 4, ktery dany interval obsahuje (tento interval je jednoznac¢ny).
Samotny vypocet déla to, Ze v ¢isle index vezme nejpravéjsi jednicku a znova ji
pricte.

Fenwicktiv strom se pouziva hlavné kvili jednoduchosti jeho naprogramovani a také
kvili efektivité samotného vypoctu a nevelké narocnosti na pamét. Pfi jeho imple-
mentaci doporucujeme davat si pozor na spravnost bitovych funkci.
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Cviceni
® Rozmyslete si, ze oba magické vypocty opravdu délaji to, co maji, a také, proc¢
vse vlastné funguje.

Karel Tesar
Uloha 16-3-1: Fyzikova blecha

Newtoon trénuje svoji blechu na blesi turnaj. Ten probiha na svislé stén€, na které
jsou vodorovné plosinky. Cilem blechy je slézt ze startovaci polohy co nejdfive na
podlahu. Pohyb blechy zavisi na tom, zda je blecha na néjaké plosince, ¢i pada. Pokud
pada, klesne za jednu blechovtefinu o jeden blechometr. Pokud je na ploSince, posune
se za jednu blechovtefinu o jeden blechometr vlevo ¢i vpravo.

Zéavod tedy probiha tak, ze blecha pada, pada, az dopadne na ploSinku. Pak se
rozhodne (nebo ji jeji majitel ptikaze), zda pijde doleva nebo doprava, a jde, dokud
nedojde na konec plosinky. Z ni pak seskoci a zase pada, dokud se nedostane na
podlahu. Vitézi blecha, kterd pfistane na podlaze jako prvni. Ovsem je nutné, aby
zadna blecha nespadla z vétsi vysky nez v blechometri, jinak se totiz po dopadu
urazi a odmitne pokracovat v zavodé.

Newtoon jiz vytrénoval svou blechu tak, Ze ho poslouché na slovo. Problém je ten, Ze
sam nevi, jak blechu navigovat, aby prosla bludistém nejkratsi moznou cestou. Pro-
toze Vas ale zajima, jak vypadé blecha, ktera poslouchd, rozhodli jste se Newtoonovi
pomoci.

Na vstupu dostanete jednak poéatecéni soufadnice blechy (v celych blechometrech),
v, coz je nejvétsi vyska, ze které mize blecha spadnout, aby se neurazila, a N,
coz je pocet plosinek na sténé. Déale dostanete popis N plosinek, u kazdé plosinky
soutadnice jejiho horniho dolniho rohu a jeji $itku (vSe opét v celych blechometrech).
Vsechny plosinky jsou vysoké jeden blechometr a zadné dvé se nedotykaji. Blecha je
na podlaze, pokud se nachézi na soufadnicich [x;0], kde z je libovolné celé &islo.

Vystupem vaseho programu je nejmensi pocet blechovtefin, které bude blecha po-
tfebovat, aby se dostala na podlahu. Kromé tohoto poctu vypiste i pocet plosinek,
na které blecha dopadne, a u kazdé ploSinky (v pofadi, jak na né blecha dopad4)
rozhodnéte, zda mé blecha jit vlevo ¢éi vpravo. Pokud tloha neméd feSeni (moc malé
v), vypiSte odpovidajici zpravu.

Priklad: Blecha se nachézi na soufadnicich [5;12], v = 4, N = 3. Plosinky jsou
[3;8];5, [3;4];5 a [7;6]; 3 ([soufadnice levého horniho rohul; délka). Nejkratsi cesta
trva 17 blechovtefin, blecha navstivi vSechny t¥i plosinky a ptjde vpravo na prvni,
vlevo na druhé a vpravo na tieti navstivené ploSince.
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