Mili resitele!

zima a s ni i Vanoce se pomalu blizi, a tak se svou nadilkou pod stromecek pfichazi i KSP. Doufame, Ze se vam nase darky

budou libit a Ze s nimi stravite prijemné chvile.

Aktudlni informace o KSP muZete nalézt na Internetu na hitp://ksp.mff.cuni.cz/, dotazy organizarotim (nikoliv vyfeSené
ulohy!) je moZno posilat E-mailem na adresu ksp@myf.cuni.cz.

Zadani druhé série Sestnactého roéniku KSP

16-2-1 Kral Eeek 10 bodu

16-2-2 Kral Ovopole 10 bodu

Byl-nebyl jednou jeden kral, ktery se jmenoval Eeek a mél
tuze rad knizky. Jeho paldc se uz davno stal jednou veli-
kanskou knihovnou a kral Eeek travil celé dny vysedavanim
u krbu ve své soukromé ¢itarné. Az jednoho dne za nim pii-
Sel lord nejvyssi knihovnik a svéfil se krali, ze objevil knihu,
které ani za mak nerozumi.

Cely text onoho masivniho fasciklu byl tvofen jen a pou-
ze Cislicemi, usporfadanymi zdanlivé bez jakéhokoliv fadu,
a spolehlivé ¢inil zmatek jak v pomazané hlavé kralovské,
tak v ponékud méné vznesené, le¢ vzdélanéjsi hlavé knihov-
nikové. Dlouho o tom p¥i dobrém viné pfemysleli, az dospéli
k nésledujici teorii:
Kdysi davno zila civilizace, jejiz filosofové radi zapisovali
své myslenky jako dlouhatanské ¢isla v roztodivnych cisel-
nych soustavach. Ovsem zaklady téchto soustav byly nato-
lik velké, ze jim brzy dosly symboly pro dcislice, a tak jed-
notlivé Cislice zacali zapisovat v desitkové soustavé. Navic
jesté za cislo pripojovali zaklad soustavy, rovnéz zapsany
desitkové. Cisla tedy vypadala napiiklad takto:
(1)(6)[10] = 1- 10" +6-10° = 16
(10)(10)[11] = 10-11* +10-11° = 120
(14)(10)(5)[16] = 14 - 16% +10- 16" + 5 - 16° = 3749
(1)(4)(1)(0)(5)(1)[6] =1-6° +...+1-6° = 13207

Pritom zapisy cislic nikdy nezacinaly nulou, pokud neslo
o nulu samotnou, a byla to vzdy celd nezdporna cisla mensi
nez zadklad. Zaklad byl celé c¢islo vétsi nez 1 a také nikdy
nezacinal nulou. Formalné feceno, hodnota ¢isla se stano-
vovala podle nésledujiciho pravidla:

(an)(an-1)... (a1 2] :Zai-zz
i=0

,Léty ovsem zavorky v zapisu vybledly a zbyly jen ¢isli-
ce, takze puvodni ¢islo uz stézi kdo rozpozna,”“ povzdechl
si kral Eeek. Knihovnik na to ale opacil, ze zatimco se Je-
ho veli¢enstvo racilo vénovati hodnotné literature, poddani
mezitim objevili poc¢itace a dokonce si uz zalozili i progra-
matorsky korespondencni seminafr, takze jisté dokazi napsat
program, ktery o daném fetézci Cisel rozhodne, kolik exis-
tuje zpusob1, jak doplnit zavorky tak, aby vznikl korektni
zapis néjakého cisla.

Co tikate, dokazete to?

Priklad: Posloupnost 1410516 odpovida zapistm:

(4)(1)(0;(5;(1)[6] (1)(4)(1)(0)[516]

(D)(@)(1W)(0)(5)[16]  (14)(1)(0)[516]
(14)(1)(0)(5)[16] (1)(41)(0)[516]
(1)(4)(10)(5)[16] (141)(0)[516]
(14)(10)(5)[16] (1)(4)(10)[516]
(1)(4)[10516] (14)(10)[516]
(14)[10516] (1)(410)[516]
(1)[410516]

Naproti tomu posloupnost 100 zadnému zapisu neodpovida.

Nebyl-byl jednou jiny krél, kterému fikali Ovopole, nebot
mél zvlastni zalibu ve vajickich — mimo to, Ze si na nich
rad pochutnaval, je také védecky zkoumal. Jednoho dne ho
napadlo, ze zjisti, ze kterého nejnizsiho patra jeho vysokan-
ského (takto N-patrového) paléce se vajicko pusténé z okna
na nadvori rozbije.

To je samoziejmé snadné zjistit pokusy: V kazdém pokusu
kral vajicko pusti z néjakého patra a kdyz se vajicko neroz-
bije, neché si ho pfinést a miize s nim podniknout dalsi po-
kus; pokud se rozbije, musi kral sdhnout po dalsim vajicku.
To je snadné, ale ouha, Ovopole pravé s t(div|dés|zas)em
zjistil, Ze v celém palaci se nachézi jen k vajicek, kterd do-
posud nepodlehla pfedchozim experimentiim. Navic kral je
ponékud netrpélivy, takze by s témito dvéma vajicky chtél
ziskat spravnou odpovéd na co nejméné pokusi.

Napiste proto nasemu krali program, ktery jeho problém
vyfFesi (jisté se vdm za to dostane kralovské odmény). Ta-
kovy program dostane na vstupu pocet pater N a pocet
vajicek k a postupné bude navrhovat jednotlivé pokusy a
prijimat odpovédi, jak pravé vypsany pokus dopadl. Nako-
nec program odpovi ¢islem hledaného nejnizsiho patra.

16-2-3 Kral Potvornik 10 bodu

Kral Potvornik (matematiky vétsinou zvany , Ten, ktery za-
davéa e“ nebo prosté Nepfitel) si u svych zeméméfica objed-
nal pfemeéfeni své kralovské potvorologické zahrady za tce-
lem stavby nového plotu. Zahrada ma, jak je znamo, tvar
nepravidelného konvexniho n-tthelniku (to, Ze je konvexni,
znamend, Ze vSechny vnitfni thly jsou mensi nez 180°) a
Potvornik pottebuje zjistit jeji obvod, aby védél, kolik ple-
tiva a ostnatého dratu musi objednat.

vvvvv

plotu lezicich presné ve vrcholech n-thelnika a kdyz se uzuz
chystali dat se do pocitani, pribéhla jedna z obyvatelek za-
hrady a jako na potvoru do hromédky listkii s napsany-
mi souradnicemi stréila a beznadéjné je pomichala. Nedosti
na tom, zamichala mezi né i jiné listky, na nichz byly sou-
fadnice riznych objekti lezicich uvnit zahrady.

Vv

Na vés je, abyste zeméméfice zachranili pred kralovskou od-
ménou (kterd by je jisté neminula, kdyby nespoéitali vcas)
tim, Ze napiSete program, ktery dostane na vstupu vSechny
nasbirané soufadnice (tedy soufadnice vrcholli a néjakych
bodt uvnit¥, to vSe v libovolné zpotvofeném potadi) a od-
povi co mozna nejrychleji, jaky je obvod zahrady (jak jiz
asi tusite, ani tento kral neni zrovna vzorem trpélivosti).

16-2-4 Krizovy kral 10 bodu

Pfi putovani kfizem kraz svétem ve sluzbach Kiizového (ne-
bo Krézového?) kréle jste se dostali az do jeskyné obyvané
ohnivym drakem. Drak vés viele pfivital a rovnou vas po-
zval k obédu. Brzy jste bohuzel zjistili, Ze se také muzete
stat jeho podstatnou soucésti. Nicméné draci jsou cestni



a navic se tento uz dlouho nudil, takze jste dostali Sanci
zachranit si zivot. Stac¢i porazit draka ve hie.

Hra je velmi jednoducha: drak si zvoli néjaké prirozené ¢islo
mezi 1 a N (kterézto N je pfedem zndmo) a na vés je, abyste
ho uhodli. Vy si v kazdém tahu zvolite mnozinu ¢isel a drak
vam fekne, zda se v ni jeho ¢islo nachéazi ¢i nikoliv. Kdyz jste
si jisti, Feknete ¢islo, o kterém si myslite, ze si ho drak mysli,
a drak zfejmym postupem rozhodne, zda si pochutnéte na
pecince nebo skoncite na pekaci.

Nicméné drak je velmi stary a bud se definice ¢estnosti
od dob jeho mladi trochu zmeénila, nebo za¢ina byt ponékud
skleroticky. Drak povazuje za zcela Cestné podvadét, pokud
to ovSem neudéla ¢astéji nez jednou za hru. Cili ve vasi hie
jedna z jeho odpovédi miize (ale také nemusi) byt chybna.
Pokud ovsem s odpovédi prilis otalite a ptate se prilis dlou-
ho, drak zacne byt z nutnosti provadét komplikované ope-
race s mnozinami hladovy a samoziejmé v takové situaci
netouzite po tom, aby mu dosla trpélivost.

Je tu jesté jeden drobny hacek — v draci feci si nejste zrovna
nejjistéjsi a drak sice ¢estinu ovlada bez problémi, nicméné
nedavno si nechal nabrousit zuby a jeho vyslovnost od té
doby neni prilis dobra. Abyste predesli nedorozumnénim,
dohodli jste se, ze budete komunikovat v jazycich zvanych
Pascal nebo C a misto toho, abyste hrali pfimo, popiSete
svou strategii jako program.

P.S.: Zarucena informace pochazejici od predkrmu tiké, ze
pfi N = 1000000 drakovi trpélivost vydrzi alespon 26 kol.

10 bodu

Panovnik Popleta XI. (nebo Ze by uz XII., kdo vi?) jistého
nejmenovaného kralovstvi se jiz chystd na odpocinek (mo-
derné bychom fekli do diichodu) a je potieba, aby své kra-
lovstvi prenechal svym potomkim. A to je pravé ten pro-
blém. Kral ma dva syny, Petra a Pavla, a shodou okolnosti
jsou to dvojcata. Jak tak léta bézela, dvorané uz davno za-
pomnéli, ktery ze synu je vlastné ten prvorozeny, a bude
proto potieba kralovstvi mezi né spravedlivé rozdélit.

16-2-5 Kral Popleta

Kralovstvi je tvoreno n provinciemi, které jsou ocislovany
¢isly od 1 do n. Kazda pripadne pravé jednomu ze synt.
Synové sepsali své pozadavky na to, jak by takové rozdéleni
mélo vypadat. Petrovy podminky jsou nasledujiciho tvaru:

® Dostanu provincii s ¢islem :.

® Dostane-li provincii s ¢islem ¢ druhy syn, pak ja dostanu
provincii s ¢islem j.

e Dostanu provincii s ¢islem ¢ nebo s ¢éislem j (nebo jesté
lépe obg).

Stejné tii typy podminek (az na to, Ze provincie chce pro
sebe) ma i Pavel.

Popletovi XI. jde z toho hlava kolem, a tak povolal své
moudré radce, aby kralovstvi rozdélili. Radcové podminky
syntt podrobné zkoumali a brzy zjistili, Ze neexistuje zad-
né rozdéleni provincii, které by vSechny sepsané podminky
splnilo naraz. Na druhou stranu také zjistili, ze libovolné t¥i
podminky naraz splnit lze, tj., napf. se mezi podminkami
nevyskytuje nasledujici trojice:

e Petr pozaduje pro sebe provincii s ¢islem 2.

e Petr pozaduje pro sebe provincii s ¢islem 4.

® Pavel pozaduje pro sebe provincii s ¢islem 2 nebo provin-

cii s ¢islem 4.

I pfes tato objevné pozorovani, nakonec radci krali Pople-
tovi XI. poradili, at si u kazdé provincie hodi korunou a
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podle vysledku hodu pak provincii pfenechd bud Petrovi
nebo Pavlovi. Ze pry takto (v primérném piipadé), splni
alespon polovinu vSech podminek, které si oba synové do-
hromady vymysleli. Vsimnéte si, ze podminky synt by byly
splnény s pravdépodobnosti 1/2 a 3/4 (dle jejich typu) a te-
dy v pramérném ptipadé je splnéna alespon polovina vSech
podminek. Popletovi XI. se to v8ak néjak nezddlo (pfece
nebude hazet svou zlatou kralovskou korunou, co nosi na
hlavé, to d4 rozum) a obratil se na vés.

Vasim tkolem je vymyslet pravdépodobnostni algoritmus,
ktery v praimérném piipadé splni co nejvétsi mnozstvi pod-
minek na rozdé€leni kralovstvi. Tedy, naleznéte co nejveétsi
¢islo a, 0 < a < 1, a k nému pfislusny pravdépodobnostni
algoritmus takovy, Ze stfedni hodnota poctu splnénych pod-
minek na rozdéleni kralovstvi je am, tj. rozdéleni provincii
nalezené algoritmem priumeérné splni alespont am podminek
ze vSech m podminek. Vas algoritmus by mél pracovat v po-
lynomiédlnim case (kral chce pfedat kralovstvi svym syntim
jesté za svého zivota).

Recepty z programatorské kucharky

Jestli programétor ve své praxi bude délat néco velmi cas-
to, tak to bude dozajista tfidéni nejriznéjsich dat. Co to
znamena? Pojem {7idéni je mozna malicko nepfesny, ne-
hodlame data (éisla, zdznamy, Fetézce a jiné) rozdélovat do
néjakych tfid, ale chceme stanovit jejich spravné poradi.
Se setfidénymi tdaji se mnohem lépe pracuje, usnadnime
si zejména pozdé€jsi vyhledavani ulozenych dat. Tridici al-
goritmy jsou jedny z nejstudovanéjsich algoritmi, my vsak
nebudeme do néjakych velkych detailt a specialit p¥ilis za-
bihat. Zkratka a dobte — budeme chtit t¥idit idaje rychle,
asporné a radostné.

V programech obvykle t¥idime jednotlivé exemplatfe néja-
ké datové struktury typu pascalského zaznamu. V tako-
vé struktufe byva obsazena jedna vyznacna polozka ozna-
Covana vétsinou jako klic¢, podle které se zaznamy radi.
Abychom si zjednodusili vyklad, budeme nadéle pfedpokla-
dat, ze tfidime zdznamy obsahujici pouze kli¢, a to dejme
tomu celoéiselny. Cisla budeme chtit sefadit od nejmensiho
k nejvétsimu. Pomoci poctu tiidénych ¢isel N budeme vy-
jadfovat casovou slozitost jednotlivych algoritmi. Metody
tfidéni mizeme rozdélit do dvou hlavnich skupin, a to na
tzv. vnitini tridént, kdy si mizeme dovolit vSechna data
nacist do paméti pocitace, a vnéjsi trident, kdy jiz tiidéni
musime realizovat opakovanym ¢tenim a vytvarenim disko-
vych soubort. My se omezime pouze na algoritmy vnitfniho
tfidéni a tfidéné pole si nadeklarujeme takto:

const N = 20;
type Pole

array[1..N] of integer;

Nejjednodussi tfidici algoritmy patii do skupiny primgch
metod. Vsechny maji nékolik spolecnych rysi: jsou krat-
ké a jednoduché a tiidi se na misté v poli. Tyto algoritmy
maji ¢asovou slozitost O(N?). Z toho vyplyva, ze jsou po-
uzitelné jen kdyz tfidénych dat neni pfilis§ mnoho. Struéné
si ptiblizime t¥i nejzndméjsi pfimé metody:

TFidéni pfimym vybérem (SelectSort) spo¢ivad v opakova-
ném vybirdni nejmensiho ¢isla m z dosud nesetfidénych ¢i-
sel. Nalezené ¢islo m si sikovné prohodime se zacatkem pole
a postup opakujeme, tentokrat na indexech 2,..., N. Na-
lezeny nejmensi prvek se tak dostane tésné za c¢islo m. Je
snadné si uvédomit, ze kdyz takto postupné vybirdme mi-
nimum z mens$ich a mensich intervalti, setfidime celé pole.



procedure SelectSort(var A: Pole);
var i,j,k,x: integer;
begin
for i:=1 to N-1 do
begin
k:=1i;
for j:=i+1 to N do
if A[j] < A[k] then k:=j;
if k > i then
begin x:=A[k]; A[k]:=A[i]; A[i]l:=x end
end
end;

TFidéni pfimym vklddanim (InsertSort) funguje na podob-
ném principu, vlevo na zac¢atku pole si stfadame jiz spravné
utiidénou posloupnost. Cisla z pravého tiseku se berou jed-
no po druhém a do levého tseku se vkladdanim zat¥iduji
podle velikosti, kam patfi.

procedure InsertSort(var A: Pole);
var i,j,x: integer;
begin
for i:=2 to N do
begin
x:=A[1];
j:=i-1;
while (j>0) and (x < A[j]) do
begin
Alj+1]:=A[31;
ji=j-1;
end;
A[j+1] :=x;
end
end;

(Upozornéni: ve nasich prikladech pfedpoklddame, ze ma-
me v prekladaci zapnuto zkracené vyhodnocovani logickych
vyrazu, tfeba v pfedchozim while cyklu se pfi j=0 jiz s prv-
kem A [0] neporovnava. Zdrojaky pro uplné vyhodnocovani
si jisté kazdy dokéze sdm upravit.)
Bublinkové tridéni (BubbleSort) pracuje malicko jinak. Po-
stupné se systematicky porovnéavaji dvojice sousednich prv-
ki a vyménuji se spolu vzdy, kdyz mensi ¢islo nasleduje po
vétsim. Na konci vypoctu jsou vsechny dvojice sousednich
prvkl usporadané, pole je tedy setfidéné. Algoritmu se fika
,bublinkovy“ proto, ze podobné jako bublinky v limonadé
stoupaji vysoka ¢isla v poli vzhiru.
procedure BubbleSort(var A: Pole);
var i,j,x: integer;
begin
for i:=2 to N do
for j:=N downto i do
if A[j-1] > A[j] then
begin
x:=A[j-11; A[j-11:=A[j]; A[jl:=x
end
end;

Lepsi t¥idici algoritmy bézi v ¢ase O(N log N). V minulé
Kuchafce jsme si ukazali datovou strukturu zvanou halda.
Do haldy umime vkladat prvek v ¢ase O(log N) a odebirat
z haldy nejmensi prvek taktéz v ¢ase O(log N). Coz tedy
si nejdfive vSechna tiidéna ¢isla postupné vlozit do haldy a
nésledné z haldy N-krat odebrat minimum? A ejhle, vymys-
leli jsme algoritmus, ktery na prvni, vkladaci fazi potiebuje

Nlog N kroka, na fazi vybiraci taktéz N log N kroka. TFi-
déni haldou (HeapSort) tedy bézi celé v ¢ase O(N log N) a
Ize ho vyhodné naprogramovat tak, aby potfeboval pouze
jediné pole.
procedure HeapSort(var A: Pole);
var i,x: integer;

{ "zabublani" prvku v haldé }

procedure bubbledown(n,i: integer);

var j,x: integer;

begin
while 2%i <= n do begin
J 1= 2xi;

if (j<n) and (A[j+1] > A[j]) then j:=j+1;
if A[i] >= A[j] then break;
x := A[i]l;
Alil := A[j1;
AL3] := x;
i:=3;
end;
{ postav haldu }
for i:=N div 2 downto 1 do bubbledown(N,i);
{ vybirej nejmensi prvek }
for i:=N downto 2 do begin
x := A[1];
Al1] Alil;
A[i] := x;
bubbledown(i-1,1);
end;
end;

TFidéni slévanim (MergeSort) je zaloZené na principu sléva-
ni jiz setfidénych posloupnosti dohromady v jedinou setii-
dénou. Dvé posloupnosti jednoduse v linedrnim case slijeme
tak, ze se divdme na nejmensi prvky obou posloupnosti a
na vystup vydame mensi z nich, ktery z jeho posloupnosti
poté odmazeme. Algoritmus, ktery umi slévat dvé posloup-
nosti uvniti jednoho pole, je dosti slozity, my budeme proto
vyslednou slitou posloupnost ukladat do pomocného pole.

Na pocatku bude kazdy prvek jednoprvkovou setfidénou
posloupnosti. V dalsi fazi se ze vSech sousednich jednoprv-
kovych slitim vytvori dvouprvkové posloupnosti, poté ze
vSech sousednich dvouprvkovych posloupnosti ¢tyfprvkova,
a tak dale, obecné v i-té fazi ze dvou 2~ !-prvkovych po-
sloupnosti vytvofime 2*-prvkovou. Takto pokracujeme, do-
kud nezbude jedina setfidénd posloupnost — celé pole. Zjev-
né v kazdé fazi vykondme O(N) krokd, dvé posloupnosti
totiz umime slévat v linedrnim case vzhledem k jejich délce,
a nase posloupnosti pokryvaji celé tfidéné pole. Pocet fazi
bude O(log N), nebot v kazdé fazi pracujeme s dvojndsob-
né velkymi posloupnostmi a tedy nejpozdéji v (logy N)-té
fazi jiz celé pole bude jedinou setiidénou posloupnosti. Do-
hromady proto MergeSort spotfebuje ¢as O(N log N).

V samotném programu ovsem s vyhodou pouzijeme meto-
du Rozdél & Panuj: nechame si zvlast rekurzivné set¥idit
levou i pravou polovinu pole a vysledky slijeme. Nevyhodou
algoritmu MergeSort je, Ze na slévani potfebuje jesté jedno
pomocné pole.
procedure MergeSort(var A,P:Pole; 1,r:integer);
var i,j,k,s: integer;
begin

s:=(1+r) div 2;

if 1 < s then MergeSort(A, P, 1, s);

if s+1 < r then MergeSort(A, P, s+1, r);

i:=1;



Jji=s+1;
k:=1;
while (i <= s) and (j <= r) do
begin
if A[i] <= A[j] then
begin P[k]:=A[i]; i:=i+1 end
else
begin P[k]:
k:=k+1
end;
while i <= s
begin P[k]:
while j <= r do
begin P[k]:=A[j]; j:=j+1; k:
for k:=1 to r do
A[k] :=P[k]
end;

=A[jl; j:=j+1 end;

do
=A[i]; i:=i+1; k:=k+1 end;

=k+1 end;

Jako posledni rychly algoritmus si pfedvedeme QuickSort.
Podobné jako MergeSort, i on je postaven na jednoduché
myslence a metodé Rozdél & Panuj. Nejprve si zvolime né-
jaké cislo, kterému budeme fikat pivot. Vice o jeho volbé
pozdéji. Poté prvky v poli takto preuspordadame: v levé ¢asti
pole budou pouze prvky mensi nez pivot, v prostiedni ¢asti
prvky rovné pivotu a v pravé c¢asti prvky vétsi nez pivot.
A poté si prvky levé i pravé ¢asti rekurzivnim volanim se-
tridime. Jisté tak spravné setfidime celé pole.

Velka zrada ovSem spoc¢iva ve volbé pivota. Pro nase acely
by se hodilo, aby po pfehazeni prvku leva i prava ¢ast pole
byly pfiblizné stejné velké. Nejlepsi volbou pivota by tedy
byl tzv. median tfidéného tiseku, tj. prvek takovy, jenz by se
po setfidéni vyskytoval uprostfed tseku. Preusporadani jis-
té zvladneme v linedrnim Case a stejnym argumentem jako
pii analyze MergeSortu (v i-té tirovni rekurze t¥idime tseky
dlouhé N/2%) dostavame ¢asovou slozitost O(N log N). Aé-
koli existuje algoritmus, ktery median pole nalezne v case
O(N), v QuickSortu se obvykle nepouziva, jelikoz konstan-
ta u ¢lenu N je dost velka. Namisto toho se vétsinou pivot
voli libovolné z naseho dosud nesetiidéného useku — zkrat-
ka se sdhne nékam do pole a nalezeny prvek se prohlasi za
pivot. D& se ukazat, ze algoritmus s velmi vysokou pravdeé-
podobnosti pobézi v éase O(N log N). Ditkaz je netrividlni
a my ho zde nebudeme predvadeét.

Je vSak potfeba si uvédomit, ze QuickSort muze v ojediné-
lych ptripadech nepfijemné zpomalit. Pfedstavme si, ze pi-
vot v kazdém rekurzivnim voldni neustédle nestastné volime
jako nejvétsi prvek z tridéného tseku. V takovém ptipadé
bude prava ¢ast pole prazdna a leva bude mit velikost N —1.
Rekurze dosahne hloubky N a ¢as tak vyjde O(N?).

procedure QuickSort(var A:Pole; 1,r:integer);
var i,j,k,x: integer;

begin
i:=1; j:=r;
k:= A[(i+j) div 2];
repeat

while A[i] < k do i:=i+1;
while A[j] > k do j:=j-1;
if i<=j then

begin
x:=A[i]; A[i]l:=A[j]1; A[j]:=x;
i:=i+1;
ji=j-1;

end

until i >= j;

if j>1 then QuickSort(A, 1, j);
if i<r then QuickSort(A, i, r);
end;

Trosicku stranou vSech zminénych algoritmt stoji piihrad-
kové tiidéni (RadixSort). RadixSort se vyznacuje tim, Ze
tfidénd cisla sice musi lezet v jistém nevelkém intervalu,
nicméné s touto podminkou je zvladne setfidit v linearnim
Case. Predpokladejme tedy, ze vSechna tiidéna cisla jsou
z intervalu [D, H|. Pfipravime si H — D + 1 pfihradek in-
dexovanych ¢isly D, D +1,..., H — 1, H. Postupné ¢teme
tfidéné zaznamy a ,sypeme” je do té prihradky, jejiz index
se shoduje s kli¢em zaznamu. Po precteni vstupu projdeme
pfihradky od nejmensi k nejvétsi a vypiSeme obsazené za-
znamy. Zjevné jsme data setfidili v éase O(N + (H — D)),
tedy O(N) pokud jsou D a H konstantni.

Pokud by bylo tieba prihradek ptili§ mnoho, mizeme pou-
Zit tzv. viceprichodovy RadixSort. V prvni fazi ¢isla rozdeé-
lime do pfihradek podle nejméné vyznamné cifry. Je dulezi-
té, aby se uvniti pfihradky zachovalo poradi, v jakém byla
¢isla vlozena. Poté postupné vybereme prvky od nejnizsi
po nejvyssi prihradku. V druhé fazi ¢isla opétovné rozdeé-
lime do prihradek, tentokrat podle druhé cifry, a opét je
z nich vybereme. A tak dale, dokud nezpracujeme vsech-
ny cifry (jejichz pocet je podle zadani tlohy né&jaky maly).
Zbyva si jen rozmyslet, ze po i-té fazi jsou cisla spravné
utfidéna podle i-té a nizsich cifer.

const
D=1;
H = 100;

procedure RadixSort(var A: Pole);
var C: array[D..H] of integer;
i,j,k: integer;

begin
for i:=D to H do C[i]:=0;
for i:=1 to N do C[A[i]] := C[A[i]l] + 1;
k:=1;
for i:=D to H do
for j:=1 to C[i] do
begin
Alk]:=1i;
k:=k+1;
end
end;

Na zavér naseho povidani o tiidicich algoritmech si ukéa-
zeme, ze tridit obecné tudaje, se kterymi neumime prova-
dét nic jiného, nez je navzajem porovnavat, rychleji nez
O(Nlog N) nejen nikdo neumi, ale také ani umét nemi-
ze. Libovolny tfidici algoritmus zaloZeny na porovnéavani a
prohazovani prvka totiz musi na nékteré vstupy vynalozit
fadové alespont N log N krokt. (RadixSort na prvni pohled
tento vysledek porusuje, na druhy vSak uz ne, kdyz si uveé-
domime, o jak specidlni druh tfidénych dat se jedna.)

Trtidici algoritmus v prbéhu své ¢innosti néjak porovnava
prvky a néjak je prehazuje. Provedeme myslenkovy experi-
ment. Pozménime algoritmus tak, ze nejdifive bude pouze
porovnavat, podle toho zjisti, jak jsou prvky v poli uspora-
dany, a kdyz uz si je jisty spravnym poradim, prvky najed-
nou poprehazi. Pfedpokladejme pro jednoduchost, ze vSech-
ny tfidéné tdaje jsou navzajem rtizné. Porovnavaci ¢innost
algoritmu si miZeme popsat tzv. rozhodovacim stromem.
Zde je priklad rozhodovaciho stromu pro t¥iprvkové pole:



’ T1X3T2 ‘ ’ T3X1T2 ‘ ’ ToX3x1 ‘ ’ ToX1T3 ‘

Kazdy vrchol obsahuje porovnani dvou prvka z a y, v le-
vém podstromu daného vrcholu je ¢innost algoritmu pokud
r <y, v pravém podstromu ¢innost pti x > y. V listech je
uz jisté spravné potradi prvki.

Kazdému algoritmu odpovida néjaky rozhodovaci strom a
kazdy prubéh ¢innosti algoritmu odpovida priichodu rozho-
dovacim stromem od kotfene do né&jakého listu. Nasim cilem
bude ukézat, ze v libovolném rozhodovacim stromu (a tedy
i libovolném odpovidajicim algoritmu) bude existovat cesta

z kofene do né&jakého listu (neboli vypocet algoritmu) délky
Nlog N.

Kolik maximalné hladin h a tedy i jaka nejdelsi cesta se
v takovém stromu muze vyskytnout? N&s strom ma tolik
listi, kolik je moznych poradi tfidénych prvki, tedy prave
N!. Riznym poradim odpovidaji rizné listy. V i-té hladiné

se pocet vrcholtt oproti (i — 1)-ni hladiné nejvyse zdvojna-
sobi, plati tedy
2 > NI,
neboli
h > logy(N1).
Existuje nékolik zptisobti, jak si h zdola odhadnout, my
pouzijeme skutecnost, ze

n" > nl! > n"/2.

Rozepsano
N/2 N
h > logy(N1) > log,(N™/<) > > log N.

Vidime tedy, ze pro kazdy tidici algoritmus existuje vstup,

na kterém se bude muset provést alespon N log N krok.

Zkuste si téz rozmyslet (drobnou modifikaci pfedchoziho

dukazu), ze ani priamérny ¢as t¥idéni nemtize byt rychlejsi
nez N log N.

Dnesni menu vam serviroval

Tomads Valla
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16-1-1 Telefonni seznam

Jak vétsina resiteld spravné poznala, tato tlozka se da Tesit
pouzitim haldy. Snadno si rozmyslime, ze kdyz ,,prefiltru-
jeme“ zadanou posloupnost slov haldou velikosti k£ — tj. do
haldy vlozime prvnich k£ prvkd a pak stfidavé odebirame
minimum a pfidavame dalsi prvky — je vysledna posloup-
nost setfidéna. Pfidani do haldy i odebrani z ni vyzaduje
O(log k) porovnéani a téchto operaci provedeme O(n). Je
ovSem nutné vzit v tvahu také to, ze porovnani fetézct
nelze provést v konstantnim case. V nejhorsim pripadé se
miize stat, ze se dva Tetézce lisi az na nékteré z poslednich
pozic, pak jejich porovnani zabere ¢as O(L), kde L je je-
jich délka. Vysledna casova slozitost tohoto Tfeseni je tedy
O(n - L -logk). V paméti si sta¢i udrzovat pouze haldu,
prvky se nacitaji postupné a lze je rovnou vypisovat, tedy
pamétova slozitost je O(k - L).

Existuji ovSem nejméné dvé feseni dosahujici stejné nebo
lepsi ¢asové slozitosti:

Je mozné prosté zapomenout na k a setfidit slova pomoci
prihradkového t¥idéni. Toto feSeni pracuje s ¢asovou slozi-
tosti O((n + p) - L), kde p je poCet pismen v abecedé, a
pamétovou slozitosti O(n - L).

Dalsi feseni pracuje na podobném principu jako prvni fese-
ni, nicméné vyhyba se pouziti haldy. Funguje takto: z po-
sloupnosti slov si vezmeme prvnich 2k a setiidime je, to vy-
zaduje O(k-log k) porovnani. k nejmensich z nich vypiSeme,
zbytek priddme na zacatek posloupnosti a opakujeme. Pro
dtikaz spravnosti je potteba uvédomit si dvé véci:

1) Vzhledem k tomu, Ze pozice kazdého prvku v posloup-
nosti se od své spravné pozice v setfidéné posloupnosti
lisi nejvyse o k, k nejmensich musi byt mezi prvnimi 2k
prvky posloupnosti, a tedy po setfidéni tohoto tiseku bu-
dou na spravnych pozicich.

2) Prerovndnim zbyvajicich k prvki nepokazime to, Ze
prvky jsou ve vzdalenosti nejvyse k od spravné pozice.
Ukézeme to sporem. Necht tedy takovy ,pokazeny* pr-
vek existuje. Bud x nejvétsi takovy. Pokud je jeho sprav-
na pozice (v ptuvodni nezkricené posloupnosti) nejvyse
2k, nemohli jsme nic pokazit. Tedy tato pozice je néja-
ké g, ¢ > 2k. Oznacme t novou pozici slova x, vime ze
q —t > k. Jestlize t = 2k, je = vibec nejvétsi z prvnich
2k, a mohli jsme ho posunout pouze smérem ke ¢. Tedy
t < 2k. Slovo y na pozici t+ 1 je vétsi nez x, jeho spravna
pozice je tedy alesponi ¢+ 1. Nicméné (¢+1)— (t+1) > k
a to je spor s tim, ze x je nejvétsi s touto vlastnosti.

Casova slozitost tohoto feseni je opét O(n- L-log k), protoze
tiidénych tsekt je O(n/k). Pamétova je O(k - L), protoze
si sta¢i pamatovat aktudlné tridény tisek. Program imple-
mentuje toto feseni, protoze se nejsnaze naprogramuje a ja
jsem liny.

Zdenéek Dvoradk

16-1-2 Lokalni minimum

Je podivu hodné, kolik lidi se upokojilo s trivialnim algorit-
mem o linearni ¢asové slozitosti — i pres explicitni upozor-
néni, ze to jde lépe. Pravda, nechalo se najit par vylepseni
typu ¢ist kazdy druhy prvek, pouzivat pouze konstatni pa-
métovou slozitost, le¢ k nalezeni logaritmické slozitosti (co
asi tak muze byt mezi O(n) a nesmyslem O(1)?) je tato
cesta neperspektivni. Jest lyze méa néco logaritmickou slo-
zitost, obvykle se tam néjakym zptisobem rovnomeérné roz-
déluji vstupni data — v tomto pripadé se bude piilit cely
interval a po vybéru spravné poloviny se tloha bude rekur-
zivné Tesit pouze uvnitt této.

Vintervalu [zg ... 2,/ ... Ty 1] existuje Lokdlni Minimum
(sporem). Vezmeme prostiedni prvek. Pokud je LM, tlo-
ha je vyfeSena. Jinak se LM nutné nalézd v poloviné (¢i



v obou), jejiz krajni prvek x, /941 je mensi nez x,, /5.

Pro¢? Necht bez ijmy na obecnosti /2 > ;,/241. Pro
spor predpokladejme, ze v pravé poloviné neni LM. Proto
nutné x, /241 > Ty 242 a stejnym argumentem pokracuji aZ
dostdvam x,, > xn41, coz je hledany spor, nebot x, 11 = oc.

Ulohu proto staéi rekurzivné spustit na vybranou polovinu.

I Plovaci sval nahlédne, Ze to 1ze provést nejvyse logaritmus-
krét, z éehoz plyne i celkova slozitost algoritmu O(logn).
Vsechna ¢isla jsou uloZena v poli, a tedy pamétova slozitost

je O(n).
Pavel Sanda

16-1-3 Dul

Vétsina z vas spravné rozpoznala, Ze tento piiklad je jednim
z onéch dvou, na které se mé pouzit recept z nasi programa-
torské kuchaiky. Ulohu lze vcelku jednoduse vyfesit modi-
fikovanym Dijkstrovym algoritmem, kde misto délky cesty
uvazujeme nosnost nejhorsi silnice, kterou cesta obsahuje.

Zminme tedy jen struéné rozdily oproti algoritmu z nasi ku-
charky. Ohodnoceni mést neni tvofeno délkami nejkratsich
cest, ale maximalnimi nosnostmi dosud nalezenych cest, kde
nosnost cesty je minimum nosnosti vSech silnic, které obsa-
huje. V kazdém kroku vybereme docasné ohodnocené més-
to M s nejvétsim ohodnocenim, a jeho ohodnoceni prohla-
sime za trvalé. Poté zkusime nalézt vyhodnéjsi cesty pres
mésto M do zbylych (doc¢asné ohodnocenych) mést. Po-
znamenejme, ze nosnost cesty pres mésto M je minimum
z nosnosti cesty do mésta M a silnice z mésta M do sou-
sedniho mésta. Dukaz spravnosti se provede podobné jako
dikaz spravnosti ptivodniho Dijkstrova algoritmu.

Primocara implementace pravé popsaného algoritmu bez
pouziti haldy m4 &asovou slozitost O(n?) a pamétovou slo-
Zitost O(n 4+ m), kde n je pofet mést a m je pocet sil-
nic. Regeni bez pouziti haldy, lze nalézt ve vzorovém pro-
gramu. Za pomoci haldy, lze dosdhnout Casové slozitosti
O(mlogn).

Existuje i alternativni feSeni pomoci datové struktury zva-
né disjoint find union (DFU), kterou si podrobné popise-
me v nékterém z nasledujicich dilti nasi kuchaiky. Datova
struktura DFU nam umoziuje udrzovat si rozklad mnoziny
na disjunktni podmnoziny. Na zacatku je mnozina rozlo-
zena na jednobodové podmnoziny a v priibéhu prace s ni
mizeme podmnoziny sjednocovat do vétsich. Tato datova
struktura nam pak umoznuje odpovidat na dotazy, zda dva
prvky jsou ve stejné podmnoziné ¢i nikoliv. Provedeme-li
celkem K operaci na n-prvkové mnoziné, pak ¢as spotiebo-
vany touto datovou strukturou je nejvyse O((K +n)-a(n)),
kde a(n) je inverzni funkce k tzv. Ackermannové funkeci. Po-
znamenejme, ze funkce a(n) roste s n velmi velmi pomalu
a pro pocet atomu ve vesmiru je tato tato funkce rovna 4.

Jak tedy takovéto feseni bude fungovat? Nejdiive si silnice
setfidime od té s nejvétsi nosnosti po tu s nejmensi. Na-
sledné budeme postupné povolovat silnice, které mizeme
pouzit, tak dlouho dokud nebude existovat cesta z dolu do
tovarny jen po povolenych silnicich. Silnice povolujeme od
té s nejveétsi nosnosti. Na zacatku neni zadna silnice povo-
lena. Mnoziny mést, mezi kterymi existuje cesta jen po po-
volenych silnicich, tvofi prave rozklad mnoziny vSech mést,
ktery udrzujeme pomoci DFU. Praveé popsané feseni mé ¢a-
sovou slozitost O(mlogm)+O((m+n)-a(n)) = O(mlogn)
a pamétovou slozitost O(n + m).

Dan Krdl

16-1-4 Nerus mé trojuhelniky!

Predstavitele Bosstanu by jisté potésilo, ze se naslo tolik
feSeni jejich Sifrovaciho problému. AvSak ne vSechna feSeni
byla dost rychld, aby se dala pouzivat. Spousta z vas Te-
sila problém naprosto pfimocarym zpusobem, ktery ovsem
bezi v ¢ase O(n?), a tedy velice pomalu uz pro malé n.
S malym pozorovanim lze tento algoritmus vylepsit aZ na
slozitost O(n?). Algoritmus vlastné funguje stejné jako pii-
mocaré feSeni jen s tim rozdilem, ze si pro kazdou dvojici
bodd pamatujeme interval, ve kterém mize lezet treti bod
(a vysledny trojihelnik pfitom bude obsahovat stied) a ten
pouze updatujeme. AvSak ani toto feseni, jak mnozi pozna-
li, neni nejlepsi. Vzorové feseni pracuje v ¢ase O(nlogn)
nasledujicim zpisobem:

Nejprve si vstupni data, body udané uhly, setfidime. Pak si
problém pfevedeme na opacnou tlohu, tedy kolik trojahel-
niku neobsahuje stfed. Tato tloha se fesi velice jednoduse,
presnéji v linedarnim case. Nejprve si uré¢ime, kdy trojuhelnik
neobsahuje stied. To nastava praveé tehdy, kdyz jsou body
trojuhelnika v intervalu dlouhém < 180 stupint, tedy jedno-
duseji, jsou pouze na jedné piilce kruznice. A tyto body se
jiz urdi velice jednoduse. Postupné volime body na kruznici
a pro né urcujeme nejvzdalenéjsi bod po sméru kruznice
takovy, ze jejich tihlova vzdalenost je < 180 stupni. Proto-
7e konec intervalu pro bod y néasledujici na kruznici po z
sta¢i hledat za koncem intervalu pro bod z, celou kruznici
objedeme maximalné 2-krat. Tedy algoritmus ma linearni
slozitost. Zbyva snad uz jen dodat, Ze je nutné si dat pozor
na to, abychom zapocitali kazdy trojihelnik pravé jednou.
Slozitost t¥idéni je O(nlogn) a algoritmus na hledani poétu
trojuhelnikt neobsahujicich stfed mé slozitost O(n). Tedy
celkové Casova slozitost algoritmu je O(nlogn) a pamétova
slozitost je O(n).

Tomas Vyskocil

16-1-5 Pravdépodobnostni algoritmy

Jak se ukdzalo (a jak ostatné napovi i pohled na vysled-
kovou listinu), generovani ndhodnych ¢isel s rovnomérnym
rozdélenim pravdépodobnosti je problém trochu potvornéj-
81, nez jak na prvni pohled vypadé. Nejdiive si ho proto
vyfeSme pro pripad, kdy je N mocninou dvojky, tedy rov-
né néjakému 2%, Tehdy nam staci k-krat si ,hodit korunou*
(tj. zavolat funkci randbit) a vysledek si vyloZit jako dvoj-
kovy zapis néjakého ¢isla mezi 0 a N — 1:

int random?2 (int N)

{

int z = 0;
N——;
while (N)

{

z = 2xz + randbit ();
N /=2
}

return z;

}

(vSimnéte si, Ze k ani nemusime podcitat, ze sta¢i N — 1
postupné délit dvojkou tak dlouho, nez vyjde 0).

Vsechny vysledky jsou urcité stejné pravdépodobné, proto-
7e kazdé c¢islo je uréeno pravé jednim dvojkovym zapisem



a pravdépodobnost kazdého dvojkového zdpisu je (1/2) -
(1/2)-...-(1/2) =2"F =1/N.

Ale co kdyz N nebude mocninou dvojky? Mohli bychom
napiiklad zvolit n&jaké N’ > N, které mocninou dvojky
bude (a takové uréité najdeme mezi N a 2N), vygenerovat
z v rozsahu 0 az N’ — 1 a vysledek néjak ,,upravit“, aby byl
vZzdy mensi nez N. Jak to ale pfesné provést?

Pokus ¢. 1: Spocist x mod N: to nebude fungovat, protoze
¢islo 0 mizeme vygenerovat dvojim zpisobem (pro x =0 i
x = N), zatimco tieba ¢islo N — 1 pouze jednim zptsobem
(x = N —1), a proto mé 0 dvojndsobnou pravdépodobnost
nez N — 1.

Pokus ¢. 2: Postupné generovani dvojkového c¢isla po bitech
si mizeme také vylozit jako hledani néjakého cisla v poli
(0,1,..., N —1) pilenim intervald, pfi¢emz v kazdém kro-
ku se nerozhodujeme podle nerovnosti s hledanym ¢islem,
nybrz nahodné. To je bezpochyby pro N = 2F totéz, ale
v ostatnich pfipadech musime dfive nebo pozdéji narazit
na interval, ktery se na dva stejné dlouhé rozdélit ned4. At
uz to osetfime jakkoliv, opét dostaneme nestejné pravdépo-
dobnosti vygenerovanych ¢isel.

A neni ndhodou, Ze se ndm nedaii rovnomérného rozdéleni
dosdahnout — ono to totiz na zadny koneény pocet volani
funkce randbit nelze. Poslyste diikaz: Kdyby stacilo h hodu
minci, mizeme si program upravit tak, aby randbit volal
vzdy pravé h-krat (pocitali bychom si, kolikrat ho zavolal,
a nakonec bychom doplnili ptislusny pocet volani, kterd by
nijak neovlivnila vysledek programu). Program pak mifize
probihat 2" riznymi zptisoby podle toho, jakou posloupnost
nahodnych bitd od funkce randbit dostal, pficemz vsech-
ny tyto priubéhy jsou stejné pravdépodobné. Kazdé ¢islo z,
které program muze vygenerovat, pak odpovida nékterym
z téchto pribéht (mize jich byt vice, protoze lze dospét
riznymi cestami k témuz vysledku) a oznacime-li si pocet
takovych pribéht c¢,, bude pravdépodobnost vygenerovani
¢isla = rovna presné c,/2". Jenze pokud neni N mocnina
dvojky, nemtzeme zaddanou pravdépodobnost 1/N vyjadfit
jako ¢, /2" pro zadné c,. [Pokud je a/b = c/d, pak ad = bc,
¢ili v naSem pifpadé 2" = N - ¢,. Jenze v rozkladu levé
strany na soucin prvocisel vystupuji jen dvojky, v rozkladu
pravé i jind prvocisla.] Takze nas program opravdu nemuze
fungovat.

Zkusme tedy na konecnost na chvili zapomenout a navrh-
nout naprosto pfimocaré feseni: Vygenerujeme ndhodné ¢is-
lo mezi 0 a N’ — 1. Pokud bude mensi jak N, prohldsime ho
za vysledek, jinak ho zahodime a generujeme znovu atd.:

int random (int N)
{
int x;
do
z = random?2 (N);
while (z >= N);
return z;

}

(zde zneuzivame toho, ze vypocet k ve funkci random?2 za-
okrouhluje nahoru, takze misto do N — 1 generujeme az
do N’ — 1, jak potfebujeme).

Jelikoz vysledky funkce random2 jsou, jak uz vime, vSech-
ny stejné pravdépodobné a my si z nich pouze vybirame
a v pripadé, ze si ¢islo nevybereme, zapomeneme veskery
dosavadni pribéh vypoctu, musi byt i vysledky nasi nové
funkce vSechny stejné pravdépodobné.

Hacek ovSem mtze byt v tom, Zze nedokdzeme piredpové-
dét, kolik iteraci bude nase funkce na vygenerovani jedno-
ho cisla potfebovat. Muze se to povést uz napoprvé, ale
také se to nemusi povést viibec — tfeba tehdy, bude-li nam
funkce randbit vracet stale samé jednicky. Nicméné prav-
dépodobnost toho, Ze se ndm prvni ¢islo nebude hodit, je
p=1-N/N’ < 1/2, pravdépodobnost toho, Ze ani to druhé
ne, je p? < 1/4, ..., [ netisp&nych pokusii nastane s prav-
dépodobnosti p! < 27! a nekoneéna posloupnost netispéchii
mé pravdépodobnost 0. [Coz neznamend, ze by nemohla
nastat.]

Zkusme tedy spocitat, kolik pokusti budeme potiebovat
v prumeéru. Nejprve si ale nadefinujme, co takovy prumér
presné je: Méjme néjakou mnozinu nahodnych jevi Q =
{w1,wa, ...}, pficemz jev w €  nastidvd s pravdépodob-
nosti p(w). Pak pro kazdou funkci F, které pfifazuje témto
jevim néjaka realna Cisla, mizeme nadefinovat stredni hod-
notu EF takto:
EF =Y F(w) pw).
weN
Pokud maji vSechny jevy stejnou pravdépodobnost, tedy
Yw € Q : p(w) = 1/|Q, splyvé tato definice s oby¢ejnym
(aritmetickym) primérem vSech funkénich hodnot; pokud
ale jsou nékteré jevy pravdépodobnéjsi, davame jim veétsi
vahu, a tak prumér ovliviuji vice.
Priklad 1: Pokud budeme hazet kostkou a budeme chtit
spocitat, kolik ndm v primeéru padne, bude nase mnozina
0 =1{1,2,3,4,5,6} a viechnd p(w) budou rovna 1/6. Pak si
staci zvolit funkei I(z) = z a spoditat jeji stiedni hodnotu:
0 N R 21 7
El = I(x) - p(x) = = =="- rT=—=-.
; () - p(x) ; =& ; = =3
Priklad 2: Hazime dvéma kostkami a chceme spocist pri-
meérny soucet. Mnozina 2 bude tentokrat zahrnovat vsech-
ny usporadané dvojice (z,y), kde 1 < z,y < 6, kazda dvoji-
ce bude mit pravdépodobnost 1/36 a stfedni hodnotu bude-
me podéitat z funkee S((z,y)) = x4y [dvojich zévorek se ne-
lekejte, pouze vyjadiuji, Ze parametrem funkce nejsou dvé
¢isla, nybrz jedna usporadana dvojice ¢isel]. Mohli bychom
pocitat otrocky podle definice, ale radéji si vSimneme jedné
zajimavé vlastnosti stfednich hodnot:

Odbocka: Stiedni hodnota je linedrni, to znamena, Ze plati:

E(F+G)= Y (F+G)w) pw)

we

weN
= <Z F(w) p(w)> + <Z G(w) p(w)> =
w€eN weN
= (EF) + (EG).
a také (coz se dokaze obdobné):

E(a-F)=...=«a-(EF)
Intuitivné feceno: E lze ,pfetahnout® jak pfes +, tak pres
nasobeni konstantou.

pro kazdé a € R.

Také si v§imnéme, Ze stifedni hodnotu lze ekvivalentné de-
finovat jako:

= al,

(%)

EF =) z-Pr[F(w) =
xr

kde s¢itame pres vSechna x z oboru hodnot funkce F a

Pr, [podminka)] znac¢ime pravdépodobnost, ze ndhodné vy-

brané w € ) spliiuje podminku, jinymi slovy soucet vSech



p(w) vyhovujicich prvki w. Pokud je jasné, co je ndhodna
proménné, misto Pr, casto piSeme jenom Pr. Stejné tak
zévorky okolo (EF') budeme vynechavat.

Zpét k prikladu 2: Funkci S muzeme vyjadiit jako soucet
dvou jednodussich funkei Si((z,y)) = = a S2((z,y)) = v,
jejichZ stfedni hodnota je ES; = ES; = % (stadi si vsim-
nout, ze kazdou hodnotu z dosdhneme pro 6 riznych vy,
takze jsme ve stejné situaci jako v pfedchozim piikladu).
Proto

ES = E(S1 + S2) = (ESy) + (ES2) "]

2 2

Zpét k analyze naseho algoritmu: Zkusme spocitat pramér-
ny pocet volani funkce random?2 béhem vypoctu, ¢ili stied-
ni hodnotu funkce R, kterd kazdému moznému prubéhu
vypoctu (tj. tomu, jaké jsme dostali ndhodné bity — zby-
tek je jiz jednoznacné uréen) pfifadi, kolikrat byla v tomto
pfipadé random?2 zavolana. To muzeme elegantné spocitat
tfeba tak, ze R vyjadfime jako soucet funkci R;, Ro,...,
kde R; = 1, pokud i-té volani nastalo, jinak R; = 0. Pak

dostaneme:
ER=E <ZR1-> =Y ER,.
i=1

=1

7.

Pravdépodobnost toho, ze R; = 1, jsme jiz spocitali a je to
pi—1 < 217% takZe podle (*) dostaneme:

ER,=0-Pr[R; =0]+1-Pr[R; = 1] =0+p;_q <2'7%
Z toho:

ER<izl—i:2-i2—i=2-1=2
=1 =1

[to neni nic jiného neZ soucet nekonecné geometrické fady].

Spocitat z toho primérnou ¢asovou slozitost naseho algorit-

mu je uz hracka: necht T'(w) znadi ¢asovou slozitost vypoctu
w, ¢ili O(R(w) - log N). Pak

ET =EO(R -logN) = O((ER) - log N) = O(log N).
[Cvi¢enicko: dokazte, Ze stfedni hodnotu lze ,pfetahovat
pres O“]
Takze i pfesto, Zze nas algoritmus na prvni pohled vypadal
velmi neefektivné, v prumérném piipadé bézi jen logarit-
micky dlouho (a tim padem také funkci randbit vola jen
logaritmicky-krét).

Jiny, mozZnd elegantneéjsi, zpusob odvozeni hodnoty ER mi-
zeme ziskat takto: Algoritmus v kazdém pripadé zavola
funkci random?2 jednou a pokud ziskd moc velké ¢islo (to na-
stava s pravdépodobnosti p < 1/2), dostane se opét na za-
¢atek a nic si z predchoziho nepamatuje. Proto plati:

ER=1+p-ER,
kterdzto rovnice ma feSeni
ER=1/(1-p) <2.

[Cvi¢enicko: chvili pfemitejte o tom, pro¢ je tato Gvaha
opravdu korektni.]

Pozndmka: Nékteii fesitelé vymysleli rtizné dimyslné (a né-
kdy i korektni) zpisoby, jak ¢ast ndhodnych bitt z net-
spésnych pokusii ,recyklovat® v pokusech dalSich. To sa-
moziejmé lze, ale jediné, co tim dokazeme, je pro néktera
N zmensit multiplikativni konstantu schovanou v O-¢ku,
coz nestoji za tu namahu. Kdybychom ovsem fesili obec-
néjsi tlohu a bylo nasim cilem generovat n ndhodnych ¢isel
namisto jednoho, zacalo by se recyklovani ndhodnosti vy-
plécet a dosli bychom (po tctyhodném mnozstvi pocitani)
k tomu, ze ¢im vétsi je n, tim vice se primérny pocet na-
hodnych bitt blizi k n - log N (pfesné, tedy bez O-ckal).
To si ale tfeba nechme na jindy, pro zvidavé napovim jen,
Ze jeden ze zplsobt, jak toho dosdhnout, je vzit popularni
kompresni algoritmus feceny aritmetické kédovani, inicia-
lizovat mu pravdépodobnosti vSech znak na 1/N a poté
nechat dekomprimovat posloupnost nahodnych bitt.

Jesté jedna pozndmka: V mnohych feSenich se vyskytlo po-
¢itani dvojkovych logaritmi pomoci vzorci typu

|logy N | = trunc(log(N)/log(2)).

To by bylo spravné, nebyt jednoho zadrhele: pocitac ne-
pocita s opravdovymi redlnymi ¢isly, nybrz pouze s jejich
aproximacemi. Proto vSechny vypocty v typech jako je real,
float apod. jsou zatizeny chybami, které i po zaokrouhleni
mohou byt podstatné. Casto se samozfejmé da dokizat, ze
v daném pfipadeé je vysledek spravny, ale nebyva to jedno-
duché, takze pokud se chcete takovym problémim vyhnout,
je praktické pti pocitani s celymi ¢isly pouzivat jen celoci-
selné operace.

Tak, to uz je pravdépodobné vsechno.

Martin Mares

Uloha 16-1-1 — Telefonni seznam — Program

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>

#define MAX_K 100
#define L 100

static char xwords[2 x MAX K + 1];

static void read words (int xn, int k, char xtgt)

{
char buffer[L + 1];
while (xn >0 && k—— > 0)

{
scanf (“%s”, buffer);

tgt[k] = strdup (buffer);
} (*n)——;

while (k—— > 0)
tgt[k] = NULL;



}
static int cmps (const void *a, const void *b)

{

const char xsa = x (const char *x) a;
const char xsb = * (const char *x) b;
if (!sa)

return 1;
if (lsb)

return —1;

return strcmp (sa, sb);
}
int main (void)
{
int n, k,
scanf (“%d%d”, &n, &k);

read words (&n, k, words + k);
while (1)
{
read words (&n, k, words);
gsort (words, 2 * k, sizeof (char x), cmps);
if (In)
break;
for (i =0;1 < k;i++)
{
puts (words[i]);
free (wordsli));

}
for (i = 0; words[i]; i++)

puts (words[i]);
free (wordsli));
}

return 0;

}

Uloha 16-1-2 — Lokalni minimum — Program

program minimum;
const
MAXP = 100;
var
1, r, m : Integer; {Levy konec, pravy konec a stred zkoumaneho intervalu}
n : Integer; {Delka posloupnosti}
A : Array[0..MAXP+1] of Integer; {Pole s prvky}
begin
{Inicializace - vlastne jeste neni soucasti hledani minima}
Read(n);
for 1 := 1 to n do
Read(A[1]);
A[0] := MAXINT;
A[n+1] := MAXINT;

{Zaciname hledat lokalni minimum}
1l :=0; r := nt+l1;
while 1 <> r do begin
m := (1+r) div 2;
if A[m] < A[m+1] then
if A[m-1] < A[m] then

r :=m-1
else begin
1 :=m;



r = m;

end
else
1l := mtl;
end;
WriteLn(’Minimum je na pozici ’, (l+r) div 2, ’.°);

end.

A jesté lahudka pro milovniky jazyka C:
for (=0, r=N+1, m= (I4+7r)/2; l!=r; m= (I4+7)/2, A[m]<A[m+1] ? ( A[m—1]<A[m] ?r=m—1:l=r=m ): (I=m+1) );

Uloha 16-1-3 — Dal — Program

program dul;
const MAX=100;
var N: word; { pocdet mést }

nosnosti: array[1l..MAX,1..MAX] of integer; { nosnosti silnic, -1 = silnice neexistuje }
ohodnoceni: array[1..MAX] of integer; { nosnosti zatim nalezenjch cest, -1 = nekoneéno }
odkud: array[1l..MAX] of integer; { pfedchoZi mésto na nejleps8i cesté }

trvaly: array[1..MAX] of boolean; { trvale ohodnocen? }

i,j,w:word;
max_nosnost:integer;
procedure vypis(konec: word);
begin
if odkud[konec]<>-1 then
vypis (odkud [konec])
else
write(’Nalezenéa cesta:’);
write(’ ’,konec);
end;
begin
{ Nejdfive nalteme popis silniéni situace Kaputanii }
readln(N);
max_nosnost:=0;
for i:=1 to N do
for j:=i+1 to N do
begin
readln(nosnosti[i] [j1);
nosnosti[j] [i] :=nosnosti[i] [j];
if max_nosnost<nosnosti[i] [j] then max_nosnost:=nosnosti[i] [j];
end;
for i:=1 to N do
begin
trvaly[i] :=false;
ohodnocenil[i] :=-1;
end;
odkud[1] :=-1;
ohodnoceni[1] :=max_nosnost;
repeat
w:=0;
for i:=1 to N do
if not(trvaly[i]) then
if w=0 then
w:=i
else
if ohodnocenil[i]>ohodnoceni[w] then
w:=i;
if w<>0 then
begin
trvaly[w] :=true;
for i:=1 to N do
if (nosnostil[w] [i]<>-1) and not(trvaly[i]) and
{ podminku "not(trvaly[i])" lze vypustit }
(ohodnoceni[i]<ohodnoceni[w]) and
{ podminka ohodnoceni[i]<ohodnoceni[w] je vZzdy splnéna !}
(ohodnoceni[i]<nosnosti[w] [i]) then

~10 —



begin
if (nosnostilw] [i]<ohodnoceni[w]) then
ohodnocenil[i] :=nosnosti[w] [i]

else
ohodnoceni[i] :=ohodnoceni [w] ;
odkud[i] :=w;
end

end
until trvaly([N] or (w=0);
if trvaly[N] then vypis(N) else write(’Cesta z dolu do tovarny neexistuje.’);
writeln;
end.

Uloha 16-1-4 — Neru$ mé trojahelniky! — Program

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAX 1024

float p[MAX];
int n;

int cmp (const void *a, const void *b)

{
}

int test (int 4, int j)

{

return * (float *x)a — * (float *)b;

int h = (j+1)/n;

if (p[i] + 180 > p[ (j+1) % n] + 360 * h)
return 1;

return 0;

}

int main (void)

{

int i, k, sum;
scanf (“%d”, &n);
for (i=0; i<n; i++){
scanf (“%f”, &pli);
}

gsort (p, n, sizeof (float), cmp);

k = 0;
while (test (0, k)) k++;

sum= (k—1)%k /2
for (i=1; i<n; i++){
while (test (¢, k)) k+-+;
sum += (k—10)* (k—i—-1)/2;
}
printf (“%d\n”, nx (n—1)% (n—2)/6—sum);

return 0;

— 11 —
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