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Uvod Roénik sedmnécty, 2004/2005

Uvod

Korespondenéni seminaf z programovani (dale jen KSP), jehoz sedmnacty
ro¢nik se vam dostava do rukou, patfi k nejznaméjsim aktivitam pofadanym
MFF pro zajemce o informatiku a programovéani z fad studenti stfednich skol.
Resenim tloh naseho seminafe ziskavaji stfedoskolaci praxi ve zdoldvani nej-
ruznéjsich algoritmickych problémt, jakoz i hlubsi ndhled na mnohé discipliny
informatiky. Proto nékteré tlohy KSP svou obtiznosti vysoko presahuji ramec
bézného stredoskolského vzdélani, a tudiz i pozadavky pfi pfijimacim Fizeni
na vysoké skoly, MFF z toho nevyjimaje. To ovSsem viibec neznamend, ze nem4
smysl takové problémy fesit — pfi troSe premysleni neni ptili§ obtizné néjaké
(i kdyz nékdy ne to nejlepsi) feseni nalézt. Nakonec — posudte sami.

KSP probiha tak, ze student od nas jednou za ¢as dostane postou zadani
nékolika (¢tyf ¢i péti) tloh, v klidu doméciho krbu je (ne nutné vSechny) vyte-
81, sva Teseni v priméfené vzhledné podobé sepise a do uréeného terminu zasle
na nize uvedenou adresu (at uz fyzickou ¢i elektronickou). My je poté opravi-
me a spolu se vzorovymi feSenimi a vysledkovou listinou posleme pti vhodné
prilezitosti zpét na adresu studenta. Tento cyklus se nazyva série, resp. kolo.

Za jeden skolni rok obvykle probéhnou ¢ty¥i série, v letech hojnéjsich pak
pét. Zavéreénym bonbdnkem je pak pravidelné soustredéni nejlepSich fesitelt
seminafe, konané obvykle na zacatku ro¢niku dalsiho a zahrnujici bohaty pro-
gram ¢itajici jak aktivity ryze odborné (pfedndsky na riznd zajimava témata
apod.), tak aktivity ryze neodborné (kupfikladu hry a soutéze v p¥irodg).

N4&s korespondencni seminaf neni ojedinélou aktivitou svého druhu — exis-
tuji korespondencni seminare z fyziky a matematiky pfi MFF, jakoz i jiné pro-
gramatorské semindfe (kupfikladu bratislavsky). Rozhodné si vSak nekonku-
rujeme, ba pravé naopak — kazdy seminaf nabizi néco trochu jiného, reSitelé
si mohou vybrat z bohaté nabidky uloh a najdou se i takovi nadsSenci, kteri
Uspésné fesi nékolik seminaid najednou.

Velice radi vam odpovime na libovolné dotazy jak ohledné studia informa-
tiky na nasi fakulté, tak i stran jakychkoliv informatickych ¢i programéatorskych
problémt. Jakykoliv problém, jakdkoliv iniciativa ¢i nabidka ke spolupraci je
vitana na adrese:

Korespondenéni seminai z programovani
KSVI MFF
Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1l

e-mail:  ksp@mff.cuni.cz
www:  hitp://ksp.mff.cuni.cz/
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Zadani uloh 17-1-1

Zadani uloh

17-1-1 Vydélek bratii Souckn 10 bodi

Bratii Souckovi, Ain a Kébel, potomci znamého velikého Suka, byli odma-
la talentovani hudebnici. Jejich vzajemny vztah bohuzel byl, jak jejich jména
kézou, dosti Spatny. I v dospé€lém véku si oba konkurovali jako hudebni kritici.

Pii vzacné prilezitosti vystoupeni zndmého zpévika Miguela J. X. Sona
byli oba bratfi Souc¢kovi firmou Granny najati, aby se pokusili odposlechnout
J. X. Sonuv nejvétsi hit. Oba bratii — kazdy sam — koncert navstivili a kdyz se
do Sonova hitu zaposlouchali, zjistili, Ze se neustale opakuje. Tak si oba pozna-
menali jeho zacatek az do chvile, kdy si byli jisti, ze cely hit je jen opakovani
jimi zaznamenaného zac¢atku.

Pii odevzdani svych zaznamu ale zjistili, ze jsou rizné dlouhé! Oba vsak
ale trvaji na tom, Ze zaznamenali skladbu spravné, a obvinuji toho druhého.
Vedouci firmy Granny, pani Babickova, si vSak mysli, Ze ackoliv jsou jejich
zapisy ruzné dlouhé, mohly by predstavovat jedinou skladbu. A vas poprosila,
jestli byste jejich zapisy mohli porovnat.

Na vstupu dostanete Ainuv i Kabeluv zdznam. Kazdy se sklada z délky
a pak z jednotlivych not, které budeme pro jednoduchost zapisovat priroze-
nymi ¢isly. Ukolem vaseho programu je Fici, zda posloupnost, kterd vznikne
jako nekonecéné opakovani Ainova zapisu je stejnd jako ta, ktera vznikne jako
nekonecné opakovani zapisu od Kabela.

Priklad: Pokud je Aintv zdznam 1,2,1,2,1,2 a Kéabeluv 1,2, 1, 2, zazname-
nali oba bratii skladbu stejné. Pokud by Ain zaznamenal 1,2,1,2,3, 2, nebylo
by tomu tak.
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17-1-2 Buhdhova odména 10 bodu

KdyZ znamy tigamsky kupec Semtodaj Cornulaj Apadaj, vérny reprezen-
tant svého naroda, prodal dalsi kus ,své“ Tigamské plosiny, rozhodl se Biihdha,
Ze uz se na to nemuze dal koukat. OvSem jeho hlasité ,Budiz ¢ernocernd tmal!“
se minulo Géinkem a vratilo ozvénou. (Pfeci jenom Btthdha nemtZe byt vSemoc-
ny; kdyby mohl, dokazal by vytvorit nefesitelny problém, ktery by nevyresil ani
on sam — ale pak by nebyl vSemocny. QED.)

A tak si usmyslel, ze Tigamany alespoii odméni — obméni jejich jazyky.
A to tak, aby si zadni obyvatelé dvou sousednich vesnic nerozuméli. Sousedni
vesnice jsou takové, mezi kterymi vede (samoziejmé horskd) pésina. A protoze
jsme v horach, zddné dvé pésiny se nekiizi.

Ubohy Btihdha ale dokézal vymyslet jen 6 odlisnych jazykt. Zklaméan do-
savadnimi netspéchy se radéji obratil na vas, abyste zjistili, zda je mozné jeho
d4. . .bozsky plan provést.

Mate napsat program, ktery dostane na vstupu popis Tigamské fise — pocet
vesnic N a déale M pésin, kazda z nich spojuje pravé dvé vesnice. Kazda pésina
je obousmérnd a navic plati, Ze zddné dvé péSiny se mimo vesnice nek¥izi (ani
nadjezdem, natoZ tunelem). Ukolem programu je zjistit, zda je mozno pfifadit
kazdé vesnici jeden z Sesti jazyku tak, aby si zadni obyvatelé sousednich vesnic
nerozumeéli. Pokud to jde, ma vypsat jedno takové prifazeni.

Priklad: Pro nasledujici situaci

ol 02 o3 ot o0 o0 o7 8

sta¢i Bahdhovi dokonce jen dva jazyky — rozda je stridave.

17-1-3 Chmatakav lup 10 bodu

Cecil Hromdotruhlice, Mistr Antibankovnich Technolo-
gii Alias Kradas byl zainym potomkem svého otce. Zdédil po
ném vse dobré, co mél a co se tak za nehet veslo, ale také
vSechno $patné. Véetné svého povolani. A ne ledasjakého po-
volani. Cecil je totiz profesiondlni antibankovni ¢initel — to
znamenad, ze bohatym bere a chudym koneckoncu taky. Sice
uz nezbyl nikdo, komu by mohl davat, nez on sdm, ale s touto
nepiijemnosti se uz vsichni Hromdotruhlikové davno smiftili.

Jednoho dne se Cecil vydal na prohlidku jedné obzvlasté bohaté banky
v prestrojeni za hygienika telefonnich sluchatek. Uvniti ke svému Hromovému
prekvapeni zjistil, Ze neni schopen vSechny cenné véci odnést! Chtél by ale
dostat své antibankovni cti a obrat banku o co nejvic penéz.

Cecil dokaze unést nanejvys (spiSe nanejtiz) N kg lupu. V bance je P
cennych véci a u kazdé odhadl Cecil jeji hmotnost na m; celych kg a cenu na
c; zlatakt. Cena, na rozdil od vahy, mtze byt i desetinné éislo.
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Napiste program, ktery poradi Cecilovi, jaké predméty vzit, aby je jesté
unesl a pritom jejich celkové cena byla nejvétsi moznd.
Priklad: Pokud dokéze Cecil unést N = 8 kg a v bance jsou tyto P =4

i |1 | 2 | 3 | 4
m; 5 4 3 2
ci 12.5 10 6 7.5

cennosti, je pro Cecila nejlepsi odnést véci 1 a 4. Pokud by ale byla jeho nosnost
o kilogram vétsi (N = 9), bylo by nejlepsi odnést pfedméty 2, 3 a 4.

17-1-4 Palouékova vyhra 10 bodu

Ludvik Paloucek, zndmy to milovnik pfirody, byl svym piitelem Pepou
Béhavym vyzvan k bézeckému zavodu, ktery se ma odehrat v Béhavého rodném
mésté. Ludvik se zavodu neboji, protoze jeho pritel dostal jméno spis§ po svych
zazivacich potizich nez kvili rychlym noham, ale nechce se mu travit mnoho
Casu jinde nez na svém paloucku:,,A jak dlouho to bude, Pepo, trvat?“ , Ale,
staci jedno kolecko,“ odpovédél mu vitézstvi chtivy kamarad.

Ludvik se této odpovédi chytl a rozhodl se naplanovat trasu zavodu sam.
Zavod mé zac¢inat a koncit na jednom misté (Pepa chtél kolecko) a pfitom m4
byt co nejkratsi, aby mohl byt Ludvik co nejdiiv doma. Kdyz ale uvidél mapu
mésta, zhrozil se a radéji vas pozadal o pomoc.

Na vstupu dostanete popis Béhavého mésta: N, coz je pocet kfizovatek,
a dale M ulic. Kazda ulice je obousmérna, ma néjakou délku a spojuje dvé
kiizovatky. Ackoliv se ulice mimo kiizovatky nekfizi, ve mésté mize byt mnoho
nadjezd a tuneld.

Vasim tkolem je zjistit, zda ve mésté existuje néjaky okruh, a pokud ano,
mate najit a vypsat libovolny nejkratsi z nich i s jeho délkou. Okruh je po-
sloupnost alespon dvou neopakujicich se ulic, pficemz po sobé néasledujici ulice
okruhu zacinaji a konéi na stejné kiizovatce — vCetné prvni a posledni ulice
okruhu. Délkou okruhu rozumime soucet délek vsech jeho ulic.

Priklad: Pokud je v mésté N = 5 kfizovatek a ulice

odkud kam délka
1 2 2
2 3 3
1 3 9
3 4 1
4 5 3
1 5 2

tak nejkratsi je okruh 1 — 2 — 3 — 4 — 5 — 1 délky 11. Vsimnéte si, ze
1 — 2 — 1 neni okruh, protoze je sklada z jediné opakujici se ulice.
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17-1-5 Jazykozpytcuv poklad 10 bodu

Co maji spole¢ného preklada¢e programovacich jazykt, vyhledavani v tex-
tu, komprese dat nebo tfeba také rozdélovani slov? Na prvni pohled neprilis,
ale teoretickym informatiktim se presto podafilo najit teorii, kterd shrnuje za-
kladni véci z téchto oblasti (a mnohych jingch) a ¥ik4 o nich mnoho zajimavého.
Je to teorie automatt a formélnich jazykt a pravé té jsme se rozhodli vénovat
nas letosni seridl.

Zacneme nejprve nazvoslovim:

e Abeceda je libovolnad koneénd mnozina znakt.

e Slovo a nad abecedou A je usporddana koneénd posloupnost znakt

abecedy A. Prazdné slovo znac¢ime A. MnoZinu vSech mozZnych slov
nad abecedou A znadime A*.

e Jazyk L nad abecedou A je néjakd podmnozina (klidné nekoneéna)
mnoziny A*. Nenechte se zmést ndzvem jazyk, nemame tim na mysli
néjaky specificky programovaci ¢ dokonce piirozeny jazyk (i kdyz
i tyto do nasi definice spadaji), jedna se zkratka o néjakou mnoZinu

slov.

e Jsou-li a a B dvé slova, pak zapisem «af rozumime jejich zietézeni za
sebe.

e Zapisem o' rozumime i-ndsobné opakovani slova a (tj. tfeba (ab)? =
abab).

Priklad: nad abecedou {a, b, c} 1ze vybudovat tieba jazyky {baba, abba, bac}
(ten je konecény) ¢i {a'b’; Vi € N} (ten je nekone¢ny a patif do néj tieba slova
ab & aaabbb, nepatii tam abb ani bbbaaa).

U kazdého jazyka lze studovat naptiklad tyto dvé véci: jak dany jazyk
rozpozndvat (rozhodnout o zadaném slovu, zda patii do jazyka) a jak generovat
v8echna slova daného jazyka. K prvnimu tkolu slouzi ,stroje“ ¢ili automaty,
s jejichz nejbéznéjsimi typy se v seridlu seznamime. To druhé maji na starost
gramatiky. Gramatika je formalni popis pravidel, pomoci kterych se vytvareji
vSechna slova daného jazyka. Pivodné je vymyslel lingvista pan Chomsky pro
popis prirozenych jazykt — z hodin Ceského jazyka jisté znate vétné rozbory,
tj. pravidla typu [véta] — [podmétna ¢ast][pfisudkova ¢ast], kde podmétna
a prisudkova ¢ast se opét rozpadaji na podéasti, atd. Gramatika se tedy sklada
ze sady prepisovacich pravidel « — (3, kde na obou stranich vystupuji slova
sestavajici se jednak z pomocnych symbolii (t€m se ¥ik& neterminding) a jednak
ze symbold termindinich (po doméacku termindli), které uz se déle neexpanduji
(¢ili uz se na né dale nepouzivaji prepisovaci pravidla). Terminély se vlastné
daji chapat jako jednotlivé znaky pouzité abecedy.

Formalni definice: Gramatikou nazveme ¢tvetici (Viv, Vi, S, P), kde:

® V je konefna mnozina neterminalnich symbolt,
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® V1 je konecnd mnozina terminélnich symbold,

e S € Vy je pocateéni neterminalni symbol,

® P je koneény systém prepisovacich pravidel @« — 3, kde o, 5 € (Vx U

Vr)* a « obsahuje alespoii jeden netermindlni symbol. Dvé pravidla
a — 3 a a — v obvykle zkrdcené zapisujeme jako o — | 7.

Gramatika vezme pocédteéni symbol a za¢ne ho expandovat (nahrazovat)
podle nékterého z uvedenych pravidel. Typicky byva nékolik moznosti, jak ex-
pandovat, tehdy muZeme pouzit libovolné vhodné pravidlo. Expanze kondi,
kdyz z expandovaného fetézce vymizi vSechny neterminalni symboly. Vsechna
mozné slova, kterd pomoci jedné gramatiky G mizeme rtznymi posloupnostmi
expanzi dostat, tvoii jazyk gramatiky, ten budeme znacit L(G).

Jako priklad si uvedeme gramatiku, kterd popisuje jazyk vsech aritmetic-
kyjch vyrazt s ¢isly 1 a 2 pouzivajicich operace + a * a zavorky. Pouzijeme ne-
termindlni symboly Vy = {V, T, F'}, terminalni symboly Vr = {1,2,+,x,(,)},
pocatecni symbol je V' a pravidla:

VoT+V|T
T—Fx«T|F
F—((V)|1]2

Napriklad vyraz 1 + 2 * 2 je generovan posloupnosti prepisa V. — T +V —
F+V 14V 14T —>14F«xT —>14+F+«F —>142xF —142x%2.
Slovo 22++1 zjevné pomoci sady naSich pravidel nevytvotrime.

V prvnim dilu seridlu se seznamime s nejjednodussi rodinou jazykt, s tak-
zvanymi reguldrnimi jazyky. Regularni jazyk je takovy jazyk, ke kterému exis-
tuje konecny automat, ktery ho rozpoznava.

Co ze to ten koneény automat (téz zkratkou KA) vlastné je? Matematici
maji radi nejruznéjsi usporadané k-tice, forméalné si proto koneény automat
zavedeme jako pétici (Q, 4, 9, qo, F), kde:

® () je koneCna mnozina stavu stroje,

e A abeceda, nad kterou stroj pracuje,

®:Q xA— Q@ je tzv. prechodovd funkce, ktera ke kazdé kombinaci

stavu a nacteného znaku urcuje novy stav, do kterého automat ptejde,

® gy € @ je pocatecni stav,

e I’ C () je mnoZina koncovych (pfijimajicich) stavi.

A nyni lidsky: koneény automat je stroj, ktery dostane na vstupu néjaké
slovo a mé se o ném rozhodnout, zda ho pfijme ¢ nikoliv. Automat se mu-
7e nachézet v kone¢né a predem dané mnoziné stavi @, na zacatku dejme
tomu ve stavu qg. V kazdém kroku své ¢innosti nacte jeden znak ze vstupu
a podle tohoto znaku se rozhodne, do jakého stavu prejde. To je dano precho-
dovou funkci, kterd k aktudlnimu stavu ¢ a znaku a vrati novy stav ¢/, tedy
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d(q,a) = ¢'. Pokud po pfecteni vSech znaku slova automat skonéil v nékterém
z prijimacich stavl z mnoziny F, fikdme, Ze slovo bylo pfijato, jinak bylo od-
mitnuto. VSechna slova, kterd dany automat A ptijima, tzv. jazyk automatu,
zna¢ime L(A).

Priklad: automat nad abecedou {a,b}, pfijimajici vSechna slova s pravé
tfemi vyskyty znaku a a libovolnym poc¢tem vyskytt znaku b. Automaty je
nejprehlednéjsi zapisovat obrazkem:

Automat ma 5 stavii, stav qo je pocatecni, stav ¢z je jediny pfijimaci. Stav
¢; nam vlastné znaci, ze doposud jsme nacetli ¢ znak a, stav ¢,, je zachytny
a znamena, ze a-¢ek uz jsme precetli moc.

V naésledujicich dilech serialu si predstavime vice jazykovych rodin, uka-
Zeme si jak jejich pfislusné rozpoznavajici stroje (tzv. akceptory), tak také
odpovidajici typy gramatik. Napiiklad regularnim jazyktm odpovidaji grama-
tiky obsahujici pouze pravidla ve tvaru X — oY, X — «a, kde X,Y € Vy
aacVrp.

Ale nyni jiz soutézni alohy:

1. Uvazme abecedu A = {0,1}. Slovo nad touto abecedou bude kédovat
¢islo zapsané v dvojkové soustave, s obvyklou konvenci, tj. nejvyznamnéjsi bit
nalevo, nejméné vyznamny napravo. Sestrojte koneény automat nad A rozpo-
znévajici vSechna ¢isla délitelnd tfemi a nedélitelnd dvojkou (tj. jeho jazykem
budou vsechna slova kddujici ¢islo délitelné 3 a nedélitelné 2). [5 bodii]

2. Sestrojte gramatiku se stejnym jazykem jako v prvni tiloze — tj. generujici
pravé cisla v bindrnim zapisu, ktera jsou délitelnd tfemi a nejsou délitelna
dvojkou. [5 bodii]

Kromé zkonstruovaného automatu a gramatiky by mél byt soucasti feseni
i strucny slovni popis toho, pro¢ dany automat resp. gramatika déla to, co ma,
ptripadné dikaz, ze hleddme marné a to, co chceme, neexistuje.

10
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17-2-1 Prasatko Kvét(ak)omil 10 bodu

Kvétomil byl aplné normalni prasatko. Jiz v at-
lém détstvi ni¢im nevynikal mezi svymi vrstevniky,
své rodice neprekvapoval svou predc¢asnou dusevni
vyspélosti. Ani pozdéji nijak nezastinoval své pratele
a znamé v zadné ¢innosti, kterou provadél, snad s je-
dinou vyjimkou, a tou bylo jidlo (proto si vyslouzil
prezdivku Pasik Kvasik). Byl prosté Gplné norméalni
obycCejné prasatko.

Kdyz vyrostl, zvolil si tplné normalni obycejné
povolani a stal se programéatorem u firmy Ptdcéek Sd-
éek, prace vSeho druhu. Jeho prace u této firmy (konkurujici zndmému piiteli
Ferdy Mravence) byla také aplné normalni a obycejné. Proto, kdyz Sécek kon-
troloval praci svych zaméstnanct, aby zjistil, pro¢ jeho konkurence dodava
rychlejsi programy, zjistil, Ze programy Pasika Kvasika jsou pomalé az hriza.
Prosté tiplné normalni a obycejné.

A tak si Sacek najal vés, abyste mu pomohli Kvasikovy programy zrych-
lit. Kvasikovy programy jsou posloupnosti pritazeni do proménnych, coz jsou
fetézce znaki slozené z malych pismen, velkych pismen a podtrzitek. Na pravé
strané pfifazeni mize byt bud promé&nné nebo operace ,+“ nebo ,*“ apliko-
vana na dvé proménné. Tyto operace jsou komutativni, neboli a +b = b+ a
aaxb=>bxa.

Vasim tkolem je napsat program, ktery dostane Kvasikiv program skla-
dajici se z N prirazeni a ma Tici, jak moc ho lze zrychlit, ¢ili fici, kolik nejméné
operaci ,+* a ,*“ staci k tomu, aby novy program prifadil do vSech promeén-
nych stejnou hodnotu jako Kvasiktiv. Formalné pro kazdych ¢ prvnich fadkt
Kvasikova programu musi v novém programu existovat misto, kdy jsou hodnoty
v8ech proménnych z Kvasikova programu v obou programech shodné. Mizete
vyuzivat toho, ze operace ,+“ a ,x“ jsou komutativni, ale jejich asociativi-
ta a distributivita se neberou v uvahu, ¢éili a + (b + ¢) # (a + b) + ¢ a také
(a+bd)xc#axc+bx*c.

Priklad: Vlevo je Kvasikuv program, vpravo nas.

t =Db + c;
a=>b+ c; a=t;
d =a+ b; d =a + b;
e =c + b; e = t;

s = a * e;
f =a * e; f =s;
a =d; a = d;
g =e % e; g = s;

Zatimco Kvasikav program potieboval operaci pét, nas si vystaci se tfemi,
takze vystup programu by mél byt ,,3%.
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17-2-2 Bobr Béda 10 bodn

Béda byl hodny bobr, ktery poslouchal svou maminku. A ta ho, jako kazda
jind maminka, naucila ¢istit si zoubky. KdyZ Béda vyrostl, zacal pouZivat zubni
pastu Bélosup, po které, jak bylo na jejim obalu napsano, ,zuby nadherné
vypadaji.“

A byla to pravda. Hodnému Bédovi vypadaly vSechny zuby. Dostal sice
samoziejmé umélé, ale protoze bobfi vyrabéji vse ze dreva, byly celé dfevéné.
Le¢ s dfevénymi zuby Béda nemohl chodit do normdlni bob¥i préace, protoze by
sotva prehryzal dievény strom. A tak zacal pracovat u firmy Ptacka Sacka.

Prestoze byly Bédovy zuby dieveéné, stdle dokdzal skvéle pracovat se dfe-
vem, a tak byl zaméstnan jako vyrobce integrovanych odvodii. Integrovany od-
vod je soucastka na rozvod vody. Predstavit si ji muzete jako dfevénou desku,
na které je pravidelnd ¢tvercova sit bodi, nékteré sousedni body jsou spojeny
vydlabanou spojnici. Za sousedni body se povazuji takové, které se lisi v jedné
soufadnici o jednic¢ku (¢ili vnitini body maji kazdy ¢tyti sousedy). Bédiv kol
je dodélat na odvod néjaké spojnice sousednich bodi, aby bylo mozné dostat
se z kazdého bodu do jiného.

Protoze je integrovany odvod ze dreva, dokaze Béda vytvorit svislé spojnice
rychleji nez vodorovné (jdou ,,po letech”). ZméFil si, ze udélat jednu vodorovnou
nebo dvé svislé spojnice mu zabere stejné ¢asu. A protoZe je Béda hodny, chce
mit kazdy odvod co nejrychleji hotovy.

Napiste Bédovi program, ktery dostane na vstupu N a M (rozméry miizky
bodii na integrovaném odvodu), S (pocet jiz hotovych spojnic), a popis jed-
notlivych spojnic (soufadnice dvou bodu, které spojuje). Vystupem by mél byt
seznam spojnic takovych, Ze po jejich pfidani do integrovaného odvodu se pu-
jde dostat z kazdého bodu do kazdého a navic doba na vytvoreni téchto spojnic
bude co nejmensi (¢ili neexistuje jind mnozina spojnic, kterd by se dala vyrobit
v krat$im Case a pfitom by splnila popsanou podminku).

Priklad: Pro N =4, M = 4 a odvod

1 1 : 1 1
_— =

je pro Bédu nejlepsi vytvorit spojnice nakreslené dvojité.

17-2-3 Krkavec Kryspin 8 bodu

Krkavec Kryspin byl velmi zndmy a uznavany basnik, snad kazdy se ob-
divoval jeho poezii. Coz ale znamend, Ze to byl basnik velmi zaneprazdnény,
protoze kazdé zvifatko po ném chtélo jinou basnicku. Jako kazdy basnik i Kry-
$pin potieboval inspiraci — zpév ptakt. OvSem po ¢ase se mu vSichni ptaci zacali
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vyhybat, nebavilo je vécéné stat pred krkavcem, ktery je neustale napominal, at
nekrakaji.

To se KrySpinovi ani trochu nelibilo a usmyslel si, ze zpévavé ptaky néjak
naldka. Rozhodl se, Ze jim postavi fontanu roztodivného tvaru — ptaci budou
obdivovat fontdnu (hned ji pfekitil na Fontarnu, kdyZ u ni bude psat basné),
on ptaci zpév a ostatni jeho poezii.
aby mu nepadala ze stojanku. Vypravil se za Ptackem Sackem, zda by mu jeho
firma mohla pomoci, ale Sac¢ek se mu jenom vysmal, protoze nechtél zradit své
ptaci pratele. Dokazete KrySpinovi poradit vy?

Na vstupu dostanete N bodu zadanych svymi soufadnicemi, které pred-
stavuji Fontarnu. Tu si muzete pfedstavit jako mnohouhelnik, ktery vznikne,
spojime-li vZdy dva po sobé jdouci zadané body (a jesté prvni s poslednim).
Tento mnohouhelnik je navic konvexni (vSechny jeho vnitfni Ghly jsou mensi
nez 180°). Vasim tkolem je najit téZisté zadaného mnohothelnika.

Priklad: Pro N = 4 a body [0, 0], [12, 6], [12, 12], [0, 18] by mél v4§ program

Pro ndrocnéjsi: Pokud bude vas program fungovat i pro nekonvexni mno-
hothelniky, mtzete dostat dalsi 3 body.

17-2-4 Mravenec Ferda 11 bodu

Ferdova tajné laska, Beruska, pfisla jednou za nim
a jeho pfitelem Pytlikem na navstévu. K Ferdové veliké
litosti ale odmitla jeho navrh najit stonozku Smajdulu
a svazat ji nohy dohromady, a misto toho se podivovala
Pytlikové kvetouci firmé. Zklamany Ferda se rozhodl Be-
rusce predvést, ze co dokazZe jeho pritel, dokaze taky. Aby
ale nemusel zac¢inat s prazdnymi tykadly, rozhodl se, Ze se @
stane vedoucim firmy Ptdcek Sdcek, price vieho druhu. = kg
P1isti den zasel do Sac¢kovy firmy a spustil: ,,Podivejte se na néj, na ptac-
ka. Zaméstnava naprosto neschopné programatory, chudackovi Bobrovi vyrazil
zuby, aby pro néj vyrabél odvody a je to takovy trumbera, Ze ani nedokaze

je néco pravdy, a rozhodla se dat Ferdovi Sanci. Kdyz vyfesi jejich tlohu, stane
se jejich Séfem.

Zviratka polozila pred Ferdu N kosti¢ek domina, na kazdém jsou nahote
a dole dvé cela ¢isla od 1 do K. Kazdou kosticku domina muzZe Ferda obratit,
¢ili jeji horni ¢islo se dostane doli a naopak. Jeho tkolem je dosdhnout toho,
aby rozdil souc¢tu horni a dolni fady ¢isel na kostickach byl co nejmensi. A navic
toho ma dosdhnout prehozenim co nejmensiho poctu kosticek. Ferda ale zjistil,
Ze je to i nad jeho mravendi sily. Pomuzete mu?
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Priklad: Pro K = 8 a N = 6 a dominové kostky

musi Ferda otoc¢it druhou, tfeti a patou dominovou kostku.

Pozor: 1 sém Ferda si po chvili pfemysleni uvédomil, ze nestaci najit si
kosticku s nejvétsim rozdilem ¢isel, ktera by mu pomohla snizit celkovy rozdil,
otodit ji a podle stejného postupu pokracovat dél (to nezabere ani pro uvedeny
piiklad). Kdyby to bylo takhle jednoduché, ur¢ité by vis o pomoc nepozadal.

17-2-5 Jazykozpytcova pomsta 10 bodu

V druhém dilu seridlu o formalnich jazycich se jesté stale budeme vénovat
nejjednodussi jazykové roding, regularnim jazyktm. Minule jsme si fekli, co
jsou to gramatiky, konecné automaty a reguldrni jazyky, a nyni si zavedeme
véc, ktera se muze na prvni pohled jevit jako naprosty nesmysl — nedeterminis-
mus. Pokud pracuje néjaky proces (stroj, algoritmus, . ..) deterministicky, pak
pokud zname jeho vstupni data, jsme schopni dopfedu predpovédét, jak se bude
chovat. OvSem u nedeterministického procesu nic takového urcit nemizeme.

Pokud je konecny automat ve stavu g a nacte nové pismeno p, je pomoci
prechodové funkce pfesné definovano, jaky bude novy stav, do kterého stroj
piejde. OvSem nedeterministicky koneény automat ma k jedné kombinaci sta-
vu a pismena na vybér hned nékolik moznych stavi, do kterych muze prejit,
a z téch si jeden naprosto libovolné vybere.

Formalné je nedeterministicky koneény automat (odted ho budeme znaéit
NKA) pétice (Q, A, S, 4, F), kde

e () je konecnd mnozina stavi,

e A je konec¢né abeceda, nad kterou automat pracuje,

e S je mnozina pocatecnich stavi,

e §:Q x A— P(Q) je pfechodova funkce, ktera ke kazdé kombinaci aktu-
4lniho stavu a nové nac¢teného pismenka vraci nepridzdnou mnozinu stavi
(tedy né&jakou podmnozinu @), do kterych automat muze piejit,

e I C () je mnoZina pfijimacich stavi.

Zbyva nadefinovat, kdy je ¢i neni dané slovo nedeterministickym koneénym
automatem prijato. Vypoctem NKA nad slovem w rozumime konkrétni priabéh
¢innosti stroje pri postupném c¢teni pismen slova w. Diky nedeterminismu je
moznych vypocta pro jediné slovo vice. Slovo w je tedy prijato, jestlize mezi
vSemi moznymi vypocCty nad slovem w existuje alespon jediny, ktery konci
v pfijimacim stavu.
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Piiklad NKA nad abecedou A = {a, b}:

Stroj pouziva stavy @ = {1,2, 3,4}, poc¢atecni stavy jsou S = {1,2} a kon-
cové I = {1,3}. Ve stavech 1 a 4 jsou dvé moznosti, jak se pfi nac¢teni pismena
a muze stroj zachovat.

Ackoli to tak na prvni pohled rozhodné nevypadé, pfidanim nedeterminis-
mu do konecnych automatti jsme ve skutec¢nosti nijak nezvedli ,,vypocetni silu“
stroje.

Tvrzeni. Mnozina jazyku prijimanych deterministickymi KA je stejna jako
mnozina jazyki piijimanych nedeterministickymi KA.

Jinymi slovy, ke kazdému NKA jsme schopni sestrojit ekvivalentni (p¥iji-
majici stejny jazyk) DKA a naopak. Tato skutecnost rozhodné stoji za to byt
dokazéana. Prvni pfevod je jednoduchy, kazdy DKA je totiz pouze piripadem
takového NKA, jehoz pfechodova funkce vraci vidy jednoprvkovou mnozinu
stavil. Pfevod druhy je vSak uz o poznani tézsi.

Méjme libovolny nedeterministicky koneény automat M = (Q, 4, S, 9, F)
a hledejme k nému ekvivalentni DKA M’ = (Q', 4, q;, ', F’). Nejprve se za-
mysleme, jak bychom asi M simulovali , programatorsky*“. Nejspise bychom si
napsali program, ktery pro vstupni slovo probacktrackuje vsechny mozné vypo-
¢ty. Dalsi metodou je v kazdé situaci, kdy se M rozhoduje z nékolika moznosti,
spustit pro kazdou takovou moznost paralelné proces, ktery ji dale simuluje.
Pravé na této myslence je zaloZena nase konstrukce. Jak ovSsem takovy postup
namodelovat omezenymi prostiedky kone¢nych automati?

V novém kone¢ném automatu M’ predevsim podstatné rozsifime mnozi-
nu stavi, polozime Q' = P(Q), kde P(Q) zna¢i mnozinu vSech podmnozin
mnoziny stavii @ ptivodniho stroje M. Jeden stav stroje M’ tedy bude kédo-
van hned nékolika stavy stroje M. Pocateéni stav bude ¢ = S, ¢ili mnozina
obsahujici véechny pocatecni stavy stroje M. Pfechodovou funkci §'(¢’, a) pro
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d ={q1,4q, ..,q:} € Q aa € A definujeme takto:
6I({q15 q2, ... 7Qk}7 a/) = 5((]1, a/) U 5((]2, a/) U---u (5(Qk, a)

Vsimnéte si, Ze v jednom stavu z Q' jsme schopni najednou simulovat hned né-
kolik stavii ptivodniho stroje. Stejné tak nové piechodové funkce §’ provede pa-
ralelni vypocet hned pro nékolik stavii ptivodniho stroje najednou. Zbyva polo-
7t F'={q¢ € Q'; 3q € ¢ : q € F}, ¢ili pfijimaci stav stroje M’ je takova mno-
Zina stavu stroje M, ve které se vyskytuje alespon jeden pfijimaci stav stroje M.

Prévé jsme si ale uvédomili, Ze v jednom stavu z Q' paralelné simulujeme
nékolik riznych vypoct puvodniho stroje. Podle definice pfijimani nedetermi-
nistickym kone¢nym automatem je pfijimaci stav z I’ takovy, Ze alespoii jeden
vypocet z odpovidajici mnoziny vypoctu stroje M je ptijimaci. Oba stroje tedy
pfijimaji stejny jazyk, éimz je ditkaz hotov. Pocet stavii nového stroje M’ ndm
sice oproti M exponencidlné narostl, ale je stale kone¢ny a splinuje tak definici
kone¢ného automatu.

Nés ukézkovy stroj tedy po pfevodu bude vypadat takto (nikdy nedosazi-
telné stavy z obrazku vynechdme):

7y

Zavedenim nedeterminismu jsme tedy nijak nerozsitili moznosti kone¢nych

automatt, nicméné pravé predvedend véta se da trebas vyuzit k zjednoduse-

ni nejruznéjsich dikazt. O strojich, jejichz nedeterministickd verze ma veétsi

vypocetni silu nez verze deterministickd, si povime v pristich dilech seridlu.
Ale nyni uz asi netrpélivé ¢ekéate na dalsi soutézni ulohy:

e Kazdy stroj ma sva omezeni a nejinak tomu je v i pripadé konec¢ného au-
tomatu. Necht U je jazyk nad dvoupismennou abecedou {(,)}, ktery je
tvofen vSemi spravné uzdvorkovanymi vyrazy. Napf. slovo ()(()) patii do
U, slovo ))( do U nepatii. Formélné dokazte, Ze nemiize existovat konecny
automat, ktery by rozpoznaval jazyk U. [6 bodd]

e Necht L; a Ly jsou libovolné regularni jazyky. Zietézenim reguldrnich ja-
zykt Ly a Lo nazveme jazyk Li.Ly = {uv; u € L1, v € Lo}. Tedy napf.
pro L1 = {a,ab} a Ly = {c¢'; i € N} je L1.Ls = {ac,abe, acc, abee, . . .}
Dokazte, ze Li.Ls je také reguldrni jazyk. [5 bodii]
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17-3-1 Spisovatel Vilik 10 bodu

Spisovatel Vilik Sekjrspir (v origindle Shaker’s Pear, neboli sejkafova hrus-
ka, oblibeny to alkoholicky nédpoj) byl velmi zndmy autor. Nicméné mél pocit,
ze jeho knihdm se nedostava tolik pozornosti, kolik by si ji podle néj zaslouzily.
Nakonec se mu dokonce povedlo pfijit na to, ¢im by to mohlo byt. (A vzhledem
k tomu, Ze ho dnes zné skoro kazdy, mél asi pravdu.)

Zjistil, Ze jeho knihy jsou ponékud nudné, protoze se v nich casto opakuji
celé kusy textu. A tak si fekl, ze vSsechna opakovani néjakého textu ze svych
knih smaze, nebudou potom tak nudné a navic budou mit otevieny konec.

Kdyz takto upravil prvni knihu, zjistil, Ze z ni zbyla jesté celd tretina.
Znamy myslitel Cibulka mu tedy poradil, Ze za stejna slova muze povazovat
i dva kusy textu, které maji stejnou délku a skladaji se ze stejnych znaki.
(Nezélezi tedy na potadi znakii v obou slovech.)

Vilik ted uz ale sdm nedokéZze najit stejnd slova, Cibulka mu sdm také
nechce pomoci (pry fesi zajimavéjsi problém), a tak to zbyde na vés.

Napiste program, ktery dostane na vstupu ¢islo k a text délky N znaka
skladajici se z pismen ‘a’..‘z’, ‘A’..‘Z’, mezer, teCek, otazniki a vykti¢nikt. Ma
spocitat délku nejdelsiho zacatecéniho tseku tohoto textu, ve kterém se jesté
nevyskytuji dvé shodnd slova. Dvé slova jsou shodné, pokud to jsou souvislé
podretézce zadaného textu a obé se skladaji z pravé k stejnych pismen, i kdyz
poradi téchto pismen muze byt rizné. Velkd a mald pismena nerozlisujte, ¢ili
‘a’ = ‘A

Priklad: Pro k = 3, N = 14 a text ‘Den bude_hned.’ je spravny vysle-
dek 12 (v prvnich dvanécti pismenech nejsou Zddna shodné slova). Pro text
‘Den,,jetu hned’ je spravnd odpovéd 6 (protoze ‘Lje’=‘je ).

17-3-2 Popleta Truhlik 10 bodu

Pan Truhlik byl veliky popleta. Nedokézal si zapamatovat, jak se jmenuje,
kde pracuje, a Casto se mu stalo, ze nepoznal svou vlastni dceru a ptal se ji:
»Hol¢icko, nevis, kde bydlim?“ (Zaméstnédnim by se nejlépe hodil na matema-
tika.)

Dokud zil s maminkou, bylo vse v poradku, ale jakmile se odstéhoval z do-
mu, zacal mit se svou popletenosti veliké problémy. A tak si fekl, ze kdyz by
mamince obcas zavolal, ur¢ité by mu pomohla. Problém byl ale v tom, Ze i kdyz
si vzpomnél, ze ma maminku, nedokéazal si vzpomenout na jeji telefonni Cis-
lo. Jednou se mu povedlo si cely problém uvédomit a svéril se s nim prvnimu
kolemjdoucimu, kterym byl zrovna myslitel Cibulka.

Pan Cibulka po chvili hovoru zjistil, ze Truhlik je sice veliky popleta (nebo
pan Popletal je veliky truhlik?), ale pamatuje si vSechny vecernickové postavy.
A tak vymyslel nésledujici zlepSovék: misto telefonniho éisla si bude Truhlik
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pamatovat vétu, kterd se bude sklddat ze jmen vecernickovych postav tako-
vou, Ze kdyZ se napiSe na klavesnici telefonu, vznikne chténé ¢islo. Klavesnice
telefonu vypada nasledovné:

1 2 3
abc de fgh
4 ) 6
ij klm no
7 3 9
par st uvw
0
XyZ

(Cislo 7951140151651 jde zapsat jako ,Rumcajz a Manka“.)

Jenomze Truhlik si sam takovou vétu nedokéaze vymyslet, Cibulku uz o po-
moc kvili panu Popletalovi pozadat nestihl, a tak zbyvate jen vy.

Na vstupu dostanete seznam slov, ktera si pan Truhlik dokaze zapamatovat.
Tato slova se skladaji pouze ze znakd ‘a’..‘z’ a celkova velikost slovniku je P
pismen. Déale dostanete seznam N telefonnich ¢isel, kazdé o délce C;. Vasim
tkolem je pro kazdé telefonni ¢islo najit posloupnost slov ze slovniku takovou,
ze pokud se napiSe na klavesnici, vznikne kyzené telefonni ¢islo, pripadné fici,
ze to neni mozné.

Priklad: Jsou-li ve slovniku slova ,,brok, kuba, je“, ¢islo 5911425911 muze-
me nahradit vétou ,kuba je kuba“, ale ¢islo 1765911 neni mozné zadnou vétou
slozenou ze slovnikovych slov nahradit.

Bonus: Pokud dokazete navic vypsat pro kazdé telefonni ¢islo takovou vétu,
kterd mé ze vSech moznych spravnych vét nejmensi pocet slov, Truhlik se vam
urc¢ité bohaté (bodové) odméni za to, Ze si ji zapamatuje brzy.

17-3-3 Starosta Hafak 10 bodu

Pan Hafak se stal navzdory svému nevhodnému jménu starostou Kocour-
kova a jako starosta dostal za kol starat se o bezpec¢nost chodct na silnicich.
Nechal provést nekolik nezavislych odbornych prizkumi a zjistil, Ze k nejvétsi-
mu poctu nehod dochézi, kdyz chodci pifechazeji na zelenou. Rozhodl se tedy,
ze prikdze chodctim prechézet na Cervenou.

Slavny myslitel Cibulka mu ovSem vysvétlil, ze takhle by rozhodné do-
pravnich nehod neubylo, a poradil mu jiny zptusob: pokud by vSechny ulice
v Kocourkové byly jednosmérné, bude Sance, Ze néjakého chodce prejede auto,
jenom polovicéni.

To se Hafakovi velmi zalibilo a ihned nechal udélal ze vSech silnic jedno-
smeérky. Pti cesté domu ale zjistil, Ze to nebyl uplné dobry napad, protoze uz
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z prvni kiiZzovatky, na kterou dojel, nevedla Zadn4 silnice v jeho sméru. A pro-
toze se Cibulka mezitim, mumlaje si néjaké nuly a jednicky, ztratil, budete
muset Hafdkovi poradit vy.

Vas program dostane na vstupu popis silniéni sité v Kocourkové. Ta se
sklada z N krizovatek a M silnic, kazd4 silnice je obousmérna a spojuje dvé
rizné kiizovatky. Zadné dvé silnice se mimo kiizovatky nestjkaji, mohou se ale
mimoturovnove kiizit. Vasim tkolem je zjistit, kolik nejvyse silnic jde zjedno-
smeérnit tak, aby bylo mozné se ve vysledné zjednosmérnéné siti dostat z néjaké
kfizovatky na jinou pravé tehdy, kdyz to §lo i v ptivodni siti. A kromé poctu
by mél v4S program vypsat, jak mé zjednosmérnénd sit vypadat.

Priklad: V siti N = 3, M = 3 se silnicemi spojujicimi kazdé dvé kiizovatky
1ze zjednosmérnit vSechny t¥i silnice, vysledné sit bude vypadat naptiklad takto:
(1 —2),(2 — 3),(3 — 1). Pokud by v siti byla jesté ¢tvrta kiizovatka, ktera
by byla spojena silnici s prvni kfizovatkou, silnice mezi touto ¢tvrtou a prvni
kfizovatkou by zjednosmérnit nesla.

17-3-4 Myslitel Cibulka 10 bodi

Poté, co jste snadno vyftesili problémy, které vam myslitel Cibulka (vlast-
nim jménem Filip Bonifac Narcis Cibulka) vymyslil, ziskali jste si jeho respekt,
a tak se rozhodl obratit se na vas se svym vlastnim problémem.

Cibulka si vymyslel zvlastni posloupnost ¢isel, kterou nazval po sobé Fi-
lipova Bonifidcova Narcisova Cibulkova posloupnost. (Protoze si to ale nikdo
nemohl zamapatovat, zkratil to na FiBoNaCiho.) Jeji prvni dva ¢leny jsou 1
a 2 a kazdy dalsi Clen jest roven sou¢tu dvou ¢leni predchozich. Matematicky
méme tedy posloupnost {F,,}2,, kde Fy =1, Fy =2 a F,, = F,,_1 + F,,_3 pro
n > 2.

Tato posloupnost se Cibulkovi tolik zalibila, Ze se rozhodl zapisovat pomoci
ni veskera Cisla, se kterymi bude pracovat. Kazdé takto zapsané ¢islo je posloup-
nost nul a jednic¢ek a,a,_1...a1a¢ a jeho hodnota je Z?:o a; - F;. Po kratké
uvaze si uvédomil, Ze takovy zapis nebude jednoznacny (tieba 011 = 100),
a proto vymyslil jesté normalizovany zapis, ktery je stejny jako pravé popsany,
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jen se v ném nesmi vyskytnout dvé jednicky vedle sebe a nesmi zacinat nulou
(¢ili 11 ani 0100 neni normalizované, ale 100 je).

Poté, co se dostatecné vychvalil za svou genialitu, zjistil, Ze neni schopen
s takovymi ¢isly viitbec pracovat. Uz jenom je seéist je veliky problém. A tak
se nyni obratil na vas, zda byste mu nemohli vypomoci.

Zkuste napsat Cibulkovi program, ktery dostane na vstupu dvé ¢isla v ne-
normalizovaném FiBoNaCiho zapisu (tyto zapisy maji délky N a M) a vypise
zadand Cisla a jejich soucet v normalizovaném tvaru. Neni snad nutno dodéa-
vat, ze skuteéna hodnota zadanych c¢isel bude tak velka, ze se nemiize vejit do
zadného celoc¢iselného typu (mtize jit o tisice cifer ve FiBoNaCiho zapisu).

Priklad: Pro vstup 11101 a 1101 by mél vas program vypsat 100101 +
10001 = 1001000.

Hintik: Cibulka vam jesté prozradil, Ze kazdé nezdporné ¢islo v normalizo-
vaném tvaru zapsat jde.

17-3-5 Jazykozpytcova nadéje 9 bodu

Na jisté nejmenované univerzité védecky piisobil a samoziejmé téz vyucoval
nadseny lingvista, pan Choam Nomsky. Svym studentiim ¢asto zadaval doméci
tkoly a nejcastéjsim tkolem bylo sestrojeni koneéného automatu, ktery ma
rozpoznavat néjaky zadany jazyk. (Pro nezasvécené: pokud netusite, o ¢em je
fe¢, nahlédnéte do zadani prvni série, kde jsou potfebné pojmy definovany.)

Jenze jeho studenti nepatfili zrovna k nejbystfejsim a casto nosili auto-
maty, které pouzivaly obrovské mnozstvi stavi, i kdyz jazyk Slo rozpoznavat
automatem s podstatné méné stavy. Kontrola spravnosti obrovskych automatt
zpusobovala panu Nomskému ¢etné vrasky a bolesti hlavy, rozhodl se tedy, ze
pred kontrolou spravnosti si musi automat zjednodusit. Za zjednoduseny auto-
mat, Fikejme mu odborné redukovany, povazoval takovy automat (Q, A, 3, qo, F')
ekvivalentni s puvodnim, ktery nemél zadné nedosazitelné stavy a zadné dva
stavy nebyly ekvivalentni. Co to znamena:

e Stav q je nedosaZitelny, pokud neexistuje slovo v nad abecedou A, Ze
by pro néj vypocet skoncil ve stavu q.

® Dva rizné stavy p a q jsou ekvivalentni, pokud pro kazdé slovo u nad
abecedou A plati nasledujici: vypocet nad slovem u startujici ze stavu
p skondi prijetim slova u, pravé kdyz vypocet nad slovem wu startujici
ze stavu ¢ skondi prijetim slova wu.

O redukovanych automatech se daji dokdzat nékteré zajimavé skutecnosti,
napiiklad ze libovolné dva ekvivalentni automaty se zredukuji na stejné vel-
ky a ,stejné vypadajici“ automat, ale tim vas tentokrat zatézovat nebudeme.
Nyni po vés nechceme nic snazsiho, nez vymyslet co nejefektivnéjsi algoritmus
a posléze napsat program, ktery panu Choamu Nomskému usnadni jeho 0dél,
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¢ili ke koneénému automatu zadanému na vstupu najde prislusny redukovany
automat (coZ vlastné neni nic jiného nez ekvivalentni automat s co nejmensim
poctem stavi).

Program nejprve nacte z prvni fadky vstupu pocet stavii n (o¢islujme si
je tedy 1 az n), pocet symboli abecedy a (taktéz si je oéislujme 1 az a), ¢islo
pocatecniho stavu p a pocet prijimacich stavi f. Nasleduje fadek s f ¢isly,
které udavaji piijimaci stavy. Pak je na vstupu n fadkf, kazdy s a ¢&isly. Cislo
¢ umisténé v i-tém rfadku a j-tém sloupci znamend, ze 6(i, j) = c. Program by
mél na vystup vypsat redukovany automat v podobném formatu.

Priklad: vstup je vlevo, vzorovy vystup vpravo.

5212 2211
13 1
12 12
23 21
34
41
35
17-4-1 Mandarinkova zed’ 10 bodu

Veliky cisai Cching Namriam No-san byl osvicenym vlddcem Mandarinie.
A jako osviceny vladce znal i zvyky a svatky jinych zemi. Ze vSeho nejvice
se mu libil jakysi kiestansky svatek — Vanoce. Ten den totiz vSichni dostavaji
mnoho darki a on jako veliky osviceny panovnik by jich urcité dostal opravdu
mnoho. A tak se rozhodl, Ze se v Mandarinii budou Vanoce slavit také.

Prosti Mandarini a Mandarinky nebyli ovsem jeho napadem moc nadseni,
protoze hlavni postava Vanoc Santa Hood-san mél podle No-sana chudym brat
a jemu dévat. A proto se cisaf rozhodl, Ze si radéji zkontroluje, jestli budou
jeho poddani Vanoce radostné slavit.

Kolem celé Mandarinie je postavena Velkd Mandarinkova zed. Na této
zdi jsou v pravidelnych rozestupech strazni véze a v kazdé je jeden strazce.
A No-san chce, aby pravé tito strazci kontrolovali dodrzovani Vanoc. Prace
strazci je ovSsem velmi nudné, a tak kazdy strazce pozaduje jisty pocet riz-
nych medaili, aby byl se svou praci spokojen.

Cisaf chce vSem strazctim vyhovét, ovSem rad by usetfil, a tak se rozhodl
pouzit co nejméné druhtt medaili a rozdat je strazcim tak, aby kazdy dostal
pravé tolik raznych medaili, o kolik si fekl, a navic zddni dva sousedni strazci
neméli medaili stejného druhu (to, Ze néjaky strézce vidi, Ze jeho levy a pravy
soused maji stejné druhy medaili, uz cisafovi nevadi). Poradite?

Na vstupu dostanete pocet straznich vézi N a dale Cisla a; az ay, kde
a; reprezentuje pocet medaili vyzadovanych strazcem cislo ¢. Vasim tkolem je
zjistit, kolik nejméné druhti medaili je potfeba, aby kazdy strazce dostal, kolik
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chce riznych druhti medaili, a aby Zadni dva sousedni strazci (sousedi spolu
strazcii a (i+1) a navic jesté N a 1) nedostali ani jednu medaili stejného druhu.

Priklad: Pro 5 strazci a pozadavky 2,2,2, 2, 2 je minimalni poc¢et medaili 5.

17-4-2 Valicie 10 bodu

Poté, co byl Santa Hood-san nékolikrat, zrovna kdyz se jako na potvoru
nedival zadny strazce, zboulovan, rozhodl se No-san, ze bude muset prosazovat
Vénoce jesté o néco diraznéji. A tak se rozhodl zavést v Mandarinii Vano¢ni
policii, zvanou Vilicie. (I kdyZ zli jazykové tvrdi, Ze jeji ndzev pochézi spi§ od
toho, Ze si Vilicisti stale vali Sunky.)

Mandarinie je vlastné jedno velké mésto (obehnané zdi). A aby v ném cisaf
udrzel potadek, rozhodl se postavit na nékterych kiizovatkach stanice Vélicie,
a to tak, aby na konci kazdé ulice byla alespoii jedna stanice. Ale aby se nestalo,
ze na sebe v temnych a strasidelnych ulickach Mandarinie zattoci Valicisté ze
dvou stanic, které jsou na koncich jedné ulice, je tfeba postavit stanice tak,
aby na koncich kazdé ulice ve mésté byla postavena pravé jedna stanice. Cisar
je (jako obvykle) velky skudlil a minimalista, a tak by chtél, aby stanic musel
postavil co nejméné.

Na vstupu dostanete graf o N kiiZzovatkach a M ulicich. Kazda ulice je
obousmeérna a spojuje pravé dvé kiizovatky a zadné dvé ulice se mimo kfizovat-
ky nekfizi (mimotroviiové mohou). Vasim tkolem je zjistit, na kolika nejméné
kfizovatkach je treba postavit Valicejni stanice tak, aby na koncich jedné ulice
byla stanice pravé jedna. Kromé poctu téchto kiizovatek vypiste i kfizovatky,
kde maji stanice stat. Pokud je Teseni vice, staci vypsat libovolné feseni, pokud
neni feSeni zadné, vypiste odpovidajici zpravu.

Priklad: Pro 6 kiizovatek a 4 ulice spojujici kiizovatky (1,2), (1,5), (3,4)
a (1,6) jsou potieba dvé stanice na kiizovatkdch 1 a 3. Pro 3 kiiZzovatky a 3 ulice
(1,2), (2,3) a (3,1) stanice postavit nejde.
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17-4-3 Phirma 10 bodu

Poté, co dokazal No-san udrzet v Mandarinii klid, se jeho pozornost pfesu-
nula k tomu, aby, kdyz uz Vanoce tak horko tézko zavedl, dostal odpovidajici
mnozstvi darkd. A protoze mezi chudymi uz mnoho darkt hodnych Velkého
No-sana nebylo, rozhodl se je hledat jinde.

Snad nejzndméjsi firmu v Mandarinii zalozili pani Cestnd a pan Jakobi.
A protoze firma délala ¢est svému jménu, byla také nejbohatsi. Ledva to cisaf
zvédél, rozhodl, ze mu Vanocni darek zaplati pravé ona.

Firma Jakobi-Cestnd musi dodat ¢asové sefazeny seznam vydaji a piijmi
a cisaf ur¢i dané podle toho, jak dlouhé bylo nejdelsi ¢asové obdobi, kdy firma
vykazovala zisk (takzvany kradit). OvSem ucetni této firmy dokézou falsovat
zisky opravdu bleskové, proto by No-san potreboval zjistit pozadované udaje
co nejrychleji. A tak se obratil na vas.

Napiste cisafi program, ktery dostane na vstupu ¢islo N a déle posloup-
nost N celych ¢éisel. Vasim tikolem je najit a vypsat nejdelsi tsek (to je souvisld
podposloupnost) takovy, ze soucet ¢isel v tomto tseku je vétsi nez nula. Pokud
je takovych tseku vice, vypiste libovolny s nejvétsim souctem.

Priklad: Pro posloupnost (1,—2,—5,1,1,1,1,1,1,—1) ma hledany nejdelsi
usek délku 7 a je to tsek (1,1,1,1,1,1, —1).

17-4-4 Antifrnakovnik 10 bodu

Mandarinim se nakonec No-sanovy klidné Vanocni svatky natolik znelibily,
7e se rozhodli cisafi utéct. Ovsem Mandarinkové zed obsazena strazemi s jejich
zameéry moc nesouhlasila. A tak si Mandarini, aby se na uték mohli pofadné
pfipravit, zalozili Sportovni Klub Utek’ & Utekl.

Po dlouhé debaté se ¢lenové SK Utek’ & Utekl dohodli, Ze si postavi stroj
antifrridkovnik, ktery Mandarinkovou zed rozbije, a oni budou moci utéct. Ale
aby jejich prace nemohla byt No-sanovi nikym z nich prozrazena, rozhodli se,
ze kazdy bude znat pouze ¢ast antifridkovniku.

Jaké bylo nakonec jejich (ale ne nase) prekvapeni, kdyz po sestaveni celého
pristroje zjistili, Zze nikdo nevi, jak propojit jeho elektrické obvody. Dokonce ani
nevi, jaké konce drat na jednom konci pristroje odpovidaji konctim na strané
druhé. A protoze si No-san usmyslel, Ze pravé vy budete dalSim sponzorem
jeho vanoc¢nich darkd, rozhodli jste se s dokonc¢enim antifridkovniku pomoci.

Na obou koncich pristroje je N konct dratu ocislovanych 1 az N a dale
zemnéni, coz je drat, o kterém jako jediném vite, jak je propojen. Muzete vlevo
draty na zemnéni napojovat a odpojovat a na pravé strané muizete méfit, zda
mezi koncem dratu a zemnénim tece elektricky proud. Vasim tkolem je fici,
jaky konec dratu na strané levé je spojen s jakym koncem na strané pravé.
Bohuzel se muze stat i to, ze nékteré draty jsou preruseny a nevedou nikam.
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Mate tedy napsat program, ktery dostane na vstupu pocet koncti dratu
N, vypisuje ptikazy +X pro pripojeni levého konce X-tého dratu na zemnéni,
-X pro odpojeni levého konce X-tého dratu od zemnéni a ?X pro zméfeni napéti
na pravém konci X-tého drétu a zemnéni (na tyto dotazy odpovidd uzivatel).
Nakonec mé vypsat, které levé konce dratti jsou pripojeny na jaké pravé (ne-
vodivé draty nevypisujte viibec, vodivé vypiste vSechny). S levym i pravym
koncem dratu miize byt spojen nanejvys jeden opacny konec. Na zac¢atku neni
na zemnéni pripojen zadny konec levého dratu.

Priklad: Pro N = 3 a nésledujici ,rozhovor*

vystup programu  uZivatelsky vstup
+1
71 Ano
-1
+2
73 Ano
-2
+3
72 Ne

je spravnéa odpovéd 1 — 1, 2 — 3.

17-4-5 Jazykozpytec vraci uder 15 bodu

Minule jsme si prakti¢téjsi alohou odpocinuli od rozmanité teorie formal-
nich jazykt, coZ nyni opét napravime. Nastal ¢as, abychom od jednoduchych re-
jazyku plyne ze souvislosti s gramatikami, kterou si ovéem ukazeme az v pristim
dile seridlu. (Nezasvécenym doporucujeme, aby si prostudovali seridlové tlohy
predchozich sérii.)

Zavedeme si podstatné mocnéjsi vypocetni prostredek nez byl kone¢ny au-
tomat, tzv. zdsobnikovy automat. Ten vznikne tak, Ze stary zndmy konecny
automat vybavime zdsobnikem, coZ je pamé&t potencidlné neomezené kapacity,
ve které jsou naskldadané symboly z néjaké pevné abecedy, ale je mozno pfistu-
povat vzdy jen k symbolu, ktery je na vrcholu a budto tento symbol odebrat
a nebo pridat dalsi nad néj.

Vétsina vlastnosti KA zistane zachovana, jen pfechodova funkce se nyni
bude pocitat z kombinace aktualniho stavu, pismene na vstupu a symbolu na
vrcholu zasobniku, tedy trojice (g, p, z). Funkce potom vrati novy stav, do kte-
rého ma stroj prejit, a také posloupnost symbolii, kterymi se nahradi dosavadni
vrchol zasobniku. Oproti konecnému automatu, ktery v kazdém kroku musel ze
vstupu precist pravé jedno pismeno a z néj pocitat prechodovou funkei, umi za-
sobnikovy automat také nacteni pismene vynechat, coz si mizeme predstavovat
jako nacteni prazdného znaku A (a pfechodovou funkci tudiz poéitat z trojice
(g, A\, 2)). V8e si zavedeme formalné.
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Formalné definujme deterministicky zdsobnikovy automat (DZA) jako sed-
mici M = (Q, A, Z, 0, qo, 20, F), kde

® () je koneCnd mnozina stavi,

® A je konecnd vstupni abeceda,

® 7 je koneénd zasobnikova abeceda (tedy symboly, které lze ukladat
na zasobnik),

¢ 5:Qx(AU{N}) x Z — Q x Z* je piechodova funkce,

® ¢y € @ je pocatecni stav,

® 2y € Z je pocatecni zasobnikovy symbol (¢ili symbol, ktery je pfi
spusténi automatu uloZen na zisobniku)

e I C (@ je mnozina pfijimacich stavi.

Jeden vypocet prechodové funkce d(q,a,z) = (¢',w), neboli vykonédni in-
strukee (q,a,2) — (¢, w) pro ¢,¢' € Q,a € AU{)\}, z € Z aw € Z* znamen4,
ze aktudlni stav g se zméni na ¢’, ze vstupu se piecte pismeno a (anebo ta-
ké nepfecte, v pfipadé ze a = \) a aktudlni symbol na vrcholu zisobniku z se
nahradi posloupnosti w (tfeba prazdnou ¢ jednoprvkovou) zdsobnikovych sym-
bola (symboly zapsané vlevo se do zdsobniku umisti nize nez symboly vpravo).
Pokud by bylo mozné provést jak instrukci s a = A, tak s konkrétnim znakem,
automat si vybere moznost s a = A.

U zasobnikového automatu na rozdil od KA nepozadujeme, aby byla pie-
chodové funkce § definovana pro vSechny mozné kombinace stavu, pismene
a zasobnikového symbolu. Vypocet stroje se zastavi pfi dvou prilezitostech:
pro (q,a,z) neni definovana zadné instrukce nebo doslo k odstranéni vsech
symboll ze zasobniku. VSimnéte si, Ze zasobnikovy automat s (ne)vhodnou
prechodovou funkci (tedy vlastné programem) se jiz mize zacyklit v nekoneéné
smycce.

Zbyva si presné Fici, kdy je dané slovo ptijato. Na rozdil od kone¢nych auto-
matl, u zasobnikovych automati miazeme stanovit hned dvé moznosti pfijeti.

e Slovo u € A* je ptijimano DZA M koncovym stavem, pokud se stroj
M spustény na slovo u po kone¢ném poctu kroku zastavi, celé slovo
u je precteno a M se nachazi v pfijimacim stavu. Jazykem DZA M
prijimajiciho stavem nazveme mnozinu vSech slov, ktera M piijima,
zna¢ime ji L(M). Mnoziné vSech jazyku, které lze rozpozndvat DZA
koncovym stavem (tedy vSech takovych jazykt L, Ze pro L existuje
néjaky DZA M pfijimajici stavem takovy, ze L = L(M)), se ¥k
deterministické bezkontextové jazyky, budeme ji znacit BKS.

e Slovo u je ptijimano DZA M prazdnym zdsobnikem, pokud se stroj M
spustény na slovo u po koneéném poctu krokt zastavi, celé slovo u je
prec¢teno a zasobnik stroje M je vyprazdnény. Jazykem DZA M pfiji-
majiciho zdsobnikem nazveme mnozinu vsech slov, kterda M prijima,
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znacime ji N(M). MnoZiné vSech jazyki, které lze rozpoznavat DZA

prazdnym zasobnikem (tedy vSech takovych jazykd L, Ze pro L exis-

tuje néjaky DZA M piijimajici zdsobnikem takovy, ze L = N(M)),

se Tika bezprefizove bezkontextové jazyky, budeme ji znacit BKZ.
Piiklad: Pfijimat jazyk L = {0"1"; n € N} zdsobnikovému automatu ne-
¢ini potize, narozdil od koneéného automatu (coZ jsme si dokdzali v seridlové
uloze druhé série). Setrojime si tedy DZA M, ktery bude pfijimat prazdnym
zésobnikem. Vstupni abeceda M bude A = {0,1}, mnozina stavi Q = {l,p},
zésobnikové symboly Z = {z, 0}, po¢ateéni stav bude [ a po¢atecni zdsobnikovy
symbol z, pfijimaci stavy F nejsou podstatné. Sadu instrukei (¢ili pfechodovou
funkeci 0) sestrojime takto:

6(1,0,2) = (I

0(1,0,0) = (!

0(1,1,0) = (p,A) ...¢&e prvni symbol 1

(p,1,0) = (p

Pokud bychom chtéli radéji pfijimat koncovym stavem F' = {qp}, pak prvni

instrukei zménime na §(1,0,z) = (I, 20) (¢ili neodstranime pocatecni symbol
hned na zacatku) a priddme je$té navic jednu instrukei:

0) ...¢te prvni symbol 0
00) ...¢te dalsi symbol 0

A)  ...¢te dalsi symbol 1

d(p, A\, z) = (¢gr,\) ...detekuje Gspésny konec

Uvédomime si, ze kazdé DZA M prijimajici prazdnym zasobnikem lze pre-
vést na DZA prijimajici koncovym stavem, jinymi slovy tedy BKZ C BKS.
Novy stroj bude mit jiny pocateéni stav, feknéme ¢, a na zacatku vypoctu
puvodni pocatecéni symbol na zasobniku z podlozi jesté jednim pomocnym
symbolem, feknéme z’. To se udéla napiiklad instrukei §(gf, A, 2) = (qgo, 2’'2).
Dale se pokracuje v pavodnim programu, ale doddme jesté specialni instrukce
5(q, N\, 2") = (qr, ) pro kazdy ¢ € Q, které kdyz uvidi na zasobniku z’ (ne-
boli zasobnik pivodniho stroje se vyprazdnil), pfejdou do pfijimaciho stavu
a vyprazdni zdsobnik (éimz skon¢i). Opacény pfevod vSak provést nelze.

Soutézni tloha 1: Ukaite, Ze jazyk L = {0"1™; 0 < n < m} lze rozpoznavat
DZA koncovym stavem, ale neexistuje DZA pfijimajici prazdnym zasobnikem,
ktery by L rozpoznéval. Najdéte priklad reguldrniho jazyka (tedy rozpoznatel-
ného koneénym automatem), ktery nelze rozpoznavat DZA prazdnym zdsobni-
kem (a pochopitelné zduvodnéte proc). [6 bodii]

Podobné jako u kone¢nych automatti i u zasobnikovych automatti mizeme
velmi podobné zavést nedeterministickou verzi stroje (viz zadani druhé série).
Nedeterministicky zdsobnikovy automat (NZA) se od DZA 1isi tim, Ze piecho-
dové funkce § : Q X (AU{A}) x Z — P(Q x Z*), kde zna¢enim P(X) rozumime
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mnozinu vSech podmnozin X, nyni vraci hned nékolik moznosti, jak mtize stroj
zareagovat. Z nich si stroj jednu libovolnou vybere. Stejné tak pokud ma stroj
na vybér mezi ¢tenim pismene a nebo jeho neétenim (a = A), mtze si vybrat
libovolnou moznost. Dané slovo u je pfijato NZA M koncovym stavem resp.
prazdnym zasobnikem, pokud mezi vSemi moZnymi vypocty nad u existuje
alespon jediny, po jehoz konci je celé u precteno a M se nachazi v pfijima-
cim stavu, resp. celé u je prefteno a zasobnik je prazdny. DZA je tedy zjevné
pouze specidlnim pfipadem takového NZA, kde pfechodova funkce vraci vzdy
jednoprvkovou mnozinu.

SoutézZni tloha 2: Narozdil od DZA, pfijiméni koncovym stavem a piijiméani
prazdnym zéasobnikem je u NZA ekvivalentni. Tedy ke kazdému NZA pfiji-
majicimu prazdnym zdsobnikem lze zkonstruovat ekvivalentni NZA pfijimajici
koncovym stavem a naopak. Ukazte. [3 body]

Obé mnoziny jazyki p¥ijimanych NZA stavem i NZA zésobnikem jsou tedy
stejné. Témto jazyktm se fikad bezkontertové jazyky a oznacime si je BK.

Soutézni uloha 3: Sestrojte NZA, ktery umi rozpoznavat jazyk L vSech
palindromi nad abecedou {a,b}. (Palindrom je slovo, které se ¢te pozpéatku
stejné jako zepfedu.) Také ukazte, Ze jazyk L nelze rozpozndvat DZA prazdnym
zésobnikem. (Lze dokonce dokazat, ze L se nedd rozpoznavat DZA koncovym
zasle sprdvng dikaz i této varianty, $tédry bodovy bonus ho jisté nemine.) NZA
jsou tedy vypodetné silngjsi stroje nez DZA. [6 bodii]

Pripominame, ze vaSe feseni by méla obsahovat matematicky spravné a po-
kud mozno i formalni argumenty. Nicméné jelikoz zasobnikové automaty jsou
uz pomérné slozité stroje, nebudeme jiz takovi puntickari co se tyka pozadavki
na matematicky formalismus.

Po vyfeseni vSech soutéznich tloh vlastné sami ukéazete tento vztah mezi
bezkontextovymi jazyky, deterministickymi bezkontextovymi jazyky a bezpre-
fixovymi bezkontextovymi jazyky:

regularni jazyky
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17-5-1 Velkovezir 10 bodu

Kdyz Sel maly hrosik koledovat, srazil se na cesté se zajickem. Zajicek, ktery
velmi peclivé dodrzoval velikono¢ni zvyky, také se mu fikalo Velmi komerc¢ni
velikono¢ni zajeci raubif, mu povida: ,,Déavej pfece pozor, kdyz jde koledovat
ten nejlepsi kolednik z okoli!“

,Viubec nejsi nejlepsi, Velkovezire. J& jsem minuly rok vykoledoval ¢tyficet
dva vajicek!“ ,No, to je sice pravda, ale za posledni tii roky jsem jich ja
vykoledoval sto dvanact!“ ,, Ale pied péti lety jsem jich ja vykoledoval Sedesat
Gtytil“

Kdyz ani po notné chvili nepfestali, rozhodli jste se jim pomoci a spravedli-
vé urcit, ktery z nich je lepsi kolednik. Nakonec jste se dohodli, Ze lepsi kolednik
je ten, jehoz priamér vykoledovanych vajicek za souvislé obdobi alesponn K roki
je nejvetsi.

Napiste zviratkum program, ktery dostane na vstupu pfirozena ¢isla N a K
takova, ze 1 < K < N. Dale dostane posloupnost N celych ¢isel a vasim cilem
je najit takovou souvislou podposloupnost této posloupnosti délky alespon K,
ze ma nejveétsi aritmeticky primer, coz je soucet jejich prvkd vydéleny jejich
poc¢tem. Pokud je takovych podposloupnosti vic, vypiste libovolnou z nich. Ale
protoze se mezitim hadka priost¥ila, mél by vas program pracovat co nejrychleji.

Priklad: Pro N = 5, K = 2 a posloupnost (4,8, —2,15, —5) by mél vas
program najit (8, —2,15) s primérem 7.

17-5-2 Ranni hrose 9 bodu

Poté, co jste rozhodli pfi hrosika s Velkovezirem (bohuzel v hrosikav ne-
prospéch), se maly hrosik vratil domt a stézoval si tatinkovi, Ze Velkovezir je
lepsi kolednik neZ on. , Tatinku, pro¢ je lepsi nez ja?7“ ,A kdypak jsi dneska
vstaval? | Casné réno, slunicko jesté nezapadlo.“ ,, A vida ho, naseho lenocha.
Nevis, ze ranni hrose dal doduse? Zajicek urcité vstava brzo a kazdy mu da
spoustu vajicek.“

To malého hrosika nadchlo. Pokud je to pravda, urcité by dokazal vstat jed-
nou v roce uz pred polednem. Ale aby zjistil, jestli je to opravdu tak, jak tatinek
tika, bézel se zeptat zajicka, odkdy dokdy chodil o Velikonocich koledovat.
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Ale kdyz se vratil, musel jit $pinit nddobi (hrosi maji ¢isté naddobi neradi)
a proto vam dal nésledujici tkol.

Dostanete dvé mnoziny H a V, kazda obsahuje néjaké intervaly tvaru
(od, do). Jednotlivé intervaly znamenaji odkdy dokdy chodila zviFatka koledo-
vat, v mnoziné H jsou Casy hrosika a v mnoziné V casy Velkovezira. Mate zjistit,
zda hrosik nékdy zacal a skonéil s koledovanim driv nez zajicek. Matematicky
feeno zjistujete, zda existuje néjaky interval h z mnoziny H a v z mnoziny V|
ze h zacind dfive nez zacind v a h kondi diive nez konéi v, Cili Zze hog < Vod
a hgo < V4o.

Priklad: Pro mnoziny H = {(10,100), (5,200)} a V = {(8,110), (20,105)}
je hledané h = (10,100) a v = (20, 105), protoZe 10 < 20 a 100 < 105. Pokud
by bylo V' = {(8,110), (9,105)}, hledané intervaly by neexistovaly.

17-5-3 Nouze V-dali-hrocha 8 bodu

Hrosik ted uz védél, pro¢ je zajicek lepsi kolednik nez on, a rozhodl se, ze
ho pristi rok prekond. Ale aby toho dosahl, musi si své koledovani podrobné
naplanovat. Rozhodl se, ze bude véren pfislovi Nouze naudila V-dali-hrocha
houstnouti, bude jist jen Sestkrat denné a cely rok planovat své koledovani.

Rad by si vybral nejrychlejsi trasu, podél které bude koledovat. A aby byla
opravdu nejrychlejsi, rozhodl se projit vSechny moznosti, které ma, a vybrat tu
nejlepsi.

Hrosik bude koledovat u N svych sousedt. Jeho trasa je vlastné poradi,
v jakém bude své sousedy navstévovat, takze je to posloupnost ¢isel 1,2,..., N,
ve které se kazdé vyskytuje pravé jednou. Hrosik by po vas chtél, abyste mu
vypsali v8echny mozné trasy, které ma, kazdou pravé jednou. Navic by si ale
pral, aby se dvé trasy vypsané hned po sobé lisily jenom prohozenim jedné
dvojice soused (¢ili aby se posloupnosti reprezentujici trasy shodovaly ve vSech
prvcich kromé dvou, které jsou prohozené). Prvni a posledni vypsané trasy se
mohou libovolné lisit.

Bonus: Pokud se bude i prvni a posledni trasa lisit pravé prohozenim jedné
dvojice prvki, dostanete bonus & body.

Priklad: Pro N = 3 je jednim ze spravnych vystupi (i pro bonusovou
ulohu):

=N W W N
W W N - =N
DN = = N W W
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17-5-4 Kudy tudy cesticka 11 bodu

Zatimco si hro$ik vybiral nejkratsi trasu, ubéhl skoro cely rok. A tak den
pfed Velikonocemi hrosik zjistil, ze uz ptjde zitra koledovat, a pfitom nevi,
jakou trasou vlastné pujde.

Protoze je hrosik vas kamarad (nebo snad proto, Ze neméte radi zajicky?),
urcité mu radi poradite, tentokrat trochu konkrétnéji nez v minulé tloze.

Hrosik chce opét navstivit N svych sousedi. Tyto sousedy si muzete pred-
stavit jako body v roviné. Navic pokud si vSechny tyto body predstavite jako
vrcholy N-thelniku, plati, Ze tento N-uhelnik je konvexni (to znamend, Ze
vSechny jeho vnitini thly maji velikost mensi nez 180°).

Mezi nékterymi dvojicemi sousedu vedou pésinky, kazda je né€jak dlouha.
Vsechny pésinky jsou tusecky, kazda spojuje dané dva body odpovidajici sou-
sediim, mezi kterymi vede. Rizné tsecky se samoziejmé mohou krizit.

Hrosik by chtél takovou trasu, kterad zac¢ina u libovolného souseda, bude se
skladat jenom z danych pésinek a navstivi kazdého souseda préavé jednou. (To
znamend, %e na své trase pouzije pravé N — 1 pésinek.) Navic se zaddné dvé
péSinky, které jsou v trase pouzity, nesmi kiizit. A aby mohl byt hrosik lepsi
kolednik nez Velkovezir, vami nalezend trasa by méla byt nejkratsi mozna.

Vas program tedy dostane na vstupu NV, déle souradnice N bodid v roving,
které tvori konvexni mnohouhelnik, a dale seznam M pésinek, kazda vede mezi
jinou dvojici sousedi a ma néjakou délku. Vsechny pésinky jsou obousmeérné
a jsou to usecky spojujici body odpovidajici sousediim, mezi kterymi pésina
vede. Vasim tukolem je najit takovou nejkratsi trasu, ktera navstivi kazdého
souseda pravé jednou a zadné dvé z pésinek této trasy se nekiizi. Pokud je jich
vic, vypiste libovolnou z nich.

Priklad: Pro 4 body (0,1),(1,0),(0,—1),(—1,0) a pésinky P1 zadna hle-
dand trasa neexistuje. Pro pésinky P2 existuje, je to trasa 4,3,2, 1.

P1 P2
odkud kam délka odkud kam délka
1 2 2 1 2 2
1 3 2 2 3 3
2 4 2 3 4 4
4 1 5

Pro predstavu nasleduje obrazek obou popsanych pripadu:

30



Zadani uloh 17-5-5

17-5-5 Jazykozpytec se louéi 10 bodu

V poslednim dile naseho automatové-gramatického seridlu jsme si slibili
povédét néco o dalsich typech gramatik. (Asi se bude hodit pfipomenout si, co
je to gramatika. Pfesnou definici, komentate a priklady ¢tenaf najde v prvnim
dile serialu.)

Bezkontextovd gramatika je gramatika skladajici se pouze z pravidel tvaru

X — a,
kde

e X € Vy je neterminal,
e a € (V7 UVy)" je ndjaka kone¢na posloupnost terminalnich ¢i neter-
minalnich symbold.
Jak vidime, oproti gramatikdm popisujicim reguldrni jazyky (pfipomenime,
Ze ty obsahuji pouze pravidla X — wY nebo X — w) je pravé strana pravidel
ponékud volnéjsi.

Priklad: Jazyk vSech palindromt (mnoZinu vSech slov, co se ¢tou pozpatku
stejné jako zepredu) nad abecedou {a,b} popisuje nasledujici jednoduché bez-
kontextova gramatika (Vi, Vi, S, P). Jediny neterminélni symbol Viy = {S} je
zérovell pocateéni, terminalni symboly jsou Vi = {a, b} a pfepisovaci pravidla
P jsou

S—Ala|b|aSa]|bSh.

Naprtiklad slovo babab dostaneme posloupnosti prepisi
S — bSb — baSab — babab.

Pokud véas mate nazev ,bezkontextové gramatiky“, pak vézte, ze existuji
jesté tzv. kontextové gramatiky, které obsahuji pouze pravidla tvaru
aX B — ayp,
kde

e X € Vy je neterminal,

® a,3 € (VrUVy)" jsou libovolné koneéné posloupnosti, klidné prazd-
né, terminalnich ¢i neterminélnich symbold,

e ye (VpU VN)+ je libovolnd posloupnost terminélnich ¢ neterminal-
nich symbolu s vyjimkou prazdného slova A.

Navic jesté povolime pravidlo S — A, pokud se S nevyskytuje na pravé

strané zadného pravidla. Ackoliv na prvni pohled vypada docela chaoticky, ze
jsme zakézali vSechna zkracujici pravidla a pravé toto jedno povolili, vézte, Ze je

vvvvvv

chceme, nebo by naopak kontextové jazyky nebyly rozsifenim bezkontextovych
nebo regularnich. O podrobnostech pro tentokrat pomlc¢ime.
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Lidsky feceno, kontextové gramatiky mohou pro rozexpandovani symbolu
X vyuZit jesté informaci o tom, jakymi symboly je prévé obalen, tedy v jakém
se nachazi ,kontextu®, a na zakladé tohoto kontextu provadét odlisné expanze.
Piiklad: Ukazeme si gramatiku popisujici jazyk L = {a™b"c"; Yn € N,n > 0}.
Gramatika G = (Vn,Vr, S, P) bude pouzivat netermindlni symboly Vy =
{8, B,C, X}, termindlni symboly Vi = {a,b,c} a mnoZina pfepisovacich pra-
videl P bude nasledujici:

S — aSBC | abC ...namnoz pomocné symboly

CB — BC ...set¥id je (Pozor, podvod!)

bB — bb ...a zru$ vSechny pomocné symboly
bC' — be

cC — cc

Vsimnéte si fadku, kde upozornujeme na podvod. Toto pravidlo samoziejmé
neni kontextové. Namisto néj ve skutecnosti pouzijeme t¥i pravidla

CB—- XB
XB — XC
XC — BC,

o kterych uz kazdy snadno vidi, Ze jsou kontextova a délaji to samé, co piivodni
pravidlo. Slovo aabbce dostaneme napiiklad touto posloupnosti piepisii:

S — aSBC — aabCBC — aabX BC — aabXCC —
— aabBCC — aabbCC — aabbcC — aabbce

S nasi sadou pravidel zjevné bude vSech symbolu a, b, ¢ stejny pocet a navic
jedind moznost, kdy se expandovani gramatiky miize zastavit, je, kdyz jsou
symboly utfidéné. Gramatika G je tedy schopna vytvorit libovolné slovo z ja-
zyka L a uz nic dalsiho navic.

Soutézni uloha 1: Sestrojte kontextovou gramatiku, kterd popisuje jazyk
L ={a't/c*; 1 <i < j < k}. Napiiklad slova aabbee & abbeee do L patii, slova
aaabbe ¢i cba do L nepatii. [5 bodii]
Soutézni tloha 2: Sestrojte kontextovou gramatiku, ktera popisuje jazyk L =
{a®"; ¥n € N}, éili jazyk vsech slov ze symbolii a, jejichZ pocet je mocninou
dvojky. Tedy naptiklad slova a, aa a aaaa do L pat¥i, avsak slovo aaa do L
nepatii. [5 bodii]

Dejte si zejména pozor na to, aby vami sestrojend gramatika byla skutecné
kontextova a nepouzivala nepovolena pravidla. Vase reseni by méla obsahovat
zdvodnéni, Ze gramatika déla to, co ma, pripadné dikaz, Zze hleddme marné
a prislusnad gramatika neexistuje.
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O nedeterministickych zasobnikovych automatech, kterym byl vénovan mi-
nuly dil seridlu, se da dokazat, Ze rozpoznavaji pravé jazyky popsatelné bez-
dét nebudeme. Daji se zavést i podstatné mocnéjsi vypocetni prostiedky, nez
jsou zasobnikové automaty, naptiklad rtzné varianty tzv. Turingovych stroji.
U mnoha z nich se potom ukazuje souvislost s nejriznéjsimi typy gramatik.
Konkrétné kontextové gramatiky popisuji pravé jazyky, které jsou rozpoznatel-
né nedeterministickymi Turingovymi stroji v pamétovém prostoru omezeném
linearné vzhledem k délce vstupu.

V nasSem serialu vSak jiz nezbyva dosti ¢asoprostoru na to, abychom si tyto
dalsi stroje a gramatiky popsali, natoz o nich ukéazali néco zajimavého. Jesté
bychom vSak radi dodali, Ze teorie formalnich jazykt je podkladovou teorii
nejdulezitéjsi informatické védy — teorie slozitosti. Rozhodovaci algoritmické
problémy se totiz daji pFevést na problém rozpoznavani urc¢itého jazyka. Ze se
teorie gramatik hodi naptiklad pfi psani prekladac¢t programovacich jazykt, si
Ctenarf jisté domysli sam.

Timto se tedy s vami lou¢ime a dékujeme za pozornost, kterou jste formal-
nim jazyktum vénovali.
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Programatorské kucharky

16-1-K Kuchaika prvni série — dynamické programovani

I v néasledujicim ro¢niku KSP vam kromé tloh
budeme servirovat recepty z programatorské kuchaf-
ky. V prvni kuchafce nového ro¢niku si povime néco
o0 jedné z nejpouzivanéjsich programéatorskych technik,
tzv. dynamickém programovdni. Dynamickym progra-
movanim rozumime takovy postup, kdy vyresime za-
danou ulohu nejprve pro zadani mensi velikosti a pak
nalezena feseni zkombinujeme dohromady, abychom
ziskali feSeni puvodni tlohy. Techniku dynamického
programovani si pfedvedeme na dvou (uéebnicovych)
prikladech.

Prvni z nasich dvou ptikladi je tloha znamé jako problém batohu. Je dano
N pfedmétit o hmotnostech my, ..., my a déle je ddno ¢islo M (nosnost bato-
hu). Ukolem je vybrat nékteré z predmétt tak, aby soucet jejich hmotnosti byl
co nejvétsi, ale zaroven neprekrocil M. My si popiSeme algoritmus, ktery tento
problém fesi, s ¢asovou slozitosti O(N - M).

Na4s algoritmus bude pouzivat pomocné pole A[0 ... M] a jeho ¢innost bude
rozdélena do N kroki. Na konci k-tého kroku budou nenulové hodnoty v poli A
pravé na téch pozicich, které odpovidaji souctu hmotnosti predmétt z néjaké
podmnoziny prvnich k pfedméti. P¥ed prvnim krokem (po nultém kroku),
jsou vSechny hodnoty A[i] pro ¢ > 0 nulové a A[0] ma néjakou nenulovou
hodnotu, feknéme —1. Vsimnéme si, ze kroky algoritmu odpovidaji podiloham,
které fesime: nejdiive vyresime podilohu tvofenou jen prvnim pfedmétem, pak
prvnimi dvéma predméty, prvnimi tfemi predméty, atd.

PopiSme si nyni k-ty krok algoritmu. Pole A budeme prochazet od konce,
tj. od i = M po i = my. Pokud je hodnota A[i] stdle nulové, ale hodnota
Ali —my] je nenulova, zménime hodnotu ulozenou v Afi] na k. Rozmysleme si,
ze po provedeni k-tého kroku odpovidaji nenulové hodnoty v poli A hmotnos-
tem podmnozin z prvnich k& prfedmétt, pokud pred jeho provedenim nenulové
hodnoty odpovidaly hmotnostem podmnozin z prvnich k — 1 pfedmétia. Pokud
je hodnota A[i] nenulové, pak bud byla nenulové pfed k-tym krokem (a v tom
pripadé odpovidd hmotnosti néjaké podmnoziny prvnich k£ — 1 pfedméti) ane-
bo se stala nenulovou v k-tém kroku. Potom ale existuje podmnozina prvnich
k — 1 predméti, jejiz hmotnost je i — my, ke které staci pridat k-ty predmét,
abychom nasli podmnozinu hmotnosti presné i. Naopak, pokud lze vytvorit
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podmnozinu I hmotnosti m, pak I je bud tvofena jen prvnimi k — 1 pfedmdty,
a tedy hodnota A[m] je nenulova jiZ pied k-tym krokem, anebo k € I. Potom
ale hodnota A[m —my]| je nenulova pfed k-tym krokem (hmotnost podmnoziny
I\ {k} je m —my) a hodnota A[m] se stane nenulovou v k-tém kroku.

Po provedeni v8ech N krokt odpovidaji nenulové hodnoty A[i] pfesné
hmotnostem podmnozin ze vSech predmétl, co mame k dispozici. Specidlné
nejvétsi index ip takovy, Ze hodnota Alig] je nenulovéd, odpovidd hmotnosti
mnozinu této hmotnosti také neni obtizné: v Alig] je ulozeno ¢islo jednoho
z predmétii néjaké takové podmnoziny, v Alig —m 4[] ¢islo daliiho pfedmétu,
atd. Samotny kéd naseho algoritmu lze nalézt nize.

Casové slozitost algoritmu je O(N M), nebot se sklada z N kroki, z nichz
kazdy vyzaduje ¢as O(M). Paméfova slozitost ¢ini O(N + M), coz predstavuje
pamét potfebnou pro uloZeni pomocného pole A a hmotnosti danych predméti.

var N: word; { poclet pfedmétd }

M: word; { hmotnostni omezeni }
hmotnost: array[1..N] of word;
{ hmotnosti danjch pfedmétt }
A: array[0..M] of integer;
i, k: word;
begin
A[0] :=-1;
for i:=1 to M do A[i]:=0;
for k:=1 to N do
for i:=M downto hmotnost[k] do
if (A[i-hmotnost[k]]1<>0) and (A[i]=0) then
A[i] :=k;
i:=M;
while A[i]=0 do i:=i-1;
writeln(’Maximalni hmotnost: ’,i);
write(’Pfedméty v mnoziné&:’);
while A[i]<>-1 do
begin
write(’ ’,A[i]);
i:=i-hmotnost[A[i]];
end;
writeln;
end.

N4&s druhy priklad je z oblasti grafovych algoritmd, tzv. Floyd-Warshalliav
algoritmus pro nalezeni nejkratsich cest mezi vSemi vrcholy grafu. My se vSak
pokusime bez definice grafu jak v zadani, tak v Feseni tohoto prikladu obejit.

Vstupem algoritmu jest N mést. Mezi nékterymi dvojicemi mést vedou
(obousmérné) silnice, jejichz délky jsou dany na vstupu. Pfedpokladéme, Ze sil-
nice se jinde nez ve méstech nepotkavaji (pokud se kiizi, tak mimotroviioveé).
Ukolem je spocitat nejkratsi vzdalenosti mezi viemi dvojicemi mést, tj. délky
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nejkratsi cest mezi vSemi dvojicemi mést. Cestou rozumime posloupnost mést
spojenych silnicemi a délkou cesty soucet délek silnic, které spojuji po sobé
nasledujici mésta.

Jsou sice zndmy i trosic¢ku rychlejsi zptisoby Fesici popsany problém (umi
se O(N2log N + N - M)), ale vyhoda popisovaného algoritmu je v tom, Ze je
velmi kratky a jednoduchy.

Na zacatku jsou ulozeny vzdalenosti mezi mésty ve dvourozmérném poli D,
tj. DIi][j] je vzdélenost z mésta ¢ do mésta j. Pokud mezi mésty ¢ a j nevede
7adn4 silnice, bude DJi][j] = oo, v praxi tedy néjaké dostatecné velké &islo.
V pritbéhu vypoctu si budeme na pozici DJi][j] udrzovat délku nejkratsi dosud
nalezené cesty.

Samotny algoritmus se skladd z N fazi. Na konci k-té faze bude v DJ[i][4]
ulozena délka nejkratsi cesty mezi mésty i a j, kterd muze prochazet skrz
libovolné z mést 1,..., k. V prabéhu k-té faze tedy staci vyzkouset, zda mezi
mésty i a j je kratsi stavajici cesta pfes mésta 1, ...,k —1, jejiz délka je ulozena
v DIi][j], anebo nova cesta pies mésto k. Pokud nejkratsi cesta prochazi pies
mésto k, pak jeji ¢ast do meésta k je nejkratsi cesta z i do k presmésta l,..., k—1
a jejl ¢ast z mésta k je nejkratsi cesta z k do j pres mésta 1,...,k — 1. Délka
takové cesty je tedy rovna DIi][k]+D[k][j]. Pokud je tedy soucet D[i][k]+D[k][]
mensi nez stavajici hodnota D[i][j], nahradime hodnotu na pozici DIi][j] timto
souctem.

Z popisu pfimo plyne, Ze po N-té fazi je na pozici D[i][j] uloZzena délka
nejkratsi cesty z mésta ¢ do mésta j. Kazda z N fazi algoritmu vyZaduje ¢as
O(N?), takze celkova ¢asovd slozitost bude O(N?). Pamétova slozitost algo-
ritmu je O(N?). Popisme si jesté, jak bychom postupovali, kdybychom kromé
vzdalenosti mezi mésty chtéli nalézt i samotné nejkratsi cesty. To lze jednoduse
vyFesit napiiklad tak, Ze si budeme udrzovat dalsi pomocné pole E[i][j], do kte-
délky DIi][j] (pFi zméné v k-té fazi je to ¢éislo k). Mame-li pak vypsat nejkratsi
cestu z i do j, vypiSeme nejprve cestu z i do E[i][j] a pak cestu z E[i][j] do j.
Tyto cesty nalezneme stejnym (rekurzivnim) postupem.

var N:word; { po&et mést }

D:array[1..N] of array[1..N] of longint;
{ délky silnic mezi mésty, D[i][i]=0,
misto neexistujicich je "nekoneé&no" }
i,j,k:word;
begin
for k:=1 to N do
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
if D[i] [k]+D[k][j] < D[i][j] then
D[i][j]1:=D[il[k] + D[k][jl;

end.
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Na rozmyslenou:

e Jak byste algoritmus modifikovali, kdyby silnice byly jednosmérné?

e Nastavit co na maxint je sice ldkavé, ale Spatné, protoze oo + oo by
pak mohlo pretéci. Pomtize maxint div 2.

® Hodnoty v poli si sice pfepisujeme pod rukama, takze by se nam
mohly poplést hodnoty z predchozi faze s témi z faze soucasné. Ale
zachrani nés to, ze ¢isla, o kterd jde, vyjdou v obou fazich stejné.

® Popis algoritmu vyslovené svadi k ,rejpnuti“: ,Jak vime, Ze spoje-
nim dvou cest, které provadime, vznikne zase cesta (tj. Ze se na ni
nemohou néjaké vrcholy opakovat)?“ Inu, to samoziejmé nevime, ale
v§imnéte si, ze kdykoliv by to cesta nebyla, tak si ji nevybereme,
protoze puvodni cesta bez vrcholu k bude vzdy kratsi nebo alespon
stejné dlouhd ... tedy alespon pokud se v nasi zemi nevyskytuje
cyklus zaporné délky. (Coz, pokud bychom chtéli byt pfesni, musime
pridat do pfedpokladi naseho algoritmu.)

® Pozor na poradi cykld — program vyslovené svadi k tomu, abychom
psali cyklus pro k jako vnitini ... jenZe pak samoziejmé nebude fun-
govat.

16-2-K Kuchafka druhé série — heSovani

V tomto dilu programéatorské kuchaiky si povime néco o hesovéni. (V lite-
ratufe se také Casto setkdme s jinymi prepisy tohoto anglicko-ceského patvaru
(hashovani), ¢ vice ¢i méné zdafilymi pokusy se tomuto slovu zcela vyhnout
a misto ,he§“ pouzivat napiiklad termin asociativni pole.) Na he§ se mtZeme
divat jako na pole, které ale neindexujeme po sobé nasledujicimi pfirozenymi
¢isly, ale hodnotami néjakého jiného typu (Fetézci, velkymi €isly, apod.). Hod-
noté, kterou hes indexujeme, budeme fikat kli¢. K ¢emu nam takové pole muize
byt dobré?

e Aplikace typu slovnik — mame zadan seznam slov a jejich vyznamu
a chceme k zadanému slovu rychle najit jeho vyznam. Vytvorime si
hes, kde kli¢e budou slova a hodnoty jim pfifazené budou pieklady.

® Rozpoznéavéni klicovych slov (naptiklad v pfekladacich programova-
cich jazyki) — klice budou kli¢ova slova, hodnoty jim pfifazené v tom-
to prikladé moc vyznam nemaji, sta¢i nam védét, zda dané slovo
v hesi je.

® V néjaké malé ¢asti programu si u objektl, se kterymi pracujeme,
potifebujeme pamatovat néjakou informaci navic a nechceme kvuli
tomu do objektu pfidavat nové datové polozky (tfeba proto, aby ndm
zbytetné nezabiraly pamét v ostatnich ¢astech programu). Klicem
hese budou pfislusné objekty.
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e Potifebujeme najit v seznamu objekty, které jsou ,stejné“ podle né-
jakého kritéria (napfiklad v seznamu osob ty, co se stejné jmenuji).
Kli¢em hese je jméno. Postupné prochazime seznam a pro kazdou
polozku zjistujeme, zda uZ je v hesi uloZzena néjaké osoba se stejnym
jménem. Pokud neni, aktudlni polozku priddme do hese.

Pottebovali bychom tedy umét do hese pridavat nové hodnoty, najit hod-
notu pro zadany kli¢ a pfipadné také umét z heSe néjakou hodnotu smazat.

Samoziejmé pouzivat jako kli¢ libovolny typ, o kterém nic nevime (spe-
cidlné ani to, co znamend, ze dva objekty toho typu jsou stejné), dost dobie
nejde. Proto potfebujeme jesté hesovaci funkci — funkci, kterd objektu priradi
néjaké malé prirozené ¢islo 0 < z < K, kde K je velikost heSe (ta by méla od-
povidat poctu objekta N, které v ni chceme uchovavat; v praxi byva rozumné
udélat si hes o velikosti zhruba K = 2N). Déale popsany postup funguje pro
libovolnou takovou funkci, nicméné aby také fungoval rychle, je potfeba, aby
hesovaci funkce byla dobfe zvolena. K tomu, co to znamend, si néco fekneme
nize, prozatim nam bude stacit predstava, ze tato funkce by méla rozdélovat
klice zhruba rovnomérné, tedy ze pravdépodobnost, ze dvéma klicim pfiradi
stejnou hodnotu, by méla byt zhruba 1/K.

Idealni pripad by nastal, kdyby se ndm podafilo nalézt funkci, ktera by kaz-
dym dvéma kli¢im pfifazovala riiznou hodnotu (i to se mize podafit, pokud
mnozinu kli¢h, které v hesi budou, zname doptedu — viz tieba ptiklad s roz-
poznavénim klicovych slov v prekladacich). Pak nidm staéi pouZit jednoduché
pole velikosti K, jehoz prvky budou obsahovat jednak hodnotu klice, jednak
jemu prifazend data:

struct polozka_heSe

¢ int obsazeno;

typ_klice kli¢;
typ_hodnoty hodnota;
} hes[K];
A operace naprogramujeme ziejmym zpusobem:

void pf¥idej (typ_klige kli&,typ_hodnoty hodnota)
{

unsigned index = heSovaci_funkce (k1lig);

// Kolize nejsou, &ili hes[index].obsazeno=0.
hes[index] .obsazeno = 1;

hes[index] .k1ié = k1lig&;

hes[index] .hodnota = hodnota;
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int najdi (typ_klie k1li&, typ_hodnoty #*hodnota)
{

unsigned index = heSovaci_funkce (klig);

// Nic tu neni nebo je tu néco jiného.
if (!he&[index].obsazeno ||
!stejny (k1li&, hes[index].hodnota))
return 0;

// Nasel jsem.
*hodnota = hes[index] .hodnota;
return 1;

}

Normaéalné samoziejmé takové Stésti mit nebudeme a vyskytnou se klice,
jimZz heSovaci funkce pfifadi stejnou hodnotu (¥ika se, Ze nastala kolize). Co
potom?

Jedno z feSeni je zalozit si pro kazdou hodnotu hesSovaci funkce seznam,
do kterého si ulozime vSechny prvky s touto hodnotou. Funkce pro vkladani
pak bude v pripadé kolize pridavat do seznamu, vyhledavaci funkce si vzdy
spoc¢itd hodnotu hesovaci funkce a projde cely seznam pro tuto hodnotu. Tomu
se fika hesSovdni se separovanymi Tetézci.

Jind moznost je v pfipadé kolize ulozit kolidujici hodnotu na prvni néasle-
dujici volné misto v poli (cyklicky, tj. dojdeme-li ke konci pole, pokrac¢ujeme
na zacatku). Samoziejmé pak musime i piislusné upravit hledani — snadno si
rozmyslime, Ze musime projit vSechny polozky od pozice, kterou ndm pora-
di heSovaci funkce, az po prvni nepouzitou polozku. Tento pristup se obvykle
nazyvéa hesovdni se sristajicimi fetézci (protoze seznamy hodnot odpovidajici
riznym hodnotdm heSovaci funkce se nAm mohou spojit). Implementace pak
vypadéa takto:

void pf¥idej (typ_klige kli&,typ_hodnoty hodnota)

{

unsigned index = heSovaci_funkce (klig);

while (he3[index].obsazeno)

{
index++;
if (index == K)
index = 0;

}

hes[index] .obsazeno = 1;
hes[index] .k1ié = klig&;
o

hes[index] .hodnota = dnota;
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int najdi (typ_klie k1li&, typ_hodnoty #*hodnota)
{

unsigned index = heSovaci_funkce (klig);

while (he3[index].obsazeno)

{
if (stejny (k1i&, hes[index].k1li&))
{
*hodnota = he$[index] .hodnota;
return 1;
}

// N&co tu je, ale ne to, co hledam.
index++;
if (index == K)

index = 0;

i DAHE SOVARY
K1 pRVEK

} '
VoL A

Pouce

// Nic tu neni.
return 0;

}

Jaka je casova slozitost tohoto postupu?
V nejhorsim pripadé bude mit vSsech N ob-
jekti stejnou hodnotu heSovaci funkce. Pak
hledani mtze preskakovat postupné vsech-
ny, ¢ili slozitost v nejhorsim ptipadé mtize
byt az O(NT + H), kde T je ¢as pro porovnani dvou kli¢t a H je ¢as na spoé-
teni hesovaci funkce. Laicky feceno, pro nalezeni jednoho prvku budeme muset
projit cely he§ (v linedrnim case).

Nicméné tohle se ndm obvykle nestane — pokud velikost pole bude dost
velkd (alespoii dvojnésobek prvkii hese) a zvolili jsme dobrou heSovaci funkci,
pak v prumérném prfipadé bude potieba udélat pouze konstantné mnoho po-
rovnani, tj. asova slozitost hleddni i pfiddvani bude jen O(T + H). A budeme-li
schopni prvky hesovat i porovnavat v konstantnim ¢ase (coz napiiklad pro ¢isla
neni problém), ziskdme konstantni ¢asovou sloZitost obou operaci.

koLiRE

Mazdni prokd mize ptisobit mensi problémy (rozmyslete si, pro¢ nelze pros-
t€ nastavit u mazaného prvku ,obsazeno“ na 0). Pokud to potfebujeme délat,
bud musime pouZit separované fetézce (coz se mtze hodit i z jingch divodi,
ale je o trosku pracnégjsi), nebo pouzijeme nasledujici figl: kdyz budeme néja-
ky prvek mazat, najdeme ho a oznacime jako smazany. Nicméné pii hledani
néjakého jiného prvku se nemizeme zastavit na tomto smazaném prvku, ale
musime hledat i za nim. Ovsem pokud néjaky prvek pfidavame, mizeme jim
smazany prvek prepsat.

A jakou heSovaci funkci tedy pouzit? To je tak trochu magie a dobré he-
Sovaci funkce maji mimo jiné hlubokou souvislost s kryptografii a s generatory
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pseudondhodnych ¢isel. Obvykle se déla to, Zze se heSovany objekt rozlozi na
posloupnost éisel (tfeba ASCII kédi pismen v Fetézci), tato Cisla se néjakou
operaci ,sliji“ dohromady a vysledek se vezme modulo K. Operace na sléva-
ni se pouzivaji rizné, od jednoduchého xoru az tieba po komplikované vzorce
typu
#define mix(a,b,c) {
a-=b; a-=c; a"=(c>>13);
b-=c; b-=a; b =(a<< 8);
c-=a; c-=b; c =((b&Oxffffffff)>>13);
a-=b; a-=c; a"=((c&Oxffffffff)>>12);
b-=c; b-=a; b =(b "~ (a<<16)) & Oxffffffff;
c-=a; c-=b; c =(c "~ (b>> 5)) & Oxffffffff;
a-=b; a-=c; a =(a ~ (c>> 3)) & Oxffffffff;
b =(b ~ (a<<10)) & Oxffffffff;
c =(c ~ (b>>15)) & Oxffffffff;

b-=c; b-=a;

P

c-=a; c—=b;

}

My se ale spokojime s méalem a ukaZzeme si jednoduchy zptisob, jak hesovat
¢isla a Tetézce. Pro ¢isla staci zvolit za velikost tabulky vhodné prvocdislo a kli¢
vymodulit timto prvocislem. (S hleddnim prvodcisel si samozfejmé nemusime
délat starosti, v praxi dobfe poslouzi tabulka nékolika prvocisel pfimo uvedena
Vv programu.)

Rozumna funkce pro hesovani fetézcu je treba

unsigned hash_string (unsigned char *str)

{

unsigned r = 0;
unsigned char c;

while ((c = *str++) != 0)
r=r1r % 67 + ¢ - 113;

return r;

}

Zde muzeme pouzit vcelku libovolnou velikost tabulky, kterd nebude dé-
litelnd ¢isly 67 a 113. Sikovné je vybrat si napiiklad mocninu dvojky (coz
v pristim odstavci ocenime), ta bude s prvoéisly 67 a 113 zarucené nesoudélna.
Jen si musime dévat pozor, abychom nepouzili tak velkou hesovaci tabulku, ze
by 67 umocnéno na obvyklou délku Fetézce bylo mensi nez velikost tabulky (&ili
by heSovaci funkce astéji volila zac¢atek heSe nez konec). Tehdy ale staci misto
nagich ¢isel pouzit jina, vétsi prvocisla.

A co kdyz nestaci pevnd velikost hese? Pouzijeme ,nafukovaci hes. Na za-
¢atku si zvolime néjakou pevnou velikost, sledujeme pocet vlozenych prvki
a kdyz se jich zaplni vic nez polovina (nebo tfeba tfetina; mensi ¢islo znamena
vétsi rychlost [méné kolizi], ale vétsi pamétové plytvani), vytvoiime novy hes
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dvojnésobné velikosti (pfipadné zaokrouhlené na vyssi prvoéislo, pokud to nase
hesovaci funkce vyzaduje) a stary hes do néj prvek po prvku vlozime.

To na prvni pohled vypadé velice neefektivné, ale protoZe se po kazdém
nafouknuti he$ zvétsi na dvojnasobek, musi mezi pfeheSovanim na N prvki
a na 2N pribyt alespon N prvkd, ¢ili primérné provadime jedno prehesovani
na kazdy vlozeny prvek.

Pokud navic pouzivime mazani prvkt popsané vyse (u prvku si pamatuje-
me, Ze je smazany, ale stale zabird misto v hesi), nemiizeme pii mazani takového
prvku snizit pocet prvka v hesi, ale na druhou stranu pfi nafukovani mtzeme
takové prvky opravdu smazat (a konecné je odeéist z poétu obsazengch prvkii).

Par poznamek na zaveér:

® S heSovanim se separovanymi fetézci se zachazi podobné, nafukova-
ni také funguje a navic je snadno vidét, ze po vlozeni N ndhodnych
prvki bude v kazdé pfihradce (pfihrddky odpovidaji hodnotdm he-
Sovaci funkce) pramérné N/K prvki, ¢ili pro K velké fadové jako
N konstantné mnoho. Pro sriistajici fetézce to pravda byt nemusi
(protoZe jakmile jednou vznikne dlouhy Fetézec, nové vloZené prvky
maji sklony ,nalepovat se“ za néj), ale plati, Ze bude-li he§ naplnéna
nejvyse na polovinu, pramérna délka kolizniho fetizku bude omeze-
na néjakou konstantou nezavislou na poc¢tu prvka a velikosti hese.
Dtikaz si ovSsem radéji odpustime, neni iplné snadny.

® Bystry ctendf si jisté vsiml, ze v pfipadé prvociselnych velikosti hese
jsme v diukazu Casové slozitosti nafukovani trochu podvadéli — z he-
Se velikosti N preci prehesovavame do hese velikosti vétsi nez 2N.
Zachrani nas ale véta z teorie ¢isel, obvykle zvana Bertrandiv po-
stulat, ktera rika, ze mezi Cisly ¢t a 2t se vzdy nachézi alespon jedno
prvocislo. Takze novy hes bude maximalné 4-krat vétsi, a tedy pocet
piehesovani na jedno vlozeni bude nadale omezen konstantou.

16-3-K Kucharka tieti série — grafy

V dnesnim vydani zndmého bestselleru budeme péci grafy souvislé i ne-
souvislé, orientované i neorientované, ba i rovinné. Rekneme si o zdkladnim
prochézeni grafem, komponentach souvislosti, topologickém usporddani a dal-
§ich grafovych algoritmech. Abychom ale mohli zacit, musime si nejprve Fici,
s ¢im budeme pracovat.

Ingredience

Neorientovany graf je urc¢en mnozinou vrchol V' a mnozinou hran, coz jsou
neuspoiadané dvojice vrcholt. Hrana e = z,y spojuje vrcholy x a y. Vétsinou
pozadujeme, aby hrany nespojovaly vrchol se sebou samym (takovym hrandm
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fikdme smycky) a aby mezi dvéma vrcholy nevedla vice nez jedna hrana (pokud
toto neplati, mluvime o multigrafech). Neorientovany graf vétsinou zobrazujeme
jako body pospojované ¢arami.

Neorientovany graf a jeho kostra; multigraf

Podgrafem grafu G rozumime graf G, ktery vznikl z grafu G vynechanim
nékterych (a nebo zadnych) hran a vrcholi.
Casto nas zajima, zda se da z vrcholu z dojit po hranich do vrcholu y.
Ovsem slovo ,dojit* by mohlo byt trochu zavadéjici, proto si zavedeme par
pojmi:
® sled je posloupnost vrcholt a hran tvaru vy, eq, ve, €a, ..., €1, Uy, Z€
e; = {vi,viy1} pro kazdé i. Sled je tedy néjakd prochdzka po grafu.
Délku sledu mérime pocétem hran v této posloupnosti.

® tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy e; # e; pro i # j.

® cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, ¢ili v; # v; pro i # j.
Vsimnéte si, ze se nemohou opakovat ani hrany.

Lehce nahlédneme, ze pokud existuje sled z vrcholu z do y (v1 = &, v, = ¥),
pak také existuje cesta z vrcholu x do vrcholu y. Kazdy sled, ktery neni cestou,
obsahuje néjaky vrchol w dvakrat, nechf u = v; = v;, ¢ < j. Z takového
sledu ale mizeme vypustit posloupnost €;, vit1,...,ej_1,v; a dostaneme také
sled spojujici v1 a v,, ktery je urcité kratsi nez puvodni sled. Tak muzeme
po kone¢ném poctu tprav dospét az ke sledu, ktery neobsahuje zadny vrchol
dvakrat, tedy k cesté.

Kruznict nazyvame cestu délky alespon 3, ve které oproti definici plati v; =
v,. Nékdy se na cesty, tahy a kruznice v grafu také divame jako na podgrafy,
které ziskdme tak, Ze z grafu vypustime vSechny ostatni vrcholy a hrany.

Jesté si ukazeme, ze pokud existuje cesta z vrcholu a do vrcholu b a z vrcho-
lu b do vrcholu ¢, pak také existuje cesta z vrcholu a do vrcholu ¢. To vyplyva
z faktu, Ze existuje sled z vrcholu a do vrcholu ¢, ktery mizeme dostat napti-
klad tak, Ze spojime za sebe cesty z a do b a z b do ¢. A jak jsme si ukézali,
kdyz existuje sled z a do ¢, existuje i cesta z a do c.

V mnoha grafech (naptiklad v téch na predchozim obrazku) je kazdy vrchol
dosazitelny cestou z kazdého. Takovym grafiim budeme tikat souvisié. Pokud je
graf nesouvisly, miZeme ho rozlozit na ¢asti, které jiz souvislé jsou a mezi ktery-
mi nevedou zadné hrany. Takové podgrafy nazyvame komponentami souvislosti.
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Ted se podivejme na par pojmil z piirody: Strom je souvisly graf, ktery ne-
obsahuje kruznici. List je vrchol, ze kterého vede pouze jedna hrana. Ukazeme,
ze kazdy strom s alesponi dvéma vrcholy ma nejméné dva listy. Pro¢ to? Staci
si najit nejdelsi cestu (pokud je takovych cest vice, zvolime libovolnou z nich).
Oba koncové vrcholy této cesty musi byt nutneé listy: kdyby z nékterého z nich
vedla hrana, musela by vést do vrcholu, ktery na cesté jesté nelezi (jinak by
ve stromu byla kruznice), ale o takovou hranu bychom cestu mohli prodlouzit,
takze by ptvodni cesta nebyla nejdelsi.

Grafim bez kruznic budeme obecné fikat lesy, jelikoz kazda komponenta
souvislosti takového grafu je strom.

PRSI

Les, jak ho vidi matematici

Neékdy se hodi jeden z vrcholi stromu prohlasit za koren, ¢imz jsme si
v kazdém vrcholu uréili smér nahoru (ke kofeni — je to zvlastni, ale grafovi
teoretici obvykle kresli stromy kofenem vzhiru) a dold (od kofene). Souseda
vrcholu smérem nahoru pak nazyvame jeho otcem, sousedy smérem dolid jeho
syny.

Kostra souvislého grafu je strom, ktery spojuje vsechny vrcholy. Pro ne-
souvislé grafy nazveme kostrou les tvofeny kostrami jednotlivych komponent.
Na prvnim obrazku je kostra levého grafu zndzornéna silnymi hranami.

Orientované grafy

Casto potfebujeme, aby hrany byly pouze jednosmérné. Takovému grafu
fikdme orientovany graf. Hrany jsou nyni uspofadané dvojice vrcholt (z, y) a Fi-
kame, 7e hrana vede z vrcholu z do vrcholu y. Hrany (z,y) a (y,z) jsou tedy
dvé rtizné hrany (i kdyz se mohou vyskytovat v grafu obé najednou). Orien-
tovany graf vétSinou zobrazujeme jako body spojené Sipkami. Vétsina pojmii,
které jsme definovali pro neorientované grafy, plati i pro grafy orientované,
jen si musime dat pozor na smér hran. Kruznici v orientovaném grafu casto

nazyvame cyklem.

Silné a slabé souvisly orientovany graf
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a silnou souvislost. Slabé souvisly je graf tehdy, pokud kdyZ zapomeneme na
orientaci hran, dostaneme souvisly orientovany graf. Silné souvislym ho nazve-
me tehdy, vede-li mezi kazdymi dvéma vrcholy z, y (z # y) orientovand cesta
v obou smérech. Pokud je graf silné souvisly, je i slabé souvisly, ale jak ukazuje
nas obrazek, opacné to platit nemusi.

Komponenta silné souvislosti orientovaného grafu G je takovy podgraf G/,
ktery je silné souvisly a neni podgrafem zadného vétsiho silné souvislého pod-
grafu grafu G. Komponenty silné souvislosti tedy mohou byt mezi sebou pro-
pojeny, ale zddné dvé nemohou lezet na spole¢ném cyklu.

Reprezentace grafa

Nyni uz vime o grafech hodné, ale jesté jsme si nefekli, jak graf reprezen-

tovat v paméti pocitace. Nejcastéjsi jsou tyto dva zpiisoby:

® matice sousednosti — to je pole A velikosti N x N (kde 011000001
N je pocet vrcholit). Na pozici A, j] ulozime hodnotu 100110001
; . 100100000
0 nebo 1 podle toho, zda z vrcholu ¢ do vrcholu j ve- (511010000
de hrana (1) nebo nevede (0). S matici sousednosti se 010101000
zachézi velmi snadno, ale ma tu nevyhodu, ze je vzdy 000010110
kvadraticky velka bez ohledu na to, kolik je hran. Vyho- 000001011
y ) J y 100001100
dou naopak je, Ze misto jedni¢ek mtzeme ukladat néjaké 110000100
dalsi informace o hranéch, tfeba jejich délky. Vpravo od tohoto od-

stavce najdete matici sousednosti grafu z prvniho obrazku.
® seznam sousedu se obvykle zapisuje dvéma poli: polem hran F, do
kterého ulozime vSechny hrany tak, aby hrany vedouci z jednoho
vrcholu tvorily souvisly usek, a polem vrcholta V', které pro kazdy vr-
chol udévé zacatek odpovidajiciho tiseku v poli E. Pokud do V[N +1]
ulozime M + 1, kde M je pocet hran, plati, ze hrany vychazejici z vr-
cholu ¢ jsou uloZeny v E[Vi]], ..., E[V[i+ 1] — 1]. Tato reprezentace
ma tu vyhodu, Ze ma velikost pouze O(N + M) a sousedy kazdé-
ho vrcholu mame pékné pohromadé a nemusime je hledat. Pro graf

z 1. obrazku:

11111111112 222222
i 12345678901234567890 345678
Elila 1111222233444555666777888999
E[i]b 2389145914235246578689167127

i 12345678910
V] 1 5 9 1114172023 2629

22
12

Reprezentace grafu seznamem sousedi
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Recepty

Nase povidani o grafovych algoritmech za¢neme dvéma zékladnimi zpisoby
prochézeni grafem. K tomu budeme potiebovat dvé podobné jednoduché datové
struktury: Fronta je kone¢né posloupnost prvki, kterda mé oznaceny zacatek
a konec. Kdyz do ni pfidavame novy prvek, pfidame ho na konec posloupnosti.
Kdyz z ni prvek odebirame, odebereme ten na zacatku. Proto se tato struktura
anglicky nazyva first in, first out, zkracené FIFO. Zdsobnik je také konecna
posloupnost prvki se zacatkem a koncem, ale prvky pfridavame a odebirame
z konce zadsobniku. Anglicky nézev je (pfekvapivé) last in, last out, ¢ili LIFO.

7 PROMLEDAVAMY
Do HLouBkYy

w

2

-

N

~J ] )

LA

o
)

Algoritmus prohledavani grafu do hloubky:

1. Na zac¢atku mame v zasobniku pouze vstupni vrchol w. Dale si u kaz-
dého vrcholu v pamatujeme znacku z,, kterd fika, zda jsme vrchol
jiz navstivili. Vstupni vrchol je oznaceny, ostatni vrcholy nikoliv.

2. Odebereme vrchol ze zasobniku, nazvéme ho u.

3. Kazdy neoznaceny vrchol, do kterého vede hrana z u, pfidame na
zasobnik a oznacime.

4. Body 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.

Na konci algoritmu budou oznaceny vSechny vrcholy dosazitelné z vrcholu
w, tedy v pripadé neorientovaného grafu celd komponenta souvislosti obsahuji-
ci w. To mizeme snadno dokazat sporem: Predpokladame, Ze existuje vrchol x,
ktery neni oznacen, ale do kterého vede cesta z w. Pokud je takovych vrcholi
vice, vezmeme si ten nejblizsi k w. Oznac¢me si y predchiidce vrcholu z na nej-
kratsi cesté z w; y je uréité oznaceny (jinak by x nebyl nejblizsi neoznaceny).
Vrchol y se tedy musel nékdy objevit na zasobniku, tim padem jsme ho také
museli ze zasobniku odebrat a v kroku 3 oznacit vSechny jeho sousedy, tedy
i vrchol z, coz je ovSem spor.
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To, ze algoritmus nékdy skonéi, nahlédneme snadno: v kroku 3 na zasobnik
pridavame pouze vrcholy, které dosud nejsou oznaceny, a hned je znacime.
Proto se kazdy vrchol muize na zasobniku objevit nejvysSe jednou, a jelikoz
v bodé 2 pokazdé odebereme jeden vrchol ze zasobniku, musi vrcholy nékdy
(konkrétné po nejvyse N opakovénich cyklu) dojit. V bodu 3 probereme kazdou
hranu grafu nejvyse dvakrat (v kazdém sméru jednou). Casova sloZitost celého
algoritmu je tedy linedrni v poétu vrchold N a poétu hran M — O(N + M).
Pamétova slozitost je stejné, protoze si musime hrany a vrcholy pamatovat.

Nejjednodussi implementace prohledavani do hloubky je rekurzivni funk-
ci. Jako zasobnik v tom pfipadé pozivame pfimo zasobnik programu, kde si
program uklada navratové adresy funkci. Muze to vypadat tfeba nasledovné:

var Hrany: array[1..MaxN + 1] of Integer;
Sousedi: array[1l..MaxM] of Integer;
Oznacen: array[1l..MaxN] of Boolean;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;
begin
Oznacen[V] := True;
for I:= Hrany[V] to Hrany[V + 1]-1 do
if not Oznacen[Sousedi[I]] then
Rekurze (Sousedi[I]);
end;

Rozdélit neorientovany graf na komponenty souvislosti je pak uz jednodu-
ché. Projdeme postupné vSechny vrcholy grafu a pokud nejsou v zadné z dosud
oznacenych komponent grafu, pfiddme novou komponentu tak, ze graf z tohoto
vrcholu prohleddme do hloubky. Vrcholy znac¢ime pfimo ¢islem komponenty, do
které patii. Protoze prohleddavame do hloubky nékolik oddélenych ¢asti grafu,
kazdou se slozitosti O(N; + M;), kde N; a M; je pocet vrcholii a hran kompo-
nenty, vyjde dohromady slozitost O(N + M ). Nic nového si ukladat nemusime,
a proto je pamétova slozitost také O(N + M).

var Komponenta: array[l..MaxN] of Integer;

Hrany: array[l..MaxN + 1] of Integer;

Sousedi: array[1l..MaxM] of Integer;
NovaKomponenta: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;

begin
Komponental[V] := NovaKomponenta;
for I:= Hrany[V] to Hrany[V + 1]-1 do
if (Komponental[Sousedi[I]] = -1) then
Rekurze (Sousedi[I]);
end;
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var I: Integer;

begin
for I:= 1 to N do Komponental[I]:= -1;
NovaKomponenta:= 1;
for I:= 1 to N do

if Komponenta[I] = -1 then
begin
Projdi(I);
Inc(NovaKomponenta) ;
end;

end.

Pribéh prohledavani grafu do hloubky mtzeme znazornit stromem. Z po-
¢atecniho vrchol w u¢inime kofen. Pak budeme graf prochézet do hloubky a vr-
choly zakreslujeme jako syny vrcholti, ze kterych jsme prisli. Hrandm mezi té-
mito vrcholy budeme tikat stromové hrany. Protoze jsme do zddného vrcholu
nesli dvakrat, vznikne ndm strom. Hrany, které vedou do jiz navstivenych vr-
chold na cesté, kterou jsme pfisli z kofene, jsou tzv. zpétné hrany. Dopredné
hrany vedou naopak z vrcholu blize koteni do uz oznaceného vrcholu dale od
kofene. A konec¢né pricné hrany vedou mezi dvéma rtuznymi podstromy grafu.

Vsimnéte si, ze pri prohledavani neorientovaného grafu objevime kazdou
hranu dvakrat: budto poprvé jako stromovou a podruhé jako zpé&tnou, a nebo
jednou jako zpétnou a podruhé jako dopfednou. Pfi¢né hrany se objevit nemo-
hou — pokud by pFi¢na hrana vedla ,doprava‘“, vedla by do dosud neoznaceného
vrcholu, takze by se prohledavani vydalo touto hranou a nevznikl by oddéle-
ny podstrom; ,doleva“ rovnéz vést nemiize: predstavme si stav prohledavani
v okamziku, kdy jsme opoustéli levy vrchol této hrany. Tehdy by nase hrana
musela byt pricnou vedouci doprava, ale o té uz vime, Ze neexistuje.

_»
stromova hrana

- = =

zpétna hrana

Strom prohledavani do hloubky

Prohledavani do hloubky 1ze tedy vyuzit na hledani kostry neorientovaného
grafu, coz je strom, ktery jsme prosli, a rovnou pfi tom také zjistime, zda graf
neobsahuje cyklus, coz je v ptipadé, kdy nalezneme zpétnou hranu rtiznou od té
stromové, kterou jsme do vrcholu prisli.
jsou orientované vzdy ve stromé shora dolti, zpétné zdola nahoru a pri¢né hrany
mohou existovat, ovSem vzdy vedou ,zprava doleva“, tedy pouze do podstromi,
které jsme jiz prosli (nahlédneme opét stejné).
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Prohledavani do $ifky

Prohledavani do sitky je zalozené na trochu jiné myslence a na rozdil od
prohledévani do hloubky pouZiva jinou datovou strukturu, a to frontu.

1. Na za¢atku mame ve fronté pouze jeden prvek, a to zadany vrchol w.
Déle si u kazdého vrcholu z pamatujeme ¢islo Hx]. VSechny vrcholy

budou mit na zac¢atku Hx] = —1, jen H[w] = 0.
2. Odebereme vrchol z fronty, ozna¢me ho u.
3. Kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z u a jeho H[v] = —1, pfiddme

do fronty a nastavime jeho H[v] na H[u] + 1.
4. Body 2 a 3 opakujeme, dokud neni fronta prazdna.

Podobné jako u prohledavani do hloubky jsme se dostali pravé do téch
vrcholt, do kterych vede cesta z w (a oznacili jsme je nezdpornymi ¢isly).
Rovnéz je kazdému vrcholu pfifazeno nezaporné ¢islo maximalné jednou.

Vrcholy se stejnym ¢islem tvofi ve fronté jeden souvisly celek, protoZze nejpr-
ve odebereme z fronty vSechny vrcholy s ¢islem n, nez za¢neme odebirat vrcholy
s Cislem n+1. Navic plati, ze H[v] udava délku nejkratsi cesty z vrcholu w do z.
Ze neexistuje kratsi cesta, dokazeme sporem: Pokud existuje néjaky vrchol v,
pro ktery H[v] neodpovida délce nejkratsi cesty z w do v, ¢ili vzdalenosti D[v],
vybereme si z takovych v to, jehoz D[v] je nejmensi. Pak nalezneme nejkratsi
cestu z w do v a predposledni vrchol z této cesty. Vrchol z je blizsi nez v, takze
pro néj uz musi byt D[z] = H[z]. OvSem kdyZ jsme z fronty vrchol z odebirali,
museli jsme objevit i jeho souseda v, ktery jesté nemohl byt oznaceny, tudiz
jsme mu museli pfidélit H[v] = H[z] + 1 = D[v], coz je spor.

Prohledavani do Sirky ma Casovou slozitost taktéz linedrni s po¢tem hran
a vrcholi. Na kazdou hranu se také ptame dvakrat. Fronta mé linedrni veli-
kost k poc¢tu vrcholti, takze jsme si oproti prohledavani do hloubky nepohorsili
a i pamétova slozitost je O(NN + M). Algoritmus implementujeme nejsnéze cyk-
lem, ktery bude pracovat s vrcholy v poli, které nam bude predstavovat frontu.

var Fronta, Delka: array[l..MaxN] of Integer;
Oznacen: array[1..MaxN] of Boolean;
Hrany: array[1l..MaxN + 1] of Integer;
Sousedi: array[1..MaxM] of Integer;
I, Prvni, Posledni, PocatecniVrchol: Integer;

begin
Prvni:= 1;
Posledni:= 1;
Fronta[Prvni] := PocatecniVrchol;
Delka[Prvni] := 0;

repeat

for I:= Hrany[Fronta[Prvnil] to
Hrany [Fronta[Prvnil+1]-1 do
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if not Oznacen[Sousedi[I]] then begin

Oznacen[Sousedi[I]]:= True;
Delka[Sousedi[I]]:=Delka[Fronta[Prvnil]]+1;
Inc(Posledni);
Fronta[Posledni] := Sousedil[I];

end;

Inc(Prvni);
until Prvni > Posledni; {Fronta je prazdna}
end.

Prohledavéani do Sitky lze také pouzit na hledani komponent souvislosti
a hledani kostry grafu.

Topologické usporadani

Ted si vysvétlime, co je to topologické uspordddni. Mame orientovany graf
G s N vrcholy a chceme ocislovat vrcholy ¢isly 1 az N tak, aby vSechny hrany
vedly z vrcholu s vétsim ¢islem do vrcholu s mensim ¢islem, tedy pro kazdou
hranu e = (v;, v;) plati ¢ > j. Pfedstavme si ho jako srovnani vrchola grafu na
primku tak, aby ,Sipky“ vedly pouze zprava doleva.
Nejprve si ukdzeme, Ze pro zadny orientovany graf, ktery obsahuje cyklus,
nelze takovéto topologické poradi vytvorit. Ozna¢me vrcholy tohoto cyklu vy,
.., Upn, takze hrana vede z vrcholu v; do vrcholu v;_1, resp z v; do v,. Pak

vvvvv

vrchol vy musi dostat vyssi ¢islo nez vrchol vy, v nez va, ..., v, nez v,_1. Ale

vvvvv

Pokud graf cyklus neobsahuje, lze ho vidycky topologicky uspoiadat. Zde
je algoritmus:

1. Na zac¢atku mame orientovany graf G a proménnou p = 1.

2. Najdeme takovy vrchol v, ze kterého nevede zaddna hrana. Pokud
zadny takovy neni, vypocet konéi, protoze jsme nasli cyklus.

. Odebereme z grafu vrchol v a vSechny hrany, které do néj vedou.

. Prifadime vrcholu v ¢islo p.

. Proménnou p zvysime o 1.

. Opakujeme kroky 2 az 5, dokud graf obsahuje alespon jeden vrchol.

D O~ W

Nejprve si ukdzeme, zZe neprazdny graf, ktery neobsahuje cyklus, vzdy obsa-
huje vrchol, ze kterého nevede zadna hrana. Pro spor predpokladejme, ze zadny
takovy vrchol neexistuje. Pak si vyberme libovolny vrchol v;. Z néj vede hrana
do dalsich vrchold, vybereme jeden z nich a ozna¢me ho vy. Z vy vybereme
dalsi hranu a takto pokracujeme. Protoze je vrcholi koneény pocet, dospéjeme
k jednomu z téchto pripadi:

e 7 nékterého vrcholu v; nevede zadna hrana.
o Nékteré dva vrcholy v;, v; jsou stejné, a graf tedy obsahuje cyklus.
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Coz je spor s naSimi pfedpoklady. Graf G ma kone¢né mnoho vrcholi
a protoze v bodé 3 pokazdé odebereme dalsi vrchol grafu, musi algoritmus
skonéit. Z vrcholu v, ktery pfidavame do posloupnosti, nevedou zadné hrany,
a proto muze mit nizsi ¢islo nez zbyvajici vrcholy grafu. To plati pro kazdy
takovy vrchol v, a proto je usporadani korektni.

Algoritmus muZzeme snadno upravit tak, aby netratil ptilis ¢asu hledanim
vrchold, z nichZ nic nevede — staci si takové vrcholy pamatovat ve fronté, a kdy-
koliv néjaky takovy vrchol odstranujeme, zkontrolujeme si, zda jsme néjakému
jinému vrcholu nezrus$ili posledni hranu, kterd z néj vedla, a pokud ano, pri-
dame takovy vrchol na konec fronty. Celé topologické t¥idéni pak zvladneme
v Case O(N + M).

Také muzeme graf prohledat do hloubky a vSimnout si, Ze poradi, ve kterém
jsme se z vrcholu vraceli, je pravé topologické poradi. Pokud pravé opoustime
néjaky vrchol a ¢islujeme ho dalsim ¢islem v poradi, rozmysleme si, jaké dru-
hy hran z néj mohou vést: stromova nebo dopfednéd hrana vede do vrcholu,
kterému jsme jiz pfifadili vyssi ¢islo, zpétnd existovat nemtize (v grafu by byl
cyklus) a pfiéné hrany vedou pouze zprava doleva, takze také do jiz oéislova-
nych vrcholi. Casova slozitost je opét O(N + M).

var Hrany: array[1..MaxN + 1] of Integer;

Sousedi: array[1l..MaxM] of Integer;
Ocislovani: array[1..MaxN] of Integer;
Posledni: Integer;

I: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);

var I: Integer;

begin

for I:= Hrany[V] to Hrany[V+1]-1 do
if Ocislovani[Sousedi[I]] = O then

Projdi(Sousedil[I]);
Inc(Posledni);
Ocislovani[Vrchol] := Posledni;

end;
begin

for I:= 1 to N do
Ocislovani[I]:= O;

Posledni:= 0;
for I:= 1 to N do
if Ocislovani[I] = O then Projdi(I);

end.
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Hranova a vrcholova souvislost

Nyni se podivame na trochu komplikovanéjsi formu souvislosti. Rikame, ze
neorientovany graf je hranové 2-souvisly, kdyz plati, ze:

® ma 3 a vice vrcholt,
® je souvisly,
® zlistane souvisly po odebrani libovolné hrany.

Hranu, jejiz odebrani by zptsobilo zvyseni poctu komponent souvislosti
grafu, nazyvame most.

Na hledani mostti nam poslouzi opét upravené prohledavani do hloubky.
Pokud by v grafu nebyly Zadné zpétné hrany, byla by mostem kazda hrana —
rozdélila by graf na ¢ast obsahujici kofen a podstrom ,visici“ pod touto hranou.
Aby nevznikly dvé komponenty souvislosti, musi mezi témito ¢astmi vést dalsi
hrana (a muZe to byt jediné zpétnad hrana).

Proto si pro kazdy vrchol spoéitdme hladinu, ve které se nachazi (kofen
je na hladiné 0, jeho synové na hladiné 1, jejich synové 2, ...). Déle si pro
kazdy vrchol v spocitame, do jaké nejnizsi hladiny vedou hrany z podstromu
s kofenem v. To muzeme udélat primo pfi prochazeni do hloubky, protoze nez
se vratime z v, projdeme cely podstrom pod v. Pokud vSechny zpétné hrany
vedou do hladiny stejné nebo vétsi nez té, na které je v, pak odebranim hrany
vedouci do v z jeho otce vzniknou dvé komponenty souvislosti, ¢ili tato hrana je
mostem. V opacném pripadé jsme nalezli kruznici, na niz tato hrana lezi, takze
to most byt nemuze. Vyjimku tvori kofen, ktery zadného otce nema a nemusime
se o néj starat.

Algoritmus je tedy pouhou modifikaci prochézeni do hloubky a mé i stejnou
¢asovou a pamétovou slozitost O(N + M). Zde jsou dillezité ¢asti programu:

var Hrany: array[1..MaxN + 1] of Integer;

Sousedi: array[1..MaxM] of Integer;
Hladina, Spojeno: array[1..MaxN] of Integer;

DvaSouvisle: Boolean;
I: Integer;

procedure Projdi(V, NovaHladina: Integer);
var I: Integer;

begin
Hladina[V] := NovaHladina;
Spojeno[V] := Hladinal[V];

for I:= Hrany[V] to Hrany[V + 1]-1 do
if Hladina[Sousedi[I]] = -1 then
begin
Projdi(Sousedi[I], NovaHladina + 1);
if Spojeno[Sousedil[I]] < Spojeno[V] then
Spojeno[V]:= Spojeno[SousedilIl];
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if Spojeno[Sousedi[I]] > Hladinal[V] then
DvaSouvisle:= False;
end else
if Hladina[Sousedi[I]] < Spojeno[V] then
Spojeno[V]:= Hladina[Sousedil[Il];
end;

begin
for I:= 1 to N do Hladinal[I]:= -1;

DvaSouvisle:= True;
Projdi(1, 0);

end.

Dalsi formou souvislosti je vrcholovd souvislost. Rekneme, ze graf je vrcho-
lové 2-souvisly, prave kdyz:

® m4a 3 a vice vrcholu,

® je souvisly,

e zistane souvisly po odebrani libovolného vrcholu.

Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyZ odebereme, zvysi se ndm pocet
komponent souvislosti.

Algoritmus pro zjisténi vrcholové 2-souvislosti grafu je velmi podobny algo-
ritmu na zjisfovani hranové 2-souvislosti. Jen si musime uvédomit, ze odebirdme
cely vrchol. Ze stromu prochézeni do hloubky mitze odebranim vrcholu vznik-
nout az nékolik podstromil, které vsechny musi byt spojeny zpétnou hranou
s hlavnim stromem. Proto musi zpétné hrany z podstromu urcéeného vrcho-
lem v vést az nad vrchol v. Specidlné pro kofen ndm vychazi, ze miZze mit
pouze jednoho syna, jinak bychom ho mohli odebrat a vytvorit tak dvé nebo
vice komponent souvislosti. Algoritmus se od hledani hranové 2-souvislosti lisi
jedinou zménou ostré nerovnosti na neostrou, sami zkuste najit, které nerov-
nosti.

O rovinnych grafech

Rovinng graf je graf, ktery muazeme nakreslit do roviny tak, ze vrcholim
prifadime vhodné body a hrany nakreslime jako kfivky spojujici prislusné body,
a to tak, ze se zddné dvé kiivky neprotinaji mimo své krajni body. Ne kazdy
graf takto nakreslit miZeme — sami si rozmyslete, Ze napiiklad graf K5, coz je
5 vrcholu spojenych kazdy s kazdym, zadné rovinné nakresleni neméa. Na druhou
stranu napfiklad kazdy strom urcité rovinny je.

Vezméme si tedy néjaky graf a jeho rovinné nakresleni, napiiklad tento:
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Hrany nakresleni déli rovinu na nékolik oblasti, tém budeme fikat stény.
N&s graf m4 6 stén: jednu étvercovou, ¢tyii ,trojihelnikové“ (tedy ohranicené
tfemi hranami, byt to nejsou vzdy tsecky) a jednu 6-uihelnikovou (to je ce-
Iy zbytek roviny okolo grafu, tzv. vnéjsi sténa). Naptiklad libovolné rovinné
nakresleni stromu by mélo pouze jednu sténu, a to tu vnéjsi. VSimnéte si, ze
pokud v grafu nejsou mosty ani artikulace, je kazda sténa ohranicena néja-
kou kruznici. [Pozor, to, jak vypadaji stény, zavisi na konkrétnim nakresleni
do rovinyl]

O rovinnych grafech plati nékolik dualezitych vét, které se casto hodi pri
vytvareni grafovych algoritm:

Véta: (o poctu hran stromu) Pro kazdy strom plati, ze e = v — 1, kde v je
pocet vrcholl a e pocet hran.

Drikaz: Indukei podle po¢tu vrcholt. Pro strom s jednim vrcholem formulka
uréité plati. Strom s v > 1 vrcholy m4 jisté list, tak jej odtrhneme [ponékud
vandalské, nicméné u¢inné|, ¢imz ziskdme strom s mensim poc¢tem vrchold, pro
ktery podle indukéniho predpokladu formulka plati, a opétovnym pridanim
listu platit nepfestane, protoze k obéma stranam pricteme jednicku.

Véta: (Eulerova formule) Pro kazdy souvisly graf nakresleny do roviny
plati, ze v + f = e 4+ 2, kde v je pocet vrcholti, e pocet hran a f pocet stén.

Diikaz: Opét indukci, tentokrate podle poc¢tu hran. Kazdy souvisly graf ma
alespoti v — 1 hran a pokud jich méa praveé tolik, je to strom. (Kdyby ne, staci
se podivat na kostru grafu, coz musi byt strom a ty, jak uz vime, maji pravé
tolik hran a nas graf mél hran vice.) Jenze kazdé rovinné nakresleni stromu ma
pravé jednu sténu, takZze Eulerova formule plati.

Pokud mame nakresleni grafu, ktery je souvisly a neni to strom, znamena
to, Ze obsahuje alesponl jednu kruznici. A kazda hrana na kruznici jisté oddéluje
néjaké dveé stény. Zvolme si tedy néjakou takovou hranu / a z grafu ji odeberme.
Tim ziskdme graf s mensim poc¢tem hran (opét nakresleny do roviny), pouZijeme
induké¢ni predpoklad, Eulerova formule pro néj tedy jiz plati, a vratime hranu
zpét. Leva strana rovnosti se tim zvétsi o 1 (pfidali jsme sténu), prava také
(pfidali jsme hranu), tedy rovnost stale plati.

Véta: (o hustoté rovinngch grafi) O kazdém rovinném grafu plati, Ze e <
3v — 6.

Drikaz: Zvolme si libovolné nakresleni grafu do roviny. Nejprve predpokla-
dejme, ze je to triangulace, ¢ili ze kazda sténa je trojuhelnik. V takovém grafu
patii kazda hrana k pravé dvéma trojihelnikovym sténdm, takze e = f - 3/2,
¢ili f = e-2/3. Dosazenim do Eulerovy formule ziskdme v + (2/3)e = e + 2,
tedy e = 3v — 6.

Neni-li nas graf triangulace, miZe to mit nékolik divodi. Budto neni sou-
visly (pak ale sta¢i vétu dokazat pro jednotlivé komponenty a nerovnosti seéist),
nebo je moc maly (mé nejvyse dva vrcholy, proto to musi byt jedna samotné
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hrana a pro tu naSe véta urcité plati) a nebo obsahuje néjakou sténu ohrani-
¢enou vice nez tfemi hranami. Dovniti takové stény ovSem miizeme dokreslit
dalsi hrany a tim ji rozdélit na trojuhelnicky. Tim tedy dokézeme graf doplnit
hranami na triangulaci, pro tu, jak uz vime, plati dokonce rovnost, a kdyz pfi-
dané hrany opét odebereme, snizime pouze pocet hran a udélame tak z rovnosti
nerovnost.

Véta: (o vrcholu nizkého stupné) V kazdém rovinném grafu existuje vrchol
stupné maximélné 5. (Stupeti vrcholu je pocet hran, které s vrcholem sousedi.)

Diikaz: Sporem. Kdyby vSechny vrcholy mély stupen alesponn 6, byl by
soucet stupnt alespon 6v. Jenze soucet stupii je presné dvojnasobek poctu
hran (kazda hrana mé dva konce), takze e > 3v, coZ je spor s pfedchozi vétou.

Poznamky na okraj:

e K ¢emu je to vSechno dobré, zjistite tfeba v feseni tilohy 17-1-2.

e Kdybychom definici rovinného nakresleni zménili a dovolili hrany
kreslit pouze jako tsecky misto libovolnych kiivek, prekvapivé se
nic nezméni: kazdy rovinny graf ma rovinné nakresleni, v némz jsou
vSechny hrany tsecky. Ale neni to zrovna jednoduché dokézat.

® Stejné jako do roviny bychom mohli grafy kreslit tfeba na povrch
koule. Tim se také nic nezméni, zkuste sami vymyslet, jak z rovin-
ného nakresleni udélat ,kulové“ a naopak. Ale tfeba anuloid (povrch
pneumatiky) se uz chova jinak, naptiklad zminény nerovinny graf Kx
se na anuloid d& nakreslit bez kiizeni hran.

® Rovinné grafy, jejichz vsechny vrcholy maji stupen pravé 5, opravdu
existuji, je to naptiklad graf odpovidajici pravidelnému dvacetisténu
[m& 12 vrcholt stupné 5 a 20 trojihelnikovych stén]. V jistém smyslu
je tedy nase posledni véta nejlepsi mozna.

e Vice informaci o teorii (nejen rovinnych) grafi najdete tfeba v knizce
pant Matouska a Nesetrila Kapitoly z diskrétni matematiky.

16-4-K Kucharka ¢tvrté série — rozdél a panuj

Rozdél a panuj

Dnesni dil programéatorské kuchatfky se bude zabyvat algoritmy zalozZeny-
mi na metodé Rozdél a panuj. Myslenka této metody je nasledujici: Casto se
setkame s tlohami, které 1ze snadno rozdélit na néjaké mensi tlohy a z jejich
vysledkt zase snadno slozit vysledek ptivodni velké tlohy. Pfitom mensi tlohy
miZeme pocitat opét tymz algoritmem (zavoldme si ho rekurzivné), leda by
jiz byly tak malické, ze dokdzeme odpovédét trivialné bez jakéhokoliv pocitani.
Zkratka jak ¥ikali stafi fimsti cisafové: Divide et impera. Uvedme si pro zacatek
jeden staronovy priklad:
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Quicksort

QuickSort (alias QS) je algoritmus pro tiidéni posloupnosti prvki. Uz
o ném byla jednou fe¢ v ,tfidici kuchafce* v druhé sérii 16. rocniku KSP.
Tentokrat se na néj podivame trochu podrobnéji a navic nam poslouzi jako
ingredience pro dalsi algoritmy.

QS v kazdém svém kroku zvoli néjaky prvek (budeme mu fikat pivot)
a prerovna prvky v posloupnosti tak, aby napravo od pivota byly pouze prvky
vétsi nez pivot a nalevo pouze mensi. Pokud se vyskytnou prvky rovné pivotu,
miuZeme si dle libosti vybrat jak levou, tak pravou stranu posloupnosti, funké-
nost algoritmu to nijak neovlivni. Tento postup pak rekurzivné zopakujeme
zvlast pro prvky nalevo a zvlast pro prvky napravo od pivota, a tak ziskdme
setfidénou posloupnost.

Implementaci QS je mnoho a mimo jiné se lisi zpusobem volby pivota. My
si pfedvedeme jinou, nez jsme ukazovali v tfidici kuchafce (hlavné proto, Ze se
nam od ni pak snadno budou odvozovat dalsi algoritmy) a pro jednoduchost
budeme jako pivota volit posledni prvek zkoumaného tseku:

type Pole=arrayl[1l..MaxN] of Integer; {budeme t¥idit takovato pole}

{pferovnavaci procedura pro usek a[l..r]}
function prer(a:Pole; 1,r:Integer):Integer;
var i,j,x,q:Integer;

begin
{pivotem se stane posledni prvek useku}
x:=alr]; {hodnota pivota}
i=1-1; {al[i] bude vzdy posledni <= pivotovi}
for j:=1 to r-1 do {samotné p¥erovnavani }
if a[jl<=x then {pravé probirany prvek ¥
begin {mensi/rovny hodnoté& pivotal}
Inc(i); {pak zvys ukazatel }
q:=aljl; {a proved pferovnani prvku }
aljl:=alil;
alil:=q;
end;
q:=alr]l; {nakonec presuneme pivota za posledni <=}
alr]:=ali+1];
ali+1]:=q;
prer:=i+l; {vratime novou pozici pivota}
end;

{hlavni t¥idici procedura, t#¥idi all..rl}
procedure QuickSort(a:Pole; 1,r:Integer);
var m:Integer;
begin
if 1<r then {méme jesté co d&lat?}
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begin
m:=prer(l,r); {pferovnej, m pozice pivota}
QuickSort(1,m-1); {set¥id prvky nalevo}
QuickSort (m+1,r); {set¥id prvky napravol}
end;
end;

Bohuzel volit pivota pravé takto je docela nesikovné, protoze se nam snad-
no miuze stat, ze si vybereme nejmensi nebo nejvétsi prvek v tseku (rozmys-
lete si, jak by vypadala posloupnost, ve které se to bude dit pokazdé), takze
dostaneme-li posloupnost délky N, rozdélime ji na tseky délek N —1 a 1, nacez
pokracujeme s tsekem délky N — 1, ten rozdélime na N — 2 a 1 atd. Pfitom
pokazdé na prerovnani spotiebujeme ¢as linearni s velikosti tiseku, celkem tedy
ON+ (N —=1)+ (N -2)+...+1) = O(N?).

Na druhou stranu pokud bychom si za pivota vybrali vzdy medidn z pravé
probiranych prvka (tj. prvek, ktery by se v setfidéné posloupnosti nachazel
uprostted; pro sudy pocet prvki zvolime libovolny z obou prostfednich prvki),
dosdhneme daleko lepsi slozitosti O(N log V). To dokdzeme snadno:

Prerovnavaci ¢ast algoritmu bézi v ¢ase linedrnim vici poc¢tu prvki, které
mame prerovnat. V prvnim kroku QS pracujeme s celou posloupnosti, ¢ili pie-
rovname celkem N prvki. Nasleduje rekurzivni volani pro levou a pravou ¢ast
posloupnosti (obé dlouhé (N — 1)/2 4 1); pferovnavani v obou ¢astech dohro-
mady trva opét O(N) a vzniknou tim ¢asti dlouhé nejvyse N/4. Zanotime-li
se v rekurzi do hloubky k, pracujeme s ¢astmi dlouhymi nejvyse N/2F, kte-
ré dohromady daji nejvyse N (vSechny ¢ésti dohromady daji prvky vstupni
posloupnosti bez téch, které jsme si uz zvolili jako pivoty). V hloubce log, N
uz jsou vSechny ¢asti nejvyse jednoprvkové, takze se rekurze zastavi. Celkem
tedy méame log, N hladin (hloubek) a na kazdé z nich travime linearni ¢as,
dohromady O(N log N).

V tomto dikazu jsme se ale dopustili jednoho podvodu: zapomnéli jsme
na to, ze také musime median umét najit. Jak z této neptijemné situace ven?

® Naucit se pocitat medidn. Ale jak? Haf?

e Spokojit se se ,lZimedidnem®: kdybychom si misto medidnu vybrali
libovolny prvek, ktery bude v setfidéné posloupnosti v prostiedni
poloviné (¢ili alespoii étvrtina prvka bude vétsi a alesponl Gtvrtina
mensi nez on), ziskdme také slozitost O(NN log N), nebot usek délky N
rozlozime na tseky, které budou mit délky nejvyse (1—1/4)- N, takze
na k-té hladiné budou tseky délek < (1 — 1/4)% - N, ¢&ili hladin bude
maximalné log;_;,4 N = O(log N). Misto 1/4 by dokonce fungovala
libovolna jind konstanta, ale ani to nam nepomuze k tomu, abychom
uméli 1zimedian najit.
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® Recyklovat pravidlo typu ,vezmi posledni prvek® a jen ho trochu vy-
lepsit. To bohuZel nebude fungovat, protoZze pokud budeme pii vy-
béru pivota hledét jenom na konstantni pocet prvki, bude pomérné
snadné prijit na vstup, pro ktery toto pravidlo bude davat kvadra-
tickou slozitost, i kdyz obvykle ptijde dokazat, ze takovych vstupu je
»malo“. [Také se to tak Casto déla.)

e Volit pivota nahodné ze vSech prvki zkoumaného tiseku. K nahod-
né volbé samoziejmé potiebujeme ndhodny generator a s témi je to
svizelné, ale zkusme na chvili véfit, ze jeden takovy méame nebo ale-
spon ze mame néco s podobnymi vlastnostmi. Jak ndm to pomiize?
N&ahodné zvoleny pivot nebude sice presné uprostied, ale s pravdépo-
dobnosti 1/2 to bude 1zimedién, takZe po primérné dvou hladindch
se ke 1zimedidnu dopracujeme (rozmyslete si, pro¢, nebo nahlédnéte
do loriského seridlu o pravdépodobnostnich algoritmech). Proto ¢aso-
va slozitost takovéhoto randomizovaného QS bude v praméru 2-krat
vétsi, nez 1Zimedidnového QS, ¢ili v priaméru také O(N log V). Jedno-
duse Feceno, zatimco fixni pravidlo nam dalo dobry ¢as pro primérny
vstup, ale existovaly vstupy, na kterych bylo pomalé, randomizovani
nam dava dobry primeérny ¢as pro vSechny mozné vstupy.

Hledani k-tého nejmensiho prvku

Nad QuickSortem jsme zvitézili, ale soucasné jsme pri tom zjistili, Ze ne-
umime rychle najit medidn. To tak nemuzeme nechat, a proto rovnou zku-
sime vyfFesit obecnéjsi problém: najit k-ty nejmensi prvek (medidn je to pro
k= [N/2]).

Prvni feSeni této tlohy se nabizi samo. Nacteme posloupnost do pole, prv-
ky pole setfidime néjakym rychlym algoritmem a kyzeny k-tj nejmensi prvek
nalezneme na k-té pozici v nyni jiz setiidéném poli. Ma to vSak jeden hacek.
Pokud prvky, které mame na vstupu, umime pouze porovnat, pak nedosdhne-
me lepsi ¢asové slozitosti (a to ani v primérném pfipadé) nez O(Nlog N) —
rychleji prosté t¥idit nelze, dikaz muzete najit naptiklad v tfidici kuchafce.

O néco rychlejsi feseni je zalozeno na vyse zminéném algoritmu QuickSort
(Gasto se mu proto Fikd QuickSelect). Opét si vybereme pivota a posloupnost
rozdélime na prvky mensi neZ pivot, pivota a prvky vétsi nez pivot (pro jedno-
duchost budeme pfedpoklddat, ze zadné dva prvky posloupnosti nejsou stejné).
Pokud se pivot naléza na k-té pozici, je to hledany k-ty nejmensi prvek posloup-
nosti, protoze pravé k — 1 prvka je mensich. Zbyvaji dva pripady, kdy tomu
tak neni. PakliZe je pozice pivota v posloupnosti vétsi nez k, hledany prvek se
nalézéd nalevo od pivota a postac¢i rekurzivné najit k-ty nejmensi prvek mezi
prvky nalevo. V opac¢ném piipadé, kdy je pozice pivota mensi nez k, je hleda-
ny prvek v posloupnosti napravo od pivota. Mezi témito prvky vsak nebudeme
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hledat k-ty nejmensi prvek, ale (k — p)-ty nejmensi prvek, kde p je pozice pivota
v posloupnosti.

Casovou slozitost rozebereme podobné jako u QuickSortu. Nesikovna volba,
pivota dava opét v nejhorsim ptipadé kvadratickou slozitost. Pokud bychom
naopak volili za pivota medidn, budeme nejprve prerovnavat N prvkd, pak
jich zbude nejvyse N/2, pak nejvyse N/4 atd., coZ dohromady déva slozitost
O(N+N/24 N/44...41) = O(N). Pro 1zimedian dostaneme rovnéz linedrni
slozitost a opét stejné jako u QS mutzeme nahlédnout, Ze ndhodnou volbou
pivota dostaneme v prameéru stejny cas jako se lzimedianem.

Program bude jednoduchy, vyuzijeme-li pferovnavaci proceduru od QS:

function kty(var a:Pole; 1,r,k:Integer):Integer;
var x,z:Integer;

begin
x:=prer(a,l,r); {pferovnej, x je pozice pivota}
z:=x-1+1; {pozice pivota vzhledem k [1..r]}
if k=z then
kty:=al[x] {k-ty nejmen3i je pivot}
else if k<z then
kty:=kty(a,1l,x-1,k) {k-t§ nejmensi je nalevo}
else
kty:=kty(a,x+1,r,k-2); {napravo}
end;

Hledani k-tého nejmensiho podruhé, tentokrat linearné a bez nahody

Existuje vSak algoritmus, ktery fesi nasi tlohu linearné, a to i v nejhorsim
pripadé. Je zaloZzeny na ddbelském triku: zvolit vhodného pivota (jak ukdzeme,
bude to jeden ze lZzimediadnt) rekurzivnim volanim téhoz algoritmu. Zafidime
to takto:

e Pokud jsme dostali méné nez 6 prvkd, pouzijeme néjaky trividlni

algoritmus, napiiklad si posloupnost setfidime InsertSortem (opét
viz tfidici kuchaika) a vratime k-ty prvek set¥idéné posloupnosti.

® Rozdélime prvky posloupnosti na pétice; pokud neni pocet prvki

délitelny péti, posledni pétici nechdme nekompletni.

® Spocitame median kazdé pétice. To muzeme provést napriklad rekur-

zivnim zavolanim celého naseho algoritmu, ¢ili v dusledku InsertSor-
tem. (Také bychom si mohli pro 5 prvki zkonstruovat rozhodovaci
strom s nejmensim moznym poc¢tem porovnani, coz je rychlejsi, ale
jednak pouze konstanta-krat, jednak je to daleko pracnéjsi.)

e Mame tedy N/5 medidnt. V nich rekurzivné najdeme medidn m

(ozna¢ime medidny pétic za novou posloupnost a na ni za¢neme opét
od prvniho bodu).

® Pferovname vstupni posloupnost po quicksortovsku a jako pivota po-

uzijeme prvek m. Po pferovnani je pivot, podobné jako v predchozim
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algoritmu, na (z + 1)-ni pozici v posloupnosti, kde z je pocet prvka
s mensi hodnotou, nez ma pivot.

e Opét, podobné jako u predchoziho algoritmu, pokud je k = z+1, pak
je praveé pivot m k-tym nejmensim prvkem posloupnosti. V pfipadé,
ze tomu tak neni a k < z + 1, budeme hledat k-ty nejmensi prvek
mezi prvnimi z ¢leny posloupnosti, v opa¢ném pfipadé, kdy k > z+1,
budeme hledat (k—z+1)-ni nejmensi prvek mezi poslednimin — z — 1
prvky.

Reéeno s panem Pascalem:

{potfebujeme pferovnavaci funkci, ktera dostane}
{pozici pivota jako parametr}

function prerp(var a:Pole;l,r,m:Integer):Integer;
var q:Integer;

begin
q:=alm]; alm]:=alr]; alr]:=q; {pivota prohodime s poslednim prvkem}
prerp := prer(a,l,r); {a zavolame pivodni p¥erovnavaci fci}
end;

{hledani k-tého nejmensiho prvku z all..r],}
{vracime pozici prvku, nikoliv jeho hodnotu}
function kth(var a:Pole; 1,r,k:Integer):Integer;

var medp:Pole; {pole pro mediany pétic}
i,j,q,x,pocet,m,z:Integer;
begin
pocet:=r-1+1; {s kolika prvky pracujeme}
if pocet<=1 then {pouze jeden prvek?}
kth:=1 {vysledek ani nemiZe byt jiny}
else if pocet<6 then begin {méné nez 6 prvki}
for j:=1+1 to r do begin {=> InsertSort}
q:=aljl;
i:=j-1;

while (i>=1) and (al[il>q) do begin
ali+1]:=alil;

Dec(i);
end;
ali+1]:=q;
end;
kth:=1+k;
end
else begin {mnoho prvkid, jde to tuhého}
{rozdélime prvky do péticl}
q:=1; {zatim mame jednu pétici}
i:=1; {levy okraj prvni pétice}
ji=i+4; {pravy okraj prvni pé&tice}
while j<=r do begin {prochazime celé péticel}
medp[q] :=kth(a,i,j,2); {median pé&tice}
Inc(q); {zvys pocet pétic}
Inc(i,5); {nastav levy okraj pé&tice}
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Inc(j,5); {nastav pravy okraj pétice}
end;
if i<=r then begin {zbyla netplna pétice}
medp[q] :=kth(a,i,r, (r-i+2) div 2);
Inc(q);

end;

{najdeme median mediand pé&tic, je na pozici m}
m:=kth(medp,1,9-1,q div 2);

{pferovnej a zjisti, kde skon&il pivot}
x:=prer(a,l,r,m);

z:=x-1+1; {pozice vzhledem k [1..r]}
if k=z then
kth:=m {k-ty nejmensi je pivot}
else if k<z then
kth:=kth(a,1l,x-1,k) {k-tj nejmen3i nalevo}
else
kth:=kth(a,x+1,r,k-z); {napravo}
end;
end;

Zbyva dokazat, Ze tato dvojita rekurze opravdu ma linearni slozitost. Zkus-
me se proto podivat, kolik prvkt posloupnosti po pferovnani je vétsich nez pr-
vek m. Vsech pétic je N/5 a alesporii polovina z nich (tedy N/10) méa medidn
mensi nez m. V kazdé takové pétici pak navic najdeme dva prvky mensi nez
medidn pétice, takze celkem existuje alesponi 3/10 - N prvkt mensich nez m.
Vétsich tedy mtize byt maximalné 7/10 - N. Symetricky ukdzeme, Ze i mensich
prvk mtze byt nejvyse 7/10- N.

Rozdéleni na pétice, hledani mediant pétic a prerovnavani trva linearné,
tedy nejvyse cN krokl pro néjakou konstantu ¢ > 0. Pak uz algoritmus pouze
dvakrat rekurzivné vold sam sebe: nejprve pro N/5 medidnt pétic, pak pro
< 7/10-N prvku pfed/za medidnem. Pro celkovou ¢asovou slozitost ¢(V) naseho
algoritmu tedy plati:

t(N) < eN + t(N/5) + t(7/10 - N).

Nyni zbyva tuto rekurzivni nerovnici vyftesit, coz provedeme drobnym tsko-
kem: uhodneme, ze vysledkem bude linedrni funkce, tedy ze ¢(N) = dN pro
néjaké d > 0. Dostaneme:

dN < (c+1/5-d+17/10-d) - N.

To plati napiiklad pro d = 10¢, takZe opravdu ¢(IN) = O(N).
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Nasobeni dlouhych cisel

Dalsim péknym prikladem na rozdélovani a panovani je nasobeni dlouhych
¢isel — tak dlouhych, ze se uz nevejdou do integeru, takze s nimi musime pocitat
po dislicich (at uz v jakékoliv soustavé — my volime desitkovou, ¢asto se hodi
tieba 256-kovd). Klasickym ,8kolnim“ algoritmem pro nésobeni na papife to
zvlddneme na kvadraticky pocet operaci, zde si pfedvedeme efektivnéjsi zpisob.

Libovolné 2N-ciferné ¢&islo miizeme zapsat jako 10YA + B, kde A a B
jsou N-ciferné. Sou¢in dvou takovych ¢&isel pak bude (10¥A + B) - (10VC +
D) = (102N AC + 10N(AD + BC) + BD). Séitat dokdZeme v linedrnim case,
nasobit mocninou deseti také (dopiSeme pfislusny poéet nul na konec ¢isla),
N-ciferna ¢isla budeme nasobit rekurzivnim zavoldnim téhoz algoritmu. Pro
¢asovou slozitost tedy bude platit ¢(N) = ¢N + 4¢(N/2). Nyni tuto rovnici
muZeme snadno vyfesit, ale ani to délat nebudeme, nebot nam vyjde, Ze t(N) ~
N2, ¢li jsme si oproti ptvodnimu algoritmu viibec nepomohli.

Ptijde trik. Misto ¢tyf nasobeni ¢isel polovi¢ni délky nam budou stacit
jen tfi: spo¢teme AC, BD a (A+ B)-(C + D) = AC + AD + BC + BD,
pfi¢emz pokud od posledniho souéinu odeéteme AC a BD, dostaneme piesné
AD+ BC, které jsme predtim pocitali dvéma nasobenimi. Casova sloZitost nyni
bude t(N) = ¢/ N +3t(N/2). (Konstanta ¢’ je o néco vétsi nez ¢, protoze pfibylo
s¢itani a odcitani, ale stale je to konstanta. My si ovSsem zvolime jednotku casu
tak, aby bylo ¢’ = 1, a uSetfime si tak spoustu psani.)

Jak nasi rovnici vytesime? Zkusime ji dosadit do sebe samé a pozorovat,
co se bude dit:

t(N)=N+3(N/2+3t(N/4)) =
=N+3/2-N+9(N/4) =
=N+3/2-N+9/4-N+27t(N/8)=...=
=N+3/2-N+4... 4381281 N 4 3k (v/2F).
Pokud zvolime k = log, N, vyjde N/2F = 1, ¢ili t(N/2F) =

konstanta d. To znamen4, Ze:

t(N)=N-(1+3/24+9/4+ ...+ (3/2)" 1) + 3"d.

t(1) = néjaka

Vyraz v zavorce je soucet prvnich k ¢leni geometrické fady s kvocientem 3/2,
éli ((3/2)F —1)/(3/2 — 1) = O((3/2)%). Tato funkce vsak roste pomaleji nez
zbyly ¢len 3%d, takze ji klidné mtzeme zanedbat a zabjvat se pouze onim
poslednim Elenem: 3F = 92Flogs 3 — glogy n-log, 3 — (210g2n)10g2 3 — plogz3 o n1.58
Konstanta d se nam ,schova do O-¢ka“, takze algoritmus ma éasovou sloiitost
a pro malad n se to sotva vyplati.

Program si pro dnesek odpustime, Setiimet nase lesy.
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Poznamky na ubrousku aneb Rozmyslete si

® Pii hledani k-tého nejmensiho prvku jsme predpokladali, ze vsechny
prvky jsou ruzné. Prohlédnéte si algoritmy pozorné a rozmyslete si,
ze budou fungovat i bez toho. Opravdu?

® Proc jsme zvolili zrovna pétice? Jak by to dopadlo pro trojice? A jak
pro sedmice? Fungoval by takovy algoritmus? Byl by také linearni?

® Ve vypoctu t(N) jsme si nedali pozor na netplné pétice a také jsme
predpokladali, ze pétic je sudy pocet. Ono se totiz nic zlého nemuze
stat. Jak se to snadno nahlédne? Pro¢ nesta¢i na zacatku doplnit
vstup ,,nekoneény“ na délku, ktera je mocninou péti?

e Kdybychom neuhodli, ze ¢(N) je linedrni, jak by se na to dalo pFijit?

e Jesté jednou QS: Predstavte si, Ze budujete binarni vyhledavaci strom
vkladanim prvka v ndhodném poradi. Obecné nemusi byt vyvazeny,
ale v priméru v ném pijde vyhledavat v ¢ase O(log N). Zadny div:
stromy, které nam vzniknou, odpovidaji pfesné moznym pribéhim
QuickSortu.

16-5-K Kucharka paté série — rekurze, dynamické programovani I1

V dnesni kuchafce se budeme zabyvat prevazné rekurzi a dynamickym pro-
gramovanim. Cemu tedy ¥ikadme rekurze? Rekurzivni funkce je takovéa funkce,
kterd pii svém béhu vold sama sebe. Pojdme se na jednoduchém piikladé po-
divat, jak muze takova funkce vypadat.

Budeme pocitat n-té ¢islo Fibonacciho posloupnosti. To je posloupnost, je-
jiz prvni dva ¢leny jsou jednicky a kazdy dalsi ¢len je sou¢tem dvou predchozich.
Zacina takto:

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 8§89

Pro nalezeni n-tého ¢lenu (ten budeme znacit F},) si napiseme rekurzivni funkci
Fibonacci(n), kterd bude postupovat presné podle definice: zeptd se sama
sebe rekurzivné, jaka jsou dvé predchozi ¢isla, a pak je secte. Mozna vice fekne
program:

function Fibonacci(n: Integer): Integer;

begin
if n <= 2 then
Fibonacci := 1
else
Fibonacci := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
end;
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Podivejme se, jak bude vypadat vypocet ¢isla Fj:

9 )
¢ @ & @
DAD

Vidime, Ze volani funkce se rozvétvuje a tvori strom volani. V§imnéme si
také, ze nékteré podstromy jsou shodné. Ziejmé to budou ty ¢asti, které repre-
zentuji vypocet stejného Fibonacciho ¢isla — v nasem ptikladé tfeba ttretiho.

Pokusme se odhadnout ¢asovou slozitost T}, nasi funkce. Pron=1an =2
funkce skonéi hned, tedy v konstantnim (feknéme jednotkovém) case. Pro vyssi
n zavola sama sebe pro dva predchozi ¢leny plus jesté spotiebuje konstantni
¢as na s¢itani:

T, > Ty 1+ Tn_ o+ const, aproto T, > F,.

Tedy na spocitani n-tého Fibonacciho ¢isla spotiebujeme ¢as alespon takovy,
kolik je ono ¢islo samo. Ale jak velké takové F, vlastné je? MuZzeme vyuZzit
toho, ze:

F,=F,1+F, 222 -F, o

z ¢ehoz plyne:
F, >2m/2,

Funkce Fibonacci mé tedy exponencialni ¢asovou slozitost, coz neni nic vitané-
ho. Ov8em jak uz jsme fekli, nékteré vypocty opakujeme stale dokola. Nenabizi
se proto nic snazsiho, nez si tyto mezivysledky ulozit a pak je vytahnout jako
povéstného kralika (Velkovezira?) z klobouku s minimem némahy.

TG,
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Bude nam k tomu stacit jednoduché pole P o n prvcich, na pocatku ini-
cializované nulami. Kdykoliv budeme chtit spocitat néktery ¢len, nejdfive se
podivame do pole, zda jsme ho jiZz jednou nespocetli. A naopak jakmile hodno-
tu spocitame, hned si ji do pole poznamename:

var P: array[l..MaxN] of Integer;

function Fibonacci(n: Integer): Integer;

begin
if P[n] = O then
begin
if n <= 2 then
P[n] :=1
else
P[n] := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
end;
Fibonacci := P[n]
end;

Podivejme se, jak nyni vypadé strom volani:

Na kazdy ¢len posloupnosti se tentokrat ptdme maximalné dvakrat — k vy-
poctu ho potfebuji dva nasledujici ¢leny. To ale znamenad, Ze funkci Fibonacci
zavoldme maximalné 2n-krat, ¢ili jsme touto jednoduchou tpravou zménili ex-
ponencialni slozitost na linearni.

Zdélo by se, ze abychom ziskali ¢as, museli jsme obétovat pamét, ale to
neni tak iplné pravda. V prvnim piikladu sice nepouzivame zadné pole, ovsem
pfi volani funkce si musime zapamatovat nékteré udaje, jako je tifeba navratova
adresa, parametry funkce a jeji lokdlni proménné, na coz spotfebujeme pamét
linearni s hloubkou vnofeni, v nasem piipadé tedy linearni s n.

Urcité vas uz také napadlo, ze n-té Fibonacciho ¢islo se da snadno spocitat
i bez rekurze. Staci prvky naseho pole P plnit od zacatku — kdykoliv znadme
P[l] = Fi,..., F, = P[k], dokdzeme snadno spo¢itat i Plk + 1] = Fjy1:

function Fibonacci(n: Integer): Integer;

var
P: array[1..MaxN] of Integer;
I: Integer;
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begin
P[1] 1;
P[2] 1;
for I := 3 to n do
P[I] := P[I-1] + P[I-2];
Fibonacci := P[n];
end;

Zopakujme si, co jsme postupné udélali: nejprve jsme vymysleli pomalou
rekurzivni funkci, tu jsme zrychlili zapamatovavanim si mezivysledkt a nakonec
jsme celou rekurzi ,obratili naruby“ a mezivysledky pocitali od nejmensiho
k nejvétsimu, aniz bychom se starali o to, jak se na né pivodni rekurze ptala.

V ptipadé Fibonacciho ¢isel je samoziejmé snadné prijit rovnou na ne-
rekurzivni feSeni (a dokonce si v8imnout, Ze si sta¢i pamatovat jen posledni
dvé hodnoty a pamétovou slozitost tak zredukovat na konstantni), ale zminény
obecny postup — obvykle se mu fika dynamické programovdni — funguje i pro

Méjme dvé posloupnosti ¢isel A a B. Chceme najit jejich nejdelsi spolec-
nou podposloupnost, tedy takovou posloupnost, kterou muzeme ziskat z A i B
odstranénim nékterych prvki. Napiiklad pro posloupnosti

A =2331232 23112
B =322131223312 23

je jednou z nejdelsich spole¢nych podposloupnosti tato posloupnost:
c =231 2 2 31 2

Jakym zptusobem muzeme takovou podposloupnost najit? Nejdfive nas asi
napadne vygenerovat vSechny podposloupnosti a ty pak porovnat. Jakmile si
ale spocitame, Ze vSech podposloupnosti posloupnosti o délce n je 2" (kazdy
prvek nezévisle na ostatnich bud pouZijeme, nebo ne), najdeme radéji néjaké
rychlejsi feseni.

Zkusme vyuzit nasledujici myslenku: vyfeSime tento problém pouze pro
prvni prvek posloupnosti A. Pak najdeme feseni pro prvni dva prvky A, pfi¢emz
vyuzijeme predchozich vysledki. Takto pokracujeme pro prvni t¥i, Ctyri, ...aZ
n prvki.

Nejprve si rozmyslime, co vSechno si musime v kazdém kroku pamatovat,
abychom z toho dokézali spocist krok nasledujici. Uréité ndm nebude stacit
pamatovat si pouze nejdelsi podposloupnost, jenze mnozina vSech spoleé¢nych
podposloupnosti je uz zase moc velkd. Podivejme se tedy detailnéji, jak se
zméni tato mnozina p¥i pfidani dalsiho prvku k A: VSechny podposloupnosti,
které v mnoziné byly, tam ztistanou a navic pfibude nékolik novych, koncicich
pravé pridanym prvkem. OvSem my si podposloupnosti pamatujeme proto,
abychom je ¢asem rozsirili na nejdelsi spoleénou podposloupnost, takze pokud
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zname néjaké dvé stejné dlouhé podposloupnosti P a @ koncéici nové piidanym
prvkem v A a vime, Ze P koné¢i v B dfive nez @, staci si z nich pamatovat
pouze P, jelikoz v libovolném rozsifeni Q-¢ka muzeme @ vymeénit za P a ziskat
tim stejné dlouhou spole¢nou podposloupnost.

Proto si sta¢i pro jiz zpracovanych a prvki posloupnosti A pamatovat pro
kazdou délku ! tu ze spoleénych podposloupnosti A[l...a] a B délky I, kterd
v B kond¢i na nejlevéjsim mozném misté, a dokonce nam bude stacit si misto
celé podposloupnosti ulozit jen pozici jejiho konce v B. K tomu pouzijeme
dvojrozmérné pole Dja,l].

Jesté si dovolime jedno malé pozorovani: Koncové pozice ulozené v poli D
se zvétSuji s rostouci délkou podposloupnosti, ¢ili Dla,l] < D[a,l + 1], protoZe
posloupnosti délky [+ 1 nejsou ni¢im jinym nez rozsifenimi posloupnosti délky [
o 1 prvek.

Ted jiz vypodet samotny: Pokud uz zname cely a-ty fadek pole D, m-
Zeme 7z néj ziskat (a + 1)-ni fddek. Projdeme postupné posloupnost B. Kdyz
najdeme v B prvek Ala+ 1] (ten pravé pfidavany do A), mtizeme rozsirit vSech-
ny podposloupnosti koncici pfed aktualni pozici v B. Nas bude zajimat pouze
ta nejdelsi z nich, protoze rozsifenim vsech kratsich ziskdme posloupnost, je-
jiz koncova pozice je vétsi nez koncova pozice nékteré posloupnosti, kterou jiz
zname. Rozsifime tedy tu nejdelsi podposloupnost a ulozime ji misto ptvodni
podposloupnosti. Toto provedeme pro kazdy vyskyt nového prvku v posloup-
nosti B. V§imnéte si, ze nemusime prochéazet pole s podposloupnostmi stéle od
zacatku, ale mizeme se v ném posouvat od nejmensi délky k nejvétsi.

Ukéazeme si, jak vypada zaplnéné pole hodnotami pii feSeni problému s po-
sloupnostmi z naseho piikladu. Radky jsou pozice v A, sloupce délky podpo-
sloupnosti.

D1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 - - - - - - - - = - =
215 - - - = = = = - = =
315 9 - - - - - - - - -
4 1 4 6 11 - - — — — - = =
5 1 2 5 7 12 - - - - - - =
6 1.2 3 7 9 14 - - - - - -
v 1 2 3 7 8 12 - - - - - =
8§ 1.2 3 7 8 12 13 - — — — —
9 1.2 3 5 8 9 13 14 - - — —
101 2 3 4 6 9 11 14 - - — —
11 2 3 4 6 9 11 14 - — — -—
21 2 3 4 6 7 11 12 - — — —

Zbyva popsat, jak z téchto dat zvlddneme rekonstruovat hledanou nejdelsi
spole¢nou podposloupnost (NSP). UkéaZzeme si to na nasem piikladu: jelikoz
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posledni nenulové ¢islo na poslednim fadku je v 8. sloupci, ma hledana NSP
délku 8. D[12,8] = 12 Fika, Ze posledni pismeno NSP je na pozici 12 v po-
sloupnosti B. Jeho pozici v posloupnosti A uréuje nejvyssi fadek, ve kterém
se tato hodnota také vyskytuje, v nasem pripadé je to fadek 12. Druhé pis-
meno tedy budeme uréovat z D[11, 7], t¥eti z D[9, 6], atd. Jednou z hledanych
podposloupnosti je:

poslupnost: 2 3 1 2 2 3 1 2
indexyvA: 1 2 4 5 7 9 10 12
indexyvB: 2 5 6 7 8 9 11 12

program Podposloupnost;

var
A, B, C: array[0..MaxN - 1] of Integer;
LA, LB, LC: Integer;
D: array[0..MaxN, 1..MaxN] of Integer;
I, J, L, T: Integer;

begin

if LA > LB then { A bude krat3i z obou }
begin
C

for J := 1 to LA do
D[I, J] := D[I-1, JI;

for J := 0 to LB-1 do
if B[J] = A[I-1] then
begin
while D[I-1, L] < J do Inc(L);
if D[I, L] >= J then

D[I, L] := J;
end;
end;
LC :=L;
J := LA;
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for I := LC downto 1 do

begin
while D[J-1, I] = D[J, I] do Dec(J);
C[I-1] := A[J-11;
Dec(J);

end;

end.

Jiz zbyva jen odhadnout slozitost algoritmu. Casové nejnaroénéjsi byl vlast-
ni vypocet hodnot v poli, ktery se sklada ze dvou hlavnich cyklt o délce L(A)
a L(B), coZ jsou délky posloupnosti A a B. Vnofeny cyklus while probéhne
celkem maximalné L(A)-krat a ¢asovou slozitost ndm nezhorsi. Mizeme tedy
Fict, ze Gasova slozitost je O(L(A) - L(B)). Posloupnosti jsme si prohodili tak,
aby prvni byla ta kratsi, protoze pak je maximalni délka spolecné podposloup-
nosti i pocet kroku algoritmu roven délce kratsi posloupnosti a tedy i velikost
pole s daty je kvadrat této délky. Pamétovou slozitost odhadneme O(N? + M),
kde N je délka kratsi posloupnosti.
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Vzorova reseni

17-1-1 Vydélek bratii Soucku Pavel Cizek

Reseni této ulohy by se dala rozdélit do tif skupin. Linearni, kvadratické
(viaéi délce vstupu) a nefunkéni. Kromé toho nékolik lidi pfedpokladalo, ze
fetézce mohou byt vici sobé posunuté. Nechapu proc¢. Bratii byli vyslani na
koncert spolecné a zacali zapisovat oba hned na zacatku.

No a jak meélo feSeni vypadat? Nejprve je tieba si uvédomit, Zze pokud ma-
ji byt fetézce zdznamem toho samého, pak musi obsahovat stejny podietézec,
jehoz opakovanim vytvofime Aintv i Kabeliv zdznam. No a jak dlouhy ten-
to podretézec muze byt? Jelikoz jeho nékolikandsobnym zopakovanim musime
dostat jak Ainuv, tak Kébeltuv zdznam, musi jeho délka byt nejvétsi spole¢ny
délitel délek zaznamt Aina a Kéabela, resp. NSD musi byt jeho celo¢iselnym
nasobkem.

Pokud bude tedy Ainuv i Kébeltv zédznam sloZen z opakujiciho se podietéz-
ce délky NSD a tyto podfetézce budou u Aina i Kabela stejné, vime, Ze zapisy
budou stejné. A pokud podminka splnénd nebude, zaznamenali oba néco jiného.

Algoritmus Fesici tlohu je jenom piimocarou implementaci popsaného po-
stupu, jeho ¢asova i pamétova slozitost je linedrni viaci délce zapist obou bratii.
@ Toto mélo byt feSeni této ulohy, ale pfi procitani feseni ucastnikd jsem

nalezl jedno vyrazné elegantné;jsi:

var Ain,Kabel:string;

begin

write(’Ain:’);readln(Ain);
write(’Kabel:’) ;readln(Kabel) ;
if (Ain+Kabel = Kabel+Ain) then
writeln(’Zaznamy jsou stejné.’)
else
writeln(’Z&znamy jsou rtzné.’);

end.

A proé toto funguje? BUNO (bez tjmy na obecnosti) predpokladejme, ze
Kébeltv zdznam (oznacme jej K a jeho délku L) je delsi nez Ainiv (A, La).
Zaznamy budeme indexovat od nuly. Zfejmé ono porovnani vypada takto:

A[0] A[1] ... A[La—1] KI[0] ... K[Lx—La~1] K[Lxg—La) ... K[Lx—1]=
=K[0] K[1] ... K[La—1] K[La] ... K[Lx—1]  A[0] o A[La—1]

7 porovnani téchto radkt dostaneme jednoduse:

K[i] = K[i mod L4| (1
Ali] = Ki (2
A[i]ZK[LK—LA+i] (3)
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Zkombinovanim (1) a (3):
Ali] = K[(Lk + 1) mod L 4]

A po uvazovani (2):

Ali] = Al(i + (Lx mod L)) mod L 4]
Iterovanim této rovnosti pro libovolné celé c:

Ali] = Al(i + (¢ * (Lx mod L4))) mod L 4]

Z toho je jiz vidét (po chvilce zamysleni), Ze:

Ali] = Ali mod NSD(L 4, Lk)] = Ki]
a tedy rovnost je splnéna, pravé kdyz jsou zaznamy stejné.

var Ain,Kabel : string;

Perioda : longint;
index : longint;
Shodne : boolean;

function NSD(a,b:longint):longint;
begin
while (a<>0) and (b<>0) do
if (a>b) then
a:=a mod b

else
b:=b mod a;
NSD:=a+tb;
end;
begin

write(’Ain:’);readln(Ain);
write(’Kabel:’) ;readln(Kabel);
Perioda:=NSD(length(Ain),length(Kabel));
Shodne:=true;

for index:=1 to length(Ain) do { generuje podfetézec délky NSD oba? }
Shodne:=Shodne and (Ain[index]=Ain[((index-1) mod Perioda)+1]);

for index:=1 to length(Kabel) do
Shodne:=Shodne and (Kabel[index]=Kabel[((index-1) mod Perioda)+1]);

for index:=1 to Perioda do { jsou generujici podf¥eté&zce shodné? }
Shodne:=Shodne and (Ain[index]=Kabel[index]);

if Shodne then
writeln(’Z&znamy jsou stejné.’)

else
writeln(’Zaznamy jsou rtzné.’);

end.
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17-1-2 Buhdhova odména Martin Mares

V této tloze ndm nejde o nic jiného nez o tak fecené barveni grafu, ¢ili
o pfifazeni néjakych éisel (barev) 1, ..., k vrcholim grafu tak, aby zadné dva
vrcholy spojené hranou nedostaly stejnou barvu. Zjistit, zda je graf néjakymi
k barvami obarvitelny, je obecné velmi tézky problém (pro obecné grafy a k > 2
barev ho nikdo neumi vyfesit v polynomidlnim Case; pfipady k =1 a k = 2 si
rozmyslete sami, ty jsou pro zménu trividlni). Ale my o nasem grafu nastésti
vime, Ze je rovinny (viz povidani v tomto vydani nasi kuchaiky), coZz situaci
znacné meéni.

Kazdy rovinny graf lze obarvit ¢tyfmi barvami (to ale viibec neni trividlni
dokazat, matematikové se s tim trapili vice nez 100 let a nejkratsi znamy dikaz
m4 pies sto stranek a rozebird 633 riznych piipadt). My si dokdzeme, zZe vzdy
sta¢i 6 barev a ze Bithdha ma tedy vzdy Sanci svou odménu rozdélit:

Véta: (o sesti barvach) Kazdy rovinny graf je mozno obarvit Sesti barvami.

Diikaz: Indukci podle poctu vrcholi. Pokud ma graf nejvyse 6 vrchold,
obarvit ho dozajista mizeme. Pokud je graf vétsi, véta dokazana v kuchaice
nam rika, ze v ném vzdy existuje né€jaky vrchol v stupné maximalné 5. Kdyz
takovy vrchol odstranime, dostaneme mensi graf a ten je jiz podle induké¢ni-
ho predpokladu obarvitelny. Nasledné do obarveného grafu vrchol v vratime,
a jelikoz mé nejvyse 5 sousedu, vzdy je pro v alespon jedna barva volna.

Jiz tento dikaz nam dava jednoduchy algoritmus pro Buhdhtv problém,
ale jesté si musime rozmyslet, jak neztracet ptili§ mnoho ¢asu hledanim vrcholi
nizkého stupné. Pfedem si spocitdme stupné vSech vrcholi a do fronty ulozime
ty vrcholy, které mély uz na pocatku stupenn < 5. Poté postupné ¢teme vrcholy
z fronty, snizujeme stupné jejich sousediim a jakmile nékterému sousedovi kles-
ne stupen pod 6, pridame jej na konec fronty. Tim jsme vlastné sestrojili takové
usporadani vrcholu, ze z kazdého vrcholu vede ,,doprava“ nejvyse 5 hran. Staci
tedy frontu projit pozpatku a postupné pridélovat volné barvy.

Tento algoritmus ma linedrni ¢asovou i prostorovou slozitost O(N) (v8im-
néte si, ze jelikoz je graf rovinny, ma O(N) hran). V programu stoji za zminku
snad jediné zpiisob reprezentace grafu: hrany mame uloZeny v poli (kazdou
dvakrit — v obou smérech), kazdy vrchol si pamatuje ¢islo prvni hrany z néj
vychézejici a kazdéa hrana ¢islo néasledujici hrany vychézejici z téhoz vrcholu.
P1i odtrhéavani vrcholti hrany neodstranujeme, pouze snizujeme stupné.

[P.S.: Po chvili pfemysleni mtizete nas dtikaz upravit tak, aby ukazoval, ze
staCi 5 barev. Bihdha se ale spokoji s Sesti, takze mu nebudeme komplikovat
zivot.]

Na zavér jesté ukazeme nékolik variant hladového barviciho algoritmu, kte-
ry se Casto objevoval ve vasich feSenich a bohuzel pro rovinné grafy nemuze
fungovat.
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Hladové barveni funguje takto: probirdme vrcholy jeden po druhém a kaz-
dému pridélime nejnizsi barvu, kterad neni pouzitd jiz obarvenymi sousedy to-
hoto vrcholu. Zkusme si rozmyslet, jak obarvi nasledujici grafy:

poee Cnw

Zde Bj je graf z jednoho vrcholu a By41 zkonstruujeme tak, ze vezmeme
By, ..., B a pridame novy koncovy vrchol v spojeny s koncovymi vrcholy
vsech B; hranou. Vrcholy nového grafu usporddame tak, Ze nejdrive pajdou
vrcholy grafu By, pak Bs, ..., B a na konec umistime nové vytvoreny vrchol.

Vsimneme si, ze zaddme-li hladovému barvicimu algoritmu graf By, spo-
tfebuje k barev a vrchol v obarvi barvou k. I tentokrat nam k dikazu pomuze
indukce: B; obarvime jednou barvou, By dvéma; pokud spustime algoritmus
na graf By, nejdrive obarvi By az Bji_1, a jelikoz jsou v tom spravném pora-
di a nevedou mezi nimi zadné hrany, dopadne to stejné, jako bychom barvili
kazdy zvlast, ¢ili podle indukéniho predpokladu budou jejich koncové vrcholy
obarveny barvami 1 az k — 1, proto na zbyvajici vrchol vg zbude barva k.

Jenze By je uréité rovinny graf, takze se d4 obarvit Sesti barvami (on je
to dokonce strom, a tak sta¢i barvy dvé). Proto na ném pro k£ > 6 nemuze
hladovy barvici algoritmus fungovat.

Hladové barveni se jesté muzeme pokusit zachranit tim, Ze si zvolime néjaké
@ sikovné potradi vrcholt (konec konct i nas spravny barvici algoritmus je
vlastné toho druhu). Ale jen tak ledajaké potradi neposlouzi:

By 1

e Poradi podle rostoucich stupnt: v nasem grafu pouze zparalelizuje
barveni podgrafi By, ..., Br — jenze mezi nimi nevedou zadné hrany,
takze vysledek musi vyjit stejny.

e Podle klesajicich stupnt: staci k vrcholiim pfivésit spoustu listt (vr-
cholt stupné 1) a tim algoritmus donutit k takovému potadi, jaké
chceme (mozna bude potiebovat jesté jednu barvu na listy, ale tim
haf pro néj).

e Podle prohledavani do sitky: pridame kazdému B; jesté pocatecéni vr-
chol w; a pfi vytvareni Bjyi pfipojime novy pocatecni vrchol w41
k pocateénim vrcholtiim w1, ..., wi cestami délek zvolenych tak, aby
koncové vrcholy vSech B; byly ve stejné vzdalenosti od wy.1. Tehdy
bude novy koncovy vrchol vy obarven az po vsech ostatnich vrcho-
lech, ¢ehoz jsme presné potiebovali dosdhnout. Graf pritom zustane
rovinny.
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® Podle prohledéavani do hloubky: tentokrat budeme piidavat hrany
z v; do w;4+1 a zafadime je tak, aby je prohledavaci algoritmus ob-
jevil vzdy pfed hranou do vg4i. Takové cesty donuti prohledavani
zpracovat nejdiiv By az By a teprve pak barvit vrchol vg41. Pritom
vrchol w; ma blokovanu pouze barvu i — 1, takze ho uréité obarvime
jednickou. Protipriklad opét zachranén, graf opét zlstane rovinny.
(Jediny problém je s hranou viwse, na tu musime pfidat jesté jeden
vrchol, jinak bude wy obarven barvou 2, coZ nechceme.)

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAXN 100
#define MAXM (6xMAXN)

int N; /* Pocet vrcholi =/

int firstf MAXN]; /# Prvni hrana z vrcholu */

int dest{ MAXM], next[MAXM]; /# Pro hranu: kam vede a dalsi hrana =/
int deg[ MAXNT; /#* Stupné vrcholi =/

int queue[ MAXN]; /#* Fronta vrcholt nizkého stupné =/

int color[MAXNT]; /* Pfifazené barvy */

void melolontha (void) { /#* Schroustd vstup =/

int ¢, 7, M=1;

scanf (“%d”, &N);

while (scanf (“%d%d”, &i, &j) == 2) {
/* Zafadime novou hranu */
deglil++, deglj]++;
dest[M]=j; next|M|=first[i]; first[i|=M;

MA+;
dest[M]=t; next|M|=first[j]; first[j]=M;
MA+;
}
}
void scan (void) { /* Projde graf podle stupna =/
int =0, w=0; /* Cteci a zapisovy index fronty x*/
int 7, 7;
for (i=0; i<N; i++) /* Na poc¢atku nizké stupné =/
if (deg[i] < 6)
queve[w++] = i;
while (r < w) { /* Prochézime frontu =/
i = queue[r++];
for (j=first(i]; j; j=next[j]) /#* ... vSechny hrany z vrcholu i =/
if (——deg[dest[j]] == 5) /* Novy vrchol nizkého stupné =/
queve|w++] = dest[j];
}
if (r!=N){
puts (“Graf nebyl rovinny, to neni fair!”);
exit (1);
}
}
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void paint (void) { /* Obarvi vrcholy =/
int v, ¢, j;
int avail[7]; /* Které barvy jsou zatim volné */
for (r=N-1; r>=0; ——r) { /* Projdeme frontu pozpatku x*/
i = queue[r];
for (j=1; j<=6; j++) /* Zatim jsou vSechny barvy volné =/
avail[j] = 1;
for (j=first[i]; j; j=next[j]) /* Mimo barev pouzitych sousedy =/
avail[color|[dest[f]]] = 0;
ji=1; /* Zvolime prvni nepouzitou x*/
while (lavail[j])
J++;

color[i] = j;
}
for (:=0; i<N; i++)
printf (“Ve mésté %d se bude mluvit jazykem %d.\n”, 4, color[i]);
}
int main (void)
{
melolontha ();
scan ();
paint ();
return 0;

}

17-1-3 Chmatakav lup Miroslav ,,miEro* Rudisin

Prfi feSeni tohoto pfikladu se mnoho z vas inspirovalo prikladem v kuchafce.
Avsak asi jenom polovina feSeni byla spravné. Hlavnim problémem nefunkénich
feSeni bylo zejména nespravné osSetieni vicenasobného zapocteni jednoho pred-
métu.

Kli¢ové pozorovani, které vede k péknému reseni: Mame-li maximéalni do-
sazitelné ceny lupu pro vsSechny celociselné kapacity batohu pomoci prvnich
k predmétii, snadno spoctéme maximalni ceny pro prvnich k£ + 1 predméti.
A to tak, Ze zkusime pfidat k + 1-ni pfedmét do batohu s k£ pfedméty a ka-
pacitou nizsi o hmotnost tohoto predmétu. Pfedmét neptidame, pokud cena
takového lupu neni vyssi od ceny lupu z prvnich k£ pfedmétii v batohu se stej-
nou kapacitou. Prvni pfedmét je mozné vlozit do batohu s kapacitou rovnou
alespon hmotnosti pfedmétu a cena lupu je maximalni mozna. Pro dalsi pred-
méty to plyne z indukce.

Budeme postupné zaplnovat tabulku podle popisu v pozorovani. Z této ta-
bulky snadno zrekonstruujeme vlozené predmeéty. Staci si uvédomit, ze predmét
i byl pouzit, pokud vylepsil cenu lupu v batohu se stejnou nosnosti bez tohoto
predmétu.

Casovd i pamétova slozitost je O(P - N).
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#include <stdio.h>

#define mazP 100
#define mazN 100
#define MAX (a, b) ( ( (a)> (b)) ? (a): (b))

int main () {

int N; /* kolik zlodgj unese */
int P; /* pofet predmétii */

int m{mazP]; /* hmotnosti pfedméta */
float c[mazP]; /* ceny predméta */

/* maximélni hodnota lupu z prvnich p pfedmétii v batohu s kapacitou n */
float batoh[mazP][mazN];

scanf (“%d %d”, &N, &P);
for (int i=1; i<=P; i++)
scanf (“%d %f’, &mli], &cli]);
for (int j=0; j<=N;j++)
batoh|[0][j] = 0;
/* postupné priddvame predméty */
for (int i=1; i<=P; i++) {

for (int 7=0; j<m[i]; j++) /* nizké hmotnosti jenom zkopirujeme */
batoh[i][j] = batoh[i—1][j];
for (int j=mli]; j<=N; j++) /* pokud lze, zlepsime i-tym pfedmétem =/

batoh[i][j] = MAX (batoh[i—1][j], batoh[i—1][j—m[i]]+c[i]);

printf (“cena: %f\n”, batoh[P][N]);
printf (“pfedméty:”);
for (int ¢=P, j=N; i>0; i——)

if (batohl[i][j] > batoh[i—1][j]) { /* pfedmét ¢ bereme, vylepsil cenu */
printf (“u%d”, 1);
j —= mli];
return 0;
}
17-1-4 Paloucékova Vyhra Tomas Gavenciak

V této tloze jde o nalezeni nejkratsi kruznice v ohodnoceném grafu. Celkem
Casto se vyskytovalo jedno z popsanych FeSeni, ale nasla se i originalni feSeni
v O(N%), O(N?®).

Jednodussi feseni je dynamické, upravim vlastné Floyd-Warshalla tak, ze
postupné rozsifuji mnozinu S uz prozkoumanych vrcholt. Na zacatku do ni
vlozim libovolné 2 vrcholy a do matice vzdalenosti D si ulozim délky hran
nebo pfip. nekone¢na (jako v kuchafce). Potom vizdy vezmu vrchol k, ktery
jesté neni v S, a pro vSechny jeho sousedy i,j, ktefi uz jsou v S (jsou-li ta-
kovi), prozkoumam cestu i ---j. Pokud ji totiz uz zndm, uré¢ité nevede pfes k
ak—i---j—k jetedy kruznice. Ze vSech takto postupné nachazenych kruznic
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si vyberu nejmensi a tu si zapi$u (pamatuji si vZdy jen tu nejlepsi) — to udélam
tak, Ze si (stejné jako v kuchafce) pamatuji mésto s nejvétsim ¢islem na kazdé
cesté Eli, j], updatuji ho pfi zméné cesty, vypisuji rekurzi. Nemzu nejmensi
kruznici nijak preskocit, protoze jakmile pravé pridavam do S jeji posledni vr-
chol, potom i a j se jednou trefi do jejich hran a pokud by jeji soucasti méla
byt delsi cesta nez mnou nalezend i - - - j, nebyl by vysledek nejmensi kruzni-
ce. Uz zbyva jen projet vSechna i,j € S a zjistit, zda nejsou i---k---j nebo
i---j — k krat$i nez ptivodni i ---j nebo i ---k a piipadné je vylepsit. Casova
slozitost jednodussi verze je O(N?3), pamétova slozitost O(N?).

Dalsi moznost feseni byla vybrat postupné kazdy vrchol jako start a spustit
@ z né&j Dijkstrtiiv algoritmus (kterym najdu nejkratsi cesty do vSech ostat-
nich vrcholit) a potom pro kazdou hranu nevedouci z/do startu prozkoumat
nejkratsi cesty vedouci z jejich koncti na start. Pokud ani jedna z téchto cest
neni podmnozinou té druhé (na to se staci podivat na jejich prvni hrany, jestli
nékterad neni ta prozkoumévand), uréité tvori bud kruznici nebo pseudokruzni-
ci (s ,ocaskem®). Tak jako tak si z téchto vSech mohu zapamatovat nejkratsi
(pseudo)kruznici, protoze plati, Ze stejné musim (pro néjaky jiny start) objevit
i kruznici bez toho océsku, a ta bude ur¢ité kratsi. Casova slozitost je zde (pod-
le implementace Dijkstrova algoritmu) O(N?) pfi nejjednodussi implementaci,
O(M N log N) pti pouziti haldy a O(M N + N?1log N) pii pouziti Fibonacciho
haldy. Rozdil téchto ¢asovych slozitosti neni sice velky (ty jsou v nejhorsim
vzdy O(N?3) az O(N3log N)), ale nékteré z téchto implementaci jsou mnohem
lepsi pro ¥idké grafy. Pamétova slozitost je O(N?).

var N:integer; {pocet mést}

D,E:array[1..N] of array[1l..N] of integer; {D - délky silnic mezi mésty,
D[i] [i]="nekoneéno",
neexistujici="nekonecno",

E - nastaveny na 0}

P:array[1..N] of integer; {kfiZovatky v min kruZnici, konéi 0}
i,j,k,min_i,min_j,min:integer;
begin
Nacti_a_inicializuj(E,D,N);
min:=maxint; {zatim Zadna kruZnice}
for k:=3 to N do begin {s=(1..k-1)}
for i:=1 to k-2 do {hledam min kruZnice obsah. k}

for j:=i+1 to k-1 do
if (D[i] [k]+D[k] [j1+D[i][jl<min) then {i-k a j-k musi byt p¥imo hrany}

begin
min:=D[i] [k]1+D[k] [j1+D[il[j]1;
min_i:=i;
min_j:=j;

end;

{do P si zapamatuj si novou min. kruZnici z i do j s k}
Pamatuj(P,E,i,j,k);
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{podle upraveného F-W zjisti nové lep3i cesty}
for i:=1 to k-1 do
for j:=1 to k-1 do begin
if D[i][k]+D[k][j1<D[i][j] then begin
D[il[j]1:=D[il [k1+D[k]1[jl; E[il[j]:=k;
end;
if D[i]1[j1+D[j]1[k]1<D[i][k] then begin
D[i] [k]:=D[i]l[j1+D[j1[k]; EC[i] [k]:=MAX(E[il[j],j);

end;
end;
end;
Vypis(P,min) ; {pokud min="nekone&no", Zadnd kruZnice neexistuje}
end.
17-1-5 Jazykozpytcuv poklad Tomas Valla

ODbé zadané Glohy patfily spise k tém snazsim a FeSitelé, kteri ulohy odeslali,
byli pfevazné dvou druht. Prvni, mald skupina téch, ktefi si nejspise poradné
nepiecetli zadani, fesila povétsinou néco tplné jiného. Skupina druhé, nastésti
podstatné vétsi, ktera se prokousala povidanim o jazycich a spravné pochopila
definici kone¢ného automatu a gramatiky, po pfecteni zadani bez problému obé
tlohy vyfesila.

Jak tedy na konstrukci konecného automatu, ktery rozpoznava binarni ¢isla
délitelna tfemi a nedélitelnd dvéma? Pouzijeme velice jednoduchy trik. Budeme
automatem postupné cifru po cifie nacitat ¢islo a pribézné si budeme pamato-
vat nikoli jeho hodnotu, nybrz pouze zbytek po déleni Sesti. Zjevné ndm potom
budou vyhovovat pouze éisla tvaru 6k + 3 pro néjaké k, ostatni jsou budto
délitelnd dvojkou nebo nedélitelna trojkou. Kdyz méme nactené éislo s aktu-
alnim zbytkem z (tedy tvaru 6k + z), po nac¢teni 0 dostaneme ¢islo 2(6k + z),
po nacteni 1 ¢islo 2(6k + z) + 1. Zbyva si tedy pouze spoéitat, jak se pro kaz-
dé z a nactenou cifru zbytek zméni.

N&s stroj tedy bude pouzivat stavy Q@ = {qo,...,¢s5}, kde stav ¢; znadi,
ze aktualni zbytek je i. Pocatec¢ni stav bude ¢y a jediny pfijimaci stav bude
F = {gs}. Pfechodové funkce ¢ bude vypadat takto:

0101
qo | 4o |41
q1192 |43
q2 |44 Qs
g3 |qo (g1
q4 |92 |43
g5 |44 |45

Kazdy sdm uz si asi domysli, Ze podobny postup by fungoval, pokud

bychom méli zadanou libovolnou kone¢nou mnozinu M ¢isel, které musi, resp.
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nesmi délit vstup. Staéi vzit tolik stavi, kolik je nejmensi spoleény nasobek
¢isel z M, pfepocitavat pfi nacitani zbytek a vhodné zvolit prijimaci stavy.

Nicméné nas konkrétni automat 1ze navrhnout jesté jednodussi. Délitelnost
dvojkou je totiz ekvivalentni tomu, ze posledni nactend cifra je 0. Staci si tedy
prubézné pocitat zbytek pii déleni tfemi a to, zda posledni nactend cifra byla
0 nebo 1, nas zajima jen v pfipad€, ze bychom se pomoci ni dostali do stavu
reprezentujiciho zbytek nula. To lze vytesit tak, ze tento stav rozstépime na dva,
g a q(J)r , podle toho, zda jsme zbytku nula dosdhli nac¢tenim 0 ¢i 1. Pfijimaci
stav pak bude pouze qg' .

KdyZ uz mame hotovy automat (Q, A, 9, qo, F), je, jak si také vétsina Fe-
Sitelil spravné vsimla, velmi jednoduché podle néj zkonstruovat ekvivalentni
gramatiku (Vy, Vp, S, P). Pro stavy automatu @ = {qo,...,qx}, zavedeme
do gramatiky netermindlni symboly Vx = {Qo,...,Qx}, termindlni symbo-
ly Vi = A budou pismena abecedy, poc¢ate¢ni symbol S = Q¢ bude neterminal
odpovidajici po¢ateénimu stavu automatu.

Pro kazdy stav ¢; a kazdé pismeno p se podivdme, jaky novy stav q; =
d(qi, p) vraci prechodové funkce. Do mnoziny piepisovacich pravidel P potom
dame piislusné pravidlo QQ; — pQ;. Pokud je navic stav g; prijimaci, pfiddme
jesté pravidlo QQ; — p. Kazda expanze gramatiky zjevné nasleduje vypocet
automatu, a tudiz generuje stejny jazyk.

Konkrétné v nagem pfipadé dostaneme gramatiku tvaru (Vy, {0,1}, Qg , P)
s neterminaly Vy = {Qy, QF, Q1, Q2} a pravidly P:

Qo —0Q, | 1@
Qg —0Q 1@
Q1 —0Q2 | 1Q§ | 1
Q2 —0Q1 | 1Q2
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Prvni dva fadky jsou viceméné stejné, lze je tedy dokonce nahradit jedinym
fadkem Qo — 0Qo | 1Q1, piislusné modifikovat pravidlo pro @1 a uSetfit tak
jeden neterminalni symbol.

V zadéani jsme tvrdili, Zze regularnim jazyktim odpovidaji pravé gramatiky
s pravidly tvaru N — uM a N — u, kde N, M jsou netermindly a u je terminal.
Prvni ¢ast tohoto tvrzeni, konstrukce ekvivalentni gramatiky ze zadaného au-
tomatu, jsme pravé ukazali. Zbyva popsat konstrukci ekvivalentniho automatu
ze zadané gramatiky vyse uvedeného tvaru. Ta se provede opa¢nym postupem
nez pri prevodu automat — gramatika a detaily si jisté rozmysli kazdy sam.

17-2-1 Prasatko Kvétomil Zdenék Dvorak

Jak si mnozi fesitelé spravné povsimli, tato llozka byla zaméfena pfevazné
na procviceni hesovani — to se ndm bude hodit dokonce dvakrat.

Nejprve si povSimnéme, Zze se po nas chce pouze spocitat pocet vyrazi
v programu, jejichz hodnota je rizna — vyrazy se stejnou hodnotou bychom
nevyhodnocovali dvakrat, ale poprvé ulozili do pomocné proménné a podruhé
pouzili tuto ulozenou hodnotu. Upfesnéme si jesté, co to znamena ,,mit stejnou
hodnotu“. Pfedstavme si, ze bychom za proménné ve vyrazech postupné do-
sazovali jejich definice tak dlouho, dokud by alespon jedna proménnd neméla
svou pocatecni hodnotu. Pak dva vyrazy F; a Es jsou si rovny, pokud

e )y = E5 = v, kde v je néjakd proménné, nebo
e By = F{op E{, Es = E} op EY, kde op je bud + nebo * a bud

e F je rovno E a E{ je rovno EY, nebo
e F je rovno EY a EY je rovno Eb.

Samoziejmé ovéfovat rovnost pfimo podle této definice je nevhodné (uz
proto, ze takto rozexpandované vyrazy mohou mit i exponencidlni velikost).
Misto toho kazdému vyrazu prifadime ¢islo, které bude reprezentovat jeho hod-
notu — tj. dva vyrazy dostanou stejné ¢islo pravé tehdy, pokud jsou si rovny,
jinak dostanou rtizna cisla.

Prvni heSovaci tabulka A bude jménu proménné pfifazovat ¢islo hodnoty,
ktera je aktualné v této proménné uloZena. Ve druhé hesovaci tabulce B si
pak budeme pamatovat ¢isla hodnot vyrazi, které se v programu vyskytuji —
klicem této tabulky budou trojice (operator, ¢islo hodnoty levého operandu,
¢islo hodnoty pravého operandu), a jim bude pfifazeno ¢éislo hodnoty tohoto
vyrazu. Na konci staci vypsat pocet riznych ¢isel hodnot v tabulce B, protoze
to bude pravé pocet riznych hodnot vyrazt v programu.

Cisla hodnot vyrazt uréujeme takto:

e Kdyz zpracovavame néjakou proménnou poprvé, prifadime ji nové
¢islo hodnoty.
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e Kdyz zpracovavame prifazeni var; = wvars, pak proménné var; pri-
fadime stejné ¢islo hodnoty, jaké ma proménnd vars.

e Kdyz zpracovavame pfitfazeni var; = vare op vars, pak si nejprve
zjistime ¢isla hodnot v proménnych vars a vars — necht to jsou ns
a n3. Pak se podivime do hesovaci tabulky B, zda v ni je ulozen
vyraz (op, na, n3). Je-li tomu tak, pak jeho ¢islo hodnoty pfifadime
proménné vary. Jinak tento vyraz pridame do tabulky B s novym
¢islem hodnoty a toto ¢islo prifadime proménné var;.

Zbyva si rozmyslet, jak oSetfit komutativitu operaci. To je ale snadné —
pred praci s tabulkou B staci ¢isla hodnot v trojici seradit tak, aby druhé
z nich bylo mensi nebo rovno tretimu.

Casovéa slozitost na operaci s tabulkou A je v priimérném piipadé O(k),
kde k je délka nazvu proménné. Protoze pro kazdy vyskyt proménné v progra-
mu provedeme pravé jednu operaci s touto tabulkou, dohromady bude casova
slozitost pro praci s ni O(n), kde n je délka vstupu. Casové slozitost pro préci
s tabulkou B je O(1) na operaci, a pocet operaci s ni je roven poétu prifazeni
ve vstupu, tj. celkova ¢asova slozitost je O(n) — toto je slozitost v primérném
pripadé, v nejhorsim pripadé, kdy by dochéazelo ke vSem moznym kolizim, by
¢asova slozitost byla O(n?). Pamétova sloZitost je zfejmé O(n).

Poznamka na zdvér — zde popsand metoda identifikace redundantnich vy-
poCti se s mirnymi vylepSenimi skuteéné pouziva v kompildtorech. Anglicky
nazev je Value Numbering.

#include <stdio.h>
#include <string.h>

#define MAX VARS 107
#define MAX EQS 107
#define MAX_LINE_LENGTH 100

struct var_hash_elt {
char xvar_name;
unsigned var_-value;
b
struct expr_hash_elt {
char operator;
unsigned left_val, right-val, expr-value;

b
struct var_hash_elt var_-hash[ MAX_VARS];
struct expr_hash_elt expr_hash[MAX_EQS];

unsigned n_vars, n.values;

static struct var_hash_eltx get_var (char xvar_name) {
unsigned hash = 0;
char *t;

for (t = var-name; xt; t++) hash = (76 x hash + *t) % MAX VARS,
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while (var_hash[hash].var-name && strcmp (var-hash|hash].var-name, var-name)) {
hash++;
if (hash == MAX_VARS) hash = 0;

}

if (lvar_hash[hash].var_name) {
var_hash[hash].var-name = strdup (var-name);
var_hash[hash].var_value = n_values++;
n.vars—+-;

}
return var_hash + hash;

}

static struct expr_hash_elt* get_expr (unsigned leftval, char op, unsigned rightval) {
unsigned hash;

if (leftval > right.val) left-val~=right_val " =left_val " =right_val;
hash = (76 x left.val + T77 * op + right-val) % MAX EQS;

while (ezpr_hash[hash].operator && (expr_hash|hash].operator = op
|| expr-hash[hash].left_val = left-val
|| expr-hash[hash].right-val = right-val)) {
hash++;
if (hash == MAX_EQS) hash = 0;
}

if (lexpr_-hash|hash].operator) {
expr_hash[hash].operator = op;
expr_hash|hash].leftval = left val;
expr_hash|hash].right val = right_val;
expr_hash[hash].expr_value = n_values++;

}

return expr_hash + hash;
}
static int id char (char ch) {
return ( (‘a’<= ch && ch <= ‘2’) || (‘A’<= ch && ch <= ‘2’) || ch == ‘_);
}
static void skip_blanks (char xxbuffer) {
while (xxbuffer == ‘") (xbuffer)++;
}

static struct var_hash_elt* parse_var (char xxbuffer) {
char xvar_end, ech;
struct var_hash_elt *ret;

skip_blanks (buffer);

for (var_end = xbuffer; idchar (xvar-end); var_end++) continue;
ech = xvar_end; xvar_end = 0;

ret = get_var (xbuffer);

xvar_end = ech; xbuffer = var_end;

skip_blanks (buffer);

return ret;
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static char parse_eq (char xbuffer, struct var_hash_elt *xtgt, unsigned xlv, unsigned *xrv) {
char ret;

skip_blanks (&buffer);
if (xbuffer) return \’;

xtgt = parse_var (&buffer);

if (xbuffer++ != ‘=’) abort ();
*lv = parse_var (&buﬁer)*>va7‘_value;
if (xbuffer == ) ret = ‘="

else {

ret = xbuffer++;
if (ret != ‘4’&& ret != ‘«’) abort ();
*rv = parse_var (&buffer)—>var-value;

}

if (xbuffer++ !=¢’) abort ();
skip_blanks (&buffer);
if (xbuffer) abort ();

return ret;

int main (void) {
char buffer[ MAX LINE.LENGTH];

while (gets (buffer)) {
unsigned left_val, rightval;
struct var_hash_elt xtgt;
char eq type = parseeq (buffer, &tgt, &leftval, &rightval);

switch (egqtype) {

case ‘x’:

case ‘+:
tgt—>var-value = get_expr (left-val, eqtype, rightval)—>ezrpr value;
break;

case ‘=":
tgt—>var-value = left-val;
break;

}

printf (“%d\n”, n.values — n_vars);
return 0;

}

17-2-2 Bobr Béda Tomas Gavenéiak

Vsichni spravné uhodli, Ze jde o hledani minimalni kostry grafu a ze pre-
dem dané hrany tvofici cykly nijak nevadi. Mnoho z véas ale pak zvolilo bud
zbytetné pomaly algoritmus (no comment :—)) nebo pouzili vice ¢i méné rych-
lou implementaci DFU. Ta sice bé&zi v ¢ase O(N - a(N)), ale pro tuto tlohu je
zbytecné slozita.
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Nase feseni bude zalozeno na Jarnikové algoritmu pro hledani kostry. Bu-
deme postupné budovat kostru tak, Ze zac¢neme s jednim libovolnym vrcholem
a vybereme si jeho souseda takového, Ze jesté v kostie neni, a pritom je k sou-
casné kostte nejblize. Takto pokracujeme, dokud nepfidame vrcholy vSechny.

Popsany algoritmus naimplementujeme pomoci haldy tak, ze na zacatku
zacneme s libovolnym vrcholem a do haldy pfidame vsechny hrany, které z to-
hoto vrcholu vedou. V kazdém kroku pak z haldy vezmeme hranu s nejmensim
ohodnocenim a podivame se, jestli néjaky jeji konec jesté neni v kostfe. Po-
kud ne, pfiddme ho do ni (je momentalné nejbliz vytvarené kostie) a do haldy
vlozime vSechny hrany z tohoto vrcholu vedouci. Pokud uz oba konce hrany
v kostfe jsou, nedélame nic. Tento cely postup se opakuje, dokud je v haldé
néjaka hrana.

Jakéa bude casova slozitost? Kazdou hranu p¥iddme do haldy maximéalné
dvakrat a na kazdy vrchol sdhneme nanejvys ¢tyfikrat (tolik z néj vede hran).
Pokud by nase operace s haldou byly v konstantnim case, bude celkova ¢asova
slozitost O(N - M).

V haldé budeme mit nastésti jenom hrany s ohodnocenim 0 (dopfedu vy-
ryté kanalky), 1 (svislé kanalky) a 2 (vodorovné kanalky). MuZeme si tedy pa-
matovat hrany ve tfech polich podle jejich ohodnoceni. Pokud hledame hranu
s nejmensim ohodnocenim, zkusime pole s ohodnocenim 0, a pokud je prazdné,
tak 1 nebo 2. Kazdopadné vSechny tyto operace (pfidat hranu a odebrat hranu
s nejmensim ohodnocenim) zvlddneme v konstantnim ¢ase.

Miij program bude mit v poli h[i] vrcholy, ke kterym vede z uZ propojené
¢asti hrana s ohodnocenim ¢. Vrchol v nich muZe tak byt az 4x (pfidan z raz-
nych stran), ale to mi nijak nevadi. Do poli fv a fs si na za¢atku nadtu jiz
hotové hrany.

var hp:array[0..2] of integer; {po¢ty hran s ohodnocenim 0..2}
hx:array[0..2,1..2%M*N] of integer; {po&ateéni soufadnice}
hy:array[0..2,1..2«M*N] of integer;

hxo:array[0..2,1..2xMxN] of integer; {cilové soufradnice}
hyo:array[0..2,1..2%xMxN] of integer;
f:array[1..M,1..N] of boolean; {znacky navitiveni}
fv:array[1..M,1..N] of boolean; {je kanalek z [i,j] doprava uZ hotov}
fs:array[1..M,1..N] of boolean; {je kandlek z [i,j] dold uz hotov}
procedure pridej(xo,yo,x,y:integer); {pfida do haldy hranu odkud-kam}
var v:integer;
begin
if xo>x and fv[x,y] then v:=0 {zjistim cenu}

else if xo<x and fv[xo,y] then v:=0
else if yo>y and fs[x,y] then v:=0
else if yo<y and fs[x,yo] then v:=0
else if yo!=y then v:=1
else v:=2;
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inc(hplv]);

hx[v,hp[v]]:=x;

hy[v,hp[v]l]:=y;

hxo [v,hp[v]]:=xo0;

hyo [v,hp[v]]:=yo;
end;

begin
{nactu uz hotové do fv,fs}

for i:=0 to N do
for j:=1 to M do
f[i,j]:=false;
hp[0]:=1;
hp[1]:=0;  hp[2]:=0;
hx[0,1]=1; hy[0,1]:=1;
while (hp[0]1>0) or (hp[1]1>0) or (hp[2]>0) do begin
if hp[0]>0 then begin { vyberu hranu z haldy }
x:=hx[0,hp[0]]; y:=hy[0,hp[0]];
x0:=hx[0,hp[0]]; yo:=hy[0,hp[0]]; dec(hp[0]);
end else if hp[1]>0 then begin
x:=hx[1,hp[1]1]; y:=hy[1,hp[1]];
xo0:=hx[1,hp[1]1]; yo:=hy[1,hp[1]1]; dec(hpl[1l);
end else begin
x:=hx[2,hp[2]]; y:=hy[2,hp[2]1];
x0:=hx[2,hp[2]]; yo:=hy[2,hp[2]]; dec(hpl[2]);

end;

if not f[x,y] then begin {pfidam [x,y] do kostry?}
f[x,y] :=true;
Writeln("(",X,",",y,")_(",XO,",",yO,")");

if y>1 then pridej(x,y,x,y-1);
if x>1 then pridej(x,y,x-1,y);
if y<N then pridej(x,y,x,y+1);
if x<M then pridej(x,y,x+1,y);
end;
end;
end.

17-2-3 Krkavec Kryspin Pavel Machek

My

nych bodu lze spocitat jako vazeny primeér souradnic téch bodt. Tedy

x = (xymy+xamo + ...+ xymy) /(M1 +ma+...+my)

y=(y1mi+yama+ ...+ ynmy)/(m1+ma+ ...+ my)
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kde z;, y; jsou souradnice bod a m; je jeho hmotnost. Pro nase ucely na
jednotce hmotnosti nezalezi. Vzorec bude fungovat i pro zaporné ,hmotnosti“,
coz se nam bude hodit pro nekonvexni utvary.

Jesté potrebujeme znét plochu jednoho trojihelniku, tu lze ziskat jedno-
duse jako S =1/2-|AB x AC| neboli S =1/2-|(B; — Az) - (Cy — Ay) — (Cy —
Ag) - (By - Ay)|

Pro konvexni tvary by stacilo rozdélit mnohothelnik na trojuhelniky Aq,

My

Pokud ale pfi vypoctu plochy pouzijeme vyse uvedeny vzorec bez absolutni
hodnoty, tedy S =1/2- ((By — 4z) - (Cy — Ay) — (Cz — Ay) - (By — 4y)), bu-
deme dostavat kladné a zaporné vysledky podle toho, jestli trojuhelnik ABC
je orientovan po nebo proti sméru hodinovych rucicek. Toho lze obratné vyu-
7it: vybereme libovolny bod O (tfeba pocétek systému soufadnic) a pouzijeme
vzorce nahote pro trojuhelniky O, A;, A;+1. Kazdy bod, ktery je uvniti mnoho-
thelniku, bude soucasti lichého poctu dil¢ich trojuhelnikt a diky tomu se bude
pocitat do celkového vysledku. Body, které jsou mimo mnohotihelnik, budou
soucasti sudého poctu trojihelnikti a diky opa¢nym orientacim se navzajem
odectou a celkovy vysledek neovlivni.

Casova slozitost je linearni vzhledem k poctu vrcholi a lépe to nejde, pro-
toze vysledek zalezi na vSech bodech. Paméfova slozitost je konstantni, body
jsou zpracovavany hned, jak prichazi ze vstupu.

S diky Janu Pelcovi.

#include <stdio.h>

int main (void) {

int n, i

double z, y; /* Aktudlni bod */

double pz, py; /* Pfedchozi bod =/

double Iz, ly; /* Posledni bod x/

double tz = 0, ty = 0; /* Sumy ¢itatela */

double tm = 0; /* Suma jmenovatele */

double m; /# Vaha aktualniho trojahelniku =/

printf (“Pocet bodtt mnohothelniku:”);
scanf (“%d”, &n);
printf (“Bod 1:\n”);
scanf (“%f %f”, &lz, &ly);
pr = lz; py = ly;
for (i=1; i<=n; i++) {
if (i!=n){
printf (“Bod %d:\n”, i+1);
scanf (“%f %, &z, &y);
} else {
z = lz; y = ly;

}
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m=x * py — pT * Y; /* Véaha trojuhelniku */
tr += (z + pzx) * m;

ty += (y + py) * m;

tm += m;

pr =T pYy = Y;
}
tz /= tm * 3.0;
ty /= tm * 3.0;
printf (“\nTezisté ma soufadnice [%f, %f].\n”, tz, ty);
return 0;

}
17-2-4 Mravenec Ferda Petr Skoda

Ferda se dlouho probiral vasimi programy, ale nastésti pro néj a nanestésti
pro Ptacka Sacka nalezl mezi feSenimi kyZeny algoritmus.

Hlavni myslenkou algoritmu je zpracovavat ulohu postupné. Bude nas za-
jimat soucet hornich ¢isel na kostkach. Pokud oto¢ime kostku, zméni se horni
¢islo na kostce, a tedy i soucet hornich ¢isel. Nasim cilem je najit takové otoceni
kostek, aby soucet hornich ¢isel byl co nejblizsi souctu dolnich ¢isel. Vime, ze
soucet Cisel je mensi nez K- N. Zajimame se tedy, pro které soucty ¢isel s existu-
je otoceni kostek, jehoz soucet hornich ¢isel na kostkéach je pravé s. Dalsim pa-
rametrem souctu ¢isel s je minimAalni pocet otocenych kostek O[s], ktery je po-
tfeba, abychom dosahli sou¢tu s. Pole O budeme budovat postupné. Oznac¢me
O; pole O vytvorené z i prvnich kostek. Z¥ejmé Oy[0] = 0 a pro ostatni soucty
s mé hodnotu Null, kterd znamena, ze tohoto souctu nelze dosdhnout. Jakmile
mame vytvorené pole O;, pak pole O;;; naplnime nasledovné: Oznac¢me ¢isla
na i+ 1-ni kostce h a d. Projdeme vSechny mozné soucty s od 0 do K- N. Pokud
O;[s] neni Null, zkusime k sou¢tu pfidat kostku. Pokud je O;[s] < O;41[s + h],
nastavime O;41[s+h] := O;[s] a podobné pokud O;[s]+1 < O;41[s+d], nastavi-
me O;11[s+d] := O;[s]+ 1. Samoziejmé v piipadé hodnoty Null ulozime novou
hodnotu. Timto zptisobem sice ztratime nékteré moznosti otoceni kostek, ale
urcité si uchovame ty soucty, které potiebuji nejmensi otoceni kostek. Jakmile
naplnime pole O,,, jsme hotovi. Stac¢i uz jen vybrat nejblizsi soucet a najit kost-
ky, které musime otocit. Otoceni jednotlivych kostek si ulozime uz pfi vytvareni
pole O — do pole T;[s] si poznamename, zda jsme pfi vytvafeni souctu s z prv-
nich 7 kostek otocili i-tou kostku. Pak uz staci jen vystopovat vSechny otocené
kostky z finalniho souc¢tu prostym odecitanim hornich ¢i dolnich ¢isel kostek.

Algoritmus pouziva k uloZeni souéti N poli o velikosti K - N, takZe jeho
téchto poli, tedy ¢asova slozitost je také O(N? - K). V algoritmu jsme pouzili
myslenku spocitat si feSeni pro ¢ast vstupu, ulozit si ho a pak ho znovu pouzit
pro dalsi vypocet. Tomuto zpusobu feseni se fikd dynamické programovani.
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program Ferda;

const
MaxN = 1000;
MaxK = 10;
Null = -1;
var

0: array[0..MaxN, O..MaxN * MaxK] of Integer;
T: array[0..MaxN, 0..MaxN * MaxK] of Boolean;
H, D: array[0..MaxN] of Integer;
K, N, R: Integer;
I, S: Integer;
begin
Readln(N, K);
for I:= 1 to N do Readln(H[I], D[I]);

for I:= 0 to N do
for S:= 0 to N * K do
0[I, S]:= Null;

0[0, 0]:= 0;
for I:= 0 to N - 1 do
for S:= 0 to K * N do
if 0[I, S] <> Null then begin
if (O[I + 1, S + H[I + 1]] = Null) or
(0f1, S] < o[ + 1, S+ H[I + 1]1]1) then begin
0[I + 1, s + H[I + 1]1]:= 0[I, S];
T[I + 1, S + H[I + 1]]:= False;
end;
if (O[I + 1, S + D[I + 1]] = Null) or
(0[1, S] +1 <0[I +1, S+ D[I + 11]) then begin
O[T +1, S + D[I + 1]]:= 0[I, S] + 1;
T[I + 1, S + D[I + 1]]:= True;
end;
end;

R:= 0;
for I:= 1 to N do R:= R + H[I] + D[I];

for I:= R div 2 downto O do
if (0[N, I] <> Null) or (O[N, R - I] <> Null) then
if (0[N, R - I] = Null) or (O[N, I] <= O[N, R - I]) then
R:= I else R:=R - I;

for I:= N downto 1 do
if T[N, R] then begin
Writeln(I);
R:= R - D[I];
end else
R:= R - H[I];
end;
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17-2-5 Jazykozpytcova pomsta Tomas Valla

Spravnych feSeni prvni ulohy, ke kterym jsem nemél zadnou pripomin-
ku, tentokrat doslo poskrovnu. Nejbéznéjsi chyba byla nasledujici: V podstaté
v§ichni fesitelé prisli na spravnou myslenku, ze automat nutné néjak musi umét
rozliSovat hloubku vnofeni zévorek. Bohuzel uz malokdo to umél i spravné do-
kazat. To preci vibec neni na prvni pohled zfejmé! Stejné tak bychom mohli
tvrdit, ze kdyZ rozpoznavame jazyk {a’; i € N}, tak je nutné si pocitat ono
1, ve skutecnosti to samoziejmé potieba neni. Pro¢ by trebas nemohl existovat
automat, ktery pouziva né&jakou tplné jinou metodu? Resitelim jsem udéloval
body podle toho, nakolik myslenku diikazu dotahli do konce.

Ale ted uz si pfedvedme jeden z moznych spravnych dikazti. Jeho mys-
lenka je jednoducha: automat se nemize obejit bez rozliSovani irovné vnoreni
zévorek. Jak to ovSem ukazat formalné?

Budeme postupovat sporem. Necht tedy existuje koneény automat M =
(@, A, qo, 9, F), ktery mé k stavli a rozpoznava jazyk U spravné uzavorkova-
nych vyrazi. Vezmeme vhodné spravné uzavorkované slovo a ukazeme, Ze z néj
Ize vynechat tsek tak, ze slovo prestane byt dobfe uzavorkované, ale automat
to viubec nepozna a prohlasi ho za spravné. Tim ukéazeme, Ze zaddny konecny
automat M, ktery by mél umét rozpoznavat U, nemiize nikdy dobfe pracovat.

Kdyz méa tedy automat k stavii, uvazme slovo (¥¥1)*+1. P¥i naéitani levych
zévorek automat néjak méni stavy, ale protoze levych zavorek je k + 1, alespon
jednim stavem se musi projit dvakrat. Existuji tedy dva indexy ¢ a j, ¢ < 7,
7e po preCteni j-té levé zavorky se automat ocitl ve stejném stavu ¢ jako po
precteni i-té levé zavorky. Jinymi slovy, automat ve své ,paméti“ povazuje
pozice ¢ a j za nerozlisitelné. V obou pfipadech se totiz stroj nachézi ve stavu
¢, a nasledny vypocet tudiz musi mit iplné stejny pribéh. A co se tedy stane,
kdyz automatu podstréime slovo, kde vynechame levé zavorky na pozicich i+ 1
az j7 Automat to viibec nepoznd a prohlasi, Ze slovo je spravné!

Dokonce bychom mohli tento usek ne vynechat, nybrz zdvojit, ztrojit,
zkratka libovolné mnohokrat znéasobit. Kdyz se nad tim zamyslime hloubéji,
podobnou vlastnost musi mit vSechny nekoneéné regularni jazyky. Staci vzit
dostatecné dlouhé slovo, a pak uz se v ném nutné musi vyskytovat usek, ktery
Ize beztrestné odmazat ¢i libovolnékrat ,nafouknout“. Tato skutecnost se da
v literatufe najit pod nazvem Pumping lemma.

— ok —

Druhé tdloha byla myslenkové jednodussi, zato bylo potfeba byt peclivejsi
a dat si pozor na nékteré zrady, které mohly nastat. V podstaté vsichni, kdo tlo-
hu odeslali, spravné prisli na to, ze sta¢i vzit automaty M; = (Q1, A1, ¢Y, 61, F})
a My = (Q2, Aa, @3, 82, ), které jsou dle definice reguldrniho jazyka schopné
rozpoznavat jazyky L1 a Lo, a vhodné je sériové zapojit do nového stroje M,
ktery bude rozpoznavat jazyk Li.L,. Napiiklad mizeme na kazdy prijimaci
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stav f; stroje My ,privésit* kopii stroje M, tak, Ze ztotoznime stav f; s po¢a-
te¢nim stavem stroje My. Poc¢ateénim stavem zvolime pocatecni stav ¢) stroje
M a jako koncové stavy zvolime koncové stavy Fy stroji Ms.

7 prijimacich stavi M; se vSak jesté vypocet muze vratit zpét do vniti-
nich stavll M a tyto zpétné Sipky nemtzeme vynechat. Po napojeni stroje Mo
tudiz v propojovacich stavech vznikne vice Sipek pro jediné pismenko. To je
ale presné NKA. Jenze definice regularniho jazyka je takova, Ze pro néj mu-
sl existovat deterministicky koneény automat. Tehdy vsak sta¢i pouzit vétu
dokazanou v zadani, podle které umime k NKA M sestrojit ekvivalentni DKA.

Jesté je potfeba vyftesit par dilezitych technickych detaili. Pokud bychom
spojeni obou automati realizovali ztotoznénim prijimaciho a pocatec¢niho sta-
vu, mohlo by se jesté stat, ze se vypocet, ktery jiz presel do M pres propojovaci
stav, vrati zpét do stroje M7, coz my urcité nechceme. Napojeni se tudiz musi
fesit rafinovanéji: Vezmeme stroj M; a pouze jednu kopii stroje Ms. Z kazdého
stavu stroje My, ze kterého vede Sipka pro pismeno a do nékterého prijimaciho
stavu z Fj, natdhneme jesté jednu Sipku pro pismeno a navic do pocatecniho
stavu ¢ stroje M. Také je tieba oSetiit, kdyZ pii praci stroje M; piijde znak
z abecedy stroje Ms a naopak. Zavedeme proto ,odpadni“ stav ge,,, ze kterého
uz nebude tniku a sméfovat do néj budou Sipky pro vSechny Spatné znaky.

Nasledujicim ponékud odpudivym formélnim zapisem jesté vysledny nede-
terministicky stroj M = (Q1 UQ2U{qerr }, A1 U Ag, P, 0, F3) piesné definujeme.
Pokud je stav ¢ € Fy, bude mnozina poc¢ate¢nich stavii P = {¢?,¢3}, v opaé-
ném piipadé P = {¢?}. Pfechodova funkce § bude

{01(q,a)} q € Qr, a € Ay, 01(q,a) ¢ I
{61(Qaa)7q(2)} qul; GJEAlv 51((]70’)€F1
{02(q,a)} q € Q2, a € As.
{qerr} q = Qerr, @ € A1 U Az
{qerr} q € Q1, a € Az \ A; nebo
g€ Qa, a€ A\ Ay

Na tento NKA M nyni aplikujeme vétu o pfevodu na DKA a dikaz je hotov.

Jesté bychom méli vénovat par slov nékolika malo Fesitelim, ktery svij
dikaz zalozili na zfetézeni gramatik specidlniho tvaru X — aY, X — a pro
a terminalni a X, Y neterminalni, jez ke kazdému reguldrnimu jazyku existuji.
Myslenka je to samoziejmé dobra, ale trpi stejnymi neduhy pfi spojovani jako
automaty. Je opét tfeba zajistit, aby se expanze gramatiky z pravidel pro Lo
nevratila zpét do pravidel pro L;. Navic my jsme si ekvivalenci automatu a gra-
matik vySe uvedeného tvaru celou nedokazovali. Druhy smér, tedy konstruk-
ci deterministického automatu z gramatiky, jsme schvalné ve vzorovém feseni
prvni série odbyli, nebot ony ,detaily, které si kazdy rozmysli sdm* znamena-
ji pravé konstrukci nedeterministického kone¢ného automatu a jeho nasledny
pfevod na deterministicky napiiklad pomoci véty o ekvivalenci DKA a NKA.

(g, a) =
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17-3-1 Spisovatel Vilik Zdenék Dvorak

Nejprve si uvédomime, Ze dvé slova (Gseky textu) jsou shodnd, pokud ob-
sahuji stejné pocty jednotlivych pismen. Tj. naptiklad ,ABCAB“ a ,AABBC*
jsou stejna, protoze obsahuji dvakrat A, dvakrat B a jednou C. Nejdfive si
tedy pro kazdé slovo délky k v textu spocitame, kolik kterych pismen se v ném
vyskytuje — tj. kazdé pozici p v textu pfifadime 30-tici éisel T'(p), udavajici
pocet prislusnych pismen v nasledujicich k£ znacich textu. Pfimocaré feseni by
v8echna T'(p) urcilo v ¢ase O(kN), kde N je délka textu. Tuto slozitost vSak
miZeme snadno zlepsit na O(N), pokud si povSimneme, Ze T'(p+ 1) se od T'(p)
lis1 pouze ve dvou ¢islech — pfibude jeden vyskyt pismena na pozici p+ k a ubu-
de vyskyt pismena na pozici p. Cili miizeme T'(p) spocitat postupné od zacatku
do konce a na vytvoreni kazdé 30-tice spotfebujeme pouze konstantni mnozstvi
casu.

Nyni zbyva pouze najit prvni opakovani néjaké 30-tice. Jednou z moznosti
je pouzit hesovani (viz kuchaika druhé série). Nevyhodou je to, Ze linedrni ¢aso-
vou slozitost nemame zarucenu, ale dosahneme ji pouze v prumérném piipadé,
nebo pokud jsme mocni mégové (tj. umime zvolit spravnou heSovaci funkci),
randomizovaneé.

Reseni, které tuto nevyhodu nema, je lexikograficky si 30-tice setiidit. Pak
jsme schopni jednim prichodem najit opakujici se 30-tice (v setiidéné posloup-
nosti budou nésledovat za sebou), a pokud si navic pamatujeme, kde se v za-
daném textu vyskytovaly, je snadné urcit prvni z nich.

K tridéni pouzijeme RadixSort. Podrobné je popsan v kuchatce druhé série
minulého ro¢niku, zde jen zopakujeme zakladni myslenku. RadixSort funguje
tak, Ze nejprve setfidime posloupnost podle posledni slozky 30-tice, pak podle
predposledni, ..., a nakonec podle prvni, pficemz si ddvame pozor, abychom
nezménili poradi prvki, které se v dané slozce shoduji. Neni tézké si rozmyslet,
ze vysledna posloupnost pak bude opravdu setfidéna — protoze posledni tfidéni

nearnim case zvladneme snadno — prvky rozlozime do k + 1 prihradek podle
hodnoty i-té slozky a pak je vybereme od nejmensi k nejvétsi. Budeme tedy
vybirat k pfihradek a samotné kopirovani hodnot nam zabere ¢as N, dohro-
mady bude ¢asova slozitost na jeden priichod O(N + k) = O(N) a priichodd je
konstantné mnoho — 30.

Takto dosdhneme ¢asové slozitosti O(NN) i v nejhors$im piipadé. Pamétova
slozitost bude také O(N).

#include <stdio.h>

#define MAXN 1000
#define MAXK 1000
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typedef struct {
int pocty[30];

} tice;

int stejne_pocty (tice xa, tice *b) { /* Vrati 1 pokud a a b jsou stejné. */
unsigned i;
for (i = 0;¢ < 30; i++) if (a—>pocty[i] != b—>pocty[i]) return 0;
return 1;

}

void casesort (tice xto_sort[], unsigned !, unsigned k, unsigned slozka)

{ /#* Set¥idi L 30-tic v to_sort dle slozky. */

tice xtmp[ MAXN];
unsigned case_size| MAXK + 1], case_begin[ MAXK + 1], 1;

for (i =0;14 <= k; i++) case_size[i] = 0;

for (i =0;¢ < l; i++) case_size[to_sort[i]—>pocty[slozka]]|++;

case_begin[0] = 0;

for (i =1; ¢ <= k; i++) case_begin[i] = case_begin[i — 1] + case_size[i — 1];
for (i =0;14 < l; i++) tmp[case_begin[to_sort[i]—>pocty[slozka]]++] = to_sort[i];
for (i =054 < l; i++) tosort[i] = tmp[il;

}
void radixsort (tice xto_sort[], unsigned I, unsigned k)
{ /* Lexgraf. setfidi 1 30-tic v to_sort. =/
int ;
for (1 =29; ¢ >=0; i——) casesort (to_sort, I, k, i);
}
unsigned kod (char ch) { /* Vrati kéd znaku ch. =/
if (‘a’<= ch && ch <= ‘2’) return ch — ‘a’;
if (‘A’<= ch && ch <= ‘Z’) return ch — ‘A’;
if (ch == ‘) return ‘z’— ‘@’+ 1;
if (ch == ‘) return ‘z’— ‘a’+ 2;
if (ch == ‘?’) return ‘z’— ‘a’+ 3;
if (ch == ‘I’) return ‘z’— ‘a’+ 4;
abort ();

int main (void) {
char vstup| MAXN + 1];
tice T[MAXN], *T_sorted[ MAXN];
unsigned n, k, 4, p, min_opak;

scanf (“%d%d%s”, &n, &k, vstup);
memset (&T[0], 0, sizeof (tice));

for (i =0;¢<k; i++) /* Spocitame Cetnosti pismen v k-ticich. =/
T[0].pocty[kod (vstup[i])]++;
for (;i < n;i++) {
p=i—k+1;
Tlp] = T[p—1];
T[p].pocty[kod (vstup[i])]++;
Tlp].-pocty[kod (vstup[p — 1])]——;
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for (1 =0;i<n—k+1;i++) /* Setfidime 30-tice. */
T.sorted[i] = & T'[i];
radixsort (T.sorted, n — k + 1, k);

min_opak = n;
for 1 =1i<n—k+1;i++) /* A najdeme prvni opakujici se. */
if (stejne_pocty (7T.sorted[i], T_sorted[i — 1])) {
p = T.sorted[i] — T}
if (p < min.opak) min_opak = p;

}
if (min_opak == n) printf (“Zadné opakovani.\n”);
else printf (“Zadné opakovani do pozice %d.\n”, min_opak + k — 1);
return 0;
}
17-3-2 Popleta Truhlik David Matousek

Problém pana Truhlika popletl i fadu zkuSenych fesitelti. Odevzdana feseni
tak byla plna roztodivného zvifectva. Za zminku urcité stoji housenky slozené
z piikazi if (then) else, které dosahovaly délky az Sestadvaceti fadka. Rov-
né7 Sestadvacetihlava san switch/case se ¢asto snazila Fesit problém pfevodu
vstupniho slovniku na slovnik éiselny. Reseni obsahujici tyto implementaéni
neduhy vsak (kromé upozornéni v podobé velkého FUJ) nebyla nikterak po-
trestana, presto bych takovymto fesiteliim doporucil zhlédnout kéd vzorového
feseni. Co se jiz vSak neobeslo bez bodovych ztrat, byla feSeni s exponencialni
slozitosti, kterd po nalezeni vSech moznych vét hledala vétu nejkratsi. Pfitom
leckde chybélo mélo k tomu, aby ¢asova sloZitost byla optimalni!

Nutno podotknouti, Ze cest ke zdarnému vyieseni tlohy bylo pomérné mno-
ho. Stalo se tak hlavné proto, Ze tlohu bylo mozné chapat z nékolika riznych
pohledi, z nichz ani jeden se po zralé ivaze nedad oznacit jako nesmyslny ¢i
Spatny. Nektefi fesitelé se tak zaméFili na provokativné zvolené N (pocet te-
lefonnich éisel, ke kterym si chce Truhlik zapamatovat vétu), jini se snazili
rychlost algoritmu pométrovat predevsim s velikosti vstupniho slovniku P.

Ukazeme si feSeni, které pracuje v ¢ase O(P + Y. | C?). Nejprve si pie-
vedeme slova vstupniho slovniku do ¢iselné podoby. Takovy pievod je zfejmé
jednoznaény, aviak opac¢ny prevod jiz ne. Ciselné fetézce si ulozime do struk-
tury zvané trie. NaSe trie je strom, ve kterém kazdy vrchol pfedstavuje jednu
konkrétni cifru a kazdy vrchol mé pravé deset ukazateld na své potomky. Pokud
v trii pujdeme od korene k listim, pak vrcholy na této cesté tvori ¢iselny fe-
tézec, ktery jsme v trii uchovali. Nékteré vrcholy a vSechny listy jsou oznacené
tak, ze v nich ¢iselny fetézec konci, u téchto si pamatujeme i ukazatel na slovo
do pitivodniho slovniku. Priklad takové trie pro vstupni slovnik ,brok, kuba,
je, brekeke, babizna, jedle“, kterému odpovida slovnik ¢iselnych fetézct ,, 1765,
5911, 42, 1725252, 1114061, 42252 je na obrazku (pro piehlednost zobrazuje-
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me jen ty vrcholy, u nichz existuje néjaky ukazatel do slovniku, ¢ili ty, které
tvori za¢atek néjakého slova ve slovniku):

Kdyz uz mame takovou trii postavenou, muzeme se zabyvat skladanim
véty pro telefonni ¢islo. K tomu budeme jesté potifebovat dvé pole wc a wi,
obé délky telefonniho ¢isla. V pribéhu algoritmu bude prvek wc[k], pro né-
jaké k € {1,...,C;}, oznacovat minimdalni pocet slov, které jsme doposud
potiebovali ke slozeni cifer 4y, ...,4; telefonniho ¢isla . Prvek wilk] pak bu-
de ukazatel na slovo v puvodnim slovniku délky [ takové, ze Ciselny retézec
Tk—1yTk—I+1, - - - , 4 0odpovida tomuto slovu. Na pocatku inicializujeme obé pole
nulami, postavime si pfed sebe telefonni ¢islo i a zaéneme v kofeni trie. Nacte-
me prvni cifru telefonniho ¢isla. Pokud mé kofen trie potomka, ktery odpovida
ciffe i1, prejdeme v trii do tohoto potomka. V p¥ipadé, Ze u tohoto potomka
je nastaven pfiznak konce slova, nastavime wec[l] = 1 a wi[l] polozime rovno
ukazateli na slovo do puvodniho slovniku, ktery v tomto vrcholu mame ulo-
zen. Poté nacitame dalsi cifry a prochézime trii tak dlouho, dokud to jde, nebo
az do chvile, kdy vyc¢erpame celé telefonni ¢islo. Zaroven pro kazdy navstiveny
vrchol trie, ktery oznacuje konec slova, nastavujeme hodnoty poli wc a wi. Udé-
lali jsme tedy jeden prichod a vSimnéme si, Ze pole we nyni obsahuje jednicky
na téch mistech, které odpovidaji délkam slov ptivodniho slovniku takovym, ze
zacatek telefonniho ¢isla se shoduje s jejich ¢iselnou reprezentaci. Nyni prejdé-
me k prvni nenulové hodnoté wc[j], postavme se opét do vrcholu trie a spustme
cely pruchod znovu s tim, Ze jiz pracujeme pouze s ciframi j, ..., C; telefonni-
ho ¢isla. V tomto a dalsich prichodech jiz ménime pole wc a wi pouze tehdy,
nebylo-li dané pozice v telefonnim Ccisle jesté dosazeno zadnou posloupnosti
slov. Po C; takovychto prichodech je zfejmé wc[C;] = 0 pravé tehdy, kdyz
telefonni ¢islo nelze slozit pomoci slov ze slovniku. Pro jiné hodnoty ¢islo slozit
Ize a pro sloZeni dobfe poslouzi pravé pole wi. Sta¢i na konec véty vypsat slovo,
na které ukazuje wi[C;] a posunout se v poli wi na pozici o délku tohoto slova
doleva, tam se nalézéd predposledni slovo hledané véty atd.
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Jak jiz bylo Teceno, je Casova slozitost takového algoritmu rovna O(P +
Yo", C?). O(P) je ¢as potrebny k sestaveni trie a pak pro kazdé telefonni &is-
lo délky C; délame az C; prichodti. Pamétova slozitost je ovlivnénd hlavné
nutnosti zapamatovani vstupniho slovniku, kdyz budeme uvazovat, ze libovol-
né telefonni ¢islo ma zanedbatelnou délku oproti velikosti slovniku, a je tedy
O(P). Na zavér poznamenejme, Ze existuje feSeni jesté rychlejsi. Pokud bude
telefonnich ¢isel opravdu mnoho, pak jejich umisténi do druhé trie usetii az
logaritmicky mnoho priichodi viici poc¢tu ¢isel. Zvysily by se ndm vsak naroky
na pamét, protoZze bychom si museli pamatovat vSechna telefonni ¢isla.

#include <stdio.h>
#include <string.h>

#define MAX WORDS 100 /* maximalni pocet slov ve slovniku */
#define MAX WORD_LEN 100 /* maximalni délka slova %/

#define MAX_DICT_SIZE 1000 /* maximalni velikost slovniku x/
#define MAX NUM_LEN 100 /* maximalni délka telefonniho &isla */

const char conv[26]={‘1’, ‘1’, ‘1, ‘2°, ‘2", ‘3, ‘3", ‘3", ‘4’, ‘4", /x konvertovaci tabulka */
‘577 55377 KE')77 ‘67’ ‘677 577’ 577’ ‘77’ 5877 587’
‘977 5977 5977 /* */ ‘07’ ‘077 507};

char dict{[ MAX_-WORDS|[MAX WORD_LEN]; /x slovnik %/

typedef struct _TRIE { /* struktura trie */
int succ[10]; /* potomci */
int word; /* ukazatel do slovniku nebo 0 */
} TRIE, xPTRIE;
int n, w; /#* pocet Cisel, pocet slov */
TRIE trie[MAX_DICT.SIZE]; /* trie jako pole vrchold */
int trie_count; /* poCet vrcholu trie */
int word_count[ MAX NUM_LEN]; /* pocet slov na dosazeni cisla */
int word_idzs[ MAX_NUM_LEN]; /* indexy slov ve vété */
void trie.add (char xs, int idz) { /* Ciselny Fetézec idz-tého slova — trie =/
PTRIE t=&trie[0]; /* zacneme v kofeni trie */
int len=strlen (s); /* délka Fetdzce */
for (int i=0; i<len; i++) {
char num=s[]—‘0’; /* konverze znaku na cislo */
int next=t—>succ[num]; /#* index potomka v trii */
if (Inext) { /* existuje potomek? x/
trie_count—++; /* pokud neni potomek, vytvofime ho */
t—>succ[num|=trie_count; /#* oznaé potomka */
next=trie_count; /* pujdeme do nového vrcholu */
}
t=&trie|next]; /* zanofeni o level niz x/
if (i==len—1) t—>word=1idz; /* jsme jiz na konci slova */
}
return;
}
int make_sentence (char snumstr) { /* utvori vétu pro telefonni ¢islo do

word_count, word_indxs. Vraci 0, pokud
vétu pro dané ¢&islo nelze stvofit. */
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int len=strlen (numstr); /* pocet cifer telefonniho ¢isla */
for (int :=0; i<=len; i++) word count[i]=0; /* inicializujeme na 0 = nedosazeno */
for (int i=—1; i<len; i++) { /* za¢neme " pried” slovem */

PTRIE t=&trie[0]; /* zacneme v kofeni */

int we=0; /* word_count pro i od 0 jinak nula */

if (i+1) we=word_countlil;
if (! (i+1) || we)
for (int j=i+1; j<len; j++) {

char num=numstr(j]—‘0’; /#* konverze znaku na éislo */

int next=t—>succ[num]; /#* index potomka v trii */

if (!next) break; /* neni-li potomek, koné¢ime prichod =/

t=&trie|next]; /* zanofme se do potomka */

if (t—>word && (lword count[j])) { /* konéi slovo a pozice nedosazend? x/
word_count[j]=wc+1; /* zapi§ novy pocet slov */
word_idzs[j]=t—>word; /* index slova ve slovniku */

}

} return (word count[len—1]);
}

int main (int arge, char xxargv) {
scanf (“%d”, &w); /* na¢teme slova do slovniku */
for (int i=1; i<=w; i++) scanf (“%s”, dict[i]);

for (int i=1; i<=w; i++) { /* prevedeme slova do ¢iselné podoby */
char wordnum[MAX_WORD_LEN]; /* Ciselny Fetézec */
int len=strlen (dict[i]); /* délka slova */
for (int 7=0; j<len; j++) wordnuml[j]=conv|dict[i][j]—‘a’];
wordnum|len]=0; /#* ukondéeni slova */
trie.add (wordnum, 1); /* pridej slovo do trie */
}
scanf (“%d”, &n); /* zpracujeme jednotliva ¢isla */
for (int i=0; i<n; i++) {
char numstr[MAX_WORD_LEN]; /* telefonni ¢islo x/
scanf (“%s”, numstr); /* nacti ¢islo */
if (make_sentence (numstr)) { /* zkusime utvofit vétu */
char sentence[2xMAX WORD_LEN]; /* pole pro vétu (i s mezerami) */
int numlen=strlen (numstr); /* délka telefonniho ¢&isla x/

int j=word_count[numlen—1]—1+numlen; /* kam zapisujeme do véty */
sentence[j]=0;

while (numlen>0) { /#* pro celé telefonni éislo */
int tdz=word idzs[numlen—1]; /* index slova ve slovniku */
int len=strlen (dict[idz]); /* délka slova ve slovniku */
j—=len; /* posuneme se o délku slova vlevo */
strncpy (& sentencelj], dict[idz], len); /* zkopirujeme slovo */
if (——j) sentencelj]=‘/; /* udélame mezeru mezi slovy */
numlen—=len; /* posuneme se na dalsi slovo */

printf (“%s —> %s\n”, numstr, sentence); /* vypiSeme vétu */
} else printf (“%s nelze slozit\n”, numstr);
} return 0; }
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17-3-3 Starosta Hafak Jana Kravalova

Snadno odhalime, Ze hranu nesmime zjednosmérnit pravé tehdy, je-1i mos-
tem. Most je totiz hrana, jejimZ odebranim se graf rozpadne na dvé komponen-
ty souvislosti. Je tedy jedinym spojenim mezi témito dvéma komponentami,
a kdyz ho ucinim propustnym pouze pro jeden smér, tak se dostanu z prvni
komponenty do druhé, ale ne opacné.

Tady nam poslouzi algoritmus na hledani mosta z kucharky, ktery da lehce
upravit pro nase ucely.

Pro kazdy vrchol v si stejné jako v kuchafce budeme pamatovat, v jaké
hloubce viéi kofeni se nachdzi (kofen v hloubce 0, synové 1, synové synti 2, ... )
a do jaké nejnizsi hladiny se umim dostat z podstromu s kofenem v. Zde se
ovSem v kucharce vyskytla chyba, kterou nastésti mnozi hravé odhalili. Pti
hledani spojeni do nizsi hladiny nesmime viibec uvazovat hranu mezi otcem
vrcholu v a vrcholem v. Ta totiz zptsobi, Ze cestu do nizsi hladiny najdeme vzdy
(kazdy vrchol ma otce), ale neni to kyzena kruznice, nybrz dvakrat zapoéitana
hrana, po které jsme do vrcholu v prisli. Zrada! Takhle totiz nikdy nenajdeme
zadny most.

Pokud se z podstromu s kofenem v (s otcem u) neumime dostat do hladiny
nizsi, nez je hladina vrcholu v, pak do tohoto podstromu vede jedna jedina
hrana, a to hrana (u,v). Ta je tedy mostem, v zdjmu propustnosti v obou
smérech ji ponechame obousmérnou.

Pokud se z podstromu s kofenem v (s otcem u) umime dostat do hladiny
nizsi, nez je hladina vrcholu v, bez pouziti hrany (u,v), tak jsme pravé nasli
kruznici ,u — v — néjaké vrcholy v podstromu v — (vrcholy v nizsi hlading
nez vrchol v, ne nutné) — w“. A kruznici miZzeme sméle zjednosmérnit, snadno
vidime, Ze zjednosmérnéni kruznice neublizi dosazitelnosti vrcholim na této
kruznici, prosté budeme ,krouzit* dokola.

Také si muzeme vSimnout, Ze na této kruznici jsou vSechny hrany dopfedné,
kromeé té jediné, kterd se z hlubsi hladiny vraci do nizsi, a ta je zpétna.

Nakonec jesté musime vymyslet, jak sjednotit zjednosmérnovani vice kruz-
nic. Ale k tomu se sta¢i dohodnout, Ze dopfedné hrany budeme zjednosmértio-
vat ,,dopredu”, ¢ili otec — syn, a zpétné ve sméru od vrcholu na hlubsi hladiné
k vrcholu na nizsi hladiné (,,dozadu*).

Algoritmus nasel vSechny mosty a ponechal je obousmérné, nasel i vSech-
ny kruznice a zorientoval je ve shodném sméru. Takze jsme nezjednosmérnili
nic zavadného a naopak jsme zjednosmeérnili maximum. P¥i reprezentaci grafu
seznamem néslednikd ziskdvame ¢asovou i pamétovou slozitost O(N + M).

Skoda, ze vétsinu Fesitelii kuchaika svadéla k feseni ,,pomoci algoritmu
z kuchaiky odstranim mosty, pak v dal$im prichodu zjednosmérnim graf a pak
jesté vypisu vSechny zjednosmérnéné hrany*. Ve skutecnosti vSechno mtzu udé-
lat pfimo v jednom jediném prichodu grafem, staci si uvédomit, ze algoritmus
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na hledani mostt nejen Ze hleda mosty, ale i detekuje dopfedné a zpétné hrany,
a tak muzeme vysledky ihned vypisovat.

Za funkéni TeSeni v ¢ase O(N+M) bylo mozno ziskat 9 bodi a kdo to
vSechno zvladl v jednom prichodu grafem, dostal 10 boda.

Program Mosty;

const MaxN = 100; MaxN=10000; {maximalni po&et vrchold a hran}
var Sousedi:array[1..MaxM] of 1..MaxN; {naslednici vrchold}
V:array[1l..MaxN+1] of 1..MaxM+1; {indexy ur&ujici, kde v Sousedil}
{za&inaji naslednici daného vrcholu}

N,jedn,i,j:integer; {pocet vrchold, polet jednosmérek, &itac}
Hladina,Spojeno:array[1..MaxN] of integer; {jako v kucha¥ce}

{maximalni zjednosmérnéni neorientovaného grafu}
procedure Projdi(otec,x,NovaHladina:integer) ;
var i:integer;

begin
Hladina[x] :=NovaHladina; {hladina nové nalezeného vrcholu}
Spojeno[x] :=Hladina[x]; {zatim vime, Ze z né&j vede spojeni do}
{né&j samého, tj. do té samé hladiny}
for i:=V[x] to V[x+1]-1 do {projdi vSechny sousedy vrcholu V}
if Hladina[Sousedi[i]] = -1 then begin {pokud sousedni vrchol neobjeven}
Projdi(x,Sousedi[i], NovaHladina+1); {zkus z né&j dalsi patrani}
if Spojeno[Sousedi[i]] < Spojeno[x] then {spojeni do nizsi hladiny}

Spojeno[x] := Spojeno[Sousedilil];
if Spojeno[Sousedi[il] <= Hladina[x] then begin

writeln(’(’,x,’,’,Sousedi[i],’)’); {proto je toto DOPREDNA hrana}
inc(jedn);
end;
end else {vrchol Sousedil[i] jiZ byl p¥i prichodu navitiven a neni otec}
if (Hladina[Sousedi[il] < Spojeno[x]) and (Sousedi[i] <> otec) then begin
Spojeno[x] :=Hladina[Sousedi[i]]; {ZPETNA hrana}
writeln(’(’,x,’,’,Sousedi[il,?)?);
inc(jedn);
end;
end;
begin
readln(N);

jedn:=0; V[1]:=1; j:=1;
for i:=1 to N do begin

while not eoln do begin {néslednici vrcholu i}
read(Sousedil[jl); inc(j);
end;
readln();
V[i+1]:=j;
end;

for i:=1 to N do Hladinal[i]:=-1;
for i:=1 to N do if Hladina[i] = -1 then Projdi(0,1i,0);
writeln(’Poet ulic k zjednosmérnéni: ’,jedn);

end.
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17-3-4 Myslitel Cibulka Pavel Cizek

Miyslitel Cibulka by z vas asi radost nemél. Doslé feseni se totiz dala rozdé-
lit do t¥i skupin. V prvni, nejvétsi, byla feseni kvadraticka. V druhé ta, u nichz
autofi ani nenaznadili, pro¢ by méla skonéit (a nebylo to, jako u vétSiny pro-
gramu ziejmé z toho, Ze tento cyklus probéhne 3x, jiny N x, ...). Ta, ackoliv
byla, jak dale ukazeme, linedrni, jsem hodnotil o néco hift, jelikoz byla opravdu
vymyslet kvadratické feseni. Navic vymysleni kvadratického Teseni bylo také
obtiznéjsi, nez vytvoreni tohoto trividlniho.

No a koneéné ve tieti skupiné (da-li se to tak nazvat, skoro by se dalo
hovotit o vyjimkach potvrzujicich pravidlo) byla Feseni linedrni.

Tak ono trividlni“ feSeni. Vezmeme FiBoNaCiHo ¢isla a seCteme je ,po
bitech“, tj. po jednotlivych cifrach. Na nékterych mistech se vyskytnou dvojky,
kterych se potiebujeme zbavit, a také ¢islo normalizovat. Jak na to?

Zavedeme kurzor. Budeme predpokladat, ze ¢islo je vpravo od kurzoru
normalizované, tj. kdybychom zapomnéli (nebo je nastavili na nulu) na vSechny
cifry nizsi, nez je pozice kurzoru, tak dostaneme normalizované ¢islo. A program
bude opakovat nékolik operaci, které ziejmeé neméni hodnotu ¢isla a zachovavaji
vySe zminény invariant, dokud kurzor nenarazi na konec ¢isla. Ziejmé kdyz
dojde kurzor na ,nultou® cifru (cifry ¢isla indexujeme od jednicky) tak je celé
¢islo normalizované a je hotovo.

Pro pohodInéjsi praci zavedeme jesté nultou a minus prvni cifru a zade-
finujeme Fy = 1 a F_; = 0. Na zac¢atku nastavime cifry na nula a na konci
se jich opét zbavime. To ndm umozni psat pravidlo 2 - F,, = Fj, 11 + F,,—2 pro
kazdé n > 1 (nemam rad okrajové podminky) a zjednodusi dale nékteré tvahy.

Ted télo cyklu. Ozna¢me C; i-tou cifru zpracovavaného éisla a k kurzor
(resp. index cifry, na kterou ukazuje).

1) Pokud Cj;, > 1 a Ci41 = 1, tak hodnotu cifer k a k + 1 snizime o 1,
hodnotu Cj42 nastavime na 1 (musela byt 0, jelikoz ¢islo vpravo od
kurzoru je, jak pfedpokladame, normalizované) a kurzor o 2 zvétsime
(mohly se ndm vedle sebe dostat dvé jednicky).

2) Jinak pokud je C; > 2 (a Cky1 = 0, jinak by se provedla predchozi
vétev), pak Ciy1 nastavime na 1, Ci_o zvétsime o 1, Cy o 2 snizime
a kurzor posuneme o jedna doprava (opét moznost dvojice jedniéek).

3) A pokud jsme se jesté na néjaké podmince nezachytili, pak je na
pozici kurzoru nula, nebo jednicka které nula predchazi, a proto se
mizeme ,beztrestné“ kurzorem posunout o jednu pozici doleva, aniz
bychom porusili nas zakladni invariant.

A7 tento cyklus dobéhne, musime se zbavit Cy a C_1. S C_1 neni problém,
jelikoz F_; je 0 a cokoliv krat nula je stale nula, takze tuhle cifru mtzeme jedno-
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duse vynulovat. Nyni co s Cy. Jak ukazeme pozdéji, mize nabyvat jen hodnot
nula a jedna, staci vySet¥it ptipad, kdy Cy = 1. Pokud je C; nula, tak prohodime
nultou a minus prvni cifru (protoze Fy = Fi) a jsme hotovi. Pokud Cj i Cy jsou
jedna, tak pouzijeme pravidlo o dvou jednickach za sebou a prevedeme je na jed-
nic¢ku na druhé ciffe. Samoziejmé musime si dat pozor, jelikoz tyto operace mo-
hou narusit normalizaci tim, Ze se vyskytnou dvé jednicky vedle sebe. Nicméné
tato ,porucha“ se vyskytuje u Cerstveé zapsané jednicky a protoze kazda redukce
dvou jednic¢ek na jednu sniZi ciferny soucet, vyfesime to v linedrnim case.

Je v celku ziejmé, ze t€lo cyklu neméni hodnotu ¢isla a ze neporusi vyse
definovany invariant. Hor$i je to ale s tim, za jak dlouho dobéhne, dob&hne-li
vibec. Jesté nez se do toho pustime, dokazme si jedno pomocné tvrzeni.

Lemma: Kazdou cifru, pfed tim, nez se na ni dostaneme kurzorem, mt-
Zeme zvysit nejvyse o jedna. (Pokud povazujeme vSechny nulové cifry vpravo
od ¢&isla za jiz proslé)

Dukaz: Nejdrive takové drobné pozorovani. Oznacme L nejnizsi cifru, na

kterou se kurzor pfi béhu programu zatim dostal. Potom vsechny cifry
vpravo od L jsou mensi nez 2. To se dokaze indukci. Nejdfive si vSimnéme, Ze
jedind operace, kterd v téle cyklu je schopné zvétsit jednicku na dvojku, je (2),
a ta to déla vlevo od kurzoru. Pak se podivame na to, ze zménu L je schopna
provést jen (3), a ta to udéld jen tehdy, je-li Cr, mensi nez 2. A jelikoz vzdy
plati & > L, jsme hotovi (alespoil s timto pozorovanim).

Nyni k samotnému lemmatu. Dokdzeme ho indukei dle ¢isla cifry (oznacme
ho N). Na poc¢atku je k = L rovno délce ¢isla a pro vSechna N > (délka ¢isla)
to zfejmé plati z predpokladi. Nyni pfedpokladejme, Ze to plati pro N + 1
a vétsi. VSimnéme si opét, Ze jedina operace, kterd méni hodnotu cifry vlevo
od kurzoru, je (2), a ta to déla pravé o 2 pozice vlevo. Uvazujme L stejné jako
v pozorovani, na zacatku dikazu. Mohou nastat 4 pripady:

e [ > N + 2. Protoze télo cyklu pracuje s ciframi nejvyse o 2 pozice
vlevo, tak je tato cifra jesté ,nedotéend” a ma svou ptivodni hodnotu.

e [ < N. Potom jsme jiz pTfes tuto cifru pfesli a neni co fesit.

e [ = N + 1. Potom z tivodniho pozorovani plyne, ze Cn 12 je mensi
nez 2 a proto se (2) na pozici N + 2 jiz béhem programu neprovede,
a proto se hodnota C}, dokud kurzor nedojde na N, nezméni.

e [, = N + 2. Z indukéniho pfedpokladu vime, Ze hodnota Cnio se
zvysila nejvyse o 1 a proto je mensi, nebo rovna 3 (po secteni bith je
maximalné 2). Pokud provedeme (2), pak hodnota Cn 2 klesne na 1
nebo 0. Protoze pro vSechny cifry vpravo od L plati, ze jsou nejvyse
1, a jedina operace, ktera je schopna zvysit hodnotu Cny 42 nad jedna
je (2) a to jen tehdy, je-li kurzor na pozici N + 4 (coZ je vpravo od
L), provede se (2) na pozici N + 2 nejvyse jednou.

Tim je lemma dokazano.
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Dusledek 1: Hodnota jakékoliv cifry je béhem vypoctu nejvyse 3, protoze
na zacatku je nejvyse 2, dokud na ni nedojde kurzor. Zvysit se mize maximalné
o 1, ve chvili, kdy L stoji na této ciffe, se tato cifra nemize zvétsovat (dikaz
analogicky jako 4. pfipad v dikazu lemmatu) a pokud L je vlevo od cifry, pak
je tato cifra 1 nebo 0.

Dusledek 2: Hodnota Cy a C'_; je maximalné 1, protoze zacinaly na nule
a kurzor na nich pfi provadéni cyklu nemiize stat, zvysi se tedy nejvic na 1.

No a nyni koneéné k (ne)koneénosti algoritmu a jeho ¢asové slozitosti. Pou-
zijeme k tomu techniku, ktera se nazyva metoda potencialu. Ptivodné je urcena
k dokazovani konecnosti algoritmu, ale v nékterych pripadech ji lze pouzit i ke
stanoveni sloZitosti algoritmu. A co to tedy je?

Odvodime, uhodneme, nebo jinak stanovime funkci ¢ (néjaké parametry,
kterymi charakterizujeme stav vypo¢tu (ne nutné jednoznacéné)), ktera je:

a) klesagict, ¢ili po provedeni néjaké Gasti vypoctu, u které je ziejmé,
7e dobéhne za O(cosi) (u kone¢nosti stac¢i jen to, ze dob&hne) se jeji
hodnota ostfe snizi.

b) klesd ,,dost* rychle, to znamena, Ze existuje konstanta ¢ > 0 takové,
7e pii poklesu v a) poklesne ¢ alespoii o €. (Pozn. je-li funkce ¢
celoéiselnd, coz vétsinou je, pak je b) splnéno automaticky.)

Pak pokud ke kazdym vstupnim datim dovedeme shora i zdola omezit (tj.
pro kazda vstupni data existuji konstanty K a L takové, Zze po celou dobu vypo-
¢tu plati K < ¢ < L), vypocet je koneény. (¢ se ,vejde“ do intervalu [K; L] jen
koneénékrat). Proto jsme také pozadovali ,podivnou“ podminku b). Vyhnuli
jsme se asymptotickému bliZeni ¢ ke K a podobnym patologickym pfipadim).

Ale vratme se k urceni slozitosti naseho programu. Oznacme k pozi-
@@ ci kurzoru, o soucet cifer FiBoNaCiHo ¢isla a X pozici nejpravéjsiho
vyskytu cifry, kterd je vét$i nez 1 (pokud jsou v8echny cifry mensi nez 2, pak
zadefinujeme X = 0). Vezméme tento potencidl: ¢(k,o0, X) =k +2X +30. Pro
parametry ziejmé plati ,ze k > 0, X > 0 a o > 1 a tedy po celou dobu béhu
programu je ¢ > 3.

Na druhou stranu, ozna¢me N délku delsiho ¢isla. Na zacatku vypoctu
ziejmé plati, ze X < N a o < 2N a k = N. Protoze, jak ukdzeme v dalsim
odstavci, je ¢ klesajici, plati b€hem vypoctu ¢ < 9N.

Nyni, co provede s k, X a o t€lo cyklu. Rozebereme jednotlivé vétve zv1ast.
Céarkované proménné budou proménné po provedeni téla cyklu, neéarkované
pred tim.

1) Ziejmé nevytvari zadné islo vétsi nez 2, ale mozna néjaké snizuje.
Proto X’ < X. Ciferny soucet se snizi o 1, proto ¢/ = o+ 1. A kurzor
posuneme o 2 doprava, tedy k' = k + 2. Z toho plyne, Ze ¢’ < ¢ —1,
tedy ¢ < .
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2) S cifernym sou¢tem se nic nedéje (jen ty dvé jednicky piesuneme
na jiné pozice). ProtoZe momentalné pracujeme na nejpravéjsi ciffe,
kterd je vétsi neZz 1 (viz. pozorovani v diikazu lemmatu) a protoze
kazda cifra je béhem vypoctu nejvyse 3 (viz. disledek 1), klesa cifra
provedenim (2) na nejvyse 1 a proto plati X’ < X — 1. A kurzor se
posune o jedno misto doprava. Proto ¢’ < ¢ — 1.

3) Posledni pfipad jen hne s kurzorem a s ¢islem nic nedéld. Proto ¢
pro zménu poklesne o 1.

Protoze ¢ je zfejmé celociselnd, splnili jsme vSechny pozadavky na poten-
cial a vypocet tedy skonci. Nyni se na potencial podivejme podrobnéji. Béhem
celého provadeéni cyklu muze klesnout nejvyse o 9N a klesd vzdy alespon o 1.
Tedy cely cyklus se provede O(NN) krét. Protoze provedeni téla cyklu stihne-
me v konstantnim c¢ase, mtizeme tvrdit, ze cely cyklus dobéhne v linedrnim
¢ase. Vzhledem k tomu, Ze ostatni ¢asti (vypis, nacteni, a zbaveni se jednicky
na pozici 0) zvlddneme v linedrnim case, béhé cely program v linedrnim case.
Pamétova sloZitost je zfejmé linedrni.

A je to. Uffff. ..

[Pozndmka na okraj: ackoliv je opravdu pozoruhodné, Ze o tak trividlnim
feSeni se d& dokazat, ze bézi v linedrnim case, zdéseni ze slozitosti diitkazu neni
na misté: existuji i jind linearni TesSeni, ktera jsou trochu pracnéjsi na napro-
gramovani, ale obejdou se bez slozitého dokazovani. Napriklad muzeme zkusit
pricitat druhé ¢islo k prvnimu po ¢islicich a po kazdé ¢islici normalizovat. To
sice pro nékterd ¢isla bude kvadratické, ale staci si v§imnout, ze kvadratické
chovani nastava pouze, objevi-li se blok ¢islic typu 010101...01. To mtzeme
napravit ,kompresi“ zpracovavaného Cisla — v ptfipadé, Ze za kurzorem nasle-
duje takovyto blok, si budeme udrzovat pouze jeho délku a ne pokazdé cely
blok zkoumat. Hezky algoritmus zaloZeny na této myslence najdete naptiklad
na http: //www.ucw.cz/ mj/papers/fibonacci/. —M.M.]

#include <stdio.h>
#include <string.h>

#define MazN 1024

int main () {
char Cislol[MazN+1], Cislo2[MazN+1], Cislo3[MazN+6];
int Fibl[MazN+T7], Fib2[MazN+T7], Fib3[MazN+7]; /* prvni 2 jsou pro 0 a —1 */
int index, i, Delkal, Delka2, Delka;
printf (“Zadej ¢islo 1:”); scanf (“%s”, Cislol);
printf (“Zadej ¢islo 2:”); scanf (“%s”, Cislo2);
Delkal = strlen (Cislo1); Delka2 = strlen (Cislo2);
Delka = ( (Delkal<Delka2) ?Delka2:Delkal) + T,
for (index = 0; index < Delka; index++)
Fibl1[index] = Fib2[index] = 0;
for (index = 0; index < Delkal; index++)
Fib1|Delkal — index + 1] = (Cislol[index] == ‘1’);
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for (index = 0; index < Delka2; index++)

Fib2[Delka2 — index + 1] = (Cislo2[index] == ‘1’); /* a je pfevedeno na pole */
for (index = 0; index < Delka; index ++)

Fib3lindex] = Fibl[index] + Fib2[index]; /* seCteme po bitech */

index = Delka — 6; /* posledni zajimava cifra */
while (indezx > 1) /* index je pozice kurzoru */
if ((Fib3[index] >= 1) && (Fib3lindez + 1] == 1)) {
Fib3[indez] —= 1;

Fib3[++index] = 0;
Fib3[++index] = 1;

} else if (Fib3[index] >= 2) {
Fib3[indez] —= 2;
Fib3[index — 2] += 1,
Fib3[++index] = 1;

} else index——;

if (Fib3[1] && 'Fib3[2]) { /* se€teno, uz se jen zbavit cifer 0 a -1 */
Fib3[1] = 0;
Fib3[2] = 1; /* prohodim cifry 0 a 1 %/
indexr = 2;

} else index = 1;

while (Fib3[index] && Fib3[index + 1]) { /* dokud to jde... %/
Fib3[indez] = 0; /#* ...vyhazujeme dvojice jednicek */
Fib3|++indez] = 0;
Fib3|++indez] = 1;

index = Delka—1; /* posledni definovana cifra */
while ( (index > 2) && (Fib3[indez] == 0)) indezx——; /* odbourdme nuly */
i = 0;
for (; index > 1; index——) Cislo3[i++] = (Fib3[index]) 7 ‘1: ‘0%
Cislo8[i] = ‘\0%; /* konec Fetézce */
printf (“Soucet je: %s\n”, Cislo8);
return 0;
}
17-3-5 Jazykozpytcova nadéje Petr Skoda

Prestoze je to tloha na automaty, k jejimu feSeni se dalo vyuzit znalosti
grafovych algoritmti. Automat si predstavime jako orientovany graf, ve kterém
je pro kazdy stav jeden vrchol. Z kazdého vrcholu vede a orientovanych hran,
kazd4 pro jedno pismeno abecedy. Reseni rozdélime do dvou ¢sti.

Odstranéni nedostupnych stavii automatu znamené odstranit ty vrcholu
grafu, do kterych se nedd dostat z pocatec¢niho vrcholu p — vstupniho stavu.
Projdeme graf do hloubky z poc¢atecniho vrcholu a oznadime si, kam vsude jsme
se dostali. Ostatni vrcholy jsou nedostupné. Jedina véc, na kterou si musime
davat pozor, je, abychom oznagdili kazdy vrchol pouze jednou.

lentni stavy jsou ty, které stejné odmitaji a pfijimaji kazdé slovo. Necht
mame p, ¢ ekvivalentni stavy a slovo u zainajici na © € A. Pak p’ = §(p, z)
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a ¢' = §(q, ) jsou také ekvivalentni. V opa¢ném piipadé bychom nalezli slovo
v, na které automat ve stavu p’ a ¢’ odpovi jinak, a pfidali pied néj x.

Vytvorime si pole velikosti n - n, do kterého si ulozime, zda jsou stavy
i a j ekvivalentni. Pole naplnime hodnotami a pak z néj zkonstruujeme redu-
kovany automat. Na zacatku oznacime kazdy vrchol ekvivalentni sdm se sebou
a kazdou dvojici, kde jeden ze stavi je prijimaci a druhy nikoli, ozna¢ime jako
neekvivalentni. Ekvivalenci ostatnich dvojic vrcholtt budeme zjistovat rekur-
zivni funkci, kterd pro stavy p a g(parametry) provede:

® Prozatimné je oznaci jako ekvivalentni.

® Zepta se pomoci rekurzivniho volani, zda jsou ekvivalentni stavy
d(p,z) a 6(q,x) pro kazdé pismeno v abecedé A.

® Pokud ne, pfeznaci stavy jako neekvivalentni.

Ted uz muzeme vytvorit redukovany automat. Misto kazdé skupiny ekvi-
valentnich stavil vytvorime jeden stav a tyto stavy pospojujeme.

V algoritmu jsme pouzili pole, kde jsme uchovavali prechodovou funkci
a pole ekvivalenci. Pamétova slozitost je tedy O(n? + n - a). Casové nejna-
ro¢néjsi operaci v algoritmu je vypocet ekvivalence. Pro kazdou dvojici stavi
se ekvivalence pocitad pravé jednou a zahrnuje a dotazi na ekvivalenci dalsich
stavii. Casova slozitost je O(n? - a).

const MaxN = 100; MaxA = 5;

var N, A, P, F, NN, NF: Integer;
Edges: array[0..MaxN - 1, 0..MaxA - 1] of Integer;
Final, Reach: array[0..MaxN - 1] of Boolean;
Equiv, Done: array[0..MaxN - 1, 0..MaxN - 1] of Boolean;
First, Renamed: array[0..MaxN - 1] of Integer;

procedure MarkReachable(X: Integer);
var I: Integer;
begin
if Reach[X] then Exit;
Reach[X] := True;
for I:= 0 to A - 1 do MarkReachable(Edges[X, I]);
end;

function Equivalent(X, Y: Integer): Boolean;
function AllEquiv: Boolean;
var I: Integer;
begin
AllEquiv:= False;
for I:= 0 to A - 1 do
if not Equivalent(Edges([X, I], Edges[Y, I]) then Exit;
AllEquiv:= True;
end;
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begin
if not Done[X, Y] then begin
Done[X, Y]:= True; DonelY, X]:= True;
Equiv([X, Y]:= True; Equiv[Y, X]:= True;
Equiv([X, Y]:= AllEquiv;
end;

Equiv[Y, X]:= Equiv[X, Y];
Equivalent:= Equiv[X, Y];
end;

var I, J, X: Integer;
begin
Readln(N, A, P, F); Dec(P);
for I:= 0 to F - 1 do Final[I]:= False;
for I:= 1 to F do begin Read(X); Finall[X - 1]:= True; end;
for I:= 0 to N - 1 do
for J:= 0 to A - 1 do begin
Read(X); Edgesl[I, J]:= X - 1;
end;

for I:= 0 to N - 1 do Reach[I]:= False;
MarkReachable (P) ;
for I:= 0 to N - 1 do
for J:= 0 to N - 1 do
if I = J then begin
Equiv[I, I]:= True;
Done[I, I]:= True;
end else if Final[I] <> Final[J] then begin
Equiv[I, J]:= False;
Donel[I, J]:= True;
end else Done[I, J]:= False;

for I:= 0 to N - 1 do
for J;= I +1 to N -1 do
if Reach[I] and Reach[J] and not Done[I, J] then Equivalent(I, J);

for I:= 0 to N - 1 do
for J:= 0 to N - 1 do
if Equiv[I, J] then begin
First[I]:= J;
Break;
end;

NN:= 0;
NF:= 0;
for I:= 0 to N - 1 do
if Reach[I] and (First[I] = I) then begin
Inc(NN);
Renamed[I]:= NN;
if Final[I] then Inc(NF);
end;
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Writeln(NN, ’> >, A, ’ ’, First[P] + 1, ’ ’, NF);
for I:= 0 to N - 1 do

if Reach[I] and (First[I] = I) and Final[I] then Write(Renamed[I], ’ ’);
Writeln;

for I:= 0 to N - 1 do
if Reach[I] and (First[I] = I) then begin

for J:= 0 to A - 1 do Write(Renamed[First[Edges[I, J]111, ’> ’);
Writeln;
end;
end.
17-4-1 Mandarinkova zed’ Petr Skoda

V nékterych paralelnich vesmirech cisaf No-san zkrachoval, ¢i neprezil po-
vstani svych nevérnych poddanych, ale jinde jeho Mandarinie dale prosperovala
diky vasim radam.

Problém mtzeme rozdélit na dva pfipady. Pokud je strazci sudy pocet, je
feSeni jednoduché. Oznac¢me si P(i) pocet medaili, které vyzaduje i-ty strazce.
Celkem ndm bude stacit maximum z pozadavku libovolnych dvou souseda —
pm = max(P(i) + P(i + 1)), pfi¢emz indexy bereme cyklicky, takze n +1 = 1.
Druhy medaili budeme oznacovat ¢isly 1..p. Medaile rozdélime takto: Strazci
na liché pozici ddme medaile 1..P (i), strazci na sudé pozici ddme medaile p,,, —
P(i)+ 1..py. Kazdi dva sousedi se lisi paritou pozice, a proto maji dohromady
medaile 1..P(i), pp, — P(i) + 1..py, a uréité nemaji zddnou oba dva, protoze
pak by jich méli dohromady vice nez p,,.

Podivejme se na licha n. Urcité potfebujeme alesponi p,, medaili, ale mize-
me jich potiebovat i vice. Napiiklad tfem stradzctim musime dét tolik medaili,
kolik je soudet jejich pozadavki. Oznacme si S(i) = Y ;_; P(i) soucet prvnich
i pozadavkl. Protoze jeden druh medaile mizeme dat maximalné pouze m
strazctim, kde n = 2m + 1, budeme uréité potfebovat alesponn p, = [S(n)/m]|
medaili. UkdZeme, Ze ndm bude vzdy stacit p = max(ps, pm,) medaili.

Myslenka je asi takova, Ze mame na zaCatku mnozinu medaili L, které

ma strazce na liché pozici, a medaile P, které ma strazce na sudé pozici.
Protoze ale posledni strazce je na liché pozici, mély by se mnoziny v priubéhu
rozdélovani prohodit tak, aby posledni strazce mél jiné medaile nez ten prvni.
Medaile budeme rozdélovat specidlnim zpusobem. Ptijdeme od prvniho strazce
k poslednimu a pfitom jim budeme davat medaile. ZapiSeme si medaile do
nekonecné cyklické posloupnosti 1..p,1..p, ... a budeme je pfifazovat strazcim
popofadé. Oznacéime tuto posloupnost a, afi] = ((¢ — 1) mod p) + 1. MiZeme
tedy explicitné zapsat, jaké medaile dostane i-ty strazce — a[S(i—1)+1]..a[S(4)].
Protoze p > p,,, nemohou dostat zadni dva sousedé stejné medaile.

Takto rozdélujeme medaile, ale jen do té doby, dokud maji strazci na liché
pozici alesponi 1 z medaili 1..P(1) prvniho strazce. Hleddme tedy nejmens?
k takové, ze soucet pozadavki do k-tého lichého strazce S(2k + 1) je mensi
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nebo roven k - p. Ze takové k existuje, se mizeme napiiklad presvédéit tak,
ze zvolime k = m. Pak vime, ze mp > m - ps = m - [S(n)/m] > S(n), takze
vime, Ze pro k = m je predpoklad splnén a vzdy takové k existuje. Nyni si
ukazeme, ze pokud rozdélime vySe popsanym zpusobem medaile prvnim 2k
strazcim, mizeme strazcam 2k + 1..n davat medaile uz podle parity jako pro
n sudé. Podivejme se na to, jaké medaile dostane strazce na pozici 2k. Protoze
k je minimélni, S(2k — 1) > (k— 1) - p, proto strazce na pozici 2k nemé zadnou
z barev p..p — P(2k + 1) + 1 (nakreslete si obrazek). Jsme tedy schopni najit
rozdéleni pro p druht medaili, ale ndm staci jenom tento pocet.

Algoritmus bude velmi jednoduchy, spoc¢teme p,, a pro n sudé vypiSeme
tuto hodnotu, pro n liché si jesté spocitame p; a vratime tu vétsi z nich. To
v8e uréité zvlddneme s linedrnim ¢asem i paméti — tedy O(n).

program MandarinkovaZed;

const
MaxN = 1000;

var
P: array[1..MaxN] of Integer;
N: Integer;

I, Pm, Ps, S: Integer;
begin
Readln(N);
for I:= 1 to N do
Read(P[I]);

if N = 1 then

Writeln(P[1])
else
begin

Pm:= P[1] + P[N];

for I:=1 to N - 1 do

if P[I] + P[I + 1] > Pm then
Pm:= P[I] + P[I + 1];

if N mod 2 = O then

Writeln(Pm)
else
begin
S:= 0;
for I:= 1 to N do
S:= S + P[I];

Ps:= (2*S + N - 2) div (N - 1);
if Ps > Pm then Writeln(Ps) else Writeln(Pm);
end;
end;
end.
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17-4-2 Valicie Miroslav ,,miEro* Rudisin

Ulohu rozmistit Valicie na kiizovatkach Mandarinie tak, aby na kazdé kii-
zovatce byla pravé jedna, prevedeme na tlohu barveni vrchold grafu dvéma
barvami. Lze snadno nahlédnut, ze obarveni prvniho vrcholu jednou ze dvou
barev (postavit nebo nepostavit stanici) uréuje barvu ostatnich vrcholi, které
jsou s nim spojeny cestou. Vrcholy vzdélené o lichy pocet jednotek nesmi byt
obarvené stejnou barvou, na rozdil od téch na sudych pozicich, které ji musi
mit stejnou. Z této ivahy hned plyne, Ze dvéma barvami nelze obarvit graf,
ktery obsahuje cyklus liché délky (naptiklad trojihelnik). Protoze potiebujeme
minimalizovat pocet stanic, vybereme si v kazdé komponenté souvislosti grafu
tu barvu, kterou je obarveno méné vrcholi.

Algoritmus Fesici tlohu miize byt nasledujici. Vezmeme vrchol, obarvime ho
a vSechny jeho dosud neobarvené sousedy obarvime tymz algoritmem druhou
barvou. Uloha nemé feseni, pokud néjaky soused zpracovavaného vrcholu ma
jiz stejnou barvu. V tom piipadé totiz existuje v grafu cyklus liché délky.

Po dokonceni obarvovani komponenty zkontrolujeme, jestli je barvy zna-
¢ici ,,postavit stanici“ méné nez barvy druhé. Pokud ne, barvy v komponenté
zinvertujeme.

Vrcholy jsou obarvované rekurzivni funkei pracujici se seznamem souse-
dt. Kazdy vrchol je zpracovan nanejvys dvakrat. Proto je casova i pamétova
slozitost O(N + M).

#include <stdio.h>

#define MAX_N 1000
#define ABS (a) (((a) <0) ? — (a): (a))

int sousedi| MAX_N+1][MAX_N+1]; /* mélo by se dynamicky alokovat */
int sousedilen[ MAX_N-+1]; /* ale to by kazdy zvladl x/

int barvy[ MAX_N+1]; /#* barva vrcholt %/

int nurcholul2], nstanic; /#* poCet vrcholt dané barvy, stanic */

int obarvi (int v, int barva) {
barvy[v] = barva; /* >0 — se stanici, <0 — bez stanice */
nvrcholu[ (barva > 0) 70 :1 ]4++;

for (int i=0; i<sousedilen[v]; i++) {

if ( barvy| sousedi[v][i] | == barva ) return 0; /x lichy cyklus */
if ( ABS (barvy[ sousedi[v][i] ]) < ABS (barva) ) / pokud jesté nebyl obarven */
if (lobarvi (sousedi[v][i], —barva)) return 0; /x v tomto kole, pfebarvi %/
}
return 1;

}

int main () {
int 4, n, m, v[2];

printf (“Zadejne n a m:”);
scanf (“%d %d”, &n, &m); /* poCet mést a cest x/
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for (i=0; i<m; i++) {
printf (“Zadejte %d. hranu:”, i+1);
scanf (“%d %d”, v+0, v+1);
sousedi[v[0]][sousedilen[v][0]]++]=v[1];
sousedi[v[1]][sousedilen[v[1]]4++]=v[0];

}
for (i=1; i<=n; i++)
if (barvy[i] == 0) { /#* chceme pouze neobarvené */
nourcholul0] = nvrcholu[l] = 0; /* poCet barev v komponenté */
if (lobarvi (¢, 1)) /* zkusime zacit ‘kladnou’ barvou */
break;

nstanic += nvrcholu| (nvrcholul0] < nvrcholu[l]) 70:1[;

if (nvrcholu[0] > nvrcholu[l]) obarvi (z, —2); /* prohodime barvy, zlepSeni %/
if (¢ >n){ /* povedlo se obarvit vSechny vrcholy */

printf (“Staci postavit %d stanic.\n”, nstanic);
for (i=1; i<=n; i++) if (barvy[i] > 0) printf (“%d\n”, i);
} else printf (“Stanice postavit nelze!\n”);

return 0;

17-4-3 Phirma Jana Kravalova

Nejvelevazenéjsi cisaii No-sane!

Dle Tvého hlubokomyslného rozkazu Ti phirma Jakobi-Cestn4 zasila oprav-
du skvostné dary. Na stanoveni jejich ceny se podileli nejpovolanéjsi ucenci, slo-
vutni programdtofi a osviceni teoretici, ktefi za pouZziti nejdabelstéjsich, nej-
fantasknéjSich a nejdimyslnéjsich konstrukci, mohutného binarniho stromovi
roztodivnych nazvi, jakoz i vétvovi intervalového a AVL, namnoze pak puleni
binarniho, sestavili vzletné programy lepych tvart.

S nejuctivéj$imi pozdravy
Skuteéné-Necestnd, ucetni

Vézena pani Skuteéné-Necestna,

jiz jsme se chystali Vas velkolepé vyhlizejici dar pfijmout, kdyz tu jakysi
ucetni nevelkych znalosti povsiml si vypoc¢tu mnohem jednodussiho, nemnoha
struktur vyzadujiciho, prabidné prostého, ba az hanebné rychlého.

Poslyste navod:

Vétsinu fesitelt napadla jednoducha myslenka — vytvorit k zadané posloup-
nosti a1, ...,ay posloupnost ¢asteénych souctl si,..., sy, kde s; = 22:1 ag,
a FeSeni pak hledat prostym prozkoumanim vsech moznych dvojic. Takovy po-
stup je sice priizraény a zarucené vede k vysledku, ale trvd O(N?). Nékteri
osttileni Fesitelé objevili, Zze riznymi hratkami se stromy miizeme vyziskat fe-
Seni v ¢ase O(N log N), ale my si ukdzeme FeSeni v ¢ase O(N).
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Chceme tedy najit dvojici indexti i a j (¢ < j) takovou, aby s; — s;_1 =
a; +...+a; >0 a j—1i bylo nejvyssi mozné. Navic madme vybrat Gsek s nej-
vétsim souctem. Vyuzijeme napadu s posloupnosti ¢asteénych soucti s;. Da-
le si pfipravime pomocnou strukturku — posloupnost my,...,my, kde m; =
max(si,...,sy) aindexy i a j, které nastavime na zac¢dtek posloupnosti.

V kazdém kroku se snazime najit nejdelsi kladny Gsek, ktery zacind prvkem
i, ale délame to jenom tehdy, kdyz mame jistotu, ze muze byt vyhodnéjsi nez
zatim nejdelsi nalezeny tsek. Index j tedy posouvame tak dlouho, dokud plati,
ze s; < mj41. Déle uz nesmime j zvysovat, protoZze m; je maximem z prvki
Sj,...,SN, takZe za indexem j se ¢asteéné souty uz jenom snizuji (to bychom
si k zatim nalezenému kladnému tseku pfic¢itali zdporné prvky).

Jakmile nalezneme posledni j, pro které jesté plati m; > s;, posuneme
index ¢ na ¢ + 1 a zkusime najit novy kladny tsek. Klicovym pozorovanim je
fakt, Ze s indexem j se nemusime vracet, zlepSeni muze pfrinést jediné posun
dale. Kdybychom se s j vratili zpét, mizeme uz ziskat jenom kratsi tisek nez
ten uz dfive nalezeny.

Kdykoliv nalezneme novy tsek s kladnym souc¢tem prvka, porovnadme ho
se zatim nejlepsim nalezenym tsekem a zapamatujeme si samoziejmé ten lepsi
z nich. Porovnavame nejprve podle délky, v piipadé shody jesté podle souc-
tu prvkd (ten muZeme pocitat v konstantnim case, protoze a; + ... + a; =

j i—1
D k=1 Ok = D1 @k = Sj = Si-1)-

Jak i, tak j projdou posloupnost nejhar jednou od zacatku do konce, a pro-
toZe nadist a vytvorit vSechna pole umime v ¢ase O(N), mé algoritmus linedrni
¢asovou slozitost.

#include <stdio.h>
#define MAX (a, b) (((a) > (b)) ? (a): (b))
#define MAX_N 10000
int a[ MAX_N+1]J; /* zadana posloupnost */
int s{MAX N+1J; /* posloupnost ¢asteénych soudttt */
int m[MAX_N+1]J; /* pomocné posloupnost */
int N;
int main (void) {
int €, j;
int left, right; /#* hranice zatim nejlepsiho tseku =/
printf (“N:”); scanf (“%d”, &N);
a[0]=s[0]=0;
for (i=1; i<=N; i++) {
printf (“%d. ¢len:”, 7); scanf (“%d”, a+i); /* nacteni zadané posloupnosti */
sli]=s[i—1]+a[]; /* vytvoreni posloupnosti ¢aste¢. soucttt */

m[N]=s[N];
for (:=N-1; :>=1; i——) m[i]=MAX (m[i+1], s[¢]); /* pomocnéd posloupnost =/
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left=0; right=0;
for (i=j=0; j<N; i++) {
while (<N && m[j+1]>s[i]) j++; /* najdeme novou pravou hranici */
if (j—i < right—left || s[j]—s[i] < s[right]—s[left]) continue;
/#* krat$i nebo s mensim souétem x/
left=1;
right=j;
}
if (left—right) {
printf (“Hledany usek délky %d jey”, right—left);
for (i=left+1; i<=right; i++) printf (“%dy”, ali]);
putchar (‘\n’);
} else printf (“Zadny hledany tsek neexistuje.\n”);

return 0;

}

17-4-4 Antifrnakovnik Tomas Gavenciak

Celkem jednoduché feseni této tilohy bylo v éase O(n?) vyzkouset vSechny
dvojice kabeli vlevo a vpravo. Pro trochu slozitéjsi feseni si vS§imnu, ze mizu
poloZit dotaz ,které pravé kabely jsou pfipojeny k témto levym* v ¢ase O(n).
V takovém c¢ase si stihnu nalevo pripojit k zemnéni ty kabely, které potiebuji,
a zjistit, které z pravych jsou uzemnény.

Nyni si sta¢i vybrat vhodné podmnoziny kabeld nalevo. Kabely si ocislu-
ji 1..n a budu zkoumat, jaké kabely pasuji ke kabelim vpravo — R; je ¢islo
toho kabelu nalevo, ktery je spojen s kabelem ¢ vpravo. Vyberu-li nalevo nejpr-
ve kabely s ¢islem nedélitelnym dvéma, budou mit vsechny odpovidajici kabely
vpravo ur¢ité R; liché, zatimco ostatni jsou bud nezapojené nebo maji R; sudé.
Takto jsem vlastné zjistil, jak bude vypadat 0. bit ¢isel R[i]. A stejné mohu
zjistit i 1., 2., ..., (logn)-ty bit: zapojim vZdy kabely s i-tym bitem nenulo-
vym a nastavim tento bit odpovidajicim kabelim v R;, ¢ili kabeltim, jejichz
levy konec je pfipojen na zemnéni a méa i-ty bit nenulovy. Pokud bude mit
nakonec néjaky kabel R; = 0, pak je urcité nezapojeny, jinak bude v R; ¢islo
odpovidajiciho levému kabelu.

Toto feSeni méa Casovou slozitost O(nlogn). Navic je to nejmensi mozna
slozitost, coz miuzeme dokéazat takto: i kdyby byly vSechny kabely zarucené
propojeny, potiebuji zjistit, kterou z permutaci mam pred sebou. Téch je n!,
potfebuji tedy ziskat fadové log(n!) ~ nlogn bith, pfi¢emz jednou odpovédi
ziskam pravé 1 bit. Toto je tedy dolni odhad slabsi verze naseho problému,

vvvvvv

function testuj(i:integer):boolean; {zjisti je-1li kabel i vpravo pravé zapojen}
var c:char;
begin write(’?’,i,’ ’);readln(c);testuj:=c=’a’; end;
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var
i,j,N:integer;
r:array[1..N] of integer;
begin
readln(N);
for i:=0 to trunc(log2(N)) do begin
for j:=1 to N do if (j and (1 shl i))<>0 then writeln(’+’,j);
for j:=1 to N do if testuj(j) then r[jl:=r[j] or (1 shl i);
for j:=1 to N do if (j and (1 shl i))<>0 then writeln(’-’,j);

end;
for j:=1 to N do if r[jl<>0 then writeln(r[jl,’->’,j);
end.
17-4-5 Jazykozpytec vraci uder Tomas Valla

Odvaznému stésti preje, pravi se, a velmi podobné tomu bylo i ve ¢tvrté
seridlové tloze. Kdo v sobé nasel dosti odvahy precist si dlouhé a hrozivé vypa-
dajici zadani a pochopit, co se po ném vlastné chce, zjistil, Ze vSechny tlohy jsou
velmi snadné. O tom koneckoncti svédéi i bodové zisky. Ucelem tentokrat ne-
bylo vymyslet komplikované algoritmy na komplikované problémy, jako si spise
presné uvédomit, jak spolu souvisi riazné druhy dosud prevedenych automatii.
Ale ted uz k spréavnym FeSenim.

Uloha 1: Chceme-li ukazat, Ze jazyk L = {0"1™; 1 < n < m} lze rozpoznavat
deterministickym zasobnikovym automatem koncovym stavem, zkratka tako-
vy automat sestrojime. DZA bude pouzivat stavy Q = {l,p, f}, zdsobnikové
symboly Z = {z,0}, pocéatecni stav bude [ a poc¢atecni zasobnikovy symbol z,
jediny prijimaci stav bude f. Sada instrukci bude néasledujici:

6(1,0,2) =

,20) ...naéti prvni 0
5(1,0,0) = (1,00) ...&i dalsi 0

(1
(1
0(1,1,0) = (p,\) ...zaéni odmazavat 0 ze zdsobniku
4(p,1,0) = (p,A) ...maz dalsi 0
(f,2)
(

o( 7>\ z)=(f,2
0(f,1,2)=(f,z) ...docitej zbylé 1

Princip je stejny jako u pfikladu v zadani s tim rozdilem, ze pii nacteni 01" se
jesté nacita libovolny pocet 1. Kdyby se pfi doc¢itani vyskytla 0, stroj se zastavi
na nedefinovanou instrukci, a jelikoz se nenacetlo slovo celé, bude odmitnuto.

Chceme-li ukazat, ze DZA pfijimajicim prazdnym zasobnikem jazyk L ne-
mize nikdy rozpoznavat, budeme argumentovat takto: Kdybychom takovy au-
tomat méli, slovo 0"1™ by bylo pfijato, tedy automat by vyprazdnil zdsobnik
a zastavil se tak. Ale slovo 0"1™*+! tim padem uz nikdy nemiize byt rozpo-
znano, protoze automat se zastavil uz o krok dfive. Proto zadny takovy stroj

.. uz mame 01"
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nemize vibec existovat. Podobné lze najit i regularni jazyk nerozpoznatelny
DZAPZ. Bude to tieba jazyk {a*; i € N} (pro¢ je reguldrni snad jiz nemusime
zdivodiiovat) a pouZijeme témér stejny argument.

Uloha 2: U jednoho sméru pievodu, tedy NZA piijimajici prazdnym zasobni-
kem na ekvivalentni NZA ptijimajici koncovym stavem, projde naprosto stejny
postup jako u deterministickych ZA, ktery jsme si predvedli v zadani. Druhy
smér je zajimavéjsi a jiz nutné musi néjak vyuzivat nedeterminismu stroje. Méj-
me tedy néjaky NZAKS M = (Q, 4, Z,0, qo, 20, F'). Do M pfiddme specidlni
stav ¢y a instrukece 6(qs, A, z) = (gs, A) pro kazdy zdsobnikovy symbol z. Kdy-
koli se vstoupi do stavu ¢y, zdsobnik se vymaze a stroj se zastavi. Z kazdého
prijimaciho stavu f potom natadhneme ,odbocku“ do stavu ¢y pomoci instruk-
ci 6(f, A, 2) = (qf,2) pro kazdy z € Z a f € F. V kazdém pfijimacim stavu
se pak stroj nedeterministicky rozhodne, jestli uz je to ten opravdu posledni
stav (neboli slovo je celé na¢teno), v tom ptipadé odbodi a pfijme slovo préazd-
nym zasobnikem. Pokud by vypocet odbocil dfive nez je celé slovo pfecteno,
podle nasi definice zasobnikového automatu bude slovo odmitnuto a nebudou
tak pfijimany nesmysly. Zjevné jsme tak tedy sestrojili ekvivalentni automat
prijimajici prazdnym zasobnikem.
Uloha 3: Rozmysleme si jesté pro poradek, jak se da u automatii pohlizet
na nedeterminismus. Prvni thel pohledu je takovy, Ze stroj, maze-li se v né-
kterych situacich nedeterministicky rozhodnout, je veden neomylnou intuici,
a vzdy si vybere tu moznost, kterd vede k prijeti slova. Pokud zadna cesta
k prijeti neexistuje, pak ani neomylnda intuice nepomiize a slovo bude odmit-
nuto. Druhy pohled je ten, Ze nedeterministicky automat je schopen paralelné
provadét mnoho vétvi vypoctu, a tak najit cestu k pfijeti, pokud takova ovsem
vibec existuje. Oba pohledy vystihuji nasi ptivodni definici nedeterminismu.

Myslenka nedeterministického pfijimani jazyka vSech palindromt nad abe-
cedou A = {a, b} je pomérné jednoducha: budeme nacitat symboly na zasobnik,
nedeterministicky uhodneme, jestli pravé ptisel stfed palindromu, nacez zacne-
me zasobnik vyprazdnovat a kontrolovat, jestli jsou obé poloviny symetrické.
Sepisme si to presné.

Zkonstruujeme NZA pfijimajici prazdnym zasobnikem, jehoZ mnoZina sta-
v bude @ = {l, p}, zdsobnikové symboly Z = {zg, a, b}, po¢ateéni stav bude [
a pocatecni zasobnikovy symbol zg. Sada instrukei bude tato:

d(l,z,2) = (l,zx) Vo € A,z € Z ...nacti levou pilku

p,zx)Vr € A,z € Z ...uhodni sudy stied
p,z) Vo € A,z € Z ...uhodni lichy stied

0(lyz,z) = (

0(lyz,z) = (

§(p,x,z) = (p,\)Vx € A ...ovéf pravou pililku
)= (

d(p, A, 20 p,A) ...vyprézdni zdsobnik a skonéi
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Zjevné pokud automat uhodl stfed na spravné pozici a obé pilky byly
symetrické, slovo bude prijato. Pokud symetrické nebyly, stroj se zastavi pred
vyprazdnénim zasobniku na nedefinovanou instrukci. Pokud stroj uhodl stied
palindromu pfilis brzo ¢i pfili§ pozdé, nebude nacteno celé slovo nebo se za-
stavi se na nedefinovanou instrukci pred vyprazdnénim zasobniku. Tyto vétve
vypoctu tedy nevydaji Spatny vysledek a automat tak skuteéné pfijima praveé
jazyk vSech palindromii.

Ze na tento jazyk nesta¢i DZA pfijimajici prazdnym zasobnikem, se da
odtvodnit témér stejné jako v prvni tloze. Kdyby takovy automat piijal palin-
drom a’, nemohl by jiz p¥ijmout palindrom a**?.

17-5-1 Velkovezir Pavel CiZek a Milan Straka

Dosla feSeni se dala rozdélit na tii skupiny, a to na jednak na trivialni
kvadratickd (k nim neni co dodat, pomoci éasteénych soucti fady se zkusily
v8echny mozné tseky a vybral se ten s nejlep$im priimérem), na feSeni se slo-
Zitosti O(KN) (také se zkousi vSechny moznosti, ale uvédomime si, Ze mezi
vSemi posloupnostmi s maximalnim primérem existuje alespon jedna, ktera
ma délku mensi nez 2K, viz druhé pozorovani) a na linedrni. Jak na to?

Zacnéme pozorovdnim: Mame-li posloupnost s primérem d a rozdélime ji
na dvé ¢asti, alespon jedna z nich musi mit stejny nebo vétsi priameér nez ptivod-
ni posloupnost. Necht mé jedna éast délku I, druhd l5. Kdyby tvrzeni neplatilo
(prameér prvni ¢asti dy < d a také da < d), byl by primeér celé posloupnosti:

l1-d1+1sg-da Zld—l—lgd_
I+ s I+ 12
ostfe mensi nez d, coz neni mozné, protoze d je jeji primér. Navic stejné po-
zorovani se da provést i pro opa¢nou nerovnost, ze tedy primeér jedné z casti
musi byt mensi nebo roven primeéru celé posloupnosti.

Primichejme jesté toto pozorovani: Oznacme ¢, , prumér Cisel s indexy
a az b a Yy ax nejvetsi prameér néjaké posloupnosti. Predpokladejme, ze posloup-
nost s maximalnim primeérem koné¢i prvkem s indexem L > i+ K a Ze prumér
vSech posloupnosti, které konéi prvkem 7, neni maximalni (matematik by fekl,
ze pro kazdé 1 < j < ¢ plati ;.. ; < @max). Potom posloupnost s maximalnim
primérem zaciné na Cisle s indexem vét$im nez 1.

@ Rozepisme, jak dopadne primér posloupnosti za¢inajici prvkem j < i:

0ji-(t—7+1)+@iy1..0 - (L—1)

. — <
@]...L L—j+1 =
< Pj..i* (t—j+ 1)"" Pmax - (L — 1) <
- L—-j5+1
max * i —J 1 max * L_.
< Pmax (= JH D Fmax(L=0)
L—-j+1
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Tedy zadné z ¢isel s indexem 1...¢ nemize byt obsazeno v posloupnosti s ma-
ximalnim primérem.
Dost uz bylo pfihazovéani pozorovani, pojdme z nich nyni vafit algoritmus.
Na zac¢atku vezmeme prvnich K prvkid, které budou tvorit zpracovavanou pod-
posloupnost. V kazdém kroku algoritmu posuneme pravy konec zpracovavané
posloupnosti o jeden prvek doprava. Jeji levy konec uz nemusime posouvat
zpatky doleva, mizeme ho nechat tam, kde je (a druhé pozorovani nam Fika,
7e nepfijdeme o zadnou posloupnost s maximalnim primérem). Levy konec
tedy nemusime posouvat doleva, ale miize se nam stat, ze ho budeme muset
posouvat doprava, abychom zvétsili primér zpracovavané posloupnosti. Jak,
to vyresime za chvilku. Takto v tomto kroku najdeme posloupnost s nejvétsim
prumeérem, kterd ma pevny pravy konec a vznikla zkracovanim posloupnos-
ti z minulého kroku. (Netvrdime, Ze tato posloupnost ma nejvétsi pramér ze
vSech, které konc¢i timto pravym okrajem, ale z druhého pozorovani vime, ze
jsme nezapomnéli na posloupnost s maximéalnim primeérem, a to nam stadi.)
Kdy?7 si z téchto posloupnosti (pro kazdy pravy okraj mame jednu) vybereme tu
s nejvétsim prumérem, najdeme urcité posloupnost s maximalnim primérem.
Jak tedy presné vypada krok algoritmu? Na zacitku L := 1 a P := K,
zpracovavana posloupnost je prvnich K prvki. V kazdém dalsim kroku udélame
e P:=P+1
e dokud existuje L' > L, ze P—L'+1 > K (nezkratime moc) a pr/ p >
©rL..p (zlepSime primér), pokldddme L := L’. Navic pokud pouZije-
me naSe prvni pozorovani a trochu se zamyslime, zjistime, ze pod-
minka ¢y p > . p (Cist posloupnosti ma vétsi pramér) je stejnd
jako podminka ¢y, -1 < .. p (druhd ¢ast posloupnosti ma mensi
prumér). Pro nas bude druhd varianta lepsi.
Zbyva tedy vyresit, jak zjistit, kdyz mame L a P, jestli existuje prvek
L', aby primér posloupnosti prvkt L...L" — 1 byl mensi neZ primér prv-
ki L...P (pr..1—1 < @r..p). Pouzijeme k tomu datovou strukturu, kte-
r4 bude kombinaci fronty a zasobniku (bude umét data pfiddvat na jeden
konec a odebirat je z konct obou), fikejme ji frobnik. Ve frobniku budeme
mit uloZenou informaci o tom, jak vypadaji praméry posloupnosti mezi prv-
ky L a P — K. Presnéji feCeno v ném budou uloZeny priumeéry posloupnosti
Xo... X1 —-1,Xy...X—1,...,Xg-1...Xg — 1 s tim, Ze Xo = L (za¢indme
vidy vL) a Xg = P— K +1 (kon¢ime vzdy v P — K). Navic bude vzdy platit,
ze prumér jedné posloupnosti je mensi nez prumeéry vsech posloupnosti, které
se nachdazeji ve frobniku (a tedy i v pivodni posloupnosti) za ni, matematicky
feceno wx, ;. x,—1 < OX,.. . Xij1—1-
Data budeme ve frobniku udrZovat nésledujicim zptsobem. Na zacatku
v ném neni nic, protoze P — K = 0. Pak vzdy, kdyz zvétsujeme P, prida-
me na konec frobniku primér jednoprvkové posloupnosti s prvkem na inde-
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xu P — K (kdyz pfiddvame prvek do zkoumané posloupnosti, pfiddme do
frobniku prvek, ktery jesté muze byt v posloupnosti konéici prvkem P). To
nam ale mohlo pokazit vlastnost zvétSujicich se priméri. Pokud se tak stalo
(pxg_1..Xs-1 = ¢p-k.. p-k = P — K), budeme slu¢ovat dvé posledni po-
sloupnosti ve frobniku do jedné, dokud nebude platit, Ze primér posledni po-
sloupnosti ve frobniku je vétsi nez prumér posloupnosti predposledni, pfipadné
dokud neslouc¢ime vSechny posloupnosti do jedné.

KdyZ jsme tedy takto upravili frobnik, mtiZeme zkusit najit hledané L',
aby primér prvki L...L' — 1 byl mensi nez primér prvkia L...P = ¢ p.
Vezmeme prvni posloupnost z frobniku (je to posloupnost L... L' —1) a pokud
ma prameér mensi nez ¢y, p, je to nase hledana posloupnost s mensim prameé-
rem, tedy polozime L = L', a tuto posloupnost z frobniku odebereme. Takto
pokracujeme, dokud je primér prvni posloupnost ve frobniku mensi nez ¢ p
nebo dokud frobnik nevyprazdnime.

Nyni uz vime, jak algoritmus pracuje, zbyva zjistit slozitost. Program se
sklada z N kroki, v kazdém zvétsujeme P, upravujeme L (frobnik) a testujeme,
zda je nalezena posloupnost lepsi nez dosud nalezend. Kromé tprav frobniku
jsou vSechny tyto operace konstantni, tedy ¢asova slozitost algoritmu bez tprav
frobniku je linearni. Do frobniku vlozime nanejvys N posloupnosti, kazda se
miuZe nanejvys jednou sloucit a jednou vyndat, takze vSechny operace s frobni-
kem trvaji dohromady také jenom linedrné dlouho. (V jednom kroku algoritmu
sice mtzeme ve frobniku sloucit az O(N) posloupnosti, ale uvédomte si, Ze slou-
¢it mohu jenom to, co jsem do frobniku dal, takZe slu¢ovani je celkem nanejvys
N — K.) Tedy ¢asova slozitost celého algoritmu je linedrni, pamétova taktéz.
#include <stdio.h>
#define MaxzN 1000

struct PolozkaFrobniku {
int Delka;
int Soucet;
b
int N, K, Cisla[MazN];
int AktualniDelka, AktualniSoucet;

int Levy, Pravy; /* aktudlné zpracovavané fady =/
struct PolozkaFrobniku Frobnik[MazN]; /* je vysvétlen v popisu Feseni */
int Virchol, Dno; /#* vrchol a dno zasobniku */
double NejPrumer; /#* nejlepsi tsek - pramér */

int NejLevy, NejPravy; /* a levy + pravy konec */

int main (void) {
int index;
printf (“Zadej pocet ¢isel:”); scanf (“%d”, &N);
printf (“Zadej K:”); scanf (“%d:”, &K);
printf (“Zadej ¢isla:”);
for (index = 0; index < N; index++) scanf (“%d”, & Cislalindez]);
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Vrchol = 0; Dno = 0; /* inicializace frobniku */

AktualniDelka = K;

AktualniSoucet = 0;

for (index = 0; index < K; index++) AktualniSoucet += Cisla[indez];

/* Aktudlni kus fady je prvnich K &isel =/

Levy = 0; Pravy = K—1; /#* konce zkoumané posloupnosti */

NejLevy = 0; NejPravy = K —1; NejPrumer = AktualniSoucet / (double) K;
/* a je to zatim nejlepsi tsek */

for (Pravy = K; Pravy < N; Pravy++) { /* projdeme vSechny pravé konce */
AktualniSoucet += Clisla[Pravy]l;
AktualniDelka++; /* pridame ¢islo na konec posloupnosti */
Frobnik| Vrchol].Delka = 1;
Frobnik[ Vrchol].Soucet = Cisla[Pravy — K]; /* pfidame ¢islo na frobnik */
Vrchol++;

/* a ted frobnik opravime */
while ( (Vrchol — Dno > 1) && /# dokud tam jsou 2 prvky a chyba */
(Frobnik| Vrchol—1].Soucet * Frobnik|Vrchol—2].Delka <
Frobnik| Vrchol—2].Soucet * Frobnik[Vrchol—1].Delka))
{
Vrchol——; /* sluéujeme */
Frobnik[ Vrchol—1].Soucet += Frobnik[ Vrchol].Soucet;
Frobnik|Vrchol—1].Delka += Frobnik[Vrchol].Delka;

}

/* nyni jdeme opravit kandidata na maximum x/

while ( (Vrchol = Dno) && /* dokud je néco ve frobniku */
(Frobnik[Dnol.Soucet * AktualniDelka < /% a vylepSujeme pramér */
AktualniSoucet * Frobnik[Dno].Delka))

AktualniDelka —= Frobnik|[Dno].Delka;
Levy += Frobnik[Dno].Delka;
AktualniSoucet —= Frobnik|Dno].Soucet;
Dno++;

}

if (AktualniSoucet / (double) AktualniDelka > NejPrumer) {
/* nasli jsme néco lepsiho */
NejLevy = Levy;
NejPravy = Pravy;
NejPrumer = AktualniSoucet / (double) AktualniDelka;
}
}

printf (“Nejvyssi pramér %g mé tsek od %d do %d.”,
NejPrumer, NejLevy+1, NejPravy+1);
return 0;
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17-5-2 Ranni hrose David Matousek

Pri reseni kazdé tlohy je nejprve nutno pochopit zadani. To se mnohym
fesitelim této tlozky nepovedlo i presto, ze tloha byla zadana pomérné sro-
zumitelné. Ukolem bylo zjistit, zda existuje néjaky interval h z mnoziny H
awvzV,zeh zaéind i konéi dfive nez v. Tedy jednd se o ulohu zjistovaci,
na kterou stacilo odpovédét ano nebo ne. Vypsani hledané dvojice intervali
navic samozifejmé neni nijak na Skodu, ale nebylo potfeba. Co vsak jiz vadi, je
situace, ve které tesitel vypisuje vSechny vyhovujici dvojice intervali, to vede
na trividln{ kvadraticky algoritmus. Takovato feSeni necht do budoucna odradi
ne vic nez dva body za funkénost.

Tato tloha se d& optimalné pofesit rozlicnymi pfistupy. Zkusme nejprve
setfidit obé mnoziny dohromady podle pocatki interval. Nyni prochazejme
po setfidéné posloupnosti. Budeme si pfitom pamatovat jeden interval z mno-
ziny H, fikejme mu kandidat, ktery ma takovou vlastnost, Ze pokud existuje
néjaka dvojice vyhovujicich intervald, pak existuje i vyhovujici dvojice, ve které
se nachazi nas kandidat. Na pocatku si poznacme, ze kandidata jesté nemame.
Pokud tedy pfi priichodu narazime na interval z mnoziny H, pak ho porovna-
me s kandidatem. V pripadé, ze nové nalezeny interval je ,lepsi, oznac¢ime ho
za nového kandidata. Nové nalezeny interval A je ,lepsi“ neZ interval B prave,
kdyz jeho konec je mensi.

Nyni rozeberme piipad, kdy narazime na interval z mnoziny V. Pokud
jesté nemame kandidata, znamend to, ze neexistuje zadny interval z mnozi-
ny H takovy, ktery ma mensi zacatek, tehdy jdeme v posloupnosti dale. Pokud
v8ak jiz mame néjakého kandidata, pak jeho zacatek je diky setFidénosti mensi
nez zacatek nové nalezeného intervalu. Staci tedy porovnat konec kandidéita
s koncem nového intervalu a v pfipadé, ze kandidat ma konec intervalu mensi,
skon¢ime, protoze jsme pravé nalezli vyhovujici dvojici.

Linearita prichodu po setfidéni i jeho konecnost je ziejma. Celkova ¢asova
slozitost algoritmu je tedy ovlivnéna t¥idénim, které pro necelociselné intervaly
umime pii nejlepsim v ¢ase O(N log N), kde N budiz soudet velikosti mnozin
H a V. Pamétova sloZitost je viici stejnému N linearni.

Zbyva ukéizat, ze pokud FeSeni existuje, nas algoritmus ho najde. At tedy
dvojice intervald spliiujici zadani existuje, ozna¢me ji h a v, kde h je z H,
v z V, pak pfi prichodu posloupnosti narazime na h diive nez na v. Tedy jisté
dojde k porovnani h s kandidatem, v pripadé, ze je kandidat ,lepsi“, pak dvo-
jice kandidat a v také spliiuje zadané podminky. V pripadé, ze kandidat neni
»lepsi“, pak dojde k nahrazeni kandidata intervalem h. Tedy po priichodu pres
h spliiuje kandidat podminky pro hledané intervaly. Zfejmé pokud v budouc-
nu se kandidat zleps$i, stale bude kandidat spliiovat podminky. A konec¢né az
narazime pfi pruchodu na v, porovname jej s kandidatem a program skonéi.

118



Vzorova reSeni 17-5-2

Na zavér zminim, Ze feseni, kterd méla po setfidéni jiz jen linedrni priicho-
dy, tedy takova, ktera by se v pfipadé celociselnych intervalti dala napsat i se
setfidénim v linedrnim case, byla o malicko lépe ohodnocena nez ostatni feseni.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

typedef enum { HARE, HIPPI, NOBODY } OWNER; /x vlastnik intervalu */
typedef struct { OWNER owner; int start, end; } INTERVAL;

int compare (const void *a, const void *b) /* porovnavani intervalt do gsortu =/
{ return ( ( (INTERVAL x)a)—>start — ( (INTERVAL x)b)—>start); }

int main (void) {

int h_count, v_count, hv_count; /* # intervall hrosika, zajice a obou */
scanf (“%d%d”, &h_count, &v_count); /* nacteme vstup do pole hv a setfidime */
hu_count=h_count+uv_count;

INTERVAL hv[huv_count]; /* mnoziny H a V dohromady */

for (int i=0; i<h.count; i++) { /#* hrosikovy intervaly =/

scanf (“%d%d”, &hv[i].start, &hv[i].end);
hv|i].owner=HIPPI,;

for (int 1=0; i<v_count; i++) { /* zajicovy intervaly */
scanf (“%d%d”, &hv|[h_count+i].start, &hv|h_count+i].end);
hv|h_count+i].owner=HARE;

gsort (hv, hv_count, sizeof (INTERVAL), compare); [+ setfidime %/

/* projdeme a hleddme vhodné intervaly =/
INTERVAL hippi.min={.owner=NOBODY}; /* hrosikav kandidat zatim zadny =/
for (int i=0; i<huv_count; i++) {

/* pokud jesté nemame kandidata, pak kadidujeme prvni hrosikiv interval */

/* nebo pokud jsme nasli lepsi interval, zménime kandidata */

if ( (hv[i].owner==HIPPI) &&

( (hippimin.owner==NOBODY) || (hippimin.end>hv[i].end))) {
hippimin.owner=hv[i].owner; /* nastavime hodnoty nového kandidata =/
hippimin.start=hv|i].start;
hippimin.end=hv|[i].end;
continue;

}

/* v ptipadé zajicova intervalu porovname s kandidatem, pokud mame */
if ( (hv[i].owner==HARE) && (hippi_min.owner!=NOBODY ) &&
( (hippimin.start<hv[i].start) && (hippiimin.end<hv[i].end))) {
printf (“Hledané intervaly existuji:\n”);
printf (“Zajicek: [%d,%d]\n”, hv[i].start, hv[i].end);
printf (“Hrosik: [%d,%d]\n”, hippimin.start, hippi. min.end);
return 0;

}

printf (“Zadané podminky nespliiuji zddné dva intervaly.\n”);
return 0;

}
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17-5-3 Nouze V-dali-hrocha Martin Mares

Poslyste ptribéh kratochvilny o tom, jak hrosik v nouzi poprosil o pomoc
kmotficku Rekurzi (fuky tuk!) a jak to dopadlo.

Malicky hrosik to asi jesté nevi, ale to, co potfebuje, je vypsat vSechny
permutace mnoziny {1,..., N} (¢ili vSechna mozna uspofadéani téchto ¢isel)
tak, aby se sousedni permutace liSily prohozenim pravé jedné dvojice prvku
(méte-li radi cizi slovicka, tak jednou transpozict). A my vyfesime rovnou tézsi
variantu ulohy, kterd po nas zada, aby se jedinou transpozici liSila i prvni
a posledni permutace.

Jak na to? Vsimnéme si, Ze vSechny permutace N prvka ziskdme z per-
mutaci NV — 1 prvka tak, ze do kazdé ptvodni permutace vlozime prvek N
postupné na viechna moznéa mista. Cili pokud uz vime, ze pro N = 2 existuji
permutace 12 a 21, pak pro N = 3 mizeme z 12 ziskat 312, 132 a 123, zatimco
z 21 ziskdme 321, 231 a 213. Kdyz si uvédomime, ze mist, kam vlozit novy
prvek, je vidy N, dostaneme ihned vzorecek, ktery nam fekne, ze permutaci
N prvki je p(N) =N -p(N =1),¢lip(N)=N-(N-1)-(N—-2)-...-2-1
(obvykle zna¢ime N!, tedy faktorial z N).

Vyzbrojeni timto pozorovanim ziskame ihned jednoduchy algoritmus, ktery
nam vSechny permutace vygeneruje. Pokud je N = 1, vratime ihned jedinou
permutaci, a to jednicku samu. Pokud je N > 1, rekurzivnim zavolanim naseho
algoritmu vyfesime tlohu pro N — 1, ¢imz ziskdme néjaké permutace p; az
p(n—1)- Nyni do nich budeme vkladat N-ty prvek, pficemz do p; ho vlozime
nejdfive na posledni pozici, pak na predposledni, atd. az na prvni, zatimco u ps
budeme postupovat popfedu, u p3 opét pozpatku atd.

Nejlépe to asi bude vidét na ptikladu:

ProN=1:1
Pro N =2:12 21
Pro N =3: 123 132 312 321 231 213

Tak dosahneme, zZe se sousedni permutace lisi jen jednou transpozici: mezi
dvéma sousednimi permutacemi vzniklymi z jedné p; se pfesunulo pouze N
na sousedni pozici, zatimco mezi posledni vzniklou z p; a prvni z p;11 zustalo
N na misté a zménily se pouze ostatni prvky, ovSsem podle stejného algoritmu,
takze také s jedinou transpozici [ejhle, dikaz indukci].

Prvni vygenerovand permutace bude uréité 12... N (kazdy prvek startuje
vpravo). Jak ale bude vypadat ta posledni? Jelikoz pro N > 2 je (N —1)! sudé
¢islo, budeme v p(n_1) posouvat N-kem zleva doprava, takze N skon¢i na po-
sledni pozici. Indukci nahlédneme, Ze tak dopadnou i vSechny ostatni prvky
az na jednicku a dvojku, které zistanou prohozené. Proto posledni permutace
bude 2134 ... N, pfesné, jak potifebujeme.

N&as algoritmus ma ale jeden velky hacek: potfebuje z rekurze vracet ce-
Iy vygenerovany seznam permutaci, takze ma pamétovou slozitost O(N - N!).
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To véru neni dobré, ovéem mtiizeme to snadno napravit: pfipravime si uz na za-
¢atku celou pocatecni permutaci 12... N a pouzijeme rekurzivni proceduru,
ktera pro dané ¢ proskace aktualni permutaci prvkem ¢ a mezi kazdymi dvéma
skoky zavola sama sebe pro i 4+ 1. Jen si pro kazdy prvek potiebujeme pama-
tovat, jestli jsme jim naposledy skakali doleva nebo doprava, abychom spravné
stiidali sméry, a také se ndm bude hodit udrzovat si inverzi permutace, ¢ili pole,
které nam pro kazdy prvek rekne, kde se zrovna v permutaci nachéazi.

Vsimnéte si, ze pfi proskakovani ¢:-ckem nas prvky vétsi nez ¢ nebudou rusit,
protoze jsou bezpecéné uklizeny na jednom ¢i druhém kraji permutace, takze
opravdu staci i-Ckem posouvat na sousedni pozici ve spravném sméru. Tim jsme
vlastné mimodék splnili mnohem vic, nez po nas zadani chtélo: pouzivame jen
transpozice sousednich prvki.

Zbyva rozebrat slozitost: Nase rekurzivni procedura potfebuje jen konstant-
ni ¢as na vymysleni jedné permutace, le¢ na jeji vypsani je potieba ¢as linearni.
Proto pokud chceme vypisovat celé permutace, ¢asova slozitost nutné dosahne
O(N - N!) a lépe to ani nejde, protoze je to ¢as linedrni ve velikosti vystupu;
kdyby nam stacilo vypsat posloupnost prohazovani, zvladli bychom to v case
O(N!) a opét to lépe nemuize jit. Paméti spotfebovavime linedrni mnoZstvi
(linearné velkd globélni pole a konstantné na kazdou z N trovni rekurze).

Pozorny ¢tenaf si asi povSimne, Ze argument s velikosti vystupu na jed-
@ nu nohu pokulhava, protoze vystupem je preci desitkovy zapis permutace,
ve kterém na kazdy prvek spotfebujeme fadové log N ¢islic, takze cely zapis
musi méFit O(N log N) namisto O(N). To je i neni pravda, tato potiz je totiz
dtisledkem toho, Ze jsme si nikdy pamétovou slozitost (ani velikost vstupu a vy-
stupu) nezavedli precizné. D4 se zavést dvéma zpusoby: budto miizeme pocitat
slozitosti na chlup presné a mérit velikost vstupu a vystupu i zabranou pa-
mét v bitech (coz ,opravdova® teorie sloZitosti skutecné déla a zde ji vyjde
N -log N), nebo si zvolime jako zékladni jednotku jeden integer (rozumné ve-
likosti, feknéme polynomialni v N, abychom pfedesli trikim a la naskladani
celého vstupu do jediného integeru) a v8e méfime v integerech. V KSP obvykle
pouzivame ten druhy, vyrazné jednodussi (i kdyz nékdy zbyteéné hrubozrn-
ny) pfistup, a ten ndm v tomto piipadé ¥ikd, ze vystup je velky jenom O(N).
Podobné je to s ¢asovou slozitosti: v druhém piipadé povazujeme kazdou arit-
metickou operaci za konstantné rychlou, v prvnim jeji slozitost zavisi na poctu
bitt ¢isel, se kterymi operace pocita. Toto téma jesté nakousneme v tvodu
k dalsimu ro¢niku KSP.

program NouzeJezNaucilaVDaliHrochaRekurzi;

type index=1..16; { Rozsah &isel prvka }
var N:index; { PoCet prvka }
a,b:array [index] of index; { Pravé zpracovavanad permutace a jeji inverze }
dir:array [index] of -1..1; { Kterym smérem putuje ktery prvek }
i:index; { Pomocna proménnd prchavého vyznamu }
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procedure show; { Vypise aktudlni po¥adi }
var k:index;
begin
for k:=1 to N do write(alk], ’ ’);
writeln;
end;

procedure swap(i,j:index); { Prohodi dva prvky, vypiSe nové pofadi }
var k:index;
begin

k:=alil; alil:=aljl; aljl:=k;

blaljl]:=j; blalil]:=i;

show;
end;
procedure Vdalihroch(i:index); { The core of the poodle: posouvd i-tj prvek }
var j:index;
begin
if i>N then exit; { Ale vzdyt tolik jich neméme! }
for j:=1 to i-1 do begin { Posouvat ho budeme celkem (i-1)-krat }
Vdalihroch(i+1); { Mezitim vZdy prostrkame prvky s vétSimi &isly }
swap(b[i], blil+dir[i]); { A posuneme ve spravném sméru }
end;
Vdalihroch(i+1); { Jesté& jednou pro posledni pozici }
dir[i] := -dir[il; { Pamatuj, p¥isté& pljdeme opaéné }
end;
begin
read(N); { Velikost mé&ste&ka }
for i:=1 to N do begin { Prostoducha inicializace }
ali] := i; ©bl[i] := i; dir[i] := -1;
end;
show; { UkadZeme, kde jsme zacali }
Vdalihroch(1); { Go! Go! Go! }
end.
17-5-4 Kudy tudy cesticka Zdenék Dvorak

Zacéneme tim, Ze si uré¢ime, v jakém poradi po sobé nasleduji zadané body
na obvodu mnohothelnika (feknéme proti sméru hodinovych ruéicek). Jeden
ze zpusob1, jak to udélat, je vybrat si nejlevéjsi bod bod A a ostatni body
setfidit sestupné podle dhlu, ktery svird jejich spojnice s bodem A s osou z.
Mozné o néco jednodussi nez si pro kazdy takovy vektor pocitat tento thel,
je pouze umét pro libovolné dva takové vektory rozhodnout, ktery z nich je
ma tento thel vétsi. To pozname podle znaménka jejich vektorového soucinu:
Pokud je tento soucin kladny, lezi druhy vektor v levé poloroviné urcené prvnim
vektorem, a tedy je tihel druhého vektoru vétsi. Pov§imnéte si, ze pokud vektory
porovnavame timto zpusobem, miZeme si bod A vybrat libovolné, tj. nemusime
ani hledat nejlevéjsi zadany bod.
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vSechny vrcholy. Vrcholy navstivené P’ tvofi souvisly interval I na obvodu mno-
hotihelnika (bréano cyklicky, tedy za N-tym vrcholem néasleduje prvni). Kdyby
tomu tak nebylo a P’ by n&jaky vrchol w preskocil, cesta P by se bez k¥iZzeni
nemohla dostat zaroven do w a do ostatnich vrcholi. Z toho plyne, Ze posledni
vrchol u tseku P’ musi byt jeden z krajnich bodu intervalu I a nésledujici
vrchol v cesty P je jeden z maximéalné dvou vrcholl, které sousedi s krajnimi
body I na obvodu mnohothelnika (samoziejmé v a v musi byt také spojeny
pésinkou).

Nabizi se fesSeni zvolit si néjaky vrchol a poté prochazet vSechny cesty,
které v ném zacinaji. Nicméné podle pozorovani z pfedchoziho odstavce mutze
byt mozné kazdy pocatecni tisek rozsitit dvéma zptisoby, tedy vSech takovych
cest mize byt Ffadové az 27V. To je pFilis mnoho a pfimocary program zalozeny
na této myslence by byl netinosné pomaly.

Oznacme si £(y, z) délku pésinky mezi dvéma vrcholy y a z (tato hodnota
je oo, pokud mezi vrcholy y a z péSinka neni). Prochézet vSechny cesty je
beznadéjné, ale vsimli jsme si, Ze pocatecni tsek libovolné nekfizici se cesty
odpovid4 né&jakému intervalu. Interval@ neni mnoho (jen fadové N?), zkusme
toho vyuzit. Je pro nas celkem nepodstatné, jak presné cesta vypada uvnitf
intervalu, zajima nas pouze jeji délka. Budeme si tedy pro kazdy interval mezi
vrcholy s Cisly w a v pocitat délku nejkratsi cesty, kterda pokryje interval u a v
a navic skon¢i v predepsaném vrcholu x (kde x je bud u nebo v). Oznacme
si délku nejkratsi takové cesty L(u,v,z). Necht bez Gjmy na obecnosti = v.
Predposledni vrchol této cesty potom je bud u nebo v — 1, a z téchto moznosti
si chceme vybrat tu lepsi. Takto dostavame, ze

L(u,v,v) = min(L(u,v — 1,u) + £(u,v),
L(u,v—1,v—1)+4(v —1,v)).

Z tohoto vztahu jiz snadno vSechny hodnoty L(u, v, x) spoc¢itdme — k jejich
vypoctu potifebujeme znat hodnoty L pro kratsi intervaly, udélame si tedy
tabulku, do niz budeme pocitat tyto hodnoty postupné podle rostouci délky
intervalu. Jesté zminme, Ze pro intervaly délky 0 (tj. jednotlivé vrcholy) si
nastavime L(v,v,v) = 0. Tato tabulka bude mit velikost 2N? a kazdé jeji
policko spocitame z predchozich hodnot v konstantnim c¢ase. Délku nejkratsi
cesty, kterd projde vSechny vrcholy, pak dostaneme jako minimum z hodnot
L(v,v — 1,v) pro v8echny vrcholy v.

Zbyva prijit na to, jak najit tuto cestu, ne jen jeji délku. P¥i vypoctu hod-
noty L(u,v,x) si miZeme zapamatovat, ktery vrchol mé byt pfedposledni. Pak
snadno cestu zkonstruujeme odzadu — za¢neme poslednim vrcholem vy, k nému
si najdeme predposledni vy_1, k tomu pak vy_s, atd., az dokud nedojdeme
k prvnimu vrcholu.
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TFidéni vrcholt na obvodu mnohotuhelnika ndm zabere ¢as O(N log N),
délku cesty si uréime vyplnénim tabulky v ¢ase O(N?) a cestu samotnou nalez-
neme v ¢ase O(N), vyslednd ¢asova slozitost je tedy O(N?). Pamétova slozitost
je dana velikosti tabulek L a £ a je tedy O(N?). Povsimnéte si, Ze pokud bychom
chtéli znat pouze délku nejkratsi cesty P a nepotifebovali bychom P vypsat,
stacilo by ndm pole L velikosti O(N) — pocitali bychom si hodnoty L(u,v, )
podle vzrustajici délky k intervalu mezi vrcholy u a v a pamatovali bychom si
pouze dva fadky tabulky — (k — 1)-ni a k-t¥.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MAXN 100
#define NEKONECNO 100000

struct bod {

int z, y; /* Soufadnice bodu. x*/
int cislo; /* Cislo bodu v poradi */
h /* podél obvodu mnohouhelnika. s/

static int N;
static struct bod body[MAXN];
static int vzdalenost[ MAXN|[MAXNT];

static int LIMAXN]|[MAXN][2]; /% Pole L(u,v,z): L[u][v][0] pokud z = u
L[u][v][1] pokud z = v. */
static int predposledni|[ MAXN]|[MAXN][2]; /* Predposl. vrchol cesty, index jako L. =/
static int porovnej_smery (const void xa, const void *b) { /* Porovna sméry vektoru */
const struct bod xba = a; /* od bodu a k body[0] */
const struct bod xbb = b; /* a od bodu b k body[0]. */

int dza, dya, dzb, dyb;

dza = ba—>z — bodyl0].z;
dya = ba—>y — body[0].y;
dzb = bb—>z — body|0].z;
dyb = bb—>y — body[0].y;

return — (dza * dyb — dya * dxb);

}
static void nacti (void) { /* Nacte vzdalenosti a body a ty setfidi =/
int u, v, I /#* dle pofadi na obvodu mnohotuhelnika. */
scanf (“%d”, &N);
for (v =0; v < N; body[v].cislo = v, v++)
scanf (“%d%d”, &body[v]).z, &body[v].y);
gsort (body + 1, N — 1, sizeof (struct bod), porovnejsmery);
for (v =0; u < N; ut++)
for (v =0;v < N; v++)
vzdalenost|u][v] = NEKONECNO;
while (scanf (“%d%d%d”, &u, &v, &l) == 3)
vzdalenost[u — 1|[v — 1] = vzdalenost[v — 1][u — 1] = [;
}
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/* Rozsifi nejlepsim zptsobem interval (u,v) pfidanim dalsiho vrcholu cesty dalsi. */
/* Délku rozsifené cesty ulozi do delka a index pfedposledniho vrcholu do predp. =/
static void rozsir_usek (int w, int v, int dalsi, int *delka, int *predp) {
int cislou = body[u].cislo;
int cislov = body|v].cislo;
int cislo_dalsi = body|dalsi].cislo;

int lu, lv;

if (L[u][v][0] == NEKONECNO || vzdalenost|cislo_u|[cislo_dalsi] == NEKONECNO)
lu = NEKONECNO;

else
lu = L[u][v][0] + vzdalenost|cislo_u][cislo_dalsi];

if (L[u][v][1] == NEKONECNO || vzdalenost|cislo-v][cislo_dalsi| == NEKONECNO)
lv = NEKONECNO;

else

lv = L[u][v][1] 4+ vzdalenost|cislo_v][cislo_dalsi];
if (lu < W) {

xdelka = lu;
*predp = u;
} else {
xdelka = lv;
*predp = v;

}
}

static void vypln polozku (int w, int v, int z) { /x Vyplni L[u][v][z]. */
int w1, vi;
ul = (u+1) % N;
vl= (v+ N -1)% N;

if (2) /* Uréujeme L(u,v,v). =/
rozsir_usek (u, vl, v, &L[u][v][z], &predposlednilu][v](z]);
else /* Urcujeme L(u,v,u). */

rozsir_usek (ul, v, u, &L[u][v][z], &predposlednilu][v](z]);
}
static void vypln L (void) { /* Vyplni tabulku L. =/
int w, v, I, z;

for (v =0;v < N; v++) {

Llv][0][0] = 0;
Llv][v][1] = 0;
predposledni[v][v][0] = —1;
predposledni[v][v][1] = —1;

}
for (I=1;1< N;l++)
for (u=0;u < N; ut++) {
v= (u+1)%N
for (z =0;2z < 2; 24++)
vypln_polozku (u, v, z);

125



Korespondené¢ni seminaf z programovani MFF 2004/2005

/* VypiSe cestu pokryvajici interval (u,v) a konéici vrcholem z (z je bud u nebo v). */
static void vypis_cestu (int u, int v, int z) {
int z, predp;
int ul, vl;

ul = (u+1) % N;
vl= (v+ N -1)% N;

z= (v==uz);

predp = predposledni[u][v][z];

if (predp == —-1) {
printf (“%d”, body[z].cislo + 1);
return;

}

if (z) vypis_cestu (u, vI, predp);
else vypis_cestu (ul, v, predp);

printf (“u,%d”, body[z].cislo + 1);

}
int main (void) { /+ Hlavni program. =/
int v, minv, min;
nacti ();
vypln.L ();
min = L[0][N — 1][0];
minv = 0;
for (v=1; v < N; v++)
if (Lv][v — 1][0] < min) {
min = L{v][v — 1][0];
minv = v;
}
if (min == NEKONECNO)
printf (“Cesta neexistuje.\n”);
else {
printf (“Cesta majici délku %d:\n”, min);
vypis_cestu (minv, (minv + N — 1) % N, minv);
printf (“\n”);
}
return 0;
}
17-5-5 Jazykozpytec se louci Tomas Valla

Nebude zifejmé na skodu, kdyz si jesté jednou poradné rozmyslime, co jsou
to vlastné gramatiky. Gramatika je nastroj, ktery se pouziva pro presny for-
maélni popis jistého jazyka. Abychom mohli o ur¢ité gramatice diskutovat, jaky
jazyk vlastné popisuje, hodi se na chvili na ni pohlizet jako na stroj, ktery po-
stupné generuje slova podle ptfepisovacich pravidel. Takovy vypocet je v prin-
cipu nedeterministicky, typicky totiz byva na vybér nékolik pravidel, které se
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v daném okamziku mohou pouzit. Nékteré vétve vypoctu jsou slepé — pokud se
v nich expandované slovo ocitne, nikdy z néj jiz nevymizi neterminalni symboly
a vypocet se nezastavi. VSechny mozné vétve vypoctu, které naopak tGspésné
skon¢i odstranénim vsech neterminald, potom svym vyslednym slovem tvoii
jazyk gramatiky. Chceme-li sestrojit gramatiku popisujici néjaky jazyk L, mu-
sime jednak zajistit, aby se sadou prepisovacich pravidel bylo mozno vytvorit
vS8echna slova jazyka L, ale hlavné ukézat, ze vSechny ostatni vétve vypoctu
jsou slepé a gramatika tak netvoii slova nepattici do L.

Uloha 1: Prvni tiloha je snadn4, gramatiku pro jazyk {a’b’cF; 1 <i < j <k}
vytvofime tpravou piikladu ze zadani. Nosnd myslenka bude nasledujici: kro-
mé ptvodnich pravidel z piikladu, které zajistovaly namnozeni stejného pocétu
symboll a, b a ¢, dodame jesté pravidlo na pfimnozeni libovolného mnozstvi
primnozeni libovolného poc¢tu samotnych symboli c. Zjevné tak bude v kazdém
okamziku platit 1 < ¢ < j < k, a kazda platnd kombinace poctu ¢, j, k bude
nasi gramatikou pokryta.

Tedy presné, sestrojime gramatiku G = (Vy, Vr, S, P), kde mnozina neter-
minalt bude Vi = {a, b, ¢}, mnozina neterminalt Vy = {5, B, C, X'}, startovni
symbol S a sada prepisovacich pravidel tato:

S — aSBC | abC
CB—BC (CB— XB,XB— XC, XC— BC)
bB — bb
bC — be | bCC | bCC  ...mnozime bc a ¢

cC — cc

Abychom byli poctivi, bylo by jesté tfeba si pfesné zdavodnit, Ze grama-
tika nevyda nepatfi¢na slova a nechténé vétve vypoctu tedy skonci jako slepé.
Vérime vsak, ze mate jiz dostatek zkuSenosti a znalosti, abyste si to po chvili
divani na sadu pravidel bez problémt uvédomili sami.

Uloha 2: Druhé tloha se ukazala byt pro nékteré fesitele ofiskem, a obcas
tvrdili, ze gramatiku popisujici jazyk {a2"; n € N} nelze sestrojit, kupodivu
is ,dikazem“. To samozfejmé neni pravda, prislusna gramatika existuje a my
si jednu takovou ukazeme.

V prvni fazi nejdfive vytvorime jeden symbol A. V kazdé dalsi fazi potom
rozmnozime vSechny symboly a na dvojnasobny pocet. Problém ovsem je, jak
toho v ramci jedné faze dosdhnout. Jediné pravidlo typu A — AA by zjevné
nasobnym pouzitim produkovalo i jiné pocty, nez 2.

Pomiizeme si specidlnim netermindlnim symbolem K, ,kurzorem“, ktery
bude béhat po slovu, vzdy zleva doprava, preskoci kazdé A a zdvoji ho pii tom.
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Budeme pii tom potfebovat poznacit si, kde aktualni slovo zacina a kondi,
obalime si ho tedy na zacatku symboly L a R, které se mohou zménit na
A. Zbyvé chytie navrhnout sadu piepisovacich pravidel P tak, aby gramatika
nevydavala Spatnd slova.

S — a ...o8etfi jednopismenné slovo

S — LR ...obal slovo mezemi

L — A ...meze jsou v podstaté skryté A

R— A

L — LAK ...vytvof vlevo novy kurzor
KA — AAK ...pfesko¢ A a zdvoj ho; podvadime
KR — AR ...kurzor dorazil na konec, zrus ho

A —a ...anahrad neterminaly terminaly

Vsimnéme si, ze kurzorid muze byt v jednom okamziku ve slové i vice, ale
protoze zanikaji az na konci slova, nicemu to nepiekazi a spravné zdvojnasobi
vSechna A. Zdvojovaci pravidlo neni kontextové, ve skutecnosti tedy pouzijeme
znamy trik:

KA— XA
XA — XK

XK — AAK

Formalné bude nase gramatika G ¢tverice (Vy, Vr, S, P), kde neterminélni
symboly jsou Vi = {S, 4, L, R, K, X } a terminalni jsou Vp = {a}.

Protoze kurzor muiize zaniknout pouze az kdyz dorazi iplné€ napravo, dojde
tak ke spravnému poctu zdvojnasobeni vSech symboli A, gramatika tedy ne-
generuje nezadouci slova. Naopak, pro slovo délky 2" staci gramatice vytvorit
n — 1 kurzort, které uz se postaraji o umocnéni.

128



Poradi resitela

Poradi resitelu

Poradi Jmeéno Skola Roénik  Uloh Bodi
maz. 25 251

1. Miroslav Klimos G Lanskr 0 25 234
2. Josef Pihera G Strakon 2 25 212
3. Ondrej Bilka G Zlin 3 24 185
4. Jan Pelc G UBrod 3 22 164
5. Pavel Klavik G Chrudim 2 25 154
6. — 7. Zbynék Konecny GKptJaros 2 24 149
Peter Peresini GJGTajov 3 17 149

8. Adam Zivner G UBrod 3 24 148
9. Peter Cerno GLSttra 4 14 130
10. Miroslav Cicko GJGTajov 4 13 123
11. Jan Bulanek G Klatovy 4 14 107
12. Roman Smrz GOhradni 1 15 102
13. Jakub Kaplan GJKTyla 1 19 100
14. Martin Konicek G UBrod 4 12 93
15. Jan Hrncir GFXSaldy 3 19 89
16. Lukas Lansky GJKTyla 1 19 81
17. Petr Kratochvil G SvetlaNS 2 20 77
18. Cyril Hrubis G Bilovec 3 13 60
19. Eva Schloséarikova G Piestany 4 14 59
20. Martin Cech G UBrod 4 7 52
21. Toméas Herceg G Ttebic¢ 2 16 47
22. Stanislav Basovnik G Kromériz 4 5 43
23. Tereza Klimosova G Langkr 3 4 42
24. Daniel Marek GZborov 3 5 34
25. Martin Kupec GMendel 3 10 33
26. Zbynék Falt GNeumannov 4 5 32
27. Michal Pavel¢ik G UBrod 2 7 31
28. Adam Ra&z GBudéjo 2 7 28
29. Josef Spak GlJirovco 2 5 25
30. Lukas Spalek G Cadca 4 6 24
31. Ondfej Bouda GKptJaros 2 3 18
32. Marian Kaluza GHavlickov 2 8 16
33.—35.  Jifi Cabal SPS DvKral 2 8 15
Ondrej Garncarz G Piibor 4 5 15

Martin Kahoun GJNerudy 2 3 15

36. Jan Palencar G Martin 2 2 14
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37.

38. —41.
42. — 44.
45. —47.
48. — 49.
50.

51. —55.
56. — 57.
58. — 59.
60. — 62.
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