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Uvod Roénik dvacaty, 2007/2008

Uvod

Korespondenéni semindf z programovani (dale jen KSP), jehoz dvacéty
ro¢nik se vam dostava do rukou, patfi k nejznaméjsim aktivitam pofadanym
MFF pro zajemce o informatiku a programovéani z fad studentt stfednich skol.
Resenim tloh naseho seminaie ziskavaji stfedoskolaci praxi ve zdoldvani nej-
ruznéjsich algoritmickych problémt, jakoz i hlubsi ndhled na mnohé discipliny
informatiky. Proto nékteré tlohy KSP svou obtiznosti vysoko presahuji ramec
bézného stredoskolského vzdélani, a tudiz i pozadavky pfi pfijimacim Fizeni
na vysoké skoly. To ovSem viubec neznamend, ze neméa smysl takové problémy
Fesit — pfi trose premysleni neni pfili§ obtizné néjaké (i kdyZ nékdy ne to nej-
lepsi) Feseni nalézt. Nakonec — posudte sami.

KSP probiha tak, ze student od nas jednou za ¢as dostane postou zadani
obvykle Sesti dloh, v klidu doméciho krbu je (ne nutné vSechny, poéitaji se nej-
lepsi ¢tyti) vytesi, sva FeSeni v pfiméfené vzhledné podobé sepiSe a do uréeného
terminu zasle na nasi adresu (at uz fyzickou ¢ elektronickou). My je poté opra-
vime a spolu se vzorovymi feSenimi a vysledkovou listinou posleme pii vhodné
prilezitosti zpét na adresu studenta. Tento cyklus se nazyva série, resp. kolo.

Za jeden skolni rok obvykle probéhne pét sérii. Zavérecnym bonbdénkem je
pak pravidelné soustiedént nejlepsich Fesitelt seminafe, konané obvykle na za-
¢atku roc¢niku dalsiho a zahrnujici bohaty program c¢itajici jak aktivity ryze
odborné (pfednasky na rtznd zajimava témata apod.), tak aktivity ryze neod-
borné (kupiikladu hry a soutéze v pfirodé).

N4&s korespondencni seminaf neni ojedinélou aktivitou svého druhu — exis-
tuji korespondencni seminare z fyziky a matematiky pfi MFF, jakoz i jiné pro-
gramatorské semindfe (kupfikladu bratislavsky). Rozhodné si vSak nekonku-
rujeme, ba pravé naopak — kazdy seminaf nabizi néco trochu jiného, reSitelé
si mohou vybrat z bohaté nabidky tuloh a najdou se i takovi nadsSenci, kteri
Uspésné Tesi nékolik seminaid najednou.

Velice radi vam odpovime na libovolné dotazy jak ohledné studia informa-
tiky na nasi fakulté, tak i stran jakychkoliv informatickych ¢i programéatorskych
problémt. Jakykoliv problém, jakdkoliv iniciativa ¢i nabidka ke spolupraci je
vitana na adrese:

Korespondenéni seminai z programovani
KSVI MFF
Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1l

e-mail:  ksp@mff.cuni.cz
www:  hitp://ksp.mff.cuni.cz/



Korespondenéni seminafr z programovani MFF 2007/2008

Zadani uloh

Nad Skytdnii zapadlo slunce. Vsichni lidé oslavovali konec dalsiho tispésného
dne v kolotoci Zivota a pomalu se chystali na kuté. AZ na jednoho ...

Uprostred Temného hvozdu v temné véZi zazvonil na potemnélém nocnim
stolku cerny budik. Z postele se natdhla ruka v cerné sametové nocni kosili
a zamackla ho. Temny mdg se posadil na posteli a dlouze zivl. Natdhl si své
cern€ backurky se zajicky a s pomalosti c¢lovéka, ktery uzZ md svd nejlepsi léta
za sebou, wvstal. Protdhl se a z nocniho stolku sebral zvonecek. Zazvonil.

Chwili netrpélivé pozoroval dvere a pak zazvonil znovu. Stdle nikdo neptichd-
zel.

»Sehnat dneska dobry sluzebnictvo ... “ ozval se z tmavého rohu mistnosti
sarkasticky hlas kocoura Felize, ktery byl sice vzhiru, ale jako kazdy jiny kocour
nespéchal se vstdavdnim z pekné vyhrdtého pelisku. Temny mdg si povzdechl,
odlozil zvonecek a Soural se ke dverim.

»Mam ja tohle zapotiebi? To mda byt spolehlivost?“ mumlal si pod vousy,
kdyz vystupoval po temném schodisti. Oteviel dvere a uvidél zombika Vildu
sklonéného nad stolem. Vilda byl vesnicky prostdcek, ktery jednoho dne dostal
uZasny napad — jit zabit Temného mdga a stdt se hrdinou. Nastésti pro ného mu
to Temny mdg rozmluvil a dokonce ho prijal jako svého sluhu. To se rozumi, Ze
spravny temny mdg nemizZe mit jako sluhu jen tak nékoho, a tak udélal z Vildy
zombii. BohuZel nekromancerstvi neptisel nikdy na chut, takZe nechal Vildu
naZivu a prikdazal mu, aby se pravidelné kazdy den natiral zelenosedou barvou
a pouzival vijhradné deodorant Fau-de-zdechlina.

Ty jsi neslysel, Ze jsem zvonil? A co to tu vlastné vyvadis?“ zahartusil mag
sotva nabral dech po namdhavé cesté do schodi.

,, Chtél jsem Vam udélat radost, Vase temné mdgstvo,“ odpovédél Vilda a dal
se do vysvétlovani (nebo spise vytmavovdni): ,Nasel jsem ve skiini Sachovnici
a ona na ni jsou i néejakd svétla policka. Chtél jsem ji celou pootdcet tak, aby
tam byla jen tmavd policka.“

»10 neni spatny ndpad, ale néekde jsem slysel, Ze jedna dama musi stdt na
bilém policku. Tak mech tady to jedno rohové policko svétlé, at si pak mizu
zahrdt Sachy.“

[

20-1-1 Temna Sachovnice 6 bodu

Vasim tkolem je pomoci Vildovi splnit magtv rozkaz. Protoze je ale sachov-
nice kouzelna, neni to kol jednoduchy. U kouzelné Sachovnice se totiz policka
prebarvuji tak, ze se zvoli libovolny sloupec nebo libovolny fadek a vSechna svét-
14 policka v tomto Fadku/sloupci se stanou tmavymi a vSechna tmava svétlymi.
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Na zacatku mate Sachovnici s bézné obarvenymi ¢ernymi a bilymi policky.
Cilem je pfebarvit policka na Sachovnici pomoci posloupnosti popsanych tahi
(prohozeni barev v n&jakém fadku ¢&i sloupci) tak, aby vSechna policka byla
tmava az na jedno v levém hornim rohu, které ma zistat bilé.

Sachovnice, kterou mél Vilda k dispozici, méla rozmér 4 x 4, takze stadi
popsat postup k obarveni pro tento rozmér Sachovnice (pokud by Sachovnice
obarvit nesla, dokazte pro¢ to nejde).

Bonus: Pokud vyftesite Vildav problém i pro obecnou Sachovnici o velikosti
N x N, 3 bonusové body vas neminou.

Vilda usilovné prebarvoval Sachovnici, ale jeho magstvu se stdle néco nelibilo.

,Neni tu néjak moc svétla?“ rozhlédl se po mistnosti. A skutecné. Vsude bylo
tolik svétla, Ze by se tam dalo snad i c¢ist. Takhle by to ovsem neslo. V temné
vézi must byt tma. Je to soucdsti temno-magske image.

Temny madg si vykasal nocni kosili a vylezl na stolicku, aby sundal od stropu
malou cernou lucernicku.

,Krakrdkraddd. . . “ vritil se do mistnosti havran Kiri, prolétl tésné nad Vil-
dovou hlavou a zamotal se mdgovi do kosile.

,Co ... to ...“ stacil ze sebe jesté vykoktat mdg, neZ se zritil ze stolicky
i s lucernou. Kdyz se za Vilikovy asistence posbiral a prepocital si Zebra, spat-
7il na zemi vzniklou pohromu. Temnd lampicka byla na cimpr campr. Temny
kdmen, ktery se pouZivd misto knotu, byl roztristeny na milion kouski.

»INo mriaucta, to je zase neporddek,“ okomentoval situaci kocour Felix, ktery
se rozhodl, Ze konecné vstane, a prdvé vesel do mistnosti hledaje néco k snédku.

1o je nadélent,“ povzdechl si mdg. ,,Bez temné lampicky tu uZ nebude tem-
no. Mij neporddek, moje neumyté nddobi, moje Spina — na to vsechno se ted
budu muset koukat. A jestli se to rozkvikne ve Skytdnii ... “ Posadil se na Zidli
a podeprel si ustaranou hlavu dlanéms.

Byt temnym mdgem bylo pekné tézké. Nejen, Ze jste si museli neustdle udrzo-
vat potrebny respekt a dbdt na vzhled, ale kaZdou chvili napadlo néjakou bandu
barbarskych vdlecniki, Ze vycisti temny hvozd a pritom vas — jako mimochodem
— zapichnou. Madg byl zvykly tyhle véci Tesit jednoduse — nad $dlkem cerného ca-
je. To byste nevérili, co si takovy barbar nechd nakecat, kdyz mu seberete mec
a date do ruky cajové suSenky. Ale tohle byl uplné jing problém. Bez temné
lampicky prijde o svij image. A pak mu sem zacnou lézt lidi jako do holubniku
... Ne! Tomu je potieba ucinit pritrz.

Mag vyskocil ze své zidle: ,Vildo! Sbal ndm véci. Vyddme se najit novy temny
kdmen!“ Posledni slova zadunéla vézZi s temnou ozvénou ... Nastala nepiijemnd
chvile trapného ticha.

»Kra?“ dodal Kiri s nevinngm pohledem slepého havrana, ale jeho Spatné
nacasovdani celkovy dojem okamziku uz nezachrdnilo.
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Tolik véci bylo potieba na cestu nachystat. Cerny chléb, cerné sametové ob-
lecent, tmavé deky a spoustu dalstho vybaveni, které bylo temné, nebo alespon
uplné cerné. Mag chtél vyrazit co nejdrive, a tak se Vilda pékné ohdnel . ..

20-1-2 Priprava na cestu 12 bodu

Vas dalsi tkol je opét pomoci zombiku Vildovi. Tentokrat s pfipravou
na cestu. Mag chce vyrazit jiz za M minut a Vilda béhem nich musi vénovat
N tkolim. Pomozte mu se rozhodnout, kolik ¢asu se ma vénovat jednotlivym
¢innostem, aby pravdépodobnost toho, ze bude Temny mag spokojen, byla co
nejvetsi.

Na vstupu vas program dostane ¢isla N a M. Poté bude nasledovat N fad-
ki, kazdy s M + 1 &isly ag az apr. Cislo a; udava, jaka je pravdépodobnost, Ze
még bude se splnénim dilé¢iho tkolu spokojen, kdyz se Vilda bude vénovat jeho
plnéni ¢ minut. Vystupem programu by mél byt pro kazdy tkol pocet minut,
ktery mu ma Vilda vénovat, aby byl soucin pravdépodobnosti tspéchi vsech
jednotlivych tikold co nejvétsi. Formalné je tedy vystupem programu posloup-
nost nezapornych cisel b1, ..., by takovych, Ze jejich soucet je M a soulin Cisel
Ap, pro prvni ¢innost, ap, pro druhou ¢innost, ..., ay, pro N-tou ¢innost byl
co nejvetsi.

Priklad: Pro vstup 2 2

0.150.2 0.9

0.010.4 0.8
je spravny vysledek 0 2. Vysledna pravdépodobnost tspéchu je pak 0.15-0.8 =
0.12.

Vse bylo nachystano. Kocour Felixz nervozné preslapoval a vsem ddval hlasi-
té€ najevo, Ze on opravdu jit nemusi. Vilda zamkl temnou vezZ temnym klicem
a nasledné ho schoval pod temnou rohozku.

,Kupredu,“ zavelel mdg, © kdyZ sdm nemél presnou predstavu, kam se pro
temny kdmen vydat. Jedno ale bylo jasné. Nejprve se musi dostat z temného
hvozdu. Vétsina lidi se do hvozdu bdla jen vstoupit, nebot se prosljchaly riz-
né povéry o oZwlych stromech a krvelacnych bestiich, které tam Ziji. Mdg mél
mnohem prozaictéjsi duvod, proc¢ se dostat ven — neni v ném vidét na cestu.

Po necelém dni putovdni dorazili k temné rece, kterd protékala hvozdem a od-
délovala jeho temnou &dst od té mnohem temnéjsi. Reka byla opravdu Sirokd,
takze bylo sotva vidét na druhou stranu. Na brehu byl vytaZeny vrak lodi, kterd
kdysi slouZila pro prepravu bldzni, sebevrahi a jingch dobrodruhi, kteri méli
prevdzné namireno do temné véZe ... na Sdlek caje.

Felixz si smocil v Tece tlapku.

LBrrr. .. ta je studend. Tak jsme se prosli a ted bychom mohli jit domai, ne?“
obdaril pritomné potmeésilym usmévem.
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,V Zddném pripadé,“ zamitl jeho nadseni mag. ,Vildo, sekeru, pilu a hybaj
na drevo ... “

20-1-3 Oprava lodi 8 bodu

Vasim tkolem je spocitat, kolik dieva bude Vilda potfebovat na opravu
trupu lodi. P145t lodi je vlastné dvojrozmérné pole, jehoZ kazdé policko je ¢tve-
recek s jednotkovym obsahem. Kazdé policko miize byt v pofadku nebo déravé.
Dvé dérava policka spolu sousedi, pokud sousedi hranou. Cilem Vildy je trup
lodi zazaplatovat, a to tak, aby kazda zaplata byla obdélnikova, zadné dvé za-
platy se neptekryvaly a kazda souvisla oblast dér byla pokryta pravé jednou
zaplatou (zadnd dira nesmi zbyt nezazaplatovand a dvé sousedici diry musi byt
zakryty stejnou zaplatou).

Diry jsou rozmistény tak, ze kdyz bude kazda souvisla oblast dér prekryta
nejmensi moznou zaplatou, pak k prekryvu nikdy nedojde.

Dfeva chce Vilda pouzit samoziejmé co nejméne.

Na vstupu dostane vas program c¢isla M, N a D. Hodnoty N a M jsou
rozméry plasté (Sitka a vyska) a D je pocet dér. Nasleduje D tadku, které
popisuji, které jednotkové ¢tverce jsou déravé (kazda dira je popsana souradni-
cemi Ffadek, sloupec). Vystupem programu je ¢islo, které udava, kolik jednotek
dfeva bude nejméné potieba, aby byla kazda souvisla oblast dér byla pokryta
jednim obdélnikovym kusem dieva.

Priklad: Pro trup lodi 5x4 (N =5, M =4) a7 dér
na soufadnicich (2,3), (4,2), (1,5), (3,4), (3,1), (2,5),
a (2,4) je tieba 11 jednotek dfeva. Pro lepsi pfedstavu,
zazaplatovani trupu lodi vypada takto:

Diky Vildove zrucnosti a magovym zkusSenostem se béhem krdtké doby podatilo
zazdplatovat celyj trup. Viems silami a jednim kouzlem pak lod spustili na vo-
du. UZ se chteli vydat na cestu, ale Kiri pri svém ndhodném poletovdni naslepo
nechténé pristdl i na kormidle. Ozvalo se kfupnuti a celé kormidlo se sesypa-
lo. A protoze havran nemd ruce, kocky mepracuji a temny mdg je tu hlavné
od premyslent, nezbyvalo Vildovi nic jiného, nez kormidlo opravit . ..

20-1-4 Kormidlo 10 bodu

Spravné ndmotnické kormidlo s N loukotémi je v podstaté pravidelny N-
thelnik, jehoz stied je spojen s kazdym z N bodu na obvodu. Sklada se tedy
z 2N rovnych dilt. Kormidlo s tfemi a sedmi loukotémi si mizete prohlédnout
na nasledujicim obrazku.
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Vilda chce ale kormidlo opravit co nejdfive, a tak se rozhodl, Ze ho sestavi
nedaplné — pouze z N rovnych dili. Pfitom chce, aby z kazdého z N + 1 vrchold
kormidla ved] alespon jeden dil a vSech N rovnych dilti bylo navzajem spojeno
(tj. kormidlo se nerozpadé na dva ¢i vice dila).

Napiste program, ktery dostane na vstupu N > 3. Vystupem vaseho pro-
gramu by mél byt pocet zplisobtli, kterymi muze sestavit Vilda kormidlo s V
loukotémi z N dilt tak, aby z kazdého vrcholu netplného kormidla vedl alesponi
jeden dil a kormidlo se nerozpadalo na vice ¢asti. (Pro znalce muzeme také Fict,
7e chceme spocitat pocet koster daného kormidla.)

Priklad: Pro N = 3 lze kormidlo sestavit 16-ti zptisoby. Jsou to

| ND> > , poslednich 5 ve 3 otocenich.

Kormidlo bylo opraveno a Felix premluven, aby opustil pevnou pidu pod noha-
ma a nastoupil s nimi na lod. Vypluli. Proud Teky byl mirng a plavba probihala
hladce. Uz byli za polovinou, kdyZ si mdg vsiml, Ze na druhém brehu se néco
pohybugje . ..

20-1-5 Praktickd — Studentuv rozvrh 10 bodu

Po vyhodnoceni pribéhu testovaciho kola v posledni
sérii lonského ro¢niku a po zpracovani vasich pfipominek
jsme se rozhodli, Ze zavedeme praktickou tlozku nastélo.
A o co tedy pijde?

KSP byl spiSe teoretickym seminaiem, ve kterém Slo
predevsim o nalezeni algoritmicky spravného feseni a na
implementaci nebyl kladen velky (resp. téméf zadny) di-
raz. V tomto trendu chceme samoziejmé pokracovat, ale
s malou vyjimkou. Pata tlozka v kazdé sérii nyni ponese prizvisko ,praktic-
ka“ a bude provéfovat nejen vasSe teoretické znalosti, ale také vase schopnosti
programatorské.

V praktické tloZzce nemusite feseni vibec popisovat, nebo jakkoli komento-
vat, ale zato musite jenom odladit funkéni program, ktery danou tlohu vyfesi.
Odevzdavat budete pouze zdrojovy kéd, a to pfes webovou aplikaci CodEx (The
Code Examiner), ktera sidli na adrese https://codex2.ms.mff.cuni.cz/ksp/. Pfi-
hlasovaci jméno a heslo do CodExu je totozné s prihlasovacim jménem a heslem
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do webového submitovatka, které jiz znate fadu let. Pokud neméate dosud zii-
zeny Gcet na submitovatko, musite se nejprve zaregistrovat (automaticky vam
bude vytvofen i ucet na CodExu). CodEx bude pfes prazdniny odstaven, ale
zaCatkem z&¥ jej opét spustime (detaily se objevi na webovych strankach KSP).

Opravovani probihé tak, ze CodEx pfevezme vas zdrojovy kéd, zkompiluje
ho a nasledné jej pusti na sadu testovacich dat. Kazdy test ma navic nasta-
ven Casovy a paméfovy limit, ktery vaSe feSeni nesmi prekrodit. Za tispésné
vyhodnocené testy dostanete body a celkovy soucet bodt ze vSech testd tvori
hodnoceni vaseho feseni.

Vzhledem k tomu, Ze je velice obtizné napsat perfektni feseni na prvni po-
kus, budete mit pokusti vice (detaily se dozvite pfimo v CodExu). Do vysledku
se vam bude pocitat nejlepsi odevzdané feseni.

Odevzdavat muzete pouze zdrojové kédy napsané v jazycich Pascal, C
a C++. Prfizniveim ostatnich jazyka se omlouvame, ale neni v nasich silach
rozumné testovat i jiné jazyky (zvlasté pak nékteré exotické, nebo interpreto-
vané).

Dalsi podrobnosti a technické detaily naleznete piimo v CodExu. Pokud
byste méli jakékoli dotazy, technické potiZe apod., obratte se na zndmou adresu
KSP ¢ na prislusnou sekci diskusniho féra. Pfejeme hodné zébavy pfi feSeni.

Zadani:

Kazdy student fesi na zacatku semestru stejny problém: které prednasky
si zapsat a které ne. Tyden neni nafukovaci, a tak se stane, Ze jsou nékteré
prednéasky naplanované na ten samy cas. Kazdy student si chce samoziejmé
zapsat prednasek co nejvic, takze musi peclivé vybirat ... a to je pravé ukol
pro vas. NapiSte program, ktery z dané mnoziny prednasek vybere co nejvétsi
podmnozinu, ve které se zadné dvé prednasky nepiekryvaji.

Seznam prednasek, které by student rad vystudoval, je uloZen v soubo-
ru prednasky.in. Na prvnim fadku se nachazi ¢islo N, které oznacuje pocet
prednések, a na nasledujicich NV fadcich se nachézi jednotlivé prednasky. Pred-
nasky jsou ¢islovany od 1 do N, takze na fadku i + 1 se nachazi i-t4 prednaska.
Prednaska je popsana dvéma celymi Cisly s; a f; oddélenymi mezerou, kde s;
je cas zacatku prednasky a f; je as konce piednésky. Cas si mfizete piedstavit
napf. jako pocet sekund od za¢atku tydne (vSechny ¢asy jsou kladné a vejdou
se do 32-bitového integeru).

Piednésky i a j se neprekryvagi, pokud plati, Ze f; < s; nebo f; < s;.

Nalezeny rozvrh ulozte do souboru rozvrh.out v nasledujicim formatu:
Na prvnim fadku bude jedno ¢islo M, které urcuje pocet vybranych predna-
Sek. Na druhém radku pak bude seznam M ¢isel — Cisel prednasek oddélenych
mezerami setfidény vzestupné podle ¢asu zacatku prednasek.

Pokud existuje vice rozvrhti s maximalnim poc¢tem prednasek, staci vypsat
libovolny z nich.
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Priklad: prednasky.in rozvrh.out
5 3
24 154
17
69
911
58

20-1-6 Hrady, hradky, hradla 12 bodu

Mili fesitelé, letos jsme se vam rozhodli poodhalit tajemstvi, jez se skryva
uvnit? vasich pocitact. Nejsem si jisty, zdali mate nékdy podobny pocit, ale
mne se, kdyz jsem byl mensi, zdaly déje uvnitt té bile krabice vylozené magické
(i dnes se mi ob¢as stane, ze mé néco opravdu ,,magického* prekvapi). Nemohl
jsem pochopit, jaktoze ti mali plastikovi broucci umi tak rychle pocitat a jakze
vlastné zjisti, co po nich ¢lovék chce. Tak se tomu ted spolu pojdme podivat
na zoubek.

Zacnéme nejdiive hezky od zakladu a jelikoz pocitace jsou pfistroje v pod-
staté schopné pouze pracovat s Cisly, a to jeSté jenom se dvéma, totiz jednickou
a nulou, matematice se chté nechté nevyhneme. Odlozme jesté na chvili otazku,
jak si poradime s vétsimi ¢isly (k tomu ndm pomtZe zapisovat je ve dvojkové
soustavé), a prozkoumejme, co vechno dokdzeme provadét s jednotlivymi bity
(dvojkovymi ¢islicemi ¢ili nulami a jednickami).

Mezi zékladni bitové operace patii negace (NOT), lo-
gicky soudet (OR), logicky souéin (AND) a nakonec jesté
exkluzivni logicky soudet (XOR). VSechny tyto operace /NQ\N
maji jeden vystup (0 nebo 1) a az na operaci NOT dva

vstupy.

Nejjednodussi z operaci je operace NOT. Na vstupu dostane jednu ¢islici
a na vystupu mé jednicku praveé tehdy, je-li na vstupu nula a naopak. Operaci
AND si muZeme predstavit jako zamcenou mistnost se dvéma dveimi za se-
bou. Abychom se dostali dovnit¥, musime odemknout oboje dvefe. Operaci
OR si predstavime podobné, nyni vSak nejsou dvefe za sebou, ale vedle sebe,
a abychom se dostali dovnit¥, sta¢l ndm oteviit libovolné jedny dvefe (nebo
oboje). Operace XOR dava na vystupu jednicku pravé tehdy, kdyz mé oba
vstupy rtzné, zdjemci si mohou sami zapfemyslet kolikero dveii (popfipadé
riizné propojenych predsini) by bylo na tuto operaci tieba.

Vsechny vicevstupové operace maji také své negované varianty, které vznik-
nou tak, Ze na vystup aplikujeme jesté operaci NOT. Budeme jim fikat NAND,
NOR a XNOR. (Je jednoduché si rozmyslet, pro¢ nemé smysl zavadét nego-
vanou operaci NOT.) Negované varianty odpovidaji situaci, kdy je v mistnosti
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zavieny tygr, vychovatelka ¢i jind Selma, kterou byste neradi vidéli, a jste radi,
Ze jsou mezi vami alespon jedny zamdcené dvete.
Chovéani zakladnich operaci 1ze také snadno popsat tabulkou:

zy xANDy zORy xXORy NOT=z

00 0 0 0 1
01 0 1 1
10 0 1 1 0
11 1 1 0

V pfedchozich odstavcich jsme se na operace divali jako na néjaké funkce,
které dostanou na vstupu néjaké hodnoty a podle téchto hodnot se rozhodnou
pro vystup. Nyni se na né podivame z elektrického hlediska. V elektronice od-
povidaji hodnoty 0 a 1 néjakym napéfovym trovnim. Pro nejb&znéjsi logiku
TTL je to 0 = 0V a 1 = +5V. Jiné logiky pouzivaji napfiklad 0 = -12V a
1 = 4+12V. Operaci se fika hradlo, coz je néjaké fyzické zapojeni tranzistori,
odport, diod a jinych souc¢astek. Aby se v zapojenich nevyskytovalo obrovské
mnozstvi soucastek, vyrabéji se integrované obvody, které obsahuji obvykle né-
kolik hradel stejného typu. Takto tfeba vypada zjednoduSené schéma zapojeni
obvodu NAND v technologii TTL (prosim nelekejte se, zapojeni je tu spiSe pro
uplnost).

4.7k
+5V vystup: X NAND Y
10K
vstup: X
10K
vstup:Y

V elektrotechnickych schématech se hradla oznacuji nasledujicimi znacka-
mi. Vsimnéte si Zze negované varianty maji na konci vzdy malé kolecko.

XOR NOT

j}i}i}%

NAND NOR XNOR

1> 2> >

Takové schéma je vlastné orientovany graf (to je mnozina vrchold s nékte-
rymi dvojicemi vrcholi spojenych orientovanou hranou), ktery ma ve vrcholech
obrazky hradel, vrchol mé obvykle nékolik vstupnich hran a jednu vystupni.
Orientace hran se do obrazku nekresli, nebot je vzdy jasné ze symbolu hradla

11



Korespondenéni seminafr z programovani MFF 2007/2008

(vime, kde m4 vstupy a kde vystupy). Vstupni hrany se obvykle zapojuji na vy-
stupni, popripadé se nékolik vstupnich spoji dohromady; spojovat vystupni
hrany s vystupnimi je ovSem zapovézeno.

Ted co to pro nas znamend: Hradlo je n&jaky obrazek, ktery mé na jedné
strané jednu nebo vice vstupnich ¢arek, na néz se carami ptipoji vystupy z ji-
nych hradel, nebo se prohlasi za vstup celého schématu. Kazdé hradlo mé jednu
vystupni ¢arku, ktera se bud zapoji na vstup néjakého hradla, nebo se prohlasi
za vystup celého schématu. Spojeni dvou mist se znac¢i nepferusovanou ¢arou
mezi nimi.

Ovsem ne vSechna schémata jsou rovinna (rovinnd se ¥iké takovym,
ktera lze nakreslit bez k¥izeni ¢ar spojujicich hradla, coz by vam mohlo
pfipominat rovinné grafy). Proto kfiZeni ¢ar v obridzku neznameni,
7e jsou elektricky spojeny (obrézek nahoie). Pokud chceme nakreslit
spojené ¢ary (draty), doplnime do mista kiizeni malé kolecko (obrézek
dole).

Hradla miZzeme propojovat napiiklad takto (posledni, pfeskrtnuté varianta
je zakdzana):

53 B>

A nyni co bude vasim tkolem, tedy zadéni:
1. Sestavte hradlo XOR pomoci hradel NAND. Tim myslime nakreslete schéma
obvodu s hradly typu NAND, které se chové jako hradlo XOR. [4 body]
2. Uk4zali jsme si 6 dvouvstupovych logickych funkei (AND, OR, XOR a jejich ne-
gace). Existuji jesté néjaké dalsi? Naleznéte vSechny dvouvstupové logické

funkce. [4 body]
3. Dokazte, ze kazdou dvouvstupovou logickou funkci (vSechny uz jste nalezli
v predchozi tloze) muzete vytvofit pouze z hradel NAND. [4 body]

Mdg poposel na prid lodi a zahledél se do temnoty. A doopravdy, na druhém
brehu se méco pohybovalo. A hned na nékolika mistech. To budou zase ti temni
elfové, pomyslel si mdg a ledabyle naznacil Vildovi, aby si lehl na podlahu. Vilda
okamZzité uposlechl a sotva se sehnul, prosvistélo mu nad hlavou nékolik Sipi,
které s tlumengm Zbluniknutim zmizely v Tece.

10 jsou celi oni,“ postézZoval si mdg. ,Nejdriv strili, a pak teprve kladou
otdzky.“

»No prosim, ja vam tikal, abychom zistali doma. Ale mé tady nikdo nepo-
slouchd,“ prisadil si Felix a najezil srst.

12
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,KDO SE OPOVAZUJE UTOCIT NA TEMNEHO MAGA — PANA HVOZDU?!“ zabu-
rdcel temny mdg a jeho hlas se nesl na vsechny strany s idernou silou vichfice.
Chvili pockal, nez se vzduch opét uklidnil, a pak se otocil k posddce lodi. Vil-
da se trdsl na zemi, Kiri visel na kormidle v poloze ,netopyr® a Felixova srst
vypadala, jako by prdavé probéehl silngm elektro-magickym polem.

»M-mohl bys nds pristé laskavé varovat, nez pouzijes svij Hlas?“ ozvalo se
ze stredu chlupaté koule, kterd byla jesté pred chvili kocourem.

,Snad se zas tak moc nestalo,“ ohradil se mdg. ,Alespon nds ted elfové
nebudou obtézZovat.“

Dopluli ke biehu. Vilda vyskocil a uvdzal lod k velkému kameni. Byl by pouzil
strom, ale v temném hvozdu si jedem nemuze byt jisty, kdy si takovy strom
vzpomene, Ze se pujde projit. I ostatni mezi tim vystoupili a poslechli si dalsi
variact na odu ,jd chci domi“ v kocicim poddni. Vilda posbiral vybaveni a
vydali se na cestu. Usli sotva pdr kroku, kdyZ se odnikud vynorila skupinka
temnych elfi a v mZiku je obklicila.

Ach ne, uz zase? Byt temnym mdgem je tézsi, neZ byste muysleli. NejtéZsi
je umét rozhodnout, kdy magii pouzit, a kdy me. A tohle bylo presné jedno
z téch rozhodnuti. Samozrejmé by nebyl problém promeénit vsSechny pritomné
elfy ve slintajici idioty, ale to by znamenalo komplikace. Ostatni elfové by to
nepresli bez povsimnuti. Lezli by mu do véZe a on by se priserné nudil pri
nekonecnych rozhovorech s elfimi delegacemi. Nebo by to rozpoutalo vidlku, a to
by mu tak jesté na stard kolena chybélo. Radéji si poslechne, co mu chtéji.

Elfové nepromluvili ani slovo. Jen takiné — tedy s napjatymi dlouhymi luky
— naznacili, aby je ndsledovali. Prodirali se hvozdem dobrou hodinu, neZ prisl
do pravé temmno-elfské vesnice. Bézny pozorovatel by ji moznd ani nerozeznal
od jiné€ ¢asti hvozdu, ale zkusené€ oko rychle odhalilo vijduté ve stromech a umné
ukryté provazové Zebriky. Naproti se k nim sviznou chizi blizil drobny postarsi
elf v honosném rouchu, které jiz na prvni pohled budilo dojem nadrazenosti.

»Zdravim vds,“ zasvitoril prdtelsky a ostatnim elfim s luky naznadcil, Ze se
muZou ztratit. ,Omlouvam se za komplikace, ale vypadd to, Ze doslo k mensimu
nedorozumeéni. Nds byvaly Saman, kterému se mimochodem dnes rano prihodila
mald — ehm — nehoda, vydal jisté nesmysiné prikazy ...“ pokracoval elf s po-
tmesilym usmévem na rtech. ,Zkrdtka a dobre jste se sem dostali nedopatrenim
a jd se vdm jménem naseho kmene velice omlouvdm. Budete-li mit zdajem, miu-
Zete stravit noc v nast vesnici. Také€ jste zvdani na slavnostni vecerni ritudl, pri
kterém bude zvolen novy Saman.“

Mdgova druzina byla pékné unavend, a tak velkorysou nabidku prijala. Ritudl
byl velice pusobivy a mdga nesmirné zajimalo, jak to ti elfové viastnée délaji.
BohuZzel se Zadny z nich nechtél o prastaré tajemstvi jejich kmene podélit, a tak
st mdg tekl, Ze na to prijde sam ...
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20-2-1 Volba Samana 7 bodu

Volba Samana je delikatni zalezitost. Jedna se o prastary ritual, pi kterém
je nejstarsi elf zvolen Samanem. Pfed zacatkem si vSichni stoupnou do kruhu
tak, ze kazdy elf vidi pouze své dva sousedy a nikoho jiného. TakZe napf. ani
nevédi, kolik celkem jich v kruhu je.

Zacatek ritudlu je ozndmen tderem do specidlniho bubnu z hrosi ktze a
bubnovani pokracuje po celou dobu ritualu. Mezi dvéma po sobé jdoucimi tdery
si mize kazdy elf vyménit kratké zpravy se svym kolegou vlevo i vpravo (tzn.
miZe kazdému Fict néjakou zpravu a také si jeho zpravu vyslechnout). Kazdy
elf si muze pochopitelné také néco pamatovat.

Vsichni elfové musi ve stejném okamziku védét, ze ritudl jiz skoncil. V oka-
mziku, kdy skoné¢i, musi vSichni védét, kdo je novym Samanem (vCetné Samana
samotného).

Aby tento ritudl fungoval vzdy, musi mit vSichni elfové stejné instrukce
(stejny algoritmus). Navic nelze predpoklddat, ze by o sobé navzdjem cokoliv
védéli — tj. pro Ucely ritudlu znéa na pocatku kazdy elf pouze své jméno a sviij
vék (o ostatnich nevi nic). Pro jednoduchost predpokladejte, Ze zadni dva elfové
nejsou stejné stari.

Navrhnéte algoritmus, ktery musi kazdy elf provadét, aby ritual fungoval,
tedy aby byl vzdy zvolen nejstarsi elf.

Rano se temnd druZinka nasnidala a vyrazila smérem ven / —
z temného hvozdu. Cesta ubithala pomalu a ani sdm mdg si ,—“\

nebyl tak docela jisty, jestli jdou dobre. Stromy se obcas pfe-

sazuji, jak se jim zlibi, takZe nent vibec jednoduché se v tem- \
ném hvozdu orientovat. Nekolik hodin bloudili a chodili stdle

dokola. @ O

»Prisahal bych, Ze tenhle strom uz jsem wvidél,“ zamumlal ,
st mdg pod vousy.

»Ale véak ja uz vds také nékolikrat videl,“ pritakal strom. = i\\\“
»Takhle byste se z hvozdu nikdy nedostali. Bézte pordd timhle smérem, aZ do-
razite na louku. Tam musite najit Doubka. Je to miyj stary zndmy a ten vam
poradi, kudy dal.“

Chvili to trvalo, nez se temnému mdgovi podatilo skryt z tvdre vyraz pre-
kvapent, ale nakonec se sebral a odpovédel: ,,Hmm, to by ndm velice pomohlo.
A jak toho Doubka mezi vsemi témi stromy najdeme?“

10 je snadnd pomoc. Doubek je pdty nejvyssi strom na louce.”

Temny mdg podéekoval a vydal se smérem, ktery mu strom naznacil mdv-
nutim vétvi. Po delsi chvili dorazili na louku. Byla velkd a pretékala slunecnim
svétlem. Chuili jen tak stdli na okraji a mZourali. KdyZz jejich oc¢i privykly, spat-
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7ili uprostred louky dvé tady stromi. Obé byly setazené od nejvétsiho stromu
po nejmensi.
LTak, jdeme najit Doubka!* zavelel temny mag a vykrocil kuptedu.

20-2-2 Setridéné stromy 10 bodu

Na rozdil od temného méaga si my muzeme tlohu trochu zobecnit. Nebu-
deme hledat paty, ale obecné k-ty nejvyssi strom.

Mame tedy dvé fady stromt, které jsou obé setfidéné podle velikosti, a
chceme nalézt k-ty nejvyssi z jejich sjednoceni. Porovnani vysek dvou stromi
je pochopitelné slozita operace, takze bychom ji chtéli pouzit co nejménékrat.

Temny mag samoziejmé pospichd, takze linedrni feSeni (slévani posloup-
nosti) je pfili§ pomalé.

Priklad: Méjme posloupnosti 12,8,3,1 a 20,19,15,4,2. Paty nejvétsi prvek
z jejich sjednoceni je 8.

Mayg si stoupl pred strom, ktery se zddl byt pdty nejuyssi z obou Tad: ,Strom
Doubek, predpokliddm.“

LAle ano! A vy racte byt?“ sklonil k nému strom svoji kosatou korunu.

»Jd jsem temny mdg! Bydlim v temné véZi na druhé strané eky a prdvé ted
jsem tu trochu zabloudil,“ vysvétloval mdg.

»To chdpu, vy lidé se neustdle néekde ztrdacite. Ale nic si z toho nedélejte, jd
vds zase najdu,” prohldsil Doubek veselym tonem a vysadil si koreny ze zemé.
,Pojdte za mnou!*

Doubek byl na strom velice rychly a pomeérné vzdélany. Mdg mel co délat, aby
s nim udrzel krok jak po cesté, tak v konverzaci. Asi po hodiné svizné chuze
dorazili na cestu, kterd prochdzela hvozdem. Doubek se zastavil a z koruny
vyklepal nékolik veverek, havrana a spiciho kocoura.

¢

wTudy se dostanete ven z hvozdu,” ukdzal jim cestu mdvnutim vétvi. A neZ
mu stacil mdg podekovat, Doubek se otocil a po nékolika krocich zmizel mezi
ostatnimi stromy.

Ted uz cesta ubihala pohodiné. Druhy den zacal hvozd Fidnout a okolo poledne
se pred nimi otevrela rovnd krajina. Na vecer se utdborili a kdyZ druhy den
opét vyrazili, spatrili v ddlce pred sebou malé méstecko. Temny mdg stejné
nemél presnou predstavu, kde by mél hledat temny kdmen, a tak se rozhodl, Ze
ndvstéva mésta nemuze byt na skodu.
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Kdyz se k méstu priblizili, potkali na cesté viz naloZeny senem. Tdahli ho dva
statni ori a na kozliku sedél drobny clovicek. KdyZ uvidel povedenou druZinku,
otevrel usta dokotdn, aZ mu z nich vypadla fajfka.

»Tak co, strejdo? Uhne§ nam, nebo tady na sebe budeme éumét do soudného
dne?“ nadhodil konverzacnim tonem Feliz a ladné vyskocil na kozlik.

,Krd-krd, krdadadd!* prisadil si Kiri a napul pristdl, napil se zritil do kupky
sena.

Magitel povozu vzal nohy na ramena a pritom kricel, jako kdyZ ho na noZe
berou.

»Lak, to bychom méli,“ prohldsil spokojené kocour a uvelebil se na sene. ,Je
libo svezeni?“

Temny mdg si povzdechl. Néjak mu nepripadalo sprdvné désit obycejné lids.
Na druhou stranu to alesporni vylepsi jeho image. Ovsem ten viz musi vrdtit
jeho majiteli. Je prece madg, ne néjaky spinavy zlodéj.

Nasedli na viz, Vilda si sedl na kozlik a pobidl koné. Uz byli skoro ve méste,
kdyz si vsimli, Ze se néco déje. Lidé pobihali zmatené sem a tam a vétsina spésné
mésto opoustéla. Kdokoli se na né podival, odhodil vsechny véci a s krikem na
rtech utikal, se¢ mu nohy stacily. Byt temnym mdgem md i své stinné strdnky.
Napriklad se nikoho nemiZete zeptat na cestu, protoZe neZ dokoncite otdzku,
dotycny je ddavno pryc¢ a jeste pritom krici nesrozumitelnd slova.

Na namésti se Sikovaly strdze a jejich kapitdn prdve vysilal postovniho holuba.

20-2-3 Morseovkabezoddélovacu 10 bodu

Interni vojenskd sdéleni se zasadné Sifruji morseovkou. Kapitan ovSem
ve zmatku zaSifroval zpravu tak, Ze mezi pismeny a slovy zapomnél délat oddé-
lovace. Postovni holub ma namireno do sousedniho méstecka, ve kterém je dalsi
vojenska posadka. Otazkou zlstava, jestli se jim vibec podaii vzkaz rozlustit.
Pomizete jim?

Mate rozlustit text zakédovany morseovkou bez oddélovact. K dispozici
mate slovnik vojenskych termint (tj. slov, kterd mohou byt v textu pouzita).
Vasim cilem je vypsat preklad, ktery méa nejméné slov. Pokud je moznych nej-
kratsich preklada vic, vypiste libovolny z nich.

Priklad: Slovnik obsahuje slova attack, diet, indemnify, knights, pig,
send, sets, the, zombie a holub prinesl nasledujici zpravu:

jako ,send diet pig sets“, avsak takovy pfeklad je o slovo delsi, takze to neni
spravné reseni.

Pozn.: Omlouvame se vSem CeStinafskym puritanim za pfiklad s anglic-
kymi slovicky. Bohuzel se nam nepodafilo nalézt vhodny a rozumné kratky
priklad v nasi materstiné.
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Posddka se sesikovala a s rozklepanymi koleny zirala, jak uprostred ndamésti
zastavil viz Tizeny zombii a pritom se ozvalo zlovéstné zakrdkdnt, které z celé
situace udélalo jedno velké klise. Z vozu meohrabané slezla postava celd v cer-
ném. Kapitdn polkl naprdzdno. Ted zacnou komplikace. Jednomu ze strdzngjch
vypadla z rozttesen€ ruky halapartna a zarincela na dldZdént.

»Jménem mésta —,“ vypravil ze sebe chvéjicim se hlasem kapitdn, ale mdg
ho zastavil pozdvihnutou rukou.

,Ale kapitdne, nechcete délat Zddnd ukvapend rozhodnuti, Ze ne?“ zasvitoril
mag medovym hlasem. ,Coz takhle probrat vzniklou situaci nad Sdlkem dobrého
cerného caje? A vasi muZi si zatim mohou dat pauzu, vypadaji trochu napjaté.“

Kapitdn byl jako omdmeny. Pomalu se otocil ke své jednotce a zavelel po-
hov. Pak se i s temnym mdgem odporoucel do své kanceldre. Na ndmeésti zustaly
straZe ve velmi nejisté situaci a opatrné pozorovaly viz s Vildou. Ze sena vy-
skocil Felix, protdhl si kocici hibet a ladnym krokem se zacal prochdzet. Prisel
k jednomu strdznému, posadil se tésné pred mého a naklonil hlavu ke strané.
Strdazny si ho prohlizel s napjatym vyrazem.

»Baf!“ pronesl Feliz suse.

Na dldazdént zarincelo nékolik halaparten a celd posddka se ztratila za dupotu
sanddlu v obldcku prachu.

»Ani se nerozloucili,“ postézZoval si Felix a zacal se myt.

Temny mag se po chvili vratil i s kapitanem, ktery mél na tvdri nepritomny
vyraz.

,Dobrd zprdva. Kapitdn ndm nejen dovolil zistat ve meste, jak dlouho bude-
me chtit, ale takée byl tak laskav a prozradil mi, kde se nachdzi mistni knihovna.“

Knihovna nebyla velkd a ocividné v ni uZ dlouho nikdo neuklizel. Po zemi
se vdlely nejriznéjsi knihy a svitky. Police byly prozrané cervotoci a porddné
zaprdsené. Zkrdtka kdyZ jste si pri pohledu na tuhle spoust predstavili slovo
uklid, pruni, co vas napadlo jako asociace, byl krumpdac.

Mag smutné pokyval hlavou. ,Nejprve bychom méli — Felizi!! Co to tam
deélas?!1“

,Copak mizu za to, Ze tu neni Zadnd bedynka s piskem?“ opdcil kocour
ublizené. ,A navic je tu stejné nepordadek!“

20-2-4 Slovickareni 10 bodu

MZ4g s Vildou potiebuji uklidit v knihovné. To mimo jiné znamend, ze musi
setfidit vSechny knizky podle nazvi. Jak jste si jiz v nasem pfibéhu zvykli, ¢asu
nemaji hrdinové nazbyt, takze by to potfebovali udélat opravdu rychle.

Mate danu mnozinu slov — nazvi knizek — a chcete ji setfidit podle abecedy.
Vsechna slova jsou zapsana pomoci kone¢né usporadané abecedy . Jeji velikost
|X| zna¢me A. Dvé pismenka z abecedy mizZete porovnat v konstantnim éase,

17



Korespondenéni seminafr z programovani MFF 2007/2008

ale nezapometite, ze porovnani dvou slov uz neni konstantni operace, jeji casova
slozitost je linearni k délce kratsiho ze slov.

Snazte se o co nejmensi ¢asovou slozitost nejen vzhledem k poctu slov NV, ale
také vzhledem k jejich délce (soucet délek vSech slov si oznaéme P) a k velikosti
abecedy (A).

Priklad: Potfebujeme setfidit slova nad ¢eskou abecedou: kuchaika, zpév-
nik, zahradnic¢eni a necrotelecomicron. Vzestupné setfidénd budou v poradi:
kucharka, necrotelecomicron, zahradniceni a zpévnik.

Uklizent v knihovné jim zabralo péknych pdr dni. Nastésti mdg znal nékolik
uzitecnych kouzel, kterd pomohla véci urychlit, a strdaZe uz je vibec neobtéZovaly.

LA, konecné jsem to nasel,“ zvolal mdg nadsené a vitézoslavné pozvedl knihu
nad hlavu. ,,Tady se pise, Ze se musime vydat smerem ... “

20-2-5 Hrosi ohradka 10 bodu

Opét se zde setkdvame nad praktickou tlozkou. Zpusob odevzdavani a
vSechny ostatni detaily jsou stejné jako v minulé sérii. Takze pokud jste za-
pomnéli, jak to v praktické ulozce chodi, nebo jste se do feseni KSP zapojili
teprve ted, podivejte se na tlozku 20-1-5 z minulé série, kde naleznete potfebné
informace.

Zadani: V jedné nejmenované zoo fesi problém. Pfemnozili se jim hrosi a je
potfeba pro né postavit novy vybéh. Zoo hodla vyuzit opustény vybéh po bobii
rodince, kterd emigrovala do zahrani¢i pfi posledni povodni. Na pozemku se
nachézi spousta kull, které lze vyuzit jako zaklad oploceni, avSak samotny
plot uz je zniceny. Zoo se proto rozhodlo oplotit co nejvétsi moznou plochu
tak, ze pouzije stavajici kily a mezi nimi napne pletivo. Zistava ovSem otazka,
jak to provést — a to uz je kol pro vas.

Vas program dostane na vstupu seznam soufadnic kil v souboru kuly. in.
Na prvnim radku je jediné ¢islo NV, které predstavuje pocet kult. Na nasleduji-
cich N radcich se nachazeji souradnice jednotlivych kili popsané jako dvojice
éisel x;, y;. Soufadnice jsou celociselné a vejdou se do 32-bitového integeru.

Neda prilis pfemysleni, ze nejvétsi plochu bude mit pravé konvexni obal za-
danych bodu. Vas program ma za kol tento obal spocitat a vypsat do souboru
plot.out v nasledujicim formétu:

Na prvnim fadku bude jediné ¢islo K. Na nésledujicich K fadcich se na-
chézi seznam hrani¢nich kult, mezi kterymi je plot natazen. Kily musi byt
vypsany ve spravném potadi (tak, jak tvori plot). Jako prvni musi byt vypsan
kil s nejmensi z-ovou soufadnici (pokud je takovych kuli vic, vyberte ten, kte-
ry ma zaroven nejmensi y-ovou soufadnici). Pokud si navic ktly pfedstavime
zakreslené v roviné (tak, Ze x-ova osa roste doprava a y-ova roste vzhiru), pak
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musi byt kily vypsany po sméru hodinovych ruci¢ek. Pro blizsi pochopeni se
podivejte na nasledujici priklad.

Priklad: kuly.in 6 plot.out
9 7
32 5 12
12 13
41 4 14
34 26
13 3 45
14 53
45 2 41
26
53 !

1 z 3 4 5

Hint: Nepouzivejte redlna ¢isla ¢i slozité matematické funkce. Soutfadnice
jsou celociselné, takze si celou dobu vystacite s celymi ¢isly. Pokud nevérite,
vezméte si k ruce matematicko-fyzikalni tabulky (nebo podobnou literaturu).

Pozn: Mtzete predpokladat, ze obsah konvexniho obalu je vzdy nenulovy.
Tj. nenastane pripad, ze by vSechny kily leZely na jedné primce.

20-2-6 Hrady, hradky, hradla 11 bodu

Mili fesitelé, minule jsme si povidali o vécech takika tajemnych a nahlédli
jsme do vnitfnosti vasich pocitact. Zjistili jsme, jak funguji ty nejmensi ¢asti
mikroprocesoru, a pokusili jsme je alespor trochu ovladnout. V tomto dilu
naseho seridlu se spolu podivame, jak rychle a efektivné nase obvody vlastné
funguji.

Rychlosti zde minime funkci zavislosti ¢asu straveného vypoctem, na ve-
likosti vstupu. Pokud vam to pripomina casovou slozitost algoritmu, jste na
spravné stopé. Staci nadm fict, ze doba priichodu signalu hradlem, tj. doba, za
kterou se po pripojeni signald na vstup hradla nastavi na jeho vystupu spravny
vysledek operace, je jednotkova. Poté si mizeme prestavit, Ze vypocet probiha
po hladinach. Pod pojmem ,hladina“ si nemusime predstavovat nic slozitého,
je to nékolik hradel, ke kterym vypocet dorazi ve stejné chvili. Vypocet bude
tedy probihat tak, ze v case t = 0 se na vstup zapojeni nastavi vstupni data.
V Case t = 1 budou vysledky na vystupech hradel, ktera pocitaji vysledek ze
vstupnich dat. V ¢ase t = 2 budou vysledky na vystupech hradel, ktera pocitaji
vysledky z hradel pfedchozich dvou hladin a tak dale, az se spocitaji vysledky
na posledni hladiné, ktera vyda konecény vysledek celého obvodu.

Abychom si jesté 1épe rozumeéli, pfipravili jsme si pro vas jednoduchy obvod,
ktery zjistuje, zda je na vstupu lichy ¢ sudy podet jednidek. Na obrazku je
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nakreslen pro n = 8:

Zapojeni funguje jednoduse: pocita si pro kazdou dvojici ¢isel ze vstupu,
zdali je v ni pocet jednicek lichy nebo ne. Nasledné provadi stejny vypocet,
ovSem pro jiz vypocitané mezivysledky, kterych je jenom polovina, a tak dale,
az vSechny mezivysledky spoji do jediného vysledku. Takto pfimocafe to sice
funguje jen tehdy, je-li velikost vstupu mocnina dvojky (tedy n = 2¥ pro né-
jaké k), ale i kdyby nebyla, miZeme si vstup doplnit nulami na nejblizsi vyssi
mocninu dvojky, ¢imz vysledek nezménime a n maximalné zdvojnasobime.

Hladiny obvodu odpovidaji ,,patrim® na obrazku. Na prvni hladiné lezi n/2
hradel, na druhé n/4, ..., na i-té n/2¢, az na k-té jich je n/2*¥ = n/n = 1. Cas
straveny vypoctem proto je k = log, n. NaSe zapojeni tedy ma logaritmickou
¢asovou slozitost.

Vyrazem efektivné zde minime hlavné spotiebu energetickou. Kazda sou-
Castka v obvodu spotifebovava energii. Pro nase ucely budeme predpokladat, ze
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hradlo spotrebovava jednu jednotku energie, tj. vSechny typy hradel jsou stejné

naro¢né. Bude néas tedy zajimat funkce vyjadiujici zdvislost po¢tu hradel na

velikosti tlohy. Opét si miZzeme vSimnout, Ze je dana definice skoro povédoma

a muize pfipominat definici pamétové slozitosti algoritmu.

Spocitejme si hradla v nasem piikladu po hladinich od nejnizsi k nejvyssi.
Celkem jichje 1+2+4+4+...4+n/4+n/2 = Lofénﬂ 2%, Soucet fady miizete
zjistit pfimocaie ze vzorce pro soucet geometrické fady. Napovime, ze se vam
bude hodit vztah 2 = a'°%«*. Pokud vam vyjde slozitost linedrni, a to n — 1,
dosli jste k spravnému vysledku.

Tady nase povidani konéi a abyste i vy dostali sviij prostor, nasleduje
zadani ulozek:

1. Navrhnéte obvod, ktery bude pocitat ,hromadny OR“. Tedy trochu for-
malnéji: na vstupu mame n bitd a na vystupu mame jednu hodnotu, ktera
je 1 pravé tehdy, je-li mezi vstupnimi bity aspon jedna jednicka. [4 body]

2. Dokazte, ze vase feSeni prvni tlohy je nejlepsi mozné, ¢ili ze lepsi Casové
ani pamétové slozitosti uz dosdhnout nejde. [7 bodd]

LA, konecné jsem to nasel,“ zvolal mdg nadsené a vitézoslavné pozvedl knihu
nad hlavu. ,Tady se pise, Ze se musime vydat smérem k Ldvové hore.“

Mag polozil knihu na stul a uZ se chystal provést slozit€ kopirovaci kouzlo,
kdyz se do véci vlozil Felix: ,,Tak to vam tedy opravdu nezdvidim. To budete mit
docela streku.

»Krad?“ ozval se nechdpavé Kiri.

»Hm, na tom néco bude. Lavovd hora nent zrovna za rohem a létat na kostéti,
to uzZ na mé nent. Privan mi nedéla dobre na klouby.“

»No vidite! Jd Tikal hned, Ze jsme méli zustat doma,“ pochvaloval si kocour
ndhlou zménu pldnu. Mdg mu ale hbité zkazil ndladu: ,Vildo, zajdes na trh a
poridi§ koné. Jd tu zatim zkopiruji tu knihu, af muZeme vyrazit jesté dnes!“

Vilda zasel k mistnimu handliri. Mezi dvermi mu kyvl na pozdrav a hned
presel k véci: ,Rad bych si poridil jednoho koné. Nemusi jezdit moc rychle,
ale must vydrzet dlouhou cestu. Jo, a taky aby se neplasil, pokud wvidi néco
neobuyklého.“

Handliv vypadal velmi vydésené pii pohledu na nazelenalého zdkaznika. Byl
by vzal nohy na ramena, ale z jedné strany mu v tom brdnila zed a mezi dvermi
stal Vilda.

,T-t-tieba t-t-tohohle?% zakoktal handliF, kdyZ se mu vratila Te¢ a ukdzal
pritom prstem na krasného bélouse.

»A v cerné by nebyl?“

,B-bily tahne pruoni. To je vyhoda, ne?“ vyblekotal handlit pruni argument,
ktery mu prisel na mysl. V tu chvili si ale Vildy vsiml ¢ bélous, vzepjal se
na zadni a mdlem tak prevrhl koryto s vodou.
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,Mdte pravdu, tento neni ten pravy,“ zmeénil handlit ndzor.
Ale jak se ukdzalo, Zadny z pritomnych koni nebyl dostatecné klidny, aby

snesl pohled na Vildu. ,Moznd bych to mohl jesté stihnout, nez ... “ zamumlal

st handlir pod vousy a zmizel v prilehlém uzendrstvi. Za chvili se vrdtil a tahl
za sebou méco, co budeme z nedostatku lepsi terminologie nazyvat koném.

Kurn nevypadal, Ze by snesl cestu treba jen za mésto, ale Vilduv vzhled mu
zrejmé nevadil. Dokonce se mu pTibliZil natolik, Ze mu dokdzal vytahnout z kapsy
sVacinu.

LAle vZdyt je slepy na jedno oko!* vsiml si Vilda.

LAno. A ani za to nebudu chtit priplatek.“

,Prosim?“

»KdyZ uvidite néco opravdu neobvyklého, prosté okolo toho projdete zleva.*

Netrvalo dlouho a obchod byl uzavien. Ale kdyz doslo k placent, nastal pro-
blém. Cena nepfedstavovala Zddné potize, na té se shodli k oboustranné spoko-
jenosti. Zato se ukdzalo, Ze vybrat sprdvné mince je tézky ukol.

20-3-1 Platba koné 12 bodu

Je zaddn obnos penéz P, pozadovany za koné, a dvé hromadky minci (jed-
na Vildova a jedna handlifova). V kazdé hromédce minci jsou mince riiznych
hodnot a od kazdé hodnoty miize byt vice minci. Na Vildové hromadce je cel-
kem N minci, na handlifové M. Kazda hodnota je desetinné ¢islo s pfesnosti
na 2 desetinnad mista. Vasim tkolem je nalézt zptisob, jak zaplatit presné P
na co nejmensi po¢et vyménénych minci, nebo zjistit, Zze to provést nelze.

Pozndmka: Hodnoty minci nemusi tvofit zadny systém béznych platidel
ani byt jinak ,rozumné“.

Priklad: Pro P = 15,00, Vildovu hromadku obsahujici dvé mince o hod-
notach 20,00 a 45,73 a handlifovu hromadku s mincemi o hodnotéch 5,00 a
15,00 je spravné feseni takové, ze Vilda pouzije minci o hodnoté 20 a handlif
mu vrati 5. Pro P = 16,16 a stejné hromadky minci feSeni neexistuje.

Nalozili koné, mdg se nechal vysadit do sedla a vyrazili na cestu. Cestovali dva
dny, kdyz se v krovi vedle cesty ozvaly hlasy. DruZinka se zastavila a vsichni
pozorné naslouchali.

»Dneska byl néjaky nesdilny. Asi mi uz nevért,“ stéZoval si pruni hlas.

,Taky? Pry mame prepadat u severni cesty. Ale éislo stromu mi nerekl.
Za prunim se nedd schovat, ale od druhého aZ k devadesdt devdtému je to stdle
jesté hrozné moc moznosti,“ rozumoval nékdo dalsi.

Proni si prisadil: ,,Hm, mné ekl jen soucet cisel stromu.“

»Mné soucin. Ale to mi moc nepomiZe, z toho se medaji urcit,“ krioural
druhy.
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I z toho souctu mi bylo hned jasné, Ze soucin nikomu k nicemu nebude,“
souhlasil pruni.

10 ti z toho bylo jasné? Tak to jd uz vim, kterd cisla to jsou! Jdu si pro luk,*
zajdsal druhy.

LVainé? Tak v tom pripadé to vim také, kam jen jsem dal mec?“ pookrdl
pront.

Mag sesedl z koné a celd druzinka se ukryla za nedalekym kamenem. Sotva
se jim podarilo primét koné, aby si lehl, vyskocili lupici na cestu.

, Uz odesli. Tak bychom mohli jit take,” prohldsil Feliz, kterému se celd zd-
lezitost vibec nelibila.

»Ano, ale potrebujeme jit okolo nich,“ zaskaredil se Vilda.

,Vildo, ty jsi nezabalil ¢aj!“ postéZoval si mdg, kdyz se prohraboval sedlovou
brasnou. ,,No, co se dd delat. Vypadad to, Ze je budu muset proménit v jezky.“

,Stejné tak, jako vSechno ostatni, co se u kaZdého stromu jen pohne?“ ne-
odpustil si rypnuti Feliz. Kiri pri predstaveé promeény zdésené opustil strom,
na kterém sedél, a s mirnym Zuchnutim pristdl vedle koné.

»No tak jezki je tu stejné mdlo, tak by to tak moc nevadilo. Ale alespori bych
st usettil prdci, kdybych vedél, za kterymi stromy jsou ... “

20-3-2 Dva lupici 8 bodu

Ukolem této tilohy je najit véechny mozné dvojice stromil, za kterymi maji
lupici ¢ekat. Nestaci feseni pouze najit, je treba také zdtvodnit, proc je spravné
a pro¢ zadné dalsi dvojice neexistuji.

Pozn.: predpokladejme, Ze lupiéi jsou dokonali matematici (maji cvik v po-
¢iténi lupu) a jsou z takovych informaci opravdu schopni zjistit sva ¢isla stromu
v podstaté okamzité. Tedy prohlaseni: ,,Tak to ja uz vim, ktera ¢isla to jsou,“
neni mysleno ironicky, ale opravdu znamen4, Ze z dostupnych informaci dokaze
odvodit ona ¢isla.

Pro pfipad, ze by vam néjaké drobnosti utekly, uvedeme zde vSechny in-
formace jesté jednou: Velitel lupi¢u si mysli dvé cela ¢isla mezi 2 a 99. Lupici
A prozradi jejich soucin, lupi¢i B prozradi jejich soucet. Navic A vi, ze B zn4
soucet, jen nevi, kolik to je (a naopak). Rozhovor pak probihéd nésledovné:

. ,Nevim, jaka ¢isla si mysli nas velitel.*
,Védél jsem, ze to nebudes védét.«
»,Opravdu? V tom pripadé uz vim, co je to za ¢isla.*

I

»,V tom pripadé to vim taky.“

Felix opovrzlivée pricichl ke zlaté, ktere vyplasent jezci nechali za sebou pTi zoufa-
lém tdprku. Ani tolik spéchat nemuseli, mezi nasimi hrdiny nebyl nikdo ochotny
behat a mdg prohldsil, Ze bodliny na zddech jako jejich trest zcela staci.
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»Tak to bychom méli,“ pochvaloval si mdg potésen, Ze se mu tak sloZité kouzlo
podafilo.

,A dej si patentovat tenhle zpusob viyroby ostnatého drdatu,” navrhl Felix,
ktery si pri pozorovani zlata vsiml ZiZaly, kterd se nemohla zahrabat, protoZe
meéla po celém téle bodliny.

»Tomu se Tikd aktivni obranny systém. Ted i alespori nesezobne kos,“ vy-
svétlil mdg a zacal listovat v knize. ,,Utdborime se tu na noc,“ dodal po chvili
ctent.

Vilda rozdélal oher, vybalil deky a wvaril veceri. Noc ubéhla rychle a aZ
na vzddlené dupdni jezki nic mnerusilo mirumilovné ticho. Vildu rdno probralo
slunicko a rosa.

,Vase Madgstvo, kam pokracujeme ddl?“ zeptal se Vilda, sotva si protrel
o¢i. Podival se na mdga a znejistél: ,Vidyt vypaddte jako kdybyste celou noc
nespal!“ A opravdu. Mdg mél cervené oci, které drZel sotva oteviené. Sedél
u ohnisté a okolo sebe mel rozloZemou hromadu papird popsanou divnymi sym-
boly.

,Udddh, coZeto?“ zivl ospaly mdg. ,Aha, cesta. To je pravé ten problém.
Tady v knize sice pisou, Ze musime najit Svitici baZinu. Ale cel€ je to popsané
temi staroddvnymi hadankami, takZe nemdm ponéti, kam ddl.“

Hddanka Vildovi tak tajemnd nepfipadala. Stdlo v ni: ,,Cesta nejdelsi — std-
le z kopce, jen osmkrat vykrocit nahoru. A na konci cesty té, stoé¢ se vpravo
k obzoru.“

A jd nevim, jak takovou nejdelsi cestu, co vede stale z kopce, jen osmkrdt
kousek do kopce, najit. A vésténi nepomohlo, postéZoval si smutné mdg.

1o se divim. Posledné se ty vosy vykourit podatilo,“ ohodnotil jeho véstecké
schopnosti Feliz.

Kiri se probudil a slétl z vétve, na které spal. Dopadl doprostied papiri a
vytvoril v nich maly krater. Zoufale krdkal a mdchal kridly, aby se z t€ hromady
dostal. Vzduch se naplnil poletujicime papiry a havranim perim.

Vilda se natdhl, aby havrana vytdhl, kdyz v tom mu primo na nose pristdl
papir s néjakymi cisly. Byly na ném vypsan€ vysky jednotlivych bodi na cesté.

LAle vidyt staci vybrat nejdelsi takovou posloupnost ¢isel na tomhle papiru,“
zaradoval se a zacal pocitat.

» Kdybych nebyl tak ospaly, tak bych na to prisel sdm ...
kdyZ usinal.

¢

“ zamumlal mdg,

20-3-3 Cesta z kopce 8 bodu

Je zadana posloupnost A obsahujici N éisel a néjaké éislo k. Ukolem je
nalézt indexy a,b (a < b) takové, ze b — a je nejvétsi mozné a posloupnost
Aq, ..., Ap obsahuje maximalné k dvojic té€sné po sobé jdoucich prvka A;, A;41
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takovych, ze A; < A;y1. Pro vSechny ostatni dvojice plati A; > A;11. Tedy az
na k mist je posloupnost nerostouci.

Priklad: Pro k = 1 a posloupnost 9,7,6,4,8,6,3,9,1 je spravnym vysled-
kem a =1 ab=7, tj. podposloupnost 9,7,6,4,8,6, 3.

»lady to vypadd strasidelné,“ postézoval si Vilda, kdyz se blizili k bazZiné.

»Samd voda. Alespon néjaka lavka, kdyby tu byla,“ remcal Feliz.

,Ldvka tu sice neni, ale jsou tu provazové mosty. A kolik,“ pochvaloval si
mdg.

A opravdu. Mezi stromy vedly stovky provazovych mosti. Mdg ze své kopie
knihy vytdhl mapu Svitici baZiny a s pomoci ostatnich se vydrdpal na nejblizst
most.

Prochdzeli bazinou krizem krdazem, od jednoho stromu k druhému. Feliz ne-
kolikrdt navrhl, Ze na né pockd na té ¢i oné€ kriZovatce, neZ se na ni zase vrdti.

,Rozhled na raselinu bude z tamté kriZovatky sice nadherny, ale klidne si ho
nechdm wjit.“

Kdyz i mdgovi dosla trpélivost a konstatoval unavené: ,Ta mapa je $pat-
né. Tady uZ jsme byli nejmeéné Sestndctkrdt a na tamté kriZovatce trindctkrdt.
Bloudime mezi nimi stdle tam a zpét. Mezi tdmhletou zatracenou kriZovatkou a
timhle prokletym ztrouchnivélym stromem vede urcité nejvice cest v celé baziné.
Ale nemuzu je najit na mapé.“

»1o bude tim, Ze ta mapa je pékné stard. Provazové mosty zustaly nataZené
mezi stejnymi stromy, ale tohle je bazZina a ty stromy v ni nedrZi. Prosté se
od té doby premistily,” mudroval Vilda a strcil do nejblizsiho stromu. Strom se
posunul o dobry metr.

,V tom pripadé staci zjistit, mezi kterymi vede nejvice ruznych cest. Z toho
pak dokdzu zorientovat mapu ...«

20-3-4 Orientace na mapé 10 bodu

Na vstupu vas program dostane popis orientovaného grafu znazormujiciho
mapu. Vite, Ze tento graf neobsahuje zadny orientovany cyklus, ¢ili Ze neexistuje
zadna orientovana cesta délky alespon 1, kterd by zacinala a koncila ve stejném
vrcholu. Ukolem programu je vypsat dvojici vrcholtl, mezi kterymi vede nejvice
ruznych cest v celém grafu. Za riazné jsou povazovany libovolné dvé cesty, které
se lisi alespon jednou hranou. Pokud je takovych dvojic vrcholt vice, staci
libovolna z nich.

Priklad: Pro tento graf je fesenim dvojice vrcholi A a D:
B

A
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Konecné vylezli z baziny na sprdvnou stranu. Za-
jasali, rozvdzali nebohého koné a mdg z ného srnal
levitacni kouzlo. Vyskrdbali se na nejblizsi kopec a
rozhlédli se po okoli. V ddlce spattili dymagjici ho-
ru zahalenou v temnych mracich. Ldvovd hora byla
konecné na dohled . ..

20-3-5 Asfaltovani 11 bodu

Blizi se zima a CodEx uz se té3i na vase darecky k Vanocum v podobé
feSeni tlohy tieti série. Zptisob odevzdavani a vSechny ostatni detaily ziistavaji
stejné, jako v minulych sériich. Takze pokud jste zapomnéli, jak to v praktické
tloZce chodi, nebo jste se do Feseni KSP zapojili teprve ted, podivejte se na
ulozku 20-1-5 z prvni série, kde naleznete potfebné informace.

Zadani:

Obyvatelé Hipopotamie si jiz dlouho stézovali na nekvalitni silnice. Kdyz
si jednou i vrchni cestar pri cesté do prace v kocare vyrazil zub, rozhodl se
k radikalni akci. Doslechl se, Ze v sousedni zemi zacali na cesty pouzivat novinku
zvanou asfalt, a mySlenka na vyasfaltovani vSech silnic v Hipopotamii byla
na svété. A jak si vrchni cestaf usmyslel, tak se i stalo. P¥i realizaci ndpadu se ale
nizsi cestari museli potykat s nemilym problémem: asfalt se dovazel ze sousedni
zemé v ohromnych barelech, ve kterych bylo asfaltu tak akorat na dvé cesty
(byly to opravdu ohromné barely). PotiZ byla v tom, Ze jakmile se barel narazil
a asfalt z néj zacal vytékat, nedal se uz proud asfaltu ni¢im zastavit a bylo tedy
nutné vyasfaltovat najednou dvé na sebe navazujici cesty. Jenze jak rozvrhnout
asfaltovani, aby cestari neskoncili ve mésté s poloplnym barelem a se vSemi
cestami vedoucimi do mésta uz vyasfaltovanymi? Dusledky zaliti namésti a
nékolika prilehlych ¢tvrti do asfaltu by byly pro cestéfe jisté nemilé. ..

Napiste program, ktery pro zadané propojeni mést cestami rozhodne, zda je
mozno cesty podle popsanych pravidel vyasfaltovat, a pokud ano, vypise jednu
z moznosti, jak rozvrhnout, kterd dvojice cest bude asfaltovdna ze kterého
barelu.

Na prvnim fadku vstupniho souboru asfalt.in se nachéazeji dvé cela Cis-
la N a M oddélend mezerou (1 < N < 10000 a 1 < M < 40000), kde N
urcuje pocet mést a M pocet cest v Hipopotamii. Dale ve vstupnim souboru
nasleduje M 1adkt popisujicich jednotlivé cesty. Kazdy fadek obsahuje dvé cela
¢isla A a B oddélend mezerou — ¢éisla mést (mésta Gislujeme od jedné do N),
mezi kterymi cesta vede. Pfedpokladejte, ze mezi kazdymi dvéma mésty se lze
po cestach dostat (pokud ne p¥imo, tak pfes jind mésta).
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Vystupni soubor asfalt.out bude bud obsahovat jediny fadek s textem
no, pokud neexistuje zpisob, jak vyasfaltovat vSechny cesty a neskonéit s po-
loplnym barelem v néjakém mésté, nebo bude obsahovat M /2 Ffadku s popi-
sem postupu asfaltovani. Kazdy fadek postupu bude popisovat vyuziti jednoho
barelu s asfaltem, tj. bude obsahovat tfi celd ¢isla oddélend mezerou, ktera
predstavuji po fadé: ¢islo mésta, ve kterém ma asfaltovani zacit, ¢islo mésta,
do kterého se mé pokracovat a ¢islo mésta, ve kterém ma asfaltovani skondit.

Nezapomente, ze kazda cesta ma byt vyasfaltovana pravé jednou!

Priklad 1: asfalt.in asfalt.out

33 no
12
23
31

Priklad 2: asfalt.in asfalt.out

58 514
15 543
14 423
13 312
12
32
34
45
42

20-3-6 Hrady, hradky, hradla 12 bodu

Mili fesitelé, nyni uz vime, jak vlastné obvody funguji, jak jsou rychlé a
energeticky naro¢né. V dnesnim pokracovani naseho seridlu si povime néco o
reprezentaci dat v binarni podobé, tj. pomoci jedni¢ek a nul.

Reprezentaci dat zde myslime néjaky zptsob, jakym prevést ¢isla nebo
i jiné udaje do nul a jednicek, se kterymi uz umime pracovat. Nejednodussi
zpusob, jak to udélat je dvojkova neboli binarni éiselnd soustava. Cisla se pak
mezi desitkovou a dvojkovou soustavou prevadéji nasledovné:

Dvojkova — Desitkova

Vezmeme ¢islo zapsané ve dvojkové soustavé a budeme postupné brat cifry
po jedné zprava doleva. Kazdou z nich vynasobime dvojkou umocnénou na po-
éet cifer, které jsou od aktudlni cifry vpravo. Pro ¢islo 101010 to bude vypadat
nasledovné: 0-2°+1-21+0-22+1-2340-2141-2° =2+ 8+ 32 =42.
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Jelikoz ag - 2° 4+ a1 - 2V +as - 22+ ... + a,, - 2™ 1ze prepsat jako ag + 2(a1 +
2(az +2(...42ay) . ..))), funguje i nasledujici jednodussi pfevodni algoritmus:
zacneme nejlevéjsi Cislici, znasobime ji dvéma, pricteme dalsi Cislici, vysledek
znasobime dvéma, a tak dale.

Desitkova — Dvojkova

Pokud je zadané ¢islo sudé, zapiseme si nulu, v pripadé, zZe ¢islo je liché,
zapiSeme jednicku a od c¢isla jednicku odecteme. Pak ¢islo vydélime dvéma
a postup zopakujeme. Jedni¢ky a nuly budeme zapisovat zprava doleva tak
dlouho, az se nase ¢islo stane nulou. Cislo 13 bychom pirevadéli takto:

c¢islo desitkové  cislo dvojkové vypocet
13 1 (13-1)/2
6 01 6/2
3 101 3-1)/2
1 1101 (1-1)/2

Vsimnéte si, ze tento postup je vlastné pfedchozi postup pro prevod z dvojkové
soustavy spustény pozpatku.

Jiny pouzivany zpusob, jak kédovat ¢isla do jednicek a nul, je kéd BCD
(Binary Coded Decimal). Myslenka je nésledujici: KdyZ se rozhodneme trochu
plytvat, klidné mtuzeme kédovat desitkova ¢isla po ¢islicich. Pritom na kazdou
¢islici pouzijeme 4 bity, a to tak, ze vyuzijeme 10 kombinaci z 16 moznych.
Cislo 1394 bychom zapsali jako 0001 0011 1001 0100. Diky mirnému plytvani
jsme si znacné zjednodusili praci, tedy aspon v pripadech, kdy c¢isla daleko
Castéji rozebirdme na islice, nez s nimi pocitdme. (Pékny piiklad jsou tieba
digitalni hodinky — ty musi umét ¢islo zobrazovat na displeji, ale jinak staci
umét pficitat jednicku.)

Nékdy se také potiebujeme vyporadat s tim, ze pokud prendsime néjaky
udaj do jiného obvodu (tfeba po poéitacové siti, a nebo ho uklddame na disk),
miize se cestou trochu poskodit — nékteré bity se mohou zménit z nul na jednicky
nebo naopak. Tehdy se samoziejmé hodi umét chybu odhalit, nebo dokonce
automaticky opravit. Zkusme si tfeba na konec binarniho ¢isla pfidat nulu nebo
jednicku tak, aby celkovy pocet jedniéek v ¢isle byl sudy (tomu se fiké paritni
bit). Pokud v takovém éisle nastane jedna chyba, ihned ji odhalime, jelikoz
vzdy vznikne ¢islo s lichym poctem jednicek. Existuje spousta sofistikovanéjsich
kédu, které dokazi detekovat nebo opravovat vétsi pocty chyb, ale my si uz
misto dalsitho povidani radéji naservirujeme nové tulozky.

Vasim tkolem nyni bude vymyslet obvod na detekci chyb, ktery bude tes-
tovat délitelnost tfemi (takova kontrola chyb je o néco silnéjsi nez parita).

1. Navrhnéte a nakreslete obvod, ktery pro ¢islo zadané v bindrni reprezentaci
zjisti, zda je délitelné t¥emi. [6 body]
2. Ukol je stejny, oviem &isla jsou na vstupu v BCD reprezentaci.  [6 bodii]

28



Zadani tloh 20-3-6

Rdno opét vyslo slunce. Ne snad proto, Ze by muselo, ale prosté uzZ bylo tak
2vyklé. Opatrné vystréilo pdr paprskii a zacalo vymetat zbytky tmy ze Skytdnie.
Jeden z paprsku polechtal i spiciho kocoura Felize. Kocour dlouze zivl, protahl
se, a pritom nechté vrazil tlapku primo do obli¢eje spiciho havrana.

,Kra! Kra?!“ ozval se Kiri popuzené, ¢imz vzbudil zbytek druZiny.

»1o musis délat takovy rdmus?!“ oboTil se na néj mdg, sotva si protrel oci.

Havran se zatvaril provinile a na svoji omluvu zakrdkal: ,,Never-r mor-rel“

,Vildo, priprav snidani! Chci vyrazit co nejdriv!“ zavelel mag a vstal. Zadival
se do dalky, kde se tycila Ldvovd hora. ,,Mame pred sebou jesté kus cesty ... “

Sestoupili z pahorku, na kterém nocovali a vklouzli do 7idkého lesiku. Cesta
ubithala pomalu a les nendpadné houstl. Po nékolika dnech uz nebylo dal mozné
cestovat s koném. Stromy rostly prilis blizko u sebe, vSude samé housti a mldzi.
Prelozili vsechny véci na Vildova zdda a koné poslali domii.

Ndsledujicitho dne vecer je prepadla oskliva boure. Silny vitr kymdcel stro-
my a husté prielo. KaZdou chvili oblohu provizl blesk a promptné vyrobil dalst
hromaddku palivového drivi.

»Musime najit néjaky ukryt!“ kricel mdg do ohlusujictho vétru a ze vsech sil
se snazil udrZet na nohou.

»Myslim, Ze jsme pred chvili prochdzeli kolem jeskynée! Muzeme se zkusit
schovat tam!“ zahuldkal Vilda a rukou chytil Kiriho, ktery zacal prohrdvat svij
boj se vzdusnymi viry.

Z poslednich sil se doplahodili do jeskyné. Sedli si na kamenné podloZi, aby
popadli dech, a jak uz to tak v pribézich byvd, sotva se posadili, oslepil je zablesk
doprovazeny obrovskou rdnou. Vysokd borovice, kterd stdla kousek od vchodu
do jeskyné, byla rozpilend ve dvi a z jejiho stredu se lehce koutilo.

,Predpokldddm, Ze ted bych mél Fict néco jako: 'To bylo o fous!’* dodal
sarkasticky Feliz. ,,Proc¢ jsme sakra mezustali doma?!“

Vilda zacal vybalovat véci a chystal se rozdélat ohen. Vyndal z batohu troud,
jehoZ cvachtavé plesknuti o kamen oznamovalo vsem, Ze rozdelat ohen bude
prece jen trochu tézsi, nez by se snad mohlo zddt. Mdg si povzdechl a seslal
doprostred jeskyné kouzelny plamen.

»To by mélo na chvili stacit,“ prohldsil spokojene a Sel se ususit.

Kdyz se trochu zahrdli, vsimli si, Ze z jeskyné vede nékolik chodeb. Navic
stény byly popsany zvldstnimi znackami. Vétsina znacek byla vodorouvnd nebo
svisld. Mdg si je se zdjmem prohlizel a pak se tukl do cela.

1o je prece pismo lesnich druidu!* zvolal vitézoslavné a zacal se prehrabovat
ve svém vaku. Vytdhl tlustou knihu. Kniha byla opravdu . . . tlustd. Mdg se na ni
podezrivave podival. Z knihy ukdpla kapka vody.

Po hezky dlouhé chvilce stravené rozlepovdanim listi a susenim nacucaného
papiru nalezl mdg konecéné tu sprdvnou stranu a zacal s prekladem znacek na zdi.
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20-4-1 Druidi napisy 10 bodu

Mag se s problémem vyporada jako vzdy po svém, ale my obycejni smr-
telnici, ktefi neovldddme magii (nebo alesponl ne tak dobie jako Temny mag),
si zadani trochu zformalizujeme. Druidi text je zadan jako posloupnost svis-
Iych a vodorovnych znacek bez jakychkoli mezer, takze si jej 1ze predstavit jako
posloupnost bitt. K dispozici méame prekladovou tabulku, ktera kazdému pis-
menu piifazuje sekvenci bith (muZete pfedpokladat, Ze vSechna pismena jsou
reprezentovana sekvencemi s maximalni délkou feknéme 5 bit). Dale méme
slovnik vSech moznych slov, ktera se mohou v textu vyskytnout.

Chtéli bychom text pfelozit, avSak problém je v tom, ze pieklad muze
byt mnohozna¢ny. Nasim cilem tedy bude najit celkem K nejkratSich moznych
prekladd textu. Délka prekladu je uddvana poctem slov (tj. chceme pieklady
s nejméné slovy). Cislo K neni konstanta, takZe ho nezapomeiite zahrnout
do odhadu ¢asové (piipadné i pamétové) slozitosti.

Pozndmka autora: Pokud vam tato tloha p¥ipomind tlohu 20-2-3 (Morse-
ovkabezoddélovaci), tak tato podobnost neni ¢isté ndhodnd. Jen jsme nechtéli,
aby se nam v pfibéhu znovu opakovala morseovka. V této tloze mate témér stej-
ny tkol, ale nyni musite najit K nejkratsich feSeni (ne pouze jedno). Necitite-li
se ve své kuzi pfi pomysleni na druidy, klidné pracujte s morseovkou.

L, Vyborné! UZ jsem to rozlustil,“ zajdsal mdg. VSichni ostatni se k nému sebéhli
a tdzavé se zadiwali na sténu. ,Zkusim to volné preloZit do nasi Teci,” ozndmil
a nakrabatil celo pri usilovném soustredend.

,Vstoupili jste — na posvdtnou pudu — druidi. Za vasi — troufalost ... é€
... zahnete? To asi nebude ono. Ze by ’zvadnete’?“ Mdg nespokojené kroutil
hlavou a chaoticky listoval knihou. ,Né€, uZ to mdm — ’zahynete’! Za vasi
troufalost zahynete!“ rozzaril se spokojené, sklapl knihu a pohladil si plnovous
s vyrazem triumfu na tvdri. Ostatni na néj zirali v némém uzasu. Nastala trapnd
chvile ticha. Mdguv usmév se pomalu presklddal do vyrazu panické hrizy.

,Muyslite, Ze bychom méli . .. ,“ zaseptal mag a kyvl hlavou smérem k vijchodu
z jeskyné.

»Kral“ pritakal Kiri za vSechny pritomné.

Rychle nahdzeli véct do vaki a mdg lusknutim prstiu uhasil ohen. Venku stdle
jesté zutila bourka, ale nic jiného jim nezbyvalo. Vykrocili do hustého deste.
K jejich nemilému prekvapent stdl okolo vchodu do jeskyné pocetny hloucek po-
stav. Vsechny byly obleceny do snéhobilych rouch. Tohle zvldstni obleceni zrejmé
nesledovalo predpovéd pocast, protoZe navzdory provazim vody padajicim z nebe
bylo dokonale suché. Jedna z postav pozvedla ruku a boute v jediném okamZiku
ustala.

A do kocicince ..., ulevil si Feliz.

30



Zadani uloh 20-4-2

Druidi je vedli lesem dobrou hodinu a kaZdou chvili ménili smeér. Dorazi-
li na rozlehlou louku. Uprostred stdla rozestavend jakdsi kamennd konstrukce
a kolem ni se hemzili dalsi druidi. Nedaleko bizardni stavby stdl statny dub,
pod kterym byly rozloZeny stoly s nejriznéjsim ndradim a ndkresy. Dosli az
k dubu a tam se zastavili. Zanedlouho k nim prispéchal starsi druid. Roucho
meél uplné stejné jako ostatni, ale i presto z ného na prvni pohled sdlala autorita.
Cestou k nim se nékolikrat zastavil a rozdal nékolik rozkazi.

»Zdravim vds,“ promluvil k nim neutrdlnim tonem. ,Jmenuji se Rozmaryn
a jsem tady Velkym druidem. UZ vds néjakou dobu sledujeme. To vite, kdyz
Temny mag opusti Temny hvozd, asi md néco za lubem a je potieba na ného
ddvat pozor,“ dodal s lehkym tdsmeévem. Mdg se nesmdl. ,KaZdopddné bych
chitél Tici, ze kdybyste byli kdokoli jiny, nedosli byste Zivi ani do té€ jeskyné. Ale
nez vds propustime a vyprovodime z naseho uzemi, budeme po vds chtit malou
vypomoc ...~

20-4-2 Stonehedge 8 bodu

Druidi stavi Stonehedge, coz by se dalo prelozit jako ,,Kamenny plot“.
OvsSem neni to obycejny plot — je to spise brana. A pfimo do jiného svéta.
Do technickych detailtt nebudeme prili§ zabihat, protoZe je pofadné nepochopil
ani mag po Rozmarynové vycerpavajicim vykladu. Podstatné je, ze druidi maji
seznam roht kament, které je potieba vytesat a spravné umistit, a potiebuji
z nich vytvorit stavebni plan.

ed

Kazdy kdmen ma pravouhlou zakladnu. Tedy jeho pidorys je mnohotihel-
nik, ktery ma kazdou stranu rovnobéznou s nékterou ze svétovych stran (v kar-
tézské roviné bychom Fekli rovnobéznou s osami x nebo y). Pidorys kamene je
ovSem popsan pouze soufadnicemi rohti (tj. vrcholy polygonu). Zaznamy jsou
rozhézené, takze soufadnice roht jsou zapsany v ndhodném poradi. Nastésti ale
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vime, Ze kameny v sobé& nemaji diry (tzn. vSechny rohy lezi na obvodu kamene)
a jejich soutadnice jsou celociselné.

Vasim tkolem je vzit zdznamy o kazdém kameni a zjistit, jaky bude mit
ptdorys. Vysledkem vaseho snazeni by méla byt pro kazdy kdmen usporadana
posloupnost vrcholt (roht). Jako prvni mtizete uvést libovolny roh a vSechny
ostatni vypiSete v poradi, v jakém se vyskytuji na obvodu kamene po sméru
hodinovych rucicek. A

Priklad:

Méme jeden kdmen s vrcholy [1,3], [2,2], [1,2],
3,1], 3,3], [2,1].

Zafneme napf. v prvnim uvedeném bodé [1,
Déle pokra¢ujeme po sméru hodinovych rucicek: [3,
3,11, [2,1], [2,2], [1,2].

\ 4

Bylo rdano. Nasi hrdinové v klidu podirimouvali, aZ na mdga, ktery stdl nad velkym
kusem papiru a obcas do ného néco zakreslil.

»Lak to by mel byt posledni kamen,“ tekl, odlozil tuzku a promnul si unavené
0¢i. Rozmaryn se zadival do ndcrtki a spokojené pokyval hlavou.

,Dékuji vam. A ted, kdyz mé omluvite, musim jit dohlédnout na stavbu. Tady
bratr Levandule vds doprovodi aZ na hranice naseho uzemd.“

Mdg nakrabatil ¢elo: ,Ehm — vite, Ze ... jaksi ... slovo Levandule je Zenského
rodu?“ Levandule na ného vrhl osklivy pohled. Rozmariyn jen pokrcil rameny:
»Nikdo neni dokonaly.“ A odspéchal za sviymi povinnostmi.

Cesta ubihala . . . potichu. Levandule nebyl zrovna velky Tecnik a aZ na prilezi-
tostné Felizovo remcdni se nikdo neodvadzil promluvit. Les zacal zvolna Tidnout,
a kdyz se objevila pruni cesta, Levandule se s nimi micky rozloucil.

,Ted by se ndm kini hodil,“ nahodil Vilda smutné, ale nikdo ho nevnimal.

Pokracovali po cesté az do pozdniho odpoledne, kdyz se za mimi ozvalo kla-
pani kopyt a zvuk kodrcajiciho se povozu. Za chvili viz spattili na vlastni oci.
Byl celkem maly, prikryty plachtou a tdhl ho dobre Ziveny hnéddk. Na kozliku
sedél trpaslik a spokojené bafal z dlouh€ fajfky. K vseobecnému prekvapeni se
povedené druZinky vibec nelekl a jeste jim kyvnul na pozdrav.

,»Bry vodpolednicko,“ zahlaholil vesele a zastavil viz. ,Vypaddte, jako bystejc
tady méco to — hledali, nemejlim se?“

Mag se podival na Vildu a Vilda zase na mdga. ,,Vim na nds nepripadd néco
v neporadku?“ zkusil to opatrné mdg.

»Aniné. Tadyc kluk md néjakou nezdravou barvicku, ale pdr dni na slunicku
by to spravilo. A ten kocour, vypadad néjakto vopelichané ...«

»Ja vdm ddm vopelichané,“ obotil se na néj Feli.
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»No né, vonoto 1 mluvi! No to mé povés za kiandy a nalakuj,“ pokracoval
vesele trpaslik. ,Tady v druidich zemi — tady uZ sem vidél lecojs,“ mavl leda-
byle rukou. , Ale prominou mi, esce sem se nepredstavil. Menuju se Tom. Tom
Vytrhnul. ¢

»Ja jsem Temny mdg, pan Temného hvozdu,“ ozndmil mu vznesSené mdg.

»Lak mak, jo?“ prohldsil trpaslik s iusmeévem. ,Mé esce zZadnej mdk nepre-
chytracil! Na mé si jen tak nékdo nepride. Ale Ze voni sou ten mdk, tak jd je
zkusim. Ddam vam malej rébous, a kdyZ ho uhodnou, svezu je, kam budou chtit.“

LA kdyz ne?“ Zeptal se Vilda, ale mdg ho okamZzité zprazil pohledem.

»Kdyz ne, tak mi nechaj tadytoho mluvictho kocoura. Mit takovou atrakci,
to by se zlatdcky enom sypaly, usmdl se na ného Tom a popotdhl ze své fajfky.

¢

20-4-3 Mince 7 bodu

Tom vyndal ze svého vozu maly soudek a na néj umistil 2 x 2 mince. Pak
nechal maga, aby si zavazal o¢i. Mag nevi, jak jsou mince na zac¢atku otoceny
a mé za ukol otoCit je vSechny licem vzhiru. V kazdém tahu si miize mince
libovolné osahat a libovolné otocit, avsak po hmatu nepozna, jak je ktera mince
otoCena, ani jestli jsou dvé mince otoceny stejné. Po kazdém tahu mu trpaslik
oto¢i soudkem, aby ho poradné zmatl. Pokud mag dostane vsechny mince licem
vzhiiru, trpaslik sém hru ukonéi (misto toho, aby opét to¢il soudkem).

Pomozte magovi najit vyhravajici strategii. A jako obvykle pamatujte, Ze
mag ma naspéch, takze by vase strategie méla byt co nejkratsi.

Strategii rozumime deterministicky navod, ktery dovede maga po konec¢ném
poctu kroka k vitézstvi. Nezapomernte, ze poc¢atecni stav je nezndmy a vase
strategie musi fungovat vzdy (na vSechny mozné pocétecni konfigurace minci).

Trpaslik ziral na ctyri mince otocené licem vzhuru a nevéricné kroutil hlavou:
1o nejni mozny! M¢E esce Zddnej madk nikdy neprechytracil!“

»A kolik madgu se o to pokouselo?“ nahodil mag a pozvedl 0bodi.

»No, voni byli pront,“ pripustil po chvili Tom. ,No co. Trpaslici slovo je
trpaslici slovo. Tak si naskocej ...«

Cesta na voze ubéhla prijemné. Za dva dny stdli nedaleko hory. Zemé okolo
byla tepld a tvdrila se vyhrizné. Trpaslik se s nimi spésné rozloucil a pobidl
koné, aby byl co nejdriv pryc¢ od té prokleté hory. Ldvovd hora sice zlovéstné
dymala, ale ldvu uz hezkych pdr let nechrlila. Budeme se muset dostat dovnitr,
pomyslel si mdg a vykrocil po upati hory. Jeho druZina ho neochotné ndsledo-
vala.

Vyskrabali se sotva sto metru po dboci, kdyz mag objevil uzky tunel vedouct
do nitra hory. Byl prilis uzky, aby se jim protahl clovek, ale na druhou stranu
dostatecné siroky . .. reknéme pro kocoura. Mdg se zamyslené podival na Felize.
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»Na to zapomen! V Zddném pripadé! Ani mé to nenapadne!* viiskal zdésené
Felix.

O chvili pozdéji se uz prodiral mezi vlazZngmi kameny a hlasité si na vsechno
stézoval, aby mel jistotu, Ze ho uslysi i vsichni venku. Ndhle se chodba zacala
rozsitovat a vyustila do obrovské mistnosti. Tady neni néco v poradku, pomyslel
si Feliz a mzZoural do tmy. Ve tmé se néco pohnulo. Ale ne! To je preci . ..

Pokracovani (pravdépodobné uz bez Felize) pristé.

20-4-4 Skupinky pro chytré 10 bodu

V tomto dile magova dobrodruzstvi se bohuzel objevily jen t¥i zajimavé
problémy, které jsme vam mohli zadat jako tlozky. Sice bychom si mohli vy-
myslet a pribéh pozménit tak, abychom do ného vtésnali dalsi tlozku, ale to
uz by pak nebyl autenticky a pravdivy. Na druhou stranu by bylo skoda, kdy-
bychom vas o tlozku ochudili, a proto jsme se rozhodli, Ze pfidame obycejny
(tzn. ¢isté programétorsky) problém, ktery nema s Temnym magem vibec nic
spole¢ného. Fanouskiim Temného maga se timto omlouvame a slibujeme, ze
jim v8e vynahradime v dalsi sérii.

Tak tedy k nasemu problému. Budeme pracovat se zaznamy lidi. Kazdy
¢lovek ma jméno a IQ (pfiéemz IQ je celé kladné ¢islo). Z lidi budeme vytvafet
skupinky. Kazda skupinka mé unikdtni 7D (identifika¢ni é&islo), které je opét
celé a kladné. Na pocatku mame pouze jedinou prazdnou skupinku s ID = 1.

Nad skupinkami chceme provozovat operace:

® INSERT — Vlozi nového clovéka.

e FIND_BEST — Nalezne ¢lovéka s nejvyssim 1Q.

e DELETE_BEST — Clovék s nejvyssim IQ odchézi za kariérou do zahra-
niéi (odstranime jej).

Vyse uvedené operace dostanou vzdy ID skupinky, nad kterou maji byt
provedeny. Zadn4 z operaci nemodifikuje skupinku, ale misto toho vytvoii sku-
pinku novou, ve které budou ulozeny vysledky operace. I D nové skupinky bude
nejmensi dosud nepouzité Cislo. Pochopitelné operace FIND_BEST pouze vraci
nalezeného c¢lovéka, takze nevytvofi novou skupinku. Skupinky nikdy nezani-
kaji, takze je potfeba si je néjakym zptisobem udrzovat vSechny.

Vysledek kazdé operace musite oznamit jesté pred tim, nez zacnete zpra-
covévat operaci dalsi — tj. nesmite si operace bufferovat a pak jich provést vic
najednou.

Vasim tkolem je navrhnout a popsat vhodnou datovou reprezentaci a jak
na ni budou probihat pozadované operace.
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Priklad: Jak bylo feceno, na zacatku mame jen jednu prazdnou tiidu, jejiz
ID = 1. Budeme provadét operace:

e INSERT("Ales", IQ=130) do ID =1 vytvofii skupinku ID = 2.
® INSERT("Petr", IQ=110) do ID = 2 vytvoii skupinku ID = 3.
® INSERT("Jana", IQ=140) do ID =1 vytvori skupinku ID = 4.
® FIND_BEST v ID = 2 vrati "Ales".
e FIND_BEST v ID = 3 vrati také "Ales".
® FIND_BEST v I D = 4 vrati ovSem "Jana".
® DELETE_BEST z ID = 3 vytvoii skupinku I D = 5.
e FIND_BESTv ID = 5 vrati "Petr", protoze Alese odstranila pfedchozi
operace.
20-4-5 Roboti na atéku 15 bodu

Véanoce skoncily a pod stromeckem jsme nalezli krasnou praktickou tlozku.
A protoze nejsme hamouni, radi se s vimi o ni podélime. Zptsob odevzdavani
a vSechny ostatni detaily ztstavaji stejné jako v minulych sériich. Takze pokud
jste zapomnéli, jak to v praktické tloZce chodi, nebo jste se do feseni KSP
zapojili teprve ted, podivejte se na tlozku 20-1-5 z prvni série, kde naleznete
potfebné informace.

Zadani:

Gratulujeme, pravé jste se stali majiteli dvou zanovnich roboti. Bohuzel
obchodnik, ktery vam je prodal (za extra vyhodnou cenu), jaksi zapomnél zmi-
nit, Ze oba roboti jsou uvéznéni v bludisti. A aby toho nebylo maélo, tak kazdy
ve svém. Abyste mohli roboty pouzivat, budete je muset nejprve dostat ven.

Bludisté je reprezentovano ¢tvercovou mrizkou s ocislovanymi policky, kde
[1,1] je levy-horni (tedy severozdpadni) roh. Policka tohoto bludi§té mohou
byt volné prichozi, nebo na nich mize stat zed. Kazdy robot m4 své bludisté
i (i € {1,2}). V kazdém bludisti 7 se navic nachazi G; strézi, kde 0 < G; < 10.
Straze se pohybuji a roboti se od nich nesmi nechat chytit.

Na zacatku kazdého tahu poslete svym robottum piikaz (obéma stejny).
Piikaz je pouze smér, kterym se méa robot pohnout (tzn. sever, jih, vjchod
nebo zipad), a oba roboti se posunou o jedno poli¢ko danym smérem. Pokud
se robot nemuiZze pohnout (tj. na cilovém poli¢ku je zed), ziistane stat na misté.
Robot je volny v okamziku, kdy vyjede ven ze zadaného bludisté, a od té doby
jakékoli dalsi prikazy ignoruje.

Straze se rovnéz pohybuji na zacatku kazdého tahu — tedy ve stejném oka-
mziku jako roboti. Kazda straz se pohne o jedno policko smérem, kterym se
pravé diva. Jakmile straz dorazi na konec své cesty (posune se o jedno policko
ménékrat, nez je délka jeji hlidkovaci trasy), udéla celem vzad a bude se po-
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sunovat zpét na policko, kde zac¢inala. Na pocatecnim policku se opét otoci a
pokracuje v hlidkovani, dokud robot neopusti bludisté.

Hlidkovaci trasy strazi jsou navrzeny tak, aby zaddna straz nemusela pro-
chazet zdi. Trasy nékolika strazi se mohou protinat, ale jejich pohyb je navrzen
tak, aby se z4dné straze nikdy nesrazily (tzn. na konci tahu nebudou pfebyvat
na stejném policku a ani si béhem tahu vzdjemné nevymeéni policka). Navic
mate zaruceno, ze zadna straz nebude na zacatku obyvat stejné policko jako
vas robot.

Straz chyti robota v pripadé, Ze se na konci tahu nachazi oba na stejném
policku nebo si béhem jednoho tahu policka vzajemné vymeéni.

Z4dné 7 bludist nema rozméry vétsi nez 20 x 20 a zadané konfigurace (tzn.
bludisté s po¢ateéni pozici robota a s hlidkovymi trasami strazi) je vzdy platna
(tzn. vyhovuje pravidlim popsanym vySe). Vasim tkolem je nalézt nejkratsi
sekvenci taht, ktera dostane oba roboty ven z bludisté, aniz by byli polapeni
strazemi. Pokud existuje vic feSeni, staci nalézt jedno libovolné.

Vstup je ulozen v souboru robots. in. Obé bludisté jsou ulozena ve stejném
formétu tésné za sebou. Format jednoho bludi§té vypadé nésledovné:

e Na prvnim fadku se nachazi dvé ¢isla R; a C; oddélend mezerou,
ktera predstavuji pocet fadkt (R;) a sloupcti (C;) bludisté 4.

e Nisledujicich R; fadkt obsahuje vzdy C; znakt, kde kazdy znak po-
pisuje jedno policko bludisté. Znak # predstavuje zed, znak . volné
pruchozi pole a znak X pocateéni pozici robota v bludisti.

e Za mapou bludisté nasleduje fadek s jedinym ¢islem G, které udava
pocet strazi v bludisti. Pfipomenme si, ze 0 < G; < 10.

e Nisleduje G; fadkia. Kazdy fadek obsahuje tfi cela ¢isla a jeden znak
oddélené mezerou a popisuje praveé jednu straz. Prvni dvé ¢isla urcéuji
radek a sloupec pocatecniho policka straze. Treti ¢islo urcuje délku
hlidkovaci trasy (v rozsahu 2...4). A koneéné posledni pismeno ur-
¢uje smér, kterym se straz na zac¢atku diva (a kterym se také zacne
pohybovat). Smér je dan prvnim pismenem svétové strany v anglic-
kém jazyce, tedy: N, S, E nebo W (pro North, South, East a West).

Vystup je o¢ekavan do souboru robots. out. Na prvnim fadku bude ¢islo K
(K < 10000), které uréuje, kolik tahtt bude potieba, abychom dostali roboty
z bludist. Nésledujicich K radki obsahuje jednotlivé piikazy v poradi, v jakém
se maji vykonat. Pfikazy jsou zapsany pismeny N, S, E a W, ktera urcuji smér
pohybu robott. Obdobné jako u vstupu jsou tato pismena zkratkami za svétové
strany v anglickém jazyce. Pokud neexistuje korektni sekvence ptikazi, ktera
by dostala roboty z bludisté, pak bude vystupni soubor obsahovat jediny radek
s Cislem —1.
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Piiklad:
Vstup robots. in:

54
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Vystup robots.out:
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20-4-6 Hrady, hradky, hradla 12 bodu

V dnes$nim dile si budeme povidat o rovinnosti a co to takova rovinnost
znamena. Ti z vas, ktefl znaji pojem rovinnost z teorie grafii, mohou definici
rovinného zapojeni preskocit.

Nadefinujeme nejdiive pojem rovinny graf, nebot pro rovinny obvod plati
definice analogicky. Definice zni: Rovinny graf (obvod) je takovy graf (obvod),
ktery ma rovinné nakresleni. Rovinné nakresleni je takové nakresleni, pti kterém
se zaddné dvé hrany (vodice), pfi prumétu do roviny, nekiizi. V jedné vété:
Rovinny graf (obvod) lze nakreslit do roviny bez kiizeni hran (vodi¢t).

Na obréazcich je zapojeni, o kterém vam prozradim, Ze je nerovinné, a graf,
na ktery lze prevést. Graf vyrobime tak, ze hradla zjednodusime na vrcholy se
tfemi hranami. Stejné tak mista, kde spojujeme vodi¢e. Pro nidzornost pone-
chdvam hranam orientaci, i kdyz pro urceni rovinnosti je veskrze zbytecna.
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N

nerovinny graf nerovinneé zapojeni

Dokazat, Ze je graf rovinny neni jednoduché, Ize to napfiklad provést tak, Ze
se najde jeho rovinné nakresleni. Opac¢né véta se dokazuje jesté o krapitek slo-
7ité&ji, zdjemce o tuto problematiku necht se pouci napiiklad v knize , Kapitoly
z diskrétni matematiky*“ od pant Matouska a Nesetfila.

V praxi je tato problematika velmi dutlezitd, nebot pro spojovéni elektro-
nickych soucastek se pouzivaji plosné spoje. Plosny spoj je desticka ze dvou
materiald, jako podklad se pouziva sklotextit, coz je desticka ze sklenénych,
nebo podobnych vldken slepené plnivem. Tato vrstva je vrstva nosna. Mnohem
zajimavéjsi je ovSem vrstva druhd, ta je z médi. A praveé v této médéné vrstve se
leptaji cesticky, které spojuji obvody. Diky této technologii vyroby je dulezité
minimalizovat k¥iZeni, které se pak musi fesit dratovymi propojkami. I kdyz ve
skuteCnosti se ndm do zapojeni pfimichaji navic cesticky napajeci a problém

Nyni prichazi vase prilezitost, mame pro vas tyto dva tkoly.

1. Vymyslete zapojeni, které umi ,prohodit“ dva signaly. Tj. pokud obvod
obklopime kruznici a ptijdeme po priisecicich s vstupy a vystupy, dostaneme

z puvodni posloupnosti vstup A, vstup B, vystup B, vystup A posloupnost

vstup A, vstup B, vystup A, vystup B. Aby zadéni nebylo trividlni a v

nédvaznosti na dnesni téma musi takové zapojeni byt rovinné. [5 bodd]
2. Dokazte, ze libovolné zapojeni lze prevést na rovinné za cenu zpomaleni.

Ale i tak se snazte toto zpomaleni minimalizovat. [7 bodd]

»Domnauhajzlidicosetosakratadysenécopaliii. . . «

Z uzké chodby vyletél ohotely kocour a tésné za nim vyslehl plamen. Felix pri-
stal na chladnych kamenech venku a tise doutnal. Pritom vrhal osklivé pohledy
do sirokého a dalekého okoli a specidlni ddvku vénoval samotnému mdgovi.

,Je tam drak,“ pronesl suse po nervozni pauze, ve které se kazdy snazil
vyhnout kocourové pohledu.
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»Drak,“ opakoval nepritomné mdg a pohladil si plnovous. , Tak to musi byt
Ohnivy drak!“

,Nevim, nestacil jsem si vsimnout,” usklibl se sarkasticky Felix a zacal si
olizovat popdleny koZich.

LAle, vidyt ve Skytdnii Zddni draci nejsou!” vykulil o¢i Vilda.

»1o nejsou ...ehm — nebyli,“ ohradil se mdg, kdyz spatril kocouriv viyraz.
»Ale kazdopadné by mé zajimalo, jak se sem dostal. To musel priletét aZ z Vel-
kého pohori ...«

20-5-1 Dradi cestovani 8 bodu

Draci cestovani neni tak jednoduché, jak by se mohlo zdat. Let je pro tvora
velikosti malého dopravniho letadla namahavy, a proto se musi drak dobfe zivit,
aby mél dost sil na mavani k¥idly.

Nejvétsi pochoutkou (a zdroveni jedinou potravinou, kterd ma dostateény
energeticky potencidl) je pro draka sira. Pfi letu drak spotfebuje 1 kg siry
na 1 km.

Sira se bohuzel ve Skytanii vyskytuje pouze u Ohnivé hory, takze veskerou
siru na cestu si musel drak nést z Velkého pohoti. Délka trasy, kterou musel
uletét, je 4200 km. Navic si drak chtél pfivést co nejvice siry s sebou, protoze
nevédél, jak kvalitni a rozsdhlé budou mistni sirné zasoby.

Zjistéte, jaké maximalni mnozstvi siry si drak mohl pfinést, kdyz mé nos-
nost 42 metrakt (4200 kg) a ve Velkém pohoii bylo zrovna k dispozici 14 tun
(14000 kg) siry.

Drak si pochopitelné muze cestou délat prekladisté siry, kde si kousek na-
kladu odlozi a pak se pro néj vrati.

»---10 ovdem, to je jasné,“ prohldsil spokojené mdg. ,Stacilo, aby si udélal
prekladisté u Knullu a pak jesté dvée nebo t7i v Troudském lese a mél vystardno

13

1o je uplne fuk, jok se sem dostall* vykrikl Feliz. ,Podstatné je, Ze je tady
a ted. Vidéli jsme, slyeli jsme a ted bychom mohli takticky ustoupit. Beztak
s nim nic nezmuzeme.“

LKrd!“ pritakal Kiri, ktery doted plnil pouze funkci téZitka mdgova ramene.

,Mdte pravdu, tady nemizeme zustat,“ pokyval hlavou mdg. Sotva to dorekl,
preletél jim nad hlavami obrovsky stin. Mdg zavvel o¢i a pozvedl ruce. Celo se
mu nakrabatilo hlubokym soustredénim. Mezi jeho dlanémi se objevila modrd
koule a rychle se zvétsovala. V mzZiku pohltila celou druzinu a s tichym ,pop*
zmizela.

O pdr set metri ddl se zavinil vzduch. Ozvalo se opét tiché ,pop* ndsledované
hlasitym heknutim, kdyZ povedend ctverice dopadla na zem. Mdg si otrel celo
a roztresenyma rukama si prihnul z méchu s vodou, aby se trochu uklidnil.
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»Na toho draka sami nestacime,“ posteskl si Vilda.

10 si piste, Ze nestacite,“ ozval se jim za zdady skrehotavy hlas. Vsichni se
jako na povel otocili. Stdla tam shrbend statena oblecend celd do cerngch Sati.
Nebyla to temnd cern, kterou by ji mohla zdvidét i noc. Jen obycejnd vsedni
vybledld cern, kterd o své nositelce prozrazovala mazximdlné to, Ze nerada pere.
Na hlave méla $picaty klobouk propichly nékolika jehlicems.

LKdo jsi a co tu delds?“ oboril se na ni mdg. Zena na néj vrhla osklivy
pohled. Mag luskl prsty a zeptal se znovu: ,,Kdo jsi a co tu délas?“ a jeho hlas
ukapdval jako med z véeli pldstve.

LPch,“ ozndmila mu stavena. ,Si myslis, Ze jsi néjakej mdg, nebo co? Ze
si tady lusknes prsty a vsechny tu omdmis? Jd jsem Carodéjka! Na mé tyhle
lacin€ triky neplati!®

»Mozna Ze neplati, ale i tak jsi mi zodpovédela pulku mé otdzky,*
mdg.

Carodéjka se zamradila: ,Kdyby ses porddné podival, vsiml by sis, Ze mdm
klobouk, a nemusel by ses ptat.“

Mdg uz otviral pusu, aby kontroval néjakou peprnou nardzkou, ale pak ji
zase zavrel. Haddni mu tady nijak neprospéje. On se potrebuje dostat do draci
jeskyné a nasbirat dostatek Temnych kamend. ,, Poslys,” zacal mdg opatrné, ,ty
o tom drakovi néco vig?“

“ usmal se

od néj drzet co nejddl!“

»No ne, vazné?“ uprel na ni nevinny pohled Felix a pri tom Zovidlné pohu-
poval ohotelym ocasem na vsechny strany.

,Ale my se potrebujeme dostat dovnitt a nasbirat néjaké Temné kameny,“
pokyval smutné hlavou mdg.

»Pak bych tu moznd méla néco, co by vdam mohlo pomoct. Ale néco za néco.

Druzinka ndsledovala carodéjku aZ k jejimu domku uprostred lesa. KdyZ za-
stavili, ukdzala carodéjka smérem na pudu: ,Na pudé se mi premnoZili skritci
a jd uZ nevim, co s nimi.“

»1o zndm, jednou se mi to také prihodilo,“ prikyvl mdg. ,,Na to je nejlepsi
’Piskorcuv deratizator’!“

L Zddnd takovd bylinka tady neroste. To bych musela védét.“

,Ale ne, to je zaklinadlo!* vysvétloval mdg s prevahou znalce. ,,Md ale jeden
hdcek ...«

»1o maji zaklinadla vidycky,” usklibla se carodéjka.

,Deratizovat se musi presny pocet skritkiu. Kdyz jich je vic, tak néjact preziji
a pak se ddl mnoZi. A kdyZ je jich min, tak se musi prebytecnd magenergie
nékam uvolnit a to byvd casto ... neprijemné,“ dokoncil neohrabané mdg.

»Myslis tak neprijemné jako tenkrdt, kdy ti narostly osli usi a cely tyden jsi
nemohl vyjit z loZnice?“ pochechtdval se Feliz.
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»Ne, myslim tak neprijemné, Ze by prebytecnd magenergie deratizovala jiné
tvory v blizkém okoli. A zacala by témi mensimi ... “ zmrazil kocourovu zabavu
mdg.

20-5-2 Piskorcuv deratizator 10 bodu

Je potfeba, aby pfi sesilani kouzla byl pocet skiitkt alesponn N. Na zacatku
je skritkd K, kde K < N. Kazdy den se pfesné o ptlnoci pocet skritki ztroj-
nasobi. Carodéjka umi kazdy den povolat nového skiitka nebo jednoho skiitka
nechat zmizet. Samoziejmé nemusi délat nic a nechat populaci takovou, jaka
je.

M4ég umi seslat (i nékolikrat za den) deratizacni kouzlo, p¥i kterém zmizi
pravé N skiitkti. Aby ho mohl seslat, musi byt skiitki alesponn N, jinak by se
mohly stat osklivé véci.

Navrhnéte postup, jak skfitky kazdy den pridavat, odebirat a pripadné
deratizovat, aby na konci nezbyl zadny. Musite maga Setfit, aby se Gplné nevy-
derpal, nebot ho jesté ¢ekd souboj s drakem, takZe vami navrzeny postup musi
obsahovat co nejméné deratizaci. Navic by vytvoreni vaseho planu mélo trvat
co nejkratsi dobu, aby se jim stihli ¢arodéj s ¢arodéjkou vibec fidit.

Carodéjka i mag mohou kouzlit hned prvni den. Nemusi tedy ¢ekat, az se
jim K jesté ztrojnasobi.

Priklad: Na zacatku méjme 4 sk¥itky a deratizacni kouzlo jich zlikviduje 7.
Sledujme populaci po jednotlivych dnech (v zévorkédch jsou pocty skiitki):

1. (4) pfidej skiitka (5)
2. (15) zmiz ski¥itka, deratizace, deratizace (0)

,Jo, vSechna ta havet je pryc,“ usmdl se pod vousky Felix, kdyZ peclivé pros-

mejdil celou pudu. ,Ale mohli jste mi nechat jednoho na hrani ... *

1o by tak jesté chybélo,” odbyl ho mdg. ,, Ty jsi nevidél, jak se ty potvory
rychle mnozi?“

L Viyborné, chlapci,” pochvdlila je carodéjka a postavila pred Felize misku
s mlékem.

»Krd, kra,“ ozval se Kiri a doZadoval se také néjaké odmeény, ale pro havrana
se v domé nenasel jedingy pamlsek.

Carodéjka oteviela jednu ze svych truhel a podala mdgovi zaZloutly svitek
prevdzany peceti. Na peceti byl symbol draka uzavieny do kruhu. Mdg z cédsti
sfoukl a z édsti sklepal vrstvu prachu, kterd svitek pokryvala. ,,Co to je?“ zeptal
se podezFivave.

1o je svitek ochrany pred draky. Po rozlomeni peceti se kolem svitku vytvori
neviditelnd bariéra o poloméru 42 metru, do které mneni Zddny drak schopen
vstoupit,“ vysvétlovala trpélivé carodéjka.
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A jak dlouho to vydrzi?“

,Ast hodinu. Doufdm. Alchymista, ktery mi ten svitek vénoval, byl celkem
roztrzity ...~

Mdag podekoval a celd druzina se vydala zpét k Ohnivé hote. Hora stala
na svém misté a dymala. Po drakovi nebylo ani vidu ani slechu. Vzduch byl
nehybny a viude vlddlo naprosté ticho. Klid pred bouri, pomyslel si mdg. Ted
musime najit vchod do jeskyné, kde bydli ten drak. Konec konci, musel se prece
néjak dostat ven.

Neékolik hodin chodili po uboc¢i hory, kdyz si Vilda vsiml velké diry vysoko
ve skdle. Tou by se urcité protdhl i drak. DruZina se s funénim a hekanim
vyskrabala az k vyklenku.

L Tuk, tuk,“ vekl potichu Feliz, sotva popadl dech. ,Vidite, nikdo neni doma,
tak muzeme zas jit, ne?“ Mag ho ale odstrcil z cesty a pevnym krokem vykrodil
vpred. Tunel se pozvolna rozsitoval, aZ vyustil do obrovské sluje, do ktere by se
veslo ... opravdu hodné draki. Nastésti tam byl jen jeden. LeZel na hromadé
horkych kament a spal.

Madg se rozhlédl po jeskyni. Na spousté mist leZely Temné kameny, ale jeskyné
byla prilis velkd, nez aby ji celou pokryl kouzlem ze svitku . ..

20-5-3 Ochrana pred draky 13 bodu

Pro nase potfeby si llohu trochu zjednodusime. Pfedstavime si pouze dvou-
rozmérny pudorys draci jeskyné. Mame seznam soufadnic, kde se nachézi Tem-
né kameny. Svitek mé dosah N metri a mag se s nim snazi pokryt co nejvic
kament. Kamen je povazovan za pokryty, pokud je jeho vzdalenost od svitku
mensi nebo rovna V.

Napiste algoritmus, ktery dostane seznam bodu v roviné a nalezne bod
takovy, ze kdyz v ném nakreslime kruh o poloméru N, bude tento kruh po-
kryvat maximélni mozny pocet bodu. Stfed kruhu mize byt kdekoli, ne nutné
v néjakém zadaném bodé.

Pokud existuje takovych bodu vic, stac¢i vypsat jeden libovolny z nich.
Soutadnice se uvadéji jako redlna ¢isla (a vejdou se do néjakého float typu
v poditadi).

Priklad: Reknéme, Ze polomér svitku bude 8 metri a v jeskyni je 10 kamenti
na nasledujicich soutfadnicich:

(1.0, 13.0), (5.0, 17.0), (7.0, 6.0), (13.0, 21.0), (17.0, 3.0), (5.0, 25.0), (15.0,
1.0), (16.0, 16.0), (17.0, 11.0), (1.0, 10.0)

Pokud umistime svitek na soufadnice [14.178125, 8.58475], pokryjeme ma-
ximalni pocet — 5 kamend.
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0 5 "10 "15 120

Mayg dosel doprostied jeskyné a rozhlédl se. Ano, tady je nejlepsi misto. Vytdahl
z vaku svitek a peclive si ho jesté jednou prohlédl. Drak otevrel oko.

LA, ndvstéval® zaburdcel drak a udélal krok k mdgovi.

Jestli to ted nebude fungovat, tak je s ndmi konec, pomyslel si mdg. Pozvedl
svitek a zavolal: ,,Neprojdes ddl!“ Na ta slova rozlomil pecet. Mdgovi se najeZily
vousy © vlasy a vzduch se naplnil mazlavym zdpachem pouZité magenergie.

»A kam bych jako nemél projit?“ zeptal se drak a udélal dalsi dva kroky.
Chiél udélat jesté jeden, ale narazil na neviditelnou bariéru a rozpldcl se na nt,
jako moucha na prednim skle zdvodniho l€tajictho kostéte.

, UZ chapu,” brblal si pro sebe, kdyZ si masiroval naraZeny cumdk. ,To je
zajimavd vecicka ... “

K mdgovi zatim pribéhl Vilda a zacal sbirat Temné kameny.

»Lak by mé zajimalo,“ mahodil drak konverzacnim tonem, ,jestli vds to
kouzlo taky ochrdni pred predmeéty, které bych mohl treba neopatrné upustit
dovnitt . .. “ Mdg ustarane pozoroval, jak drak sebral stredné velky kamen do pa-
7dtu a ledabyle ho prohodil magickou bariérou.

L Hups,“ usmdl se drak. ,A taky by mé zajimalo, jestli ten svitek bude fun-
govat i potom, co shoti,” Tekl a z nosu mu vysel oblacek koure. Mdg odhodil
svitek na zem a o nékolik kroki ustoupil.

,Jen nevim, kam si vds vystavim,“ pokracoval drak.,,Mdam tu barbary drako-
bijce, trpasliky drakobijce, dokonce i pdr rytiti . .. ale kouzelnik, zombie, kocka
a ptdk ...na to si budu muset zaloZit samostatnou sbirku.“

Vilda uz mél v torné nékolik Temnych kament a tak zacal ustupovat spolecné
s magem. Drak nasmeéroval svij chitdn primo na svitek a uzkym kontrolovangm
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plamenem ho v mZiku preménil na uhel. Ozvalo se slabé zapraskdani a magickd
bariéra povolila.

»Ehm,“ odkaslal si madg, ,my jsme vam neptisli nijak ... ubliZit ...~

,Ale ovsem, Ze ne. Nechte mé hadat — vy jste pFisli na koblihu a $alek caje,
ze?“ zasklebil se na néj drak.

»No, ve skutecnosti jsme prisli ...jen pro par Temnych kameni.“ vypravil
ze sebe mag a pritom horecnaté premyslel, jok z téhle neprijemné situace ven.

LAch tak. TakZe vds zajima par obycejnich sSutri, zatimco drak a jeho poklad
jsou vam uplné lhostejni, ze?“

»Jaky poklad?“ podival se na néj mdg.

»Hmm. Tady néco nesedi,“ zarazil se drak. ,Jenom abych si to ujasnil: Vy
jste sem prisli s néjakou magickou ochranou pred draky, ale ve skutecnosti jste
nemeéli v umyslu mi nijak ubliZit a nékolik bezcenngch sutri vds zajimd vic, neZ
maj poklad,“ premyslel nahlas.

»,J0, presné tak to bylo,* prikyvoval horlive Vilda.

»Krd,“ prispéchal mu na pomoc Kiri.

,Jd jim hned tikal, Ze to neprojde,“ pridal se Felix. ,Co na mé vsichni tak
zirdte? Rikal jsem vdm to! Nebo snad ne?!“

nlakze, prisli, seslali a nechtéji poklad,“ mumlal si pro sebe drak, jako by
s tou myslenkou mél potize. ,,Pordd tady jedné véci nerozumim — pro¢?“

Mdag mu zacal vysvétlovat, jaké to je, byt panem Temného hvozdu, a co vsech-
no must deélat, aby si udrzel potrebny image. Pak tu byla ta patdlie s temnou
lucernou a Temné kameny se Spatné shdneji. Vyprdvel mu, jak museli projit
Temnym hvozdem, zjistit, kde vlastné takové kameny hledat, a pak se dotrmdcet
az sem pres véechny ty mocdly a druidy ...

Drak se zaujetim poslouchal a oblas vypustil prouzek dymu. A protoZe mdg
umeél kazdy pribéh podat jako nikdo jiny, zacal drak dojetim slzet.

1o je tak dojebdy pribéh,“ rekl drak a popotdhl. ,Debdte dahodou khapes-
nik?“

Mag s Vildou se na sebe podivali. ,,Mame jen tohle,“ rekl Vilda, vytdhl z vaku
obrovskou deku a podal ji drakovi.

Dhekuju,“ odvétil drak o hlasité se vysmrkal, aZ to zatvdslo jeskyni. Deka
mu shotela v pardtcich na troud a rozsypala se.

,Vite, jd jsem se sem prestehoval z daleka,” navdzal drak, kdyZ se trochu
sebral. ,Zil jsem s rodi¢i ve Velkém pohoti, ale zndte to. Prijde &as, kdy se
potrebujete trochu osamostatnit. Vzlétnout na vlastni kridla, jok se 7ikd. Myslel
jsem, Ze tady to bude lepsi. Novd zemé, cerstvd sira ... ale ve skutecnosti je to
tady hrozné. V hordch jsem mél klid. JenZe sem mi pordd nékdo leze. Vétsinou
je to pordd dokola to samé — hrdina sem prijde, vyzve mé na souboj a jd pak
jen po ném uklidim ohotelé boty a mec s ndpisem ’Drakobijec’, nebo tak nejak.
Problém je, zZe hora je primo protkand velkym mmnoZstvim nejriznéjsich tuneli
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a jeskyni, které tu vytvorila ldva. Nékteré tunely vedou i ma povrch a pak mi
sem lezou lidé. Chtél jsem nékteré tunely zasypat, ale nevim které. A taky si
nechci zasypat svig poklad ... “ dokoncil smutné drak.

»S tim bych moznd mohl pomoct,“ usmdl se mdg.

20-5-4 Draci chodbicky 11 bodu

Splet dracich chodeb a jeskyni si predstavime jako graf, kde vrcholy jsou
jeskyné nebo kfizovatky a hrany jsou tunely. Graf nemusi byt nutné rovinny,
protoze hora je velka a nékteré tunely se mohou kiizit mimotrovnove.

Drak by rad co nejvic chodeb zasypal, ale zaroven chce, aby se dostal
do vSech jeskyni (vrcholti). Také vam dava seznam mist, ve kterjch mé ¢ést
pokladu. K takovym mistiim by chtél nechat pouze jednu pfistupovou chodbu
(tj. z téchto vrcholti maji byt listy). Navrhnéte, které chodby by mél drak
zachovat, aby soucet délek zasypanych chodeb byl nejvétsi mozny.

MiuZete predpokladat, Ze zadany problém mé feSeni (tzn. z vrchold s po-
kladem lze udélat listy, aniz by se graf rozpadl na vice komponent).

Priklad: Vlevo je obrazek soucasného stavu tuneltt v Ohnivé hofe (mis-
ta s pokladem jsou vyznacena Cerné). Vpravo pak vidite vysledek (zasypané
chodby jsou ¢arkované).

Celd hora se trasla a vsude se ozyval ohlusujici zvuk padajiciho kamend.

1o byla posledni,“ pohladil si mdg spokojené plnovous, kdyz hluk ustal.

»10 je uZasné,“ rozplyval se drak mad provedenymi stavebnimi tupravami.
A tady bych si mohl zridit konferencéni salonek. AZ prileti nasi na ndvstévu, ti
budou koukat ... “

Druzinka se rozloucila s drakem a vydala se na dlouhou cestu zpét do Temneé-
ho hvozdu. Putovant jim zabralo hezkiych pdr tydni, ale nakonec dorazili vsichni
ve zdravi doma.

Pred Temnou véZi se uz tisnilo nekolik rddobydobrodruhi, kteri se zbrani
v ruce cekali na mdga. Mdag jim pokynul na pozdrav a pozval je, jako obuykle,
na Salek caje.
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A véechno bylo zase jako diiv. Mdg mél svou temnotu, hvozd mél svého pdna
a dobrodruhové celé Skytdnie méli opét kam chodit za hrdinstvim ... a na &aj.

20-5-5 Roztrzity matematik 15 bodu

Vs8echno, co ma zacatek, ma i sviij konec. A tak se i nAm pomalu blizi
konec jubilejniho 20. roéniku KSP. Ale jesté nez se stane nevyhnutelné, miizete
si vyfesit posledni praktickou tlozku. Je takova ... ze Zivota.

Zptsob odevzdavani a vSechny ostatni detaily ztstavaji stejné jako v mi-
nulych sériich. Takze pokud jste zapomnéli, jak to v praktické tlozce chodi,
nebo jste se do feSeni KSP zapojili teprve ted, podivejte se na tlozku 20-1-5
z prvni série, kde naleznete potiebné informace.

Zadani:

Roztrzity matematik travi vétSinu svého casu ve své malé pracovné na Kar-
liné. Po stole, po zemi, po sténich a obcas i po stropé se povaluji nejruznéjsi
papiry s nedokoncenymi vypocty, rozec¢tenymi ¢lanky a sem tam se objevi i se-
znam s nakupem nebo listecek z Cistirny. Neni divu, Ze se matematikovi tézce
pracuje, kdyz neustale néco hleda ...

Vsechny matematikovy papiry (véetné obalii od svadiny) jsou ocislované.
Matematik ma také sviij odkladaci systém, ve kterém se sice nevyzname, ale
pro zjednoduseni budeme predpokladat, ze vsechny papiry lezi v fadé za se-
bou. Kdyz matematik néjaky papir pouzije, vynda jej z fady, chvili do ného
adivneé zird mumlaje si pod vousy nesrozumitelné véci, nacez tento papir polozi
na zacatek fady (ostatni papiry se posunou). Na za¢atku matematikovy prace
to 8lo pékné, nebot vSechny papiry byly sefazeny podle ¢isel (1,2,...N). Ted
uz jsou ale hodné prehazené a matematik nemiize najit ani svoji tramvajenku.
Nastésti si jesté pamatuje, kolikaty od zacatku fady byl kazdy papir, se kte-
rym pracoval. A v tomto okamZiku nastupujete do vzniklého chaosu vy, abyste
matematika zachranili pfed jistou smrti vycerpanim.

Ve vstupnim souboru papiry.in jsou na prvnim radku dvé ¢isla N a K,
kde N (1 < N < 500000) pfedstavuje pocet papiri a K (1 < K < 500000)
pocet operaci, které matematik udélal. Na druhém radku je posloupnost K
¢isel, kde kazdé ¢islo x; predstavuje i-tou operaci, pti které matematik vzal x;-
ty papir od zacatku fady a posunul ho na prvni misto. Pred zapocetim vsech
operaci byly papiry sefazeny vzestupné od 1 do N.

Vystup ulozte do souboru papiry.out tak, ze na prvnim fadku bude N
Cisel predstavujicich permutaci dokument po provedeni vSech K operaci.
Priklad:

papiry.in 83

514

papiry.out 35124678
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20-5-6 Hrady, hradky, hradla 12 bodu

Dnes bude nase povidani tak trosku z jiného soudku. V celém seridlu se
nase obvody chovaly kombinacné, coz znamené, Ze nebyly zavislé na predcho-
zim stavu a na jeden vstup, ktery si tfeba muzeme pfedstavit jako celé ¢islo
zapsané bindrné, jsme s jistotou dostali vidy stejny vystup (jiné celé ¢islo za-
psané binarné). Nyni se ndm véci za¢nou komplikovat, nebot nauéime obvody
y,pamatovat si“ a diky tomu vystup obvodu nebude nutné zilezet pouze na
vstupu, ale vysledek muze ovlivnit i vnitini stav obvodu. Vnitini stav obvodu
je to, co si obvod pamatuje z minulych vstupt, tedy obvod muze vydat jiny
vystup na stejny vstup, pokud jsme posloupnost zkousenych vstupt prehazeli.
U skuteénych obvodi je poc¢atecni stav, tedy stav po zapnuti pfistroje nedefi-
novany (pfevazné diky fyzikalnim efekt@im). My si pro jednoduchost pocétecni
stav, tedy stav na zacatku vypoctu, sami nadefinujeme.

Naprtiklad by takovy obvod mohl pocitat priibéznou paritu, na vstupu by
byla bud jednicka nebo nula, a na vystupu parita aktualni ¢asti bindrniho
¢isla reprezentovaného posloupnosti bitid na vstupu. Nez se ale do takového
obvodu pustime, musime vyftesit jeden drobny problém a to, jak ma takovy
obvod poznat dva po sobé jdouci jednickové bity (rozmyslete si, Ze po sobé
jdouci nulové bity v tomto pripadé neméni vysledek a proto je nemusime umeét
rozlisit.) Problém se fesi jednoduse, pfiddme si do vstupu dalsi bit, ktery se
bude ménit pfi kazdém novém vstupu, tedy tfi po sobé jdouci jednicky budou
vypadat tfeba jako 10,11, 10. V elektronice se podobny signal obvykle oznacuje
jako hodinovy (Clock), s tim rozdilem, Ze redlné se za zménu vstupu povazuje
chvile, kdy se hodinovy signal pfehoupne z nuly na jedni¢ku (ndbézna hrana).
V nasledujicim textu budeme hodinovy signél povazovat za aktivni na ndbézné
hrané. Problém jsme vyte$ili, tedy necht si obvod na zadatku pamatuje, Ze
prubézna parita, tj. parita jiz nactené ¢asti ¢isla je nula. Pak obvod pro kazdou
nulu na vstupu posle zapamatovanou paritu na vystup, a pro kazdou jednicku
provede negaci zapamatované dosavadni parity a tuto hodnotu posle na vystup.
Je jisté vidét, ze se obvod pro jednicku na vstupu chova rtzné a rozhoduje se
podle vnitifniho stavu.

takové pamét vytvori. Musime vymyslet, jak uchovat né&jakou hod-
notu. Kdyz vezmeme hradlo NAND a zapojime jeho vystup na
jeden ze dvou vstupti, dostaneme obvod, ktery si umi zapamatovat, ze na vstu-
pu byla jednicka. Necht je vystup nastaven na jednicku, pak jeden ze vstupi je
nastaven také na jednicku a obvod v tomto stavu vydrzi, dokud nenastavime
druhy vstup hradla na jednicku. Tim se vystup hradla pfepne a bude jiz mit
trvale na vystupu nulu.

Takové hradlo je sice velice zajimavé, i kdyz pramalo uzite¢né, nam by
se hodilo umét jednak vystup nastavit, ale i vynulovat. Vezmeme tedy hradla

Nebudeme uz dale chodit kolem horké kase a ukazeme, jak se @_
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NAND dvé a zapojime vystup jednoho na vstup druhého a naopak. Takové
zapojeni se jmenuje klopny obvod RS. Funguje jednoduse, mame dva vstupy.
Vstup Set, ktery nastavuje vystup na jednicku a vstup Reset, ktery nastavuje
Vystup na nulu (odtud se také vzalo RS v pojmenovani). Vstu-
py jsou negované, tedy povazujme nezapojeny vstup, za vstup na
kterém je jednicka. Pfipojenim pravé jednoho vstupu na nulu se
bud obvod pfepne, nebo neudéla nic (to zélezi na vnitinim stavu). -
Vystup je na vystupu hradla oznaden pismenem Q, zatimco Q s
pruhem je jeho negace.

Odtud neni daleko ke klopnému obvodu D, ktery je zdkladem vSech pamé-
tovych obvodi. Narozdil od klopného obvodu RS je fizen hodinovym signalem.
Funguje tak, ze se vstup D ,zkopiruje* na vystup Q, v okamziku, kdy se na
hodinovém vstupu nastavi jednicka. V feci elektroniky 5
bychom fekli, Ze se vstup zapise na vystup na nabézné
hrané hodinového signalu. Na nasledujicim obrazku je
klopny obvod typu D, ktery ovSsem nereaguje na na-
béznou hranu, ale kopiruje vstup D, na vystup Q, kdyz
je vstup C nastaveny na jednicku.

Obvod ktery reaguje na ndbéznou hranu je o néco slozitéjsi
a proto ho budeme kreslit nasledujici schématickou znackou: L

V sekvencnich obvodech se ¢asto vyuziva zpozdéni na hradle, které nas v
predchozich tillohach trapilo. Pro nés je ted dilezité, Ze signal projde hradlem
pomaleji nez dratem (rozumné kratkém, kdybychom natahli drét kolem ze-
mé, bude samoziejmé signal hradlem prochazet rychleji, nehledé na to, ze se
v tak dlouhém drétu po cesté ztrati). To znamend, Ze kdyz za sebe zapojime
dvé hradla NOT, ¢imz dostaneme puvodni signal, a vedle natdhneme drat za-
pojeny do téhoz vstupu, bude na vystupu téchto hradel jednicka jesté chvili
poté, co na vedlejsim dratu bude uz nula a naopak. S timto efektem a klop-
nym obvodem D lze vyrobit takzvanou délicku. To je obvod, jenz pro vstupni
signdl, kde se pravidelné st¥idaji jednicky a nuly (hodinovy
signél) vyrobi signal, kde se pravidelné st¥idaji dvé jednié- D
ky a dvé nuly (déli frekvenci v ptivodnim signalu dvéma). c |

Iol ol

|OI o

Vasim tkolem bude vymyslet:
1. zminény obvod na pribéZnou paritu [5 bodd]
2. Ccitac, to jest obvod, ktery mé na vstupu hodinovy signal a postupné s
kazdou jednickou na vstupu zvysi hodnotu na vystupu (reprezentovanou
bindrnim N-bitovym ¢islem) o jedna. [7 bodd]
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Programatorské kucharky

20-2-K Kuchaika druhé série — tridéni

I letos Vam kromé uloh budeme servirovat také
recepty z programéatorské kuchaiky. Nékteré si vypj-
snazit pripsat néco nového, aby si i zkusenéjsi resitelé
prisli na své. V letosni prvni kuchafce si povime o t¥i-
dicich algoritmech. Co to znamena? Pojem tridéni je
mozna malicko nepfesny, nehodldme data (¢isla, za-
znamy, Fetézce a jiné) rozdélovat do néjakych t¥id, ale
prerovnat je do spravného potadi, protoze se sefaze-
nymi adaji se mnohem lépe pracuje, napiiklad pokud
v nich pak potfebujeme vyhledavat. Takové usporadavani dat je dennim chle-
bem kazdého programaétora, a tak neni divu, ze tfidici algoritmy jsou jedny
z nejstudovanéjsich. My vsak nebudeme do néjakych velkych detailti a specialit
prilis zabihat. Zkratka a dobre — budeme chtit tridit idaje rychle, Gsporné a
radostné.

Obvykle tfidime exemplafe datové struktury typu pascalského zdznamu.
V takové datové struktufe byva obsazena jedna vyznacné polozka, kli¢, podle
které se zaznamy fadi. Malinko si nas zivot zjednodusime a budeme predpo-
kladat, ze tfidime zaznamy obsahujici pouze kli¢, ktery je navic celo¢iselny —
budeme tedy ttidit pole celych ¢isel. Vzhledem k poctu tridénych cisel N pak
budeme vyjadfovat ¢asovou (a pamétovou) sloZitost jednotlivych algoritmi,
které si predvedeme.

Metody tridéni mtzeme rozdélit do dvou hlavnich skupin, a to na vniting
tridénd, kdy si mizeme dovolit vSechna data naéist do (rychlé) paméti pocitace,
a na vnéjsi trident, kdy jiz tfidéni musime realizovat opakovanym c¢tenim a
vytvarenim diskovych souborti. V tomto dilu se omezime pouze na algoritmy
vnitiniho t¥idéni a tf¥idéné pole si nadeklarujeme takto:

const N = 100;

type Pole = array[l..N] of integer;

Nejjednodussi tfidici algoritmy patii do skupiny primgch metod. VSechny
maji nékolik spoleénych ryst: Jsou kratké, jednoduché a t¥idi pfimo v poli
(nepotfebujeme pomocné pole). Tyto algoritmy maji vétsinou ¢asovou sloZitost
O(N?). Z toho vyplyvé, Ze jsou pouzitelné tehdy, kdyz tiidénych dat neni
prilis mnoho. Na druhou stranu pokud je dat opravdu maélo, je zbytecné slozité
pouzivat néktery z komplikovanéjsich algoritmt, které si predvedeme pozdéji.
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Strucné si priblizime tfi nejzndméjsi primé algoritmy. T¥idéni pFimym vy-
bérem (SelectSort) je zaloZeno na opakovaném vybirdni nejmensiho éisla z
dosud nesettidénych cisel. Nalezené ¢islo prohodime s prvkem na zacatku po-
le a postup opakujeme, tentokrat s nejmensim c¢islem na indexech 2,..., N,
které prohodime s druhym prvkem v poli. Poté postup opakujeme s prvky s
indexy 3,..., N, atd. Je snadné si uvédomit, ze kdyz takto postupné vybirame
minimum z mensich a mensich intervald, setfidime celé pole (v i-tém kroku
nalezneme i-ty nejmensi prvek a zafadime ho v poli na pozici s indexem 3).

procedure SelectSort(var A: Pole);
var i,j,k,x: integer;

begin
for i:=1 to N-1 do
begin
k:=i;
for j:=i+1l to N do
if A[jI<A[k] then k:=j;
x:=A[k]; A[k]:=A[i]; A[i]:=x;
end;
end;

algoritmu. V i-tém kroku musime nalézt minimum z N — ¢ + 1 ¢isel, na coz
spotfebujeme ¢as O(N —i+1). Ve vSech krocich dohromady tedy spotiebujeme
¢as O(N+ (N —1)+...+3+2+1)=O(N?).
TFidéni pfimym vklidanim (InsertSort) funguje na podobném principu jako
tfidéni pfimym vybérem. Na zacatku pole vytvarime spravné utfidénou po-
sloupnost, kterou postupné rozsifujeme. Na zacatku i-tého kroku ma tato utii-
dénd posloupnost délku ¢ — 1. V i-tém kroku urcime pozici i-tého ¢isla v dosud
uttidéné posloupnosti a zafadime ho do ut¥idéné posloupnosti (zbytek utiidéné
posloupnosti se posune o jednu pozici doprava). Neni tézké si rozmyslet, ze kaz-
dy krok 1ze provést v ¢ase O(N). Protoze pocet kroku algoritmu je N, celkova
¢asova sloZitost pravé popsaného algoritmu je opét O(N?).
procedure InsertSort(var A: Pole);
var i,j,x: integer;
begin
for i:=2 to N do
begin
x:=A[i];
ji=i-1;
while (j>0) and (x<A[j]) do
begin
Alj+1]:=A[j1;
j:=j-1;
end;
A[j+1] :=x;
end;
end;
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(Upozornéni: v naSich piikladech pfedpokldaddme, Ze méme v prekladaci

zapnuto tzv. zkracené vyhodnocovani logickych vyrazu, tieba v predchozim
while-cyklu se pfi j=0 hodnoty x a A[0] jiz neporovnavaji.)
Bublinkové tfidéni (BubbleSort) pracuje jinak nez dva dfive popsané algoritmy.
Algoritmu se fika ,bublinkovy“, protoze podobné jako bublinky v limonadé
,Stoupaji“ vysoka ¢isla v poli vzhiuru. Postupné se porovnavaji dvojice soused-
nich prvku, feknéme zleva doprava, a pokud v porovnavané dvojici nasleduje
mensi ¢islo po vétsim, tak se tato dvé Cisla prohodi. Cely postup opakujeme,
dokud probihaji néjaké vymény. Protoze algoritmus skonéi, kdyz nedojde k
zadné vymeéneé, je pole na konci algoritmu setfidéné.

procedure BubbleSort(var A: Pole);

var i,x: integer;

zmena: boolean;
begin
repeat
zmena:=false;
for i:=1 to N-1 do
if A[i] > A[i+1] then
begin
x:=A[i]; A[i]:=A[i+1]; A[i+1]:=x;
zmena:=true;
end;
until not zmena;
end;

Spravnost algoritmu nahlédneme tak, Ze si uvédomime, Ze po i prichodech
while-cyklem bude poslednich ¢ prvki obsahovat nejvétsich ¢ prvka setfidénych
od nejmensiho po nejvétsi (rozmyslete si, proé tomu tak je). Popsany algoritmus
se tedy zastavi po nejvySe N pruchodech a jeho celkova casova slozitost v
nejhorsim p¥ipadé je O(N?), nebot na kazdy priichod spotiebuje ¢as O(N).
Vyhodou tohoto algoritmu oproti pfedchozim dvéma je, ze je tim rychlejsi, ¢im
blize bylo zadané pole k setfidénému stavu — pokud bylo tiplné setiidéné, tehdy
algoritmus spotfebuje jen linedrni ¢as, O(N).

Sofistikovanéjsi t¥idici algoritmy pracuji v ¢ase O(N log N). Jednim z nich
je TFidéni slévanim (MergeSort), zaloZené na principu slévani (spojovani) jiz
setfidénych posloupnosti dohromady. Predstavme si, Ze jiz mame dvé setiidé-
né posloupnosti a chceme je spojit dohromady. Jednoduse sta¢i porovnavat
nejmensi prvky obou posloupnosti a mensi z téchto prvkit vzdy odstranit a
pfesunout do nové posloupnosti. Je zfejmé, ze ke sliti dvou posloupnosti potie-
bujeme ¢as imérny souctu jejich délek.

My si zde popiSeme a predvedeme modifikaci algoritmu MergeSort, ktera
pouZziva pomocné pole. Algoritmus lze implementovat pfi zachovani ¢asové slo-
Zitosti 1 bez pomocného pole, ale je to o dost pracnéjsi. Existuje téz modifikace
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algoritmu, kterd ma pocet fazi (viz dédle) v nejhorsim pfipadé O(log N), ale po-
kud je jiz pole na zacatku setridéné, probéhne pouze jedina a v takovém piripadé
ma algoritmus ¢asovou slozitost O(N). My si vSak zatajime i tuto variantu.
Algoritmus pracuje v né€kolika fazich. Na za¢atku prvni faze tvori kazdy pr-
vek jednoprvkovou setfidénou posloupnost a obecné na zacatku i-té fazi budou
mit set¥idéné posloupnosti délky 21, V i-té fazi tedy vidy ze dvou soused-
nich 2~ !-prvkovych posloupnosti vytvofime jedinou délky 2¢. Pokud N neni
néasobkem 2°, bude délka posledni posloupnosti zbytek po déleni N ¢&islem 2°.
Zastavime se, pokud 2¢ > N, tj. po [logy N fazich. ProtoZe v i-té fazi slijeme
[N / 2i—| dvojic nejvyse 2°~1-prvkovych posloupnosti, je ¢asova sloZitost jedné
faze O(N). Celkovéa casové slozitost popsaného algoritmu je pak O(N log N).

procedure MergeSort(var A: Pole);

var P: Pole; { pomocné pole }
delka:integer; { délka set¥idénjch posloupnosti }
i: integer; { index do vytvafené posloupnosti }

i1,i2: integer; { index do slévanjch posloupnosti }
k1,k2: integer; { konce slévanjch posloupnosti }
begin
delka:=1;
while delka<N do
begin
il:=1; i2:=delka+1l; i:=1;
kl:=delka; k2:=2*delka;
while i<=N do
begin
{ slévame A[il..k1] s A[i2..k2] }
if k2>N then k2:=N;
while (i1<=k1) or (i2<=k2) do
if (i2>k2) or
((i1<=k1) and (A[i1]<=A[i2]))
then
begin
P[i]:=A[i1]; i:=i+1; il:=il+1;
end
else
begin
P[i]:=A[i2]; i:=i+1; i2:=i2+1;
end;
il:=k2+1; i2:=il+delka;
k1:=k2+delka;
k2:=k2+2*delka;
end;
A:=P;
delka:=2*delka;
end;
end;

V ¢&ase O(N log N) pracuje také algoritmus jménem QuickSort. Tento al-
goritmus je zaloZen na metodé Rozdél a panuj. Nejprve si zvolime néjaké ¢islo,
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kterému budeme fikat pivot. Vice si o jeho volbé povime pozdéji. Poté pole
preusporadame a rozdélime je na dvé Casti tak, ze zadny prvek v prvni ¢asti
nebude vétsi nez pivot a zadny prvek v druhé ¢asti naopak mensi. Prvky v
obou ¢&astech pak setfidime rekurzivnim zavoldnim téhoz algoritmu. Musime
ale dat pozor, aby byly v kazdém kroku obé ¢asti neprazdné (a rekurze tedy
byla konecnd). Je zfejmé, Ze po skonéeni algoritmu bude pole set¥idéné.

Malé zrada spociva ve volbé pivota. Pro nase ticely by se hodilo, aby po
prehéazeni prvku leva i prava ¢ast pole byly priblizné stejné velké. Nejlepsi vol-
bou pivota by tedy byl medidn t¥idéného useku, tj. prvek takovy, jenz by byl
v setfidéném poli presné uprostied. Preusporadani jisté zvladneme v linearnim
Case a pokud by pivoty na vSech trovnich byly mediany, pak by pocet trovni
rekurze byl O(log N) a celkova Casova slozitost O(N log N) (na kazdé Grovni
rekurze je soudet délek t¥idénych posloupnosti nejvyse N). Ackoli existuje al-
goritmus, ktery medidn pole nalezne v ¢ase O(N), v QuickSortu se obvykle
nepouziva, jelikoz konstanta u ¢lenu N je prili§ velkd v porovnani s pravdépo-
dobnosti, ze ndhodné volba pivota algoritmus pfilis zpomali. Vétsinou se pivot
voli ndhodné z dosud nesetfidéného tiseku — zkratka se sdhne nékam do pole a
nalezeny prvek se prohlasi za pivot. D4 se ukazat, ze takovyto algoritmus s vel-
mi vysokou pravdépodobnosti pobézi v ¢ase O(NN log N). Ditkaz tohoto tvrzeni
je trosicku trikovy a lze jej nalézt napr. v knize Kapitoly z diskrétni matematiky
od pant Matouska a Nesetfila. Je vSak tfeba si pamatovat, ze pokud se pivot
voli ndhodné, mtize rekurze dosdhnout hloubky N a ¢asova slozitost algoritmu
az O(N?) — predstavme si, Ze se pivot v kazdém rekurzivnim volani nesfastné
zvoll jako nejvétsi prvek z t¥idéného tseku. V nasi implementaci QuickSortu
pro nazornost nebudeme pivot volit nahodné, ale vzdy jako pivot vybereme
prostifedni prvek tfidéného tseku.

procedure QuickSort(var A:Pole; 1,r:integer);
var i,j,k,x: integer;

begin
i:=1; j:=r;
k:=A[(i+j) div 2];
repeat

while A[i]l<k do i:=i+1;
while A[jl>k do j:=j-1;
if i<=j then
begin
x:=A[i]; A[i]:=A[j]; A[j]:=x;
i:=i+1;
ji=j-1;
end;
until i >= j;
if j>1 then QuickSort(a, 1, j);
if i<r then QuickSort(A, i, r);
end;
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Jesté si predvedeme dva tiidici algoritmy, které jsou vhodné, pokud t¥idéné
objekty maji nékteré dalsi specidlni vlastnosti. Prvnim z nich je tfidéni poci-
tanim (CountSort). To lze pouzit, pokud tfidéné objekty obsahuji pouze klice
a moznych hodnot kli¢d je malo. Tehdy si staci spocitat, kolikrat se ktery kli¢
vyskytuje, a misto tfidéni vytvorit celé pole znovu na zakladé toho, kolik jed-
notlivych objektt obsahovalo pole pivodni. My si tento algoritmus predvedeme
na piikladu t¥idéni pole celych ¢isel z intervalu (D, H):

const D = 1;

H = 10;
procedure CountSort(var A: Pole);
var C: array[D..H] of integer;
i,j,k: integer;
begin
for i:=D to H do C[i]:=0;
for i:=1 to N do C[A[i]]:=C[A[i]] + 1;
k:=1;
for i:=D to H do
for j:=1 to C[i] do
begin
Alk] :=i;
k:=k+1;
end;
end;

Casova slozitost takovéhoto algoritmu je linedrni v N, ale nesmime za-
pomenout pFicist jesté velikost intervalu, ve kterém se prvky nachédzeji (K =
H — D + 1), protoze néjaky ¢as spotfebujeme i na inicializaci pole pocitadel.
Celkem tedy O(N + K).

Pokud by tfidéné objekty obsahovaly vedle klict i néjakd data, miuzeme
je misto pouhého pocitani rozdélovat do prihradek podle hodnoty klice a pak
je z prihradek vysbirat v rostoucim poradi klicti. Tomuto algoritmu se fika
prihradkové tfidéni (BucketSort) a my si popiSeme jeho viceprichodovou va-
riantu (RadixSort), kterd je vhodnéjsi pro vétsi hodnoty K. V prvni fazi si
¢isla rozdélime do pfihrddek (skupin) podle nejméné vyznamné cifry a spoji-
me do jedné posloupnosti, v druhé fazi ¢isla roztfidime podle druhé nejméné
vyznamné cifry a opét spojime do jedné posloupnosti, atd. Je dulezité, aby
se uvnit¥ kazdé prihradky zachovalo poradi ¢isel v posloupnosti na zacatku
faze, tj. posloupnost uloZend v kazdé prihradce je vybranou podposloupnosti
posloupnosti ze zacatku faze. Tvrdime, Ze na konci i-té faze obsahuje vysled-
na posloupnost ¢isla utfidéna podle ¢ nejméné vyznamnych cifer. Ziejmeé i-té
nejméné vyznamné cifry tvori neklesajici posloupnost, nebot podle nich jsme
pravé v této fazi rozdélovali ¢isla do prihradek, a pokud dvé ¢isla maji tuto
cifru stejnou, jsou uloZena v potradi dle jejich i — 1 nejméné vyznamnych cifer,
nebot v kazdé prihrddce jsme zachovali pofadi ¢isel z konce minulé faze. Na
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z&aveér poznamenejme, ze misto Cisel podle cifer lze do pfihradek rozdélovat téz
textové Fetézce podle jejich znakt, atp.

Jak je to s Casovou sloZitosti této varianty RadixSortu? Pokud tfidime
celd ¢isla od 1 do K a v kazdém kroku je rozdélujeme do ¢ prihradek, po-
tfebujeme log, K priichodt (tolik je cifer v zapisu ¢isla K v ¢-kové soustavé).
Kazdy prichod spotfebuje ¢as O(N + {), takZe cely algoritmus bézi v case
O((N + 0)log, K). To je O(N), pokud K a ¢ jsou konstanty. My si pfedve-
deme implementaci algoritmu pro K = 255 a ¢ = 2 (¢isla budeme rozhazovat
do prihrddek podle bitt v jejich bindrnim zépisu).

const K=255;

procedure RadixSort(var A: Pole);

var PO,P1: Pole;

k1,k2: integer;
i: integer;
bit: integer;
begin
bit:=1;
while bit<=K do
begin
k1:=0; k2:=0;
for i:=1 to N do
if (A[i] and bit)=0 then
begin
ki1:=k1+1; PO[k1]:=A[il;
end
else
begin
k2:=k2+1; P1[k2]:=A[i];
end;
for i:=1 to k1 do A[i]l:=PO[i];
for i:=1 to k2 do A[k1+i]:=P1[il;
bit:=bit shl 1;
end;
end;

Na zavér naseho povidani o t¥idicich algoritmech si ukézeme, ze t¥idit obec-
né udaje, se kterymi neumime provadét nic jiného, nez je navzajem porovnavat,
rychleji nez O(N log N) nejen nikdo neumi, ale také ani umét nemuze. Libovol-
ny t¥idici algoritmus zalozeny na porovnavani a prohazovani prvkt totiz musi
na nékteré vstupy vynalozit fadové alespoit N log N krokt. (RadixSort na prv-
ni pohled tento vysledek porusuje, na druhy vsak uz ne, kdyz si uvédomime,
o jak specidlni druh t¥idéngch dat se jedna.)

Tridici algoritmus v prubéhu své ¢innosti néjak porovnava prvky a néjak
@ je prehazuje. Provedeme myslenkovy experiment. Pozménime algoritmus
tak, ze nejdrive bude pouze porovnavat, podle toho zjisti, jak jsou prvky v poli
usporadany, a kdyz uz si je jisty spravnym poradim, prvky najednou popieha-
zi. Tim se algoritmus zpomali nejvysSe konstanta-krat. Také pro jednoduchost
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predpokladejme, ze vSechny tfidéné tidaje jsou navzajem rtzné. Porovnavaci
¢innost algoritmu si pak miizeme popsat rozhodovacim stromem. Na obrazku
je priklad rozhodovaciho stromu pro triprvkové pole.

Kazdy vrchol obsahuje porovnani dvou prvka z a y, v levém podstromu
daného vrcholu je ¢innost algoritmu pokud x < y, v pravém podstromu ¢innost
pfi x > y. V listech je uz jisté spravné poradi prvka.

Kazdému algoritmu odpovida néjaky rozhodovaci strom a kazdy pribéh
¢innosti algoritmu odpovida priichodu rozhodovacim stromem od kofene do
néjakého listu. Nasgim cilem bude ukézat, ze v libovolném rozhodovacim stromu
(a tedy i libovolném odpovidajicim algoritmu) bude existovat cesta z kofene
do néjakého listu (neboli vypocet algoritmu) délky Nlog N.

’ T3X1T2 ‘ ’ ToX3X1 ‘ ’ ToX1X3 ‘

Kolik maximalné hladin h, a tedy i jaka nejdelsi cesta se v takovém stromu
muze vyskytnout? Nas strom mé tolik listt, kolik je moZznych potfadi tfidénych
prvki, tedy pravé N!. Riznym pofadim totiz musi odpovidat rizné listy, jinak
by algoritmus netfidil (pfedpokladédme pieci, zZe to, jak mé prvky prohazovat,
mize zjistit jenom jejich porovnavanim), a naopak kazdé potadi prvki jed-
noznac¢né urcuje cestu do prislusného listu. Na nulté hladiné je jediny vrchol,
na kazdé dalsi hladiné se oproti predchozi pocet vrcholt nejvyse zdvojnasobi,
takZe na i-té hladiné se nachazi nejvyse 2¢ vrcholt. Proto je listé stromu nej-
vyse 2" (nékteré listy mohou byt i vyse, ale za kazdy takovy uréité chybi jeden
vrchol na h-té hlading). Z toho vime, Ze plati:

2" > pocet listi > N!, aproto h > log, (N).

Logaritmus faktoridlu se tézko pocita presné, ale muzeme si ho zdola odhadnout
pomoci nasledujiciho pozorovani:

nl=n-(n—-1)-...-(n/2) -...>
n/2 ¢lent, kazdy > n/2

> (’I’L/Q)(”/Q).
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Dosazenim ziskame:

h > logy(N1) > log, ((N/2)N/?) =

N 1
= ?10g2(N/2) = §-N(log2N— 1) > — - Nlog, N.

> =

Vidime tedy, Ze pro kazdy tfidici algoritmus existuje vstup, na kterém se
bude muset provést alesporn ¢ - N log N kroku, kde ¢ > 0 je néjaka konstanta.

Poznamky na okraj:

e Zkuste si téZ rozmyslet (drobnou modifikaci pfedchoziho dikazu), Ze
ani prumérnd Casova slozitost t¥idéni nemize byt lepsi nez N log N.

e Odvodit prumérnou slozitost QuickSortu vlastné neni zase tak
tézké. Zkusme nasledujici tvahu: Pokud by pivot nebyl pres- @
né median, ale alesponi se nachazel v prostfedni tfetiné setfidéného
useku, byla by slozitost stale O(N log N), jen by se zvysila konstan-
ta v O-cku. Kdybychom pivot volili nahodné, ale po rozdéleni prvki
si zkontrolovali, jestli pivot padl do prostfedni tfetiny, a pokud ne
(jeden z tseki by byl moc velky a druhy moc maly), volbu bychom
opakovali, v priaméru by néas to stalo konstantni pocet pokust (pozo-
rovani z feseni lohy 16-1-5: pokud ¢ekdme na udalost, ktera nastava
ndhodné s pravdépodobnosti p, stoji nds to v priméru 1/p poku-
sii; zde je p = 1/3), takze celkova slozitost by v priméru vzrostla jen
konstantné. Ptivodni QuickSort sice zadné takové opakovani volby ne-
provadi a rovnou se zavola rekurzivné na velky i maly tsek, ale opét
se po v priuméru konstantné mnoha iteracich velky tsek zredukuje
na nejvyse 2/3 pivodni velikosti a t¥{déni malych tsekt jednotlivé
nezabere vic ¢asu, nez kdyby se t¥idily dohromady.

e Kdybychom u QuickSortu pouzili rekurzivni volani jen na mensi in-
terval, zatimco ten vétsi bychom obslouzili pfenastavenim promén-
nych a skokem na zacatek pravé provadéné procedury, zredukovali
bychom pamétovou slozitost na O(log V), jelikoz kazdé dalsi rekur-
zivni volani zpracovava alespon dvakrat mensi usek nez to predchozi.
Casové slozitosti tim vSak nepomiizeme.

e Pocet prihrddek u RadixSortu vitbec nemusi byt konstanta — pokud
napf. cheete tiidit N ¢isel v rozsahu 1...N¥, stadi si zvolit £ = N
a fazi bude jenom k. Pro pevné k tak dosdhneme linearni casové
slozitosti.
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20-3-K Kucharka treti série — grafy

V dnesnim vydani znamého bestselleru budeme péci grafy souvislé i nesou-
vislé, orientované i neorientované. Rekneme si o zdkladnim prochézeni grafem,
komponentach souvislosti, topologickém usporadani a dalSich grafovych algorit-
mech. Abychom ale mohli za¢it, musime si nejprve Fici, s ¢im budeme pracovat.
Ingredience

Neorientovany graf je uréen mnozinou vrcholi V' a mnozinou hran E, coz
jsou neuspoiddané dvojice vrcholii. Hrana e = {z,y} spojuje vrcholy = a y.
Vétsinou pozadujeme, aby hrany nespojovaly vrchol se sebou samym (takovym
hrandm fikdme smycky) a aby mezi dvéma vrcholy nevedla vice nez jedna hrana
(pokud toto neplati, mluvime o multigrafech). Obvykle také pfedpokladame,
ze vrcholl je koneéné mnoho. Neorientovany graf vétSinou zobrazujeme jako
body pospojované carami.

Neorientovany graf a multigraf

Podgrafem grafu G rozumime graf G’, ktery vznikl z grafu G vynechdnim
nékterych (a nebo zadnych) hran a vrchold.

Casto nas zajimd, zda se da z vrcholu z dojit po hranach do vrcholu y.
Ovsem slovo ,dojit* by mohlo byt trochu zavadéjici, proto si zavedeme par
pojmi:

® sled budeme rikat takové posloupnosti vrcholi a hran tvaru vy, e, va,

€2, En_1,Vn, Z€ €; = {v;,v;11} pro kazdé i. Sled je tedy néjaka
prochézka po grafu. Délku sledu méfime poc¢tem hran v této posloup-
nosti.

® tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy e; # e; pro i # j.
® cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, ¢ili v; # v; pro @ # j.
Vsimnéte si, ze se nemohou opakovat ani hrany.

Lehce nahlédneme, 7e pokud existuje sled z vrcholu z do y (v1 = &, v, = ¥y),
pak také existuje cesta z vrcholu x do vrcholu y. Kazdy sled, ktery neni cestou,
totiz obsahuje néjaky vrchol u dvakrat. Existuje tedy i < j takové, ze u = v; =
v;. Pak ale mlizeme z naseho sledu vypustit posloupnost e;, viy1,...,€;-1,v;
a dostaneme také sled spojujici v1 a vy, ktery je urcité kratsi nez puvodni sled.
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Tak mtzeme po koneéném poctu tprav dospét az ke sledu, ktery neobsahuje
zadny vrchol dvakrat, tedy k cesté.

Kruznici neboli cyklem nazyvame cestu délky alespon 3, ve které oproti
definici cesty plati v; = v,. Nékdy se na cesty, tahy a kruznice v grafu také
divame jako na podgrafy, které ziskame tak, ze z grafu vypustime vsechny
ostatni vrcholy a hrany.

Jesté si ukdzeme, ze pokud existuje cesta z vrcholu a do vrcholu b a z vrcho-
lu b do vrcholu ¢, pak také existuje cesta z vrcholu a do vrcholu ¢. To vyplyva
z faktu, Ze existuje sled z vrcholu a do vrcholu ¢, ktery mizeme dostat napti-
klad tak, Ze spojime za sebe cesty z a do b a z b do ¢. A jak jsme si ukazali,
kdyz existuje sled z a do ¢, existuje i cesta z a do c.

V mnoha grafech (naptiklad v téch na pfedchozim obrazku) je kazdy vrchol
dosazitelny cestou z kazdého. Takovym grafim budeme fikat souvislé. Pokud
je graf nesouvisly, mizeme ho rozlozit na ¢asti, které jiz souvislé jsou a mezi
kterymi nevedou zadné dalsi hrany. Takové podgrafy nazyvame komponentami
souvislosti.

Ted se podivejme na par pojmil z piirody: Strom je souvisly graf, ktery ne-
obsahuje kruznici. List je vrchol, ze kterého vede pouze jedna hrana. Ukazeme,
ze kazdy strom s alesponi dvéma vrcholy ma nejméné dva listy. Pro¢ to? Staci
si najit nejdelsi cestu (pokud je takovych cest vice, zvolime libovolnou z nich).
Oba koncové vrcholy této cesty musi byt nutné listy: kdyby z nékterého z nich
vedla hrana, musela by vést do vrcholu, ktery na cesté jesté nelezi (jinak by
ve stromu byla kruznice), ale o takovou hranu bychom cestu mohli prodlouzit,
takze by ptvodni cesta nebyla nejdelsi.

Grafim bez kruznic budeme obecné fikat lesy, jelikoz kazda komponenta
souvislosti takového grafu je strom.

PRSI

Les, jak ho vidi matematici

Neékdy se hodi jeden z vrcholi stromu prohlasit za koren, ¢imz jsme si
v kazdém vrcholu uréili smér nahoru (ke kofeni — je to zvlastni, ale matematici
obvykle kresli stromy kofenem vzhiiru) a doltt (od kofene). Souseda vrcholu
smérem nahoru pak nazyvame jeho otcem, sousedy smérem dold jeho syny.

Kostra souvislého grafu fikdme kazdému jeho podgrafu, ktery je stromem
a spojuje vSechny vrcholy grafu. Muzeme ji napfiklad ziskat tak, Ze dokud jsou
v grafu kruznice, odebirame hrany lezici na néjaké kruznici. Pro nesouvislé gra-
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fy nazveme kostrou les tvoreny kostrami jednotlivych komponent. Na prvnim
obrazku je jedna z koster levého grafu znazornéna silnymi hranami.

Cviceni: Zkuste si dokazat, ze stromy jsou pravé grafy, které jsou souvislé
a maji o jedna méné hran nez vrchold.
Orientované grafy

Casto potfebujeme, aby hrany byly pouze jednosmérné. Takovému grafu
fikdme orientovany graf. Hrany jsou nyni usporadané dvojice vrcholu (z,y) a
fikdme, Ze hrana vede z vrcholu z do vrcholu y. Hrany (z,y) a (y, z) jsou tedy
dvé ruzné hrany. Orientovany graf vétSinou zobrazujeme jako body spojené
Sipkami. Vétsina pojmu, které jsme definovali pro neorientované grafy, dava
smysl i pro grafy orientované, jen si musime dat pozor na smér hran.
a silnou souvislost: slabé souvisly je graf tehdy, pokud se z néj zapomenutim
orientace hran stane souvisly neorientovany graf. Silné souvislym ho nazve-
me tehdy, vede-li mezi kazdymi dvéma vrcholy x, y orientovand cesta v obou
smérech. Pokud je graf silné souvisly, je i slabé souvisly, ale jak ukazuje nas
obrazek, opacné to platit nemusi.

Silné a slabé souvisly orientovany graf

Komponenta siln€ souvislosti orientovaného grafu G je takovy podgraf G’,
ktery je silné souvisly a neni podgrafem zadného vétsiho silné souvislého pod-
grafu grafu G. Komponenty silné souvislosti tedy mohou byt mezi sebou pro-
pojeny, ale zadné dvé nemohou lezet na spole¢ném cyklu.

Ohodnocené grafy

Dalsi moznosti, jak si graf ,vyzdobit“, je ohodnotit jeho hrany ¢isly. Na-
priklad v grafu silni¢éni sité (vrcholy jsou mésta, hrany silnice mezi nimi) je
zcela prirozené ohodnotit hrany délkami silnic nebo tfeba mytnym vybiranym
za prujezd silnici. Pfifazenym ¢islim se proto ¢asto fika délky hran nebo jejich
ceny. Pojmy, které jsme si pred chvili nadefinovali pro obyc¢ejné grafy, muzeme
opét snadno rozsitit pro grafy ohodnocené — napr. délku sledu budeme namisto
poctu hran sledu pocitat jako soucet jejich ohodnoceni. Neohodnoceny graf pak
odpovida grafu, v némz maji vSechny hrany jednotkovou délku.

Podobné miizeme prifazovat ohodnoceni i vrcholiim, ale radéji si vSechny
operace s ohodnocenymi grafy nechdme na nékteré z dalSich dili Kuchatky. I
tak budeme mit prace dost a dost.
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Reprezentace grafu

20-3-K

Nyni uz vime o grafech hodné, ale jesté jsme si nefekli, jak graf reprezento-
vat v paméti pocitace. To miizeme udélat naptiklad tak, ze vrcholy ocislujeme
prirozenymi ¢isly od 1 do N, hrany od 1 do M a odkud kam vedou hrany,

popiseme jednim z nasledujicich t¥i zptsobu:

® matice sousednosti — to je pole A velikosti N x N. Na pozici
Ali, j] ulozime hodnotu 0 nebo 1 podle toho, zda z vrcho-
lu ¢ do vrcholu j vede hrana (1) nebo nevede (0). S matici
sousednosti se zachézi velmi snadno, ale mé tu nevyhodu, ze
je vzdy kvadraticky velkd bez ohledu na to, kolik je hran.
Vyhodou naopak je, ze misto jedni¢ek muzeme ukladat né-
jaké dalsi informace o hranéch, tfeba jejich délky. Vpravo
od tohoto odstavce najdete matici sousednosti grafu z prv-
niho obrazku.

WO ~NOOO D WNF-

123456789

011000011
100110001
100100000
011010000
010101000
000010110
000001011
100001100
110000100

® seznam sousedi je tvofen dvéma poli: polem sousedu S[1...M] ob-
sahujicim postupné ¢isla vSech vrcholi, do kterych vede hrana z vr-
cholu 1, pak z vrcholu 2 atd., a polem zacatkt Z[1...N], v némz
se pro kazdy vrchol dozvime zacatek odpovidajiciho tseku v poli S.
Pokud navic do Z[N + 1] ulozime M + 1, bude platit, Ze sousedé
vrcholu ¢ jsou ulozeni v S[Z[i]], ..., S[Z[i+ 1] — 1]. Tato reprezentace
ma tu vyhodu, Ze zabird pouze prostor O(N + M) a sousedy kazdého
vrcholu méame pékné pohromadé a nemusime je hledat. Pro graf z 1.
obrazku:

1111111111222222222
i 1234567890123456789012345678
Sl] 2389(1459[14/235[246578/689[167|127
i 12345678910

Zli] 1 5 9 1114172023 2629

Reprezentace grafu seznamem sousedu

® piulhranami — tato reprezentace se pouziva tehdy, pokud potfebuje-
me béhem vypoctu graf slozité upravovat. Je univerzalni, ale dost
pracna na naprogramovani. Spo¢iva v tom, ze si kazdou hranu ulo-
7ime jako dvé pilhrany (zacatek a konec hrany), kazdy vrchol bude
obsahovat spojové seznamy prichazejicich a odchazejicich ptilhran a
kazda pilhrana bude ukazovat na svou druhou polovici a na vrchol,
ze kterého vychazi.
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V nasledujicich receptech budeme vzdy pouZzivat seznamy sousedt, poli S
budeme fikat Sousedi, poli Z Zacatky a nadeklarujeme si je takto:

7 PROHLEDAVALY
Do HLouBky \

var N, M: Integer; { polet vrchold a hran }
Zacatky: array[l..MaxN+1] of Integer;
Sousedi: array[l..MaxM] of Integer;

Prohledavani do hloubky

Nase povidani o grafovych algoritmech za¢neme dvé-
ma zakladnimi zptsoby prochazeni grafem. K tomu bu-
deme potfebovat dvé podobné jednoduché datové struk-
tury: Fronta je koneénd posloupnost prvki, kterd ma
oznaceny zacatek a konec. Kdyz do ni pfiddavame novy
prvek, pfidame ho na konec posloupnosti. Kdyz z ni pr-
vek odebirdme, odebereme ten na zacatku. Proto se tato
struktura anglicky nazyva first in, first out, zkracené FIFO. Zdsobnik je také
konecna posloupnost prvki se zacatkem a koncem, ale zatimco prvky pridava-
me také na konec, odebirdme je z téhoz konce. Anglicky nazev je (pfekvapivé)
last in, first out, ¢ili LIFO.

Algoritmus prohledévani grafu do hloubky:

1. Na zac¢atku méme v zasobniku pouze vstupni vrchol w. Déle si u kaz-
dého vrcholu v pamatujeme znacku z,, kterd fika, zda jsme vrchol
jiz navstivili. Vstupni vrchol je oznaceny, ostatni vrcholy nikoliv.

2. Odebereme vrchol ze zasobniku, nazvéme ho wu.

3. Kazdy neoznaceny vrchol, do kterého vede hrana z u, pfidame do
zasobniku a oznacime.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.

Na konci algoritmu budou oznaceny vSechny vrcholy dosazitelné z vrcholu
w, tedy v pripadé neorientovaného grafu celd komponenta souvislosti obsahuji-
ci w. To mizeme snadno dokazat sporem: Predpokladame, ze existuje vrchol x,
ktery neni oznacen, ale do kterého vede cesta z w. Pokud je takovych vrcholi
vice, vezmeme si ten nejblizsi k w. Oznac¢me si y predchiidce vrcholu = na nej-
kratsi cesté z w; y je uréité oznaceny (jinak by x nebyl nejblizsi neoznaceny).
Vrchol y se tedy musel nékdy objevit na zasobniku, tim padem jsme ho také
museli ze zasobniku odebrat a v kroku 3 oznacit vSechny jeho sousedy, tedy
i vrchol z, coz je ovSem spor.

To, ze algoritmus né€kdy skonéi, nahlédneme snadno: v kroku 3 na zasob-
nik priddvame pouze vrcholy, které dosud nejsou oznaceny, a hned je znacime.
Proto se kazdy vrchol mtze na zasobniku objevit nejvysSe jednou, a jelikoz
ve 2. kroku pokazdé odebereme jeden vrchol ze zasobniku, musi vrcholy né-
kdy (konkrétné po nejvyse N opakovanich cyklu) dojit. Ve 3. kroku probereme
kazdou hranu grafu nejvyse dvakrat (v kazdém sméru jednou). Casové slozi-
tost celého algoritmu je tedy linearni v po¢tu vrcholi N a poc¢tu hran M, ¢ili
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O(N + M). Pamétova sloZitost je stejnd, protoZe si tak jako tak musime hrany
a vrcholy pamatovat a zasobnik neni vét$i nez paméf na vrcholy.
Prohledavani do hloubky implementujeme nejsnaze rekurzivni funkci. Jako
zasobnik v tom pripadé pouzivame pfimo zasobnik programu, kde si program
uklada navratové adresy funkci. Muze to vypadat tfeba néasledovné:
var Oznacen: array[1..MaxN] of Boolean;
procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;
begin
Oznacen[V] := True;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]l-1 do
if not Oznacen[Sousedi[I]] then
Projdi(Sousedil[I]);
end;

Rozdélit neorientovany graf na komponenty souvislosti je pak uz jednodu-
ché. Projdeme postupné vSechny vrcholy grafu a pokud nejsou v zadné z dosud
oznacenych komponent grafu, pfiddme novou komponentu tak, ze graf z tohoto
vrcholu prohleddme do hloubky. Vrcholy znac¢ime pfimo ¢islem komponenty, do
které patifi. Protoze prohleddavame do hloubky nékolik oddélenych ¢asti grafu,
kazdou se slozitosti O(N; + M;), kde N; a M; je pocet vrcholt a hran kompo-
nenty, vyjde dohromady slozitost O(N + M). Nic nového si uklddat nemusime,
a proto je pamétova slozitost stale O(N + M).

var Komponenta: array[l..MaxN] of Integer;

NovaKomponenta: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);

var I: Integer;

begin

Komponenta[V] := NovaKomponenta;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Komponenta[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedil[I]);
end;

var I: Integer;

begin
for I := 1 to N do Komponenta[I] := -1;
NovaKomponenta := 1;
for I :=1 to N do
if Komponenta[I] = -1 then
begin
Projdi(I);
Inc(NovaKomponenta) ;
end;
end.
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Pribéh prohledavani grafu do hloubky mtizeme znazornit stromem (¥iké se
mu DFS strom (podle anglického nazvu Depth-First Search pro prohledavani do
hloubky)). Z poéate¢niho vrcholu w uéinime kotfen. Pak budeme graf prochézet
do hloubky a vrcholy zakreslovat jako syny vrchold, ze kterych jsme prisli. Syny
kazdého vrcholu si usporddame v poradi, v némz jsme je navstivili; tomuto
poradi budeme tikat zleva doprava a také ho tak budeme kreslit. Hrandm mezi
otci a syny budeme fikat stromové hrany. Protoze jsme do zadného vrcholu nesli
dvakrat, budou opravdu tvorit strom. Hrany, které vedou do jiz navstivenych
vrchold na cesté, kterou jsme prisli z korene, nazveme zpétné hrany. Dopredné
hrany vedou naopak z vrcholu blize kofeni do uz oznaceného vrcholu dale od
kofene. A koneéné pricéné hrany vedou mezi dvéma riznymi podstromy grafu.

Vsimnéte si, ze pri prohledavani neorientovaného grafu objevime kazdou
hranu dvakrat: budto poprvé jako stromovou a podruhé jako zp&tnou, a nebo
jednou jako zpétnou a podruhé jako doprednou. Pfi¢né hrany se objevit nemo-
hou — pokud by pri¢na hrana vedla doprava, vedla by do dosud neoznaceného
vrcholu, takze by se prohledavani vydalo touto hranou a nevznikl by oddéleny
podstrom; doleva rovnéz vést nemuize: predstavme si stav prohledavani v oka-
mziku, kdy jsme opoustéli levy vrchol této hrany. Tehdy by nase hrana musela
byt pficnou vedouci doprava, ale o té uz vime, Ze neexistuje.

Prohledavéani do hloubky lze tedy také vyuzit k nalezeni kostry neoriento-
vaného grafu, coz je strom, ktery jsme prosli. Rovnou pfi tom také zjistime, zda
graf neobsahuje cyklus: to pozname tak, ze nalezneme zpétnou hranu rtznou
od té stromové, po niz jsme do vrcholu prisli.
né hrany jsou orientované vzdy ve stromé shora dold, zpétné zdola nahoru
a pri¢né hrany mohou existovat, ovsem vzdy vedou zprava doleva, ¢ili pouze
do podstromi, které jsme jiz prosli (nahlédneme opét stejné).

— stromova
—® zpétna
- -~ ~» dopfednd

""""""" » piicnd

Strom prohledavani do hloubky a typy hran
Prohledavani do $ifky
Prohledavani do sitky je zaloZzené na podobné myslence jako prohledavani
do hloubky, pouze misto zasobniku pouziva frontu:
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1. Na zac¢atku mame ve fronté pouze jeden prvek, a to zadany vrchol w.
Dale si u kazdého vrcholu x pamatujeme ¢éislo H[z]. VSechny vrcholy

budou mit na za¢atku Hz] = —1, jen H[w] = 0.
2. Odebereme vrchol z fronty, ozna¢me ho u.
3. Kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z u a jeho H[v] = —1, pfiddme

do fronty a nastavime jeho H[v] na H[u] + 1.
4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni fronta prazdna.

Podobné jako u prohledavani do hloubky jsme se dostali pravé do téch
vrcholt, do kterych vede cesta z w (a oznadili jsme je nezdpornymi ¢isly).
Rovnéz je kazdému vrcholu pfifazeno nezaporné ¢islo maximéalné jednou. To
vse se dokazuje podobné, jako jsme dokazali spravnost prohledavani do hloubky.

Vrcholy se stejnym ¢islem tvori ve fronté jeden souvisly celek, protoZe nej-
prve odebereme z fronty vSechny vrcholy s ¢islem n, neZ za¢neme odebirat
vrcholy s ¢islem n+ 1. Navic plati, ze H[v] udava délku nejkratsi cesty z vrcho-
lu w do v. Ze neexistuje kratsi cesta, dokazeme sporem: Pokud existuje néjaky
vrchol v, pro ktery H[v] neodpovidéd délce nejkratsi cesty z w do v, ¢éili vzdéle-
nosti D[v], vybereme si z takovych v to, jehoz D[v] je nejmensi. Pak nalezneme
nejkratsi cestu z w do v a jeji pfedposledni vrchol z. Vrchol z je blizsi nez v,
takze pro néj uz musi byt D[z] = H|[z]. OvSem kdyZ jsme z fronty vrchol z ode-
birali, museli jsme objevit i jeho souseda v, ktery jesté nemohl byt oznaceny,
tudiz jsme mu museli pfidélit H[v] = H[z] + 1 = D[v], a to je spor.

Prohledavéani do sitky méa Casovou slozitost taktéz linearni s poc¢tem hran
a vrcholt. Na kazdou hranu se také ptame dvakrat. Fronta ma linearni velikost
k poctu vrcholi, takze jsme si oproti prohledavani do hloubky nepohorsili a i
pamétova slozitost je O(N + M). Algoritmus implementujeme nejsnaze cyklem,
ktery bude pracovat s vrcholy v poli pfedstavujicim frontu.

var Fronta, H: array[l..MaxN] of Integer;
I, V, Prvni, Posledni: Integer;
PocatecniVrchol: Integer;

begin
for I := 1 to N do H[I] := -1;
Prvni := 1;
Posledni := 1;
Fronta[Prvni] := PocatecniVrchol;

H[PocatecniVrchol] := 0;

repeat
V := Fronta[Prvnil;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if H[Sousedi[I]] < O then begin
H[Sousedi[I]] := H[V]+1;
Inc(Posledni);
Fronta[Posledni] := SousedilI];
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end;
Inc(Prvni);
until Prvni > Posledni; { Fronta je prazdna }

end.

Prohledavani do sifky lze také pouzit na hledani komponent souvislosti a
hledani kostry grafu.
Topologické usporadani

Ted si vysvétlime, co je topologické uspordddni grafu. Mame orientovany
graf G s N vrcholy a chceme ocislovat vrcholy ¢isly 1 az N tak, aby vsechny
hrany vedly z vrcholu s vétsim ¢islem do vrcholu s mensim ¢islem, tedy aby pro
kazdou hranu e = (v;,v;) bylo i > j. Pfedstavme si to jako srovnani vrcholi
grafu na pfimku tak, aby ,Sipky“ vedly pouze zprava doleva.

Nejprve si ukdzeme, Ze pro zadny orientovany graf, ktery obsahuje cyklus,
nelze takovéto topologické poradi vytvorit. Ozna¢me vrcholy cyklu vy, ..., vy,
takze hrana vede z vrcholu v; do vrcholu v;_1, resp. z v1 do v,. Pak vrchol v
musi dostat vyssi ¢islo nez vrchol vy, vs nez vs, ..., v, nez v,_1. Ale vrchol vy
musi mit zaroven vyssi ¢islo nez v,,, coz nelze splnit.

Cyklus je ovSem to jediné, co muze existenci topologického usporadani
zabranit. Libovolny acyklicky graf 1ze usporadat nasledujicim algoritmem:

1. Na zac¢atku mame orientovany graf G a proménnou p = 1.

2. Najdeme takovy vrchol v, ze kterého nevede zaddna hrana (budeme
mu Fikat stok). Pokud v grafu zadny stok neni, vypocet konéi, protoze
jsme nasli cyklus.

. Odebereme z grafu vrchol v a vSechny hrany, které do néj vedou.

. Prifadime vrcholu v ¢islo p.

. Proménnou p zvysime o 1.

. Opakujeme kroky 2 az 5, dokud graf obsahuje alespon jeden vrchol.

S O s W

Proc¢ tento algoritmus funguje? Pokud v grafu nalezneme stok, mazeme mu
urcité prifadit ¢islo mensi nez vsem ostatnim vrcholim, protoze prekazet by
nam v tom mohly pouze hrany vedouci ze stoku ven a ty neexistuji. Jakmile
stok ocislujeme, muZeme jej z grafu odstranit a pokracovat ¢islovanim ostatnich
vrcholt. Tento postup musi nékdy skondit, jelikoZz v grafu je pouze konecné
mnoho vrcholt.

Zbyva si uvédomit, Ze v neprazdném grafu, ktery neobsahuje cyklus, vzdy
existuje alespon jeden stok: Vezméme libovolny vrchol v;. Pokud z néj vede
néjaka hrana, pokracujme po ni do néjakého vrcholu vs, z néj do v atd. Co se
pri tom miize stat?

® Dostaneme se do vrcholu v;, ze kterého nevede zadné hrana. Vyhrali

jsme, mame stok.
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e Narazime na v;, ve kterém jsme uz jednou byli. To by ale znamenalo,
ze graf obsahuje cyklus, coz, jak vime, neni pravda.

® Budeme objevovat stdle a nové a nové vrcholy. V koneéném grafu
nemozno.

Algoritmus muzeme navic snadno upravit tak, aby netratil p#ili§ ¢asu hle-
danim vrcholi, z nichZ nic nevede — staci si takové vrcholy pamatovat ve fronté
a kdykoliv néjaky takovy vrchol odstranujeme, zkontrolovat si, zda jsme néja-
kému jinému vrcholu nezrusili posledni hranu, ktera z néj vedla, a pokud ano,
pfidat takovy vrchol na konec fronty. Celé topologické t¥idéni pak zvladneme
v éase O(N + M).

Jind moznost je prohledat graf do hloubky a vSimnout si, ze poradi, ve kte-
rém jsme se z vrchold vraceli, je prave topologické poradi. Pokud zrovna opous-
time néjaky vrchol a ¢islujeme ho dalsim ¢islem v pofadi, rozmysleme si, jaké
druhy hran z néj mohou vést: stromova nebo doprednd hrana vede do vrcholu,
kterému jsme jiz ptifadili nizsi ¢islo, zpétna existovat nemuze (v grafu by byl
cyklus) a pfi¢né hrany vedou pouze zprava doleva, takze také do jiz oéislova-
nych vrcholi. Casova slozitost je opét O(N + M).

var Ocislovani: array[l..MaxN] of Integer;

Posledni: Integer;
I: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;

begin
Ocislovanil[V] := 0; { zatim V jen oznaime }
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Ocislovani[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedi[I]);
Inc(Posledni);
Ocislovani[V] := Posledni;
end;
begin

for I :=1 to N do
Ocislovanil[I] := -1;
Posledni := 0;
for I := 1 to N do
if Ocislovani[I] = -1 then Projdi(I);

end.

Hranova a vrcholova 2-souvislost
Nyni se podivame na trochu komplikovanéjsi formu souvislosti. Rikame, ze
neorientovany graf je hranové 2-souvisly, kdyz plati, ze:

® m3 alespon 3 vrcholy,
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® je souvisly,
® zlistane souvisly po odebrani libovolné hrany.

Hranu, jejiz odebrani by zptisobilo zvyseni poc¢tu komponent souvislosti
grafu, nazyvame most.

Na hledani mostii ndm poslouzi opét upravené prohledavani do hloubky a
DFS strom. Vsimnéme si, Ze mostem miize byt jediné stromova hrana — kazda
jind hrana totiz lezi na néjaké kruznici. Odebranim mostu se graf rozpadne
na ¢ast obsahujici kofen DFS stromu a podstrom ,visici“ pod touto hranou.
Jediné, co tomu muze zabranit, je existence néjaké dalsi hrany mezi podstro-
mem a hlavni ¢asti, coz musi byt zpétna hrana, navic takova, ktera neni jenom
stromovou hranou vidénou z druhé strany. Takovym hrandm budeme fikat ryzi
zpétné hrany.

Proto si pro kazdy vrchol spoc¢itdme hladinu, ve které se nachazi (kofen je
na hlading 0, jeho synové na hlading 1, jejich synové 2, ...). Déle si pro kazdy
vrchol v spoéitame, do jaké nejvyssi hladiny (s nejmensim ¢islem) vedou ryzi
zpétné hrany z podstromu s korenem v. To mtizeme udélat pfimo pfi prochazeni
do hloubky, protoze nez se vratime z v, projdeme cely podstrom pod v. Pokud
vSechny zpétné hrany vedou do hladiny stejné nebo vétsi nez té, na které je
v, pak odebranim hrany vedouci do v z jeho otce vzniknou dvé komponenty
souvislosti, ¢ili tato hrana je mostem. V opa¢ném pfipadé jsme nalezli kruznici,
na niz tato hrana lezi, takze to most byt nemtize. Vyjimku tvoii kofen, ktery
zadného otce nemé a nemusime se o néj proto starat.

Algoritmus je tedy pouhou modifikaci prochézeni do hloubky a mé i stejnou
¢asovou a pamétovou slozitost O(N + M). Zde jsou dillezité ¢asti programu:

var Hladina, Spojeno: array[1..MaxN] of Integer;

DvojSouvisle: Boolean;
I: Integer;

procedure Projdi(V, NovaHladina: Integer);
var I, W: Integer;
begin

Hladinal[V] NovaHladina;

Spojeno[V] := Hladinal[V];

for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
begin
W := Sousedil[I];
if Hladina[W] = -1 then
begin { stromova hrana }
Projdi(W, NovaHladina + 1);
if Spojeno[W] < Spojeno[V] then
Spojeno[V] := Spojenol[W];
if Spojeno[W] > Hladina[V] then
DvojSouvisle := False; { méme most }
end else { zp&tna nebo dopfednd hrana }
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if (Hladina[W] < NovaHladina-1) and
(Hladina[W] < Spojeno[V]) then
Spojeno[V] := HladinalW];
end;
end;

begin

for I := 1 to N do
Hladinal[I] := -1;

DvojSouvisle := True;

Projdi(1, 0);

end.

Dalsi formou souvislosti je vrcholovd souvislost. Graf je vrcholové 2-souvis-
ly, prave kdyz:

® m3 alespon 3 vrcholy,

® je souvisly,

® zlistane souvisly po odebrani libovolného vrcholu.

Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyz odebereme, zvysi se pocet kompo-
nent souvislosti grafu.

Algoritmus pro zjisténi vrcholové 2-souvislosti grafu je velmi podobny algo-
ritmu na zjisfovani hranové 2-souvislosti. Jen si musime uvédomit, ze odebirdme
cely vrchol. Ze stromu prochézeni do hloubky mize odebranim vrcholu vznik-
nout az nékolik podstromil, které vsechny musi byt spojeny zpétnou hranou
s hlavnim stromem. Proto musi zpétné hrany z podstromu urcéeného vrcho-
lem v vést az nad vrchol v. Specidlné pro kofen ndm vychazi, Zze miZze mit
pouze jednoho syna, jinak bychom ho mohli odebrat a vytvofit tak dvé nebo
vice komponent souvislosti. Algoritmus se od hledani hranové 2-souvislosti lisi
jedinou zménou ostré nerovnosti na neostrou, sami zkuste najit, které nerov-
nosti.

20-4-K Kucharka ¢tvrté série — halda a Dijsktruv algoritmus

Dnesni povidani o algoritmech a datovych strukturiach se bude zabyvat
jednim z nejznaméjsich algoritmi: Dijkstrovym algoritmem pro hledani nej-
kratsich cest v grafech. K tomu (a nejenom k tomu) se ndm bude hodit Sikovnd
datova strukturka zvana halda, tak si pfedvedeme nejdfive ji.

Halda

Halda je datova struktura pro uchovévani mnoziny ¢isel (¢i jakychkoliv ji-
nych prvkid, na kterych mame definovano uspotfadéni, tj. umime pro kazdou
dvojici prvku Fici, ktery z nich je mensi). Tato datova struktura obvykle pod-
poruje nasledujici operace: Pridani nového prvku, nalezeni nejmensiho prvku a
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odebrani nejmensiho prvku. My si ukdzeme jednoduchou implementaci haldy,
ktera bude pii uloZeni N prvku potfebovat ¢as O(log N) na pfidani ¢éi odebrani
jednoho prvku a O(1) (tj. konstantni) na zjisténi hodnoty nejmensiho prvku.

Nase implementace bude vypadat nasledovné: Pokud halda obsahuje N
prvki, ulozime jeji prvky do pole na pozice 1 az N. Prvek na pozici k£ bude
mit dva ndsledniky, a to prvky na pozicich 2k a 2k + 1; samoziejmé, pokud
je k velké, a tedy napi. 2k + 1 > N, ma takovy prvek jen jednoho ¢i dokonce
zadného naslednika. Naopak prvek na pozici | k/2 | nazveme pfedchiidcem prvku
na pozici k. Ti z vas, ktefi znaji binarni stromy, v tomto jisté rozpoznali zpusob,
jak v poli uchovavat iplné bindrni stromy (néslednici jsou synové a predchudci
otcové v obvyklé stromové terminologii, prvek ¢. 1 je kofen stromu).

Prvky haldy vsak v poli neuchovavame v tiplné libovolném poradi. Chceme,
aby platilo, ze kazdy prvek je mensi nebo roven vSem svym nasledniktim. Nase
halda tedy muze vypadat napt. takto:

112 (3|45 |6|718]9
5|6 (2025 7 | 2122|2627

Tomu odpovida tento strom:

7 toho, co jsme si pravé popsali, je jasné, Ze nejmensi prvek je uloZen na
pozici s indexem 1, a tedy miizeme snadno v konstantnim cCase zjistit jeho
hodnotu. Jesté prozradime, jak lze prvky do haldy rychle pfidavat a odebirat:

Jestlize halda obsahuje N prvkd, pak novy prvek, rikejme mu tfeba x,
pfiddame na konec pole, tj. na pozici s indexem N. Nyni x porovname s jeho
predchtidcem. Pokud je jeho pfedchtidce mensi, je vSe v pofadku a jsme hotovi.
V opacném piipadé = s jeho pfedchidcem prohodime. Tim jsme problém na-
pravili, ale nyni muze byt x mensi nez jeho novy predchiidce. To lze napravit
dal$im prohozenim a tak budeme pokracovat ddle, nez se budto dostaneme do
situace, kdy uz je x vétsi nebo rovno svému pfedchtidci, nebo ,vybubld“ az
do kotene haldy, kde uz zadného predchiidce nemé. Protoze se v kazdém kroku
pozice, na niz se prvek x pravé nachazi, zmensi alespon na polovinu, provedeme
dohromady nejvyse O(log N) vymén, a tedy spotfebujeme ¢as O(log N).
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Odebirani nejmensiho prvku probihd podobné: Prvek z posledni pozice (tj.
z pozice N) pfesuneme na pozici 1, tedy misto minima. Misto s pfedchtdci jej
v8ak porovname s jeho nasledniky a v pripadé, Ze je vétsi nez néktery z jeho
néslednikt, opét je prohodime (pokud je vétsi nez oba néslednici, prohodime
ho s mensim z nich). A protoZe se ndm v kazdém kroku index ,bublajictho®
prvku v poli alespoil zdvojnésobi, opét spotiebujeme ¢as O(log N).

Jako cvideni si rozmyslete, ze v ¢ase O(log N) lze z haldy smazat dokonce
libovolny prvek, pokud si ovSem pamatujeme, kde se v haldé nachéazi. Také
muzeme prvek ponechat a jen zménit jeho hodnotu.

Jesté si pfedvedeme program:

var halda: array[1..MAX] of integer;
N: integer; { po&et prvki v haldé }

function nejmensi: integer;
begin

nejmensi:=halda[1]
end;

procedure vloz(prvek: integer);
var i, x: integer;
begin
i:=N; N:=N+1;
halda[i] :=prvek;
while (i>1) and (haldali div 2]>haldal[i]) do begin
x:=haldal[i div 2];
haldal[i div 2]:=haldalil;
haldali] :=x;
i:=i div 2
end
end;

procedure smaz_nejmensi;
var i, j, x: integer;
begin
halda[1] :=halda[N];
N:=N-1; i:=1;
while 2*i<=N do begin
ji=i;
if haldal[jl>halda[2#i] then j:=2%i;
if (2%i+1<=N) and (halda[j]l>halda[2*i+1]) then j:=2xi+1;
if i=j then break;
x:=haldali]; halda[i]:=haldal[j]; haldalj]:=x;
i:=j
end

end;
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HeapSort

Kdyz uz mame k dispozici haldu, mizeme pomoci ni napfiklad snadno
tridit ¢isla. Mame-li N ¢isel, ktera chceme setfidit, vytvorime si z nich nejprve
haldu o N prvcich (napiiklad postupnym vkladanim do prazdné haldy), nacez
z ni budeme postupné N-krat odebirat nejmensi prvek. Tim ziskdme prvky
puvodniho pole v rostoucim poradi. Celkové provedeme N vlozeni, N nalezeni
minima a N smazani. To v§e dohromady stihneme v ¢ase O(N log N).

Nez si ukazeme program, pridame jesté dva triky, které ndm implementaci
zna¢né usnadni. Pfedné si vSe uloZime do jednoho pole — to bude pfi plnéni hal-
dy obsahovat na svém zacatku haldu a na konci zbytek vstupniho pole, pfitom
zbytek pole se bude postupné zmensovat a uvolnovat tak misto haldé; naopak
v druhé poloviné algoritmu budeme zmensovat haldu a do volného prostoru
ukladat setfidéné prvky. K tomu se nam bude hodit ziskavat prvky v opacném
poradi, proto si upravime haldu tak, aby udrzovala nikoliv minimum, nybrz
maximum.

Druhy trik spociva v tom, Ze nebudeme haldu vytvaret postupnym vkla-
ddnim, nybrz naopak zabubldvinim prvka (podobnym, jako déldme pfi mazani
minima) od konce. VSimnéte si, ze takto také ziskdme spravné nerovnosti mezi
prvky a jejich nasledniky, a dokonce tak zvladneme celou haldu vytvorit v li-
nearnim Gase [pro¢ to tak je, si zkuste dokdzat sami, staci si uvédomit, kolikrét
zabublavame které prvky]. Zbytek tfidéni bohuzel nadéle zistavd O(N log N).

Tomuto algoritmu se obvykle ¥ikd HeapSort (¢ili t¥idéni haldou) a je jed-
nim z mala znamych rychlych tfidicich algoritmi, které nepotfebuji pomocnou
pamét.

type Pole = array[1..MAXN] of Integer;

procedure HeapSort(var A: Pole);

var i, x: integer;

procedure bublej(m, i: integer); { "zabubléni" prvku }
{ m je velikost haldy, i je index zabublavaného prvku }
var j, x: integer;
begin
while 2*i<=m do begin
ji=2x%i;
if (j<m) and (A[j+1]1>A[j]) then j:=j+1;
if A[i]>=A[j] then break;
x:=A[i]; A[i]:=A[j1; A[j]:=x;
i:=j;
end;
end;
begin
for i:=N div 2 downto 1 do bublej(N,i); { bublej }
for i:=N downto 2 do begin { vybirej maximum }
x:=A[1]; A[1]:=A[i]; A[i]:=x;
bublej(i-1, 1);
end; end;
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Dijkstruv algoritmus

Nyni jiz konecné k slibenému Dijkstrovu algoritmu. Tento algoritmus dosta-
ne orientovany graf s hranami ohodnocenymi nezdpornymi ¢isly (viz kuchatrka
v minulé sérii) a nalezne v ném nejkratsi cestu mezi dvéma zadanymi vrcholy.
Ve skutecnosti tento algoritmus déla o malinko vice: Najde totiz nejkratsi cesty
z jednoho zadaného vrcholu do vSech ostatnich.

Necht vy je vrchol grafu, ze kterého chceme uréit délky nejkratSich cest.
Budeme si udrzovat pole délek zatim nalezenych cest z vrcholu vy do vSech
ostatnich vrcholu grafu. Navic u nékterych vrcholti budeme mit poznamenéno,
Ze cesta nalezena do nich je uz ta nejkratsi mozna. Takovym vrcholim budeme
tikat definitivni. Na zacatku inicializujeme v poli vSechny hodnoty na co kromé
hodnoty odpovidajici vrcholu vg, kterou inicializujeme na 0 (délka nejkratsi
cesty z vg do vg je 0). V kazdém kroku algoritmu pak provedeme nésledujici:
Vybereme vrchol w, ktery jesté neni definitivni, a mezi vSemi takovymi vrcholy
je délka zatim nalezené cesty do néj nejkratsi mozna. Vrchol w prohlasime za
definitivni. Dale otestujeme, zda pro néjaky vrchol v cesta z vrcholu vy do
w a pak po hrané z w do v neni kratsi, nez zatim nalezend cesta z vg do v,
a je-li tomu tak, upravime délku zatim nalezené cesty do v. Toto provedeme
pro vSechny takové vrcholy v. Cely algoritmus skond¢i, pokud jsou uz vsechny
vrcholy definitivni nebo vsechny vrcholy, co nejsou definitivni, maji délku cesty
rovnou oo (v takovém piipadé se graf skldda z vice nesouvislych ¢asti).

Predtim nez dokazeme, ze pravé predstaveny algoritmus opravdu nalezne
délky nejkratsich cest z vrcholu vy, se zamysleme nad jeho ¢asovou slozitosti.

Pro kazdy z N vrcholu si délku dosud nalezené cesty uchovame v poli. Cely
algoritmus ma nejvySe N krokt, protoze v kazdém kroku nadm piibyde jeden
definitivni vrchol. Ten vybirdme z jako minimum z délky aktualni cesty pfes
vSechny dosud nedefinitivni vrcholy, kterych je O(N). V kazdému kroku musime
zkontrolovat tolik vrchold v, kolik hran vede z vrcholu w. Pocet takovych zmén
pro vSechny kroky dohromady je pak nejvyse O(M), kde M je pocet hran
vstupniho grafu. Z toho vyjde ¢asova slozitost O(N? + M), ¢ili O(N?), jelikoz
M je nejvyse N2. Tuto implementaci Dijkstrova algoritmu najdete na konci
nasi kucharky.

K uchovavani délek dosud nalezenych nejkratsSich cest miizeme ovSem po-
uzit haldu. Ta bude na zacatku obsahovat N prvki a v kazdém kroku se pocet
jejich prvku snizi o jeden: Nalezneme a smazeme nejmensi prvek, to zvladneme
v ¢ase O(log N), a piipadné upravime délky nejkratsich cest do sousedii pravé
zpracovévaného vrcholu. To pro kazdou hranu trva rovnéz O(log N), celkové
za vSechny hrany tedy O(M log N). Z toho vyjde celkova ¢asova slozitost al-
goritmu O((N + M)log N), a to je pro ,Fidké* grafy (tedy grafy s M < N?)
vyrazné lepsi.
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Vratme se nyni k dikazu spréavnosti Dijkstrova algoritmu. Ukézeme, Ze
po kazdém kroku algoritmu plati nasledujici tvrzeni: Necht A je mnozina de-
finitivnich vrchola. Pak délka dosud nalezené cesty z vo do v (v je libovolny
vrchol grafu) je délka nejkratsi cesty vov; ...vpv takové, Ze vSechny vrcholy
Vg, VU1, .- .,V jsou v mnoziné A. Tvrzeni dokdzeme indukci dle poctu kroki
algoritmu, které jiz probéhly. Tvrzeni ziejmé plati pred a po prvnim kroku
algoritmu. Necht w je vrchol, ktery byl v pfedchozim kroku prohldSen za de-
finitivni. UvaZme nejprve néjaky vrchol v, ktery je definitivni. Pokud v = w,
tvrzeni je trividlni. V opac¢ném pripadé ukdzeme, ze existuje nejkratsi cesta z vg
do v pfes vrcholy z A, kterd nepouziva vrchol w. Oznaéme D délku cesty z vg
do v pfes vrcholy A bez vrcholu w. Protoze v kazdém kroku vybirdme vrchol
s nejmensim ohodnocenim a ohodnoceni vybranych vrcholt v jednotlivych kro-
cich tvori neklesajici posloupnost (vahy hran jsou nezdporné!), tak délka cesty
z vg do w pres vrcholy z A je alesponi D. Ale potom délka libovolné cesty z vg
do v pfes w pouZzivajici vrcholy z A je alespori D. Z volby D pak vime, Ze
existuje nejkratsi cesta z vg do v pres vrcholy z A, kterd nepouziva vrchol w.

Nyni uvazme takovy vrchol v, ktery neni definitivni. Nechf vovy ... vpv je
nejkratsi cesta z vy do v takova, ze vSechny vrcholy vg, v1, ..., v; jsou v mnoziné
A. Pokud v = w, pak jsme ohodnoceni v zménili na délku této cesty v pravé
probéhlém kroku. Pokud vi # w, pak vgvi,...,vr je nejkratsi cesta z vy do
vg pres vrcholy z mnoziny A a tedy mtzeme piedpokladat, ze zadny z vrcholt
v1, ..., U, neni w (podle toho, co jsme si rozmysleli na konci minulého odstavce).
Potom se ale délka cesty do v rovnala spravné hodnoté uz pred pravé probéhlym
krokem.

Vzhledem k tomu, Ze po poslednim kroku mnozina A obsahuje pravé ty
vrcholy, do kterych existuje cesta z vrcholu vy, dokézali jsme, ze nas algoritmus
funguje spravné.

Na zavér jesté poznamenejme, ze Dijkstrav algoritmus funguje je mozné
snadno upravit tak, aby nam kromé délky nejkratsi cesty i takovou cestu nasel:
U kazdého vrcholu si v okamziku, kdy mu ménime ohodnoceni, poznamename,
ze kterého vrcholu do néj prichazime. Nejkratsi cestu do néjakého vrcholu pak
zrekonstruujeme tak, ze u posledniho vrcholu této cesty zjistime, ktery vrchol
je predposledni, u pfedposledniho, ktery je predpredposledni, atd.

Poznamka pro zvidavé: existuji i jiné druhy hald, naptiklad k-regularni
haldy, v nichz m4 kazdy prvek k néaslednikt (rozmyslete si, jakd je v takové
haldé casova slozitost operaci a jak nastavit k v zavislosti na M a N, aby
byl Dijkstrtv algoritmus co nejrychlejsi), nebo tzv. Fibonacciho halda, kterd
dokaze upravit hodnotu prvku v konstantnim ¢ase. S tou pak umime hledat
nejkratsi cesty v ¢ase O(M + Nlog N).
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Implementace Dijkstrova algoritmu

var N: word; { poget vrchold }
vahy: array[1..MAX, 1..MAX] of integer; { vahy hran, -1=hrana neex.}

delky: array[1..MAX] of integer; { délky zatim nalezenjych cest,}
{ -1 = nekoneéno }
def: array[1..MAX] of boolean; { definitivni? }

procedure Dijkstra(odkud: word);
var i, w, v: word;
begin
for i:=1 to N do begin
def[i] :=false; delky[i]:=-1;
end;
def [odkud] :=true;
delky [odkud] :=0;
repeat
w:=0;
for i:=1 to N do
if not def[i]l and ((w=0) or (delky[il<delky[wl)) then w:=i;
if w<>0 then begin
def [w] :=true;
for i:=1 to N do
if (vahy([w] [i]1<>-1) and (delky[w]+vahy[w] [i]<delky[i]) then
delky[i] :=delky [w]+vahy [w] [i]
end
until w=0;
end;

20-5-K Kucharka paté série — vyhledavaci stromy

V nedédvném vydani programatorské kucharky jsme se zabyvali t¥idénim
dat, tentokrate si povime, jak v uspofaddanych datech néco efektivné najit a
jak si data udrzovat stale usporfddana. K tomu se nam bude hodit zejména
binarni vyhledavani a rizné druhy vyhledavacich stromt.

Binarni vyhledavani. Predstavte si, Ze jste k narozenindm dostali obrovské
pole setfidénych zdznami (to je, pravda, trochu netradiéni darek, ale pro¢ ne —
miZe to byt tfeba telefonni seznam). Zdznamy mohou vypadat libovolné a to, Ze
jsou setfidéné, znamenda jen a pouze, ze r1 < 22 < ... < xy, kde < je néjaka
relace, kterd ndm fekne, ktery ze dvou zdznami je mensi (pro jednoduchost
predpokladime, Ze zadné dva zdznamy nejsou stejné).

Co si ale s takovym polem pocneme? Zkusime si v ném najit néjaky kon-
krétni zaznam z. To mizeme udélat tieba tak, ze si nalistujeme prostiedni
zdznam (oznaéime si ho z,,) a porovndme s nim nase z. Pokud 2z < z,,, vime,
ze se z nemuze vyskytovat ,napravo“ od x,,, protoze tam jsou vSechny zazna-
my vétsi nez x,, a tim spiSe nez z. Analogicky pokud z > x,,, nemuze se z
vyskytovat v prvni polovin€ pole. V obou pfipadech ndm zbude jedna polovina
a v ni budeme pokracovat stejnym zpusobem. Tak budeme postupné zmensovat
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interval, ve kterém se z miize nachézet, az budto z najdeme nebo vylou¢ime
v8echny prvky, kde by mohlo byt.

Tomuto principu se obvykle fika bindrni vyhleddvdni nebo také hleddni
pilenim intervalu a snadno ho naprogramujeme budto rekursivné nebo pomoci
cyklu, v némz si budeme udrzovat interval (I,r), ve kterém se hledany prvek
miize nachézet:

function BinSearch(z : integer):integer;
var 1,r,m : integer;

begin
1 :=1; { interval, ve kterém hledame }
r := N;
while 1 <= r do begin { je3té& neni prazdny }
m := (1+r) div 2; { st¥ed intervalu }
if z < x[m] then
r := m-1 { je vlevo }
else if z > x[m] then
1 := m+l { je vpravo }
else begin { Bingo! }
hledej := m;
exit;
end;
end;
hledej := -1; { nebyl nikde }
end;

Vsimnéte si, Ze prichodii cyklem while muze byt nejvyse [log, N, protoze
interval (I, ) na po¢étku obsahuje N prvkii a v kazdém priichodu jej zmensime
na polovinu (ve skute¢nosti jesté o jednicku, ale tim lépe pro nas). Proto po k
priichodech bude interval obsahovat nejvyse N/2* prvkii a jelikoz pro N/2F < 1
se algoritmus zastavi, mtze byt k£ nejvyse logy, N. Proto je Casova slozitost
bindrniho vyhleddvani O(log N). [Zaklad logaritmu nemusime psat, protoze
log, b = log, b/ log, a, ¢ili logaritmy o raznych zékladech se lisi jen konstantou,
ktera se ,schova do O-c¢ka.“]

Hledani ptilenim intervalu je tedy velmi rychlé, pokud méme moznost si
data predem settidit. Jakmile ale potfebujeme za béhu programu pridavat a
odebirat zdznamy, potadZeme se se zlou: budto budeme mit zadznamy ulozené
v poli, a pak nezbyva nez pfi zatfidovani nového prvku ostatni ,rozhrnout*,
coz miize trvat az N krokt, a nebo si je budeme udrzovat v néjakém sezna-
mu, do kterého dokazeme pridavat v konstantnim cCase, jenze pak pro zménu
nebudeme pti vyhledavani schopni najit tolik potfebnou polovinu.

Zkusme ale provést jednoduchy myslenkovy pokus:

Vyhledavaci stromy. Predstavme si, jakymi vSemi moZnymi cestami se mu-
ze v naSem poli bindrni vyhledavani ubirat. Na zacatku porovnavame s pro-
stfednim prvkem a podle vysledku se vydame jednou ze dvou moznych cest
(nebo rovnou zjistime, Ze se jednd o hledany prvek, ale to neni moc zajimavy
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pripad). Na kazdé cesté nas zase ¢ekd porovnani se stiedem pfislusného interva-
lu a to nas opét posle jednou ze dvou dalsich cest atd. To si mtizeme prehledné

popsat pomoci stromu:

Jeden vrchol stromu prohlasime za kofen a ten bude odpovidat celému
poli (a jeho prostfednimu prvku). K nému budou pfipojené vrcholy obou polo-
vin pole (opét obsahujici pfislusné prostiedni prvky) a tak dale. OvSem jakmile
zname tento strom, miizeme nas pulici algoritmus provadét primo podle stromu
(ani k tomu nepotiebujeme vidét puvodni pole a umét v ném hledat poloviny):
zafneme v kofeni, porovname a podle vysledku se budto presuneme do levé-
ho nebo pravého podstromu a tak déle. Kazdy prubéh algoritmu bude tedy
odpovidat néjaké cesté z korene stromu do hledaného vrcholu.

Ted si ale vsimnéte, ze aby hledani hodnoty podle stromu fungovalo, strom
viibec nemusel vzniknout ptlenim intervalu — stacilo, aby v kazdém vrcholu
platilo, Ze vSechny hodnoty v levém podstromu jsou mensi nez tento vrchol
a naopak hodnoty v pravém podstromu vétsi. Hledani v témze poli by také
popisovaly nasledujici stromy (napf.):

Hledaci algoritmus podle jinych stromi samoziejmé uz nemusi mit péknou
logaritmickou slozitost (kdyz bychom hledali podle ,degenerovaného“ stromu
z pravého obrazku, trvalo by to dokonce linedrné). Dilezité ale je, Ze takovéto
stromy se daji pomérné snadno modifikovat a Ze je pfi trose sikovnosti mize-
me udrzet dostatecné podobné idedlnimu piileni intervalu. Pak bude hloubka
stromu stale O(log N), tim padem i ¢asové slozitost hledani a, jak za chvilku
uvidime, mnohych dalsich operaci.

Definice. Zkusme si tedy poradné nadefinovat to, co jsme pravé vymysleli:

Bindrni vyhleddvaci strom (po domacku BVS) je budto prazdna mnozina
nebo koren obsahujici jednu hodnotu a majici dva podstromy (levy a pravy), coz
jsou opét BVS, ovSsem takové, ze vSechny hodnoty ulozené v levém podstromu
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jsou mensi nez hodnota v kofeni, a ta je naopak mensi nez vSechny hodnoty
uloZené v pravém podstromu.

Umluva: Pokud z je kofen a L, a R, jeho levy a pravy podstrom, pak
kofentm téchto podstromi (pokud nejsou préazdné) budeme fikat levy a pravy
syn vrcholu x a naopak vrcholu x budeme fikat otec téchto synu. Pokud je
néktery z podstromt prazdny, pak vrchol x pfislusného syna nema. Vrcholu,
ktery nema zadné syny, budeme fikat list vyhledavaciho stromu. Vsimnéte si,
ze pokud xz méa jen jediného syna, musime stale rozliSovat, je-li to syn levy
nebo pravy, protoze potfebujeme udrzet spravné usporadani hodnot. Také si
vSimnéte, Ze pokud znadme syny kazdého vrcholu, mtzeme jiz rekonstruovat
vsechny podstromy.

Kazdy BVS také mtuzeme popsat velmi jednoduchou strukturou v paméti:

type pvrchol = “vrchol;

vrchol = record
1, r : pvrchol; { levy a pravy syn }
X : integer; { hodnota }

end;

Pokud néktery ze synil neexistuje, zapiseme do prislusné polozky hodnotu
nil.
Find. V fe¢i BVS miZzeme preformulovat nas vyhledavaci algoritmus takto:

function TreeFind(v:pvrchol; x:integer):pvrchol;
{ Dostane ko¥en stromu a hodnotu. Vrati vrchol,
kde se hodnota nachézi, nebo nil, neni-1li. }
begin
while (v<>nil) and (v".x<>x) do begin
if x<v~.x then

v :=v~.1l
else
v :=v'.r
end;
TreeFind := v;
end;

Funkce TreeFind bude pracovat v ¢ase O(h), kde h je hloubka stromu,
protoze zacina v koteni a v kazdém prichodu cyklem postoupi o jednu hladinu
nize.

Insert. Co kdybychom chtéli do stromu vlozit novou hodnotu (aniz bychom
se ted starali o to, zda tim strom nemiize degenerovat)? Sta¢i zkusit hodnotu
najit a pokud tam jesté nebyla, urcité pii hledani narazime na odbocku, ktera je
nil. A pfesné na toto misto pfipojime nové vytvoreny vrchol, aby byl spravné
uspoifddan vzhledem k ostatnim vrcholim (Ze tomu tak je, plyne z toho, Ze
pfi hledani jsme postupné vyloucili vSechna ostatni mista, kde nova hodnota
byt nemohla). Naprogramujeme opét snadno, tentokrate si ukazeme rekurzivni
zachazeni se stromy:
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function Treelns(v:pvrchol; x:integer):pvrchol;
{ Dostane koten stromu a hodnotu ke vloZeni,
vrati novy kofen. }
begin
if v=nil then begin
{ prazdny strom => zaloZime novy kofen }

new(v);
v™.1l := nil;
v-.r := nil;
vT.X = X;

end else if x<v~.x then { vkladame vlevo }
v~.1l := TreeIns(v~.1l, x)

else if x>v~.x then { vkladame vpravo }
v™.r := Treelns(v~.r, x);

Treelns := v;

end;

Delete. Mazani bude o kousic¢ek pracnéjsi, musime totiz rozlisit t¥i pripady:
Pokud je mazany vrchol list, sta¢i ho vyménit za nil. Pokud méa pravé jednoho
syna, staci nas vrchol v ze stromu odstranit a syna pfepojit k otci v. A pokud
ma syny dva, najdeme nejvétsi hodnotu v levém podstromu (tu najdeme tak, Ze
ptijdeme jednou doleva a pak pofad doprava), umistime ji do stromu namisto
mazaného vrcholu a v levém podstromu ji pak smazeme (coz uz umime, protoze
ma 1 nebo 0 synd). Program nasleduje:

function TreeDel(v:pvrchol; x:integer):pvrchol;
{ Parametry stejné jako Treelns }
var w:pvrchol;

begin
TreeDel := v;
if v=nil then exit { prazdny strom }

else if x<v~.x then
v~.1 := TreeDel(v~.1l, x) { je5t& hledame x }
else if x>v~.x then

v~ .r := TreeDel(v~.r, x)
else begin { nasli jsme }

if (v~.1=nil) and (v~.r=nil) then begin
TreeDel := nil; { maZeme list }
dispose(v);

end else if v~.1=nil then begin
TreeDel := v~.r; { jen pravy syn }
dispose(v);

end else if v~.r=nil then begin
TreeDel := v~.1; { jen levy }
dispose(v);

end else begin { ma oba syny }
w o= vl { hledame max(L) }
while w~.r<>nil do w := w™.r;
vT.x = w.x; { prohazujeme }

{ a maZeme ptvodni max(L) }
v™.1 := TreeDel(v~.1l, w™.x);
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end;
end;
end;

Kdyz do stromu z naseho prvniho obrazku zkusime pridavat nebo z néj
odebirat prvky, dopadne to takto:

e Delete 4 e

(5) (1)
e Delete 2 e e Delete 5 e
O © @O ©

Jak vkladani, tak mazani opét budou trvat O(h). Ale pozor, jejich pouzi-
vanim muze h nekontrolovatelné riist — sami zkuste najit néjaky priklad, kdy
h dosahne az N.

Prochéazeni stromu. Pokud bychom chtéli vSechny hodnoty ve stromu vy-
psat, staci strom rekursivné projit a sama definice usporadani hodnot ve stromu
nam zajisti, ze hodnoty vypiseme ve vzestupném poradi: nejdrive levy pod-
strom, pak kofen a pak podstrom pravy. Casova slozitost je, jak se snadno
nahlédne, linearni, protoze stravime konstantni ¢as vypisovanim kazdého prv-
ku a prvku je pravé N. Program bude opét primocary:

procedure TreeShow(v:pvrchol);

begin

if v=nil then exit; { neni co délat }
TreeShow(v~.1);
writeln(v™.x);
TreeShow(v~.r);
end;

Vyvazené stromy. S binarnimi stromy lze délat vselijaka kouzla a prakticky
vSechny stromové algoritmy maji spolecné to, ze jejich ¢asova slozitost je line-
arni v hloubce stromu. (Pravda, pravé ten posledni byl vyjimka, le¢ vSechny
prvky rychleji nez linedrné s N opravdu nevypiSeme.) Jenze jak jsme vidéli,
neopatrnym insertovanim a deletovanim prvkid mohou snadno vznikat vselija-
ké degenerované stromy, které maji linedrni hloubku. Abychom tomu zabranili,
musime stromy vyvazZovat. To znamend definovat si néjaké sikovné omezeni
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na tvar stromu, aby hloubka byla vzdy O(log N'). MozZnosti je mnoho, my uve-

Dokonale vyvizZeny budeme fikat takovému stromu, ve kterém pro kazdy
vrchol plati, Ze pocet vrchold v jeho levém a pravém podstromu se lisi nejvyse
o jednicku. Takové stromy kopiruji déleni na poloviny pfi bindrnim vyhledavani,
a proto (jak jsme jiz dokézali) maji vzdy logaritmickou hloubku. Jediné, ¢im
se lisi, je, Ze mohou zaokrouhlovat na obé strany, zatimco nas pilici algoritmus
zaokrouhloval polovinu vzdy doli, takze levy podstrom nemohl byt nikdy vétsi
nez pravy. Z toho také plyne, Ze se snadnou modifikaci pulicitho algoritmu da
dokonale vyvazeny BVS v linedrnim ¢ase vytvorit ze setfidéného pole. Bohuzel
se ale pfi Insertu a Deletu nedé v logaritmickém case strom znovu vyvazit.

AVL stromy. Zkusime tedy vyvazovaci podminku trochu uvolnit a vyza-
dovat, aby se u kazdého vrcholu lisily o jednicku nikoliv velikosti podstromii,
nybrZz pouze jejich hloubky. Takovym stromtim se ¥ikd AVL stromy a mohou
vypadat tfeba takto:

PN

Kazdy dokonale vyvazeny strom je také AVL stromem, ale jak je vidét
na predchozim obréizku, opa¢né to platit nemusi. To, Ze hloubka AVL stromt
je také logaritmicka, proto neni iplné ziejmé a zaslouzi si to trochu dokazovani:

Véta: AVL strom o N vrcholech mé hloubku O(log N).

Diikaz: Oznaéme Ay nejmensi mozny pocet vrchold, jaky muze byt v AVL
stromu hloubky d. Snadno vyzkousSime, ze A1 =1, As =2, As=4a Ay =7
(pfislusné minimalni stromy najdete na pfedchozim obrazku). Navic plati, ze
Ag =14 Ayg_1 + Agq_o, protoze kazdy minimalni strom hloubky d musi mit
kofen a 2 podstromy, které budou opét minimalni, protoze jinak bychom je
mohli vymeénit za minimélni a tim snizit pocet vrchol celého stromu. Navic
alespoii jeden z podstromt musi mit hloubku d — 1 (protoze jinak by hloubka
celého stromu nebyla d) a druhy hloubku d — 2 (podle definice AVL stromu
muze mit d — 1 nebo d — 2, ale s mensi hloubkou bude mit evidentné méné
vrcholi).

Spocitat, kolik presné je A4, neni Gplné snadné. Nam vsak postaci dokazat,
7e Ag > 2%/2. To provedeme indukci: Pro d < 4 to plyne z ruéné spocitanych
hodnot. Prod > 4je Ag = 14+ Ag_1 + Ag_2 > 2(d=1)/2 4 9(d=2)/2 _ 9d/2
(2712 4 271y > 24/2 (soucet ¢isel v zavorce je =~ 1.207).

Jakmile uz vime, ze A, roste s d alespon exponenciilné, tedy ze Jc: Ag >
c?, diikaz je u konce: Mame-li AVL strom T na N vrcholech, najdeme si nejmen-
$i d takové, ze Ay < N. Hloubka stromu 7" miize byt maximéalné d, protoZe jinak
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by T musel mit alespori Ag41 vrchold, ale to je vice nez N. A jelikoz Ay rostou
exponencialng, je d < log. N, ¢ili d = O(log N). Q.E.D.

AVL stromy tedy vypadaji nadéjné, jen stale nevime, jak provadét Insert a
Delete tak, strom ztistal vyvazeny. Nemiizeme si totiz dovolit strukturu stromu
meénit libovolné — stale musime dodrZzovat spravné usporadéani hodnot. K tomu
se nam bude hodit zavést si néjakou mnozinu operaci, o kterych dokazeme, ze
jsou korektni, a pak strukturu stromu meénit vzdy jen pomoci téchto operaci.
Budou to:

Rotace. Rotaci bindrniho stromu (respektive néjakého podstromu) nazve-
me jeho ,prekofenéni* za nékterého ze synu kotrene. Misto formalni definice

ukazme radéji obrazek:
(x) ()
@ o\ " /A @

Strom jsme prekofenili za vrchol y a prepojili jednotlivé podstromy tak,
aby byly vzhledem k z a y opét uspofadané spravné (vSimnéte si, Ze je jen
jediny zpisob, jak to udélat). Jelikoz se tim okoli vrcholu y ,,0to¢ilo“ po sméru
hodinovych rucicek, fika se takové operaci rotace doprava. Inverzni operaci (t;j.
prekofenéni za pravého syna kofene) se fika rotace doleva a na naSem obrazku
odpovida ptrechodu zprava doleva.

Dvojrotace. Také si nakreslime, jak to dopadne, kdyz provedeme dvé rotace
nad sebou lisici se smérem (tj. jednu levou a jednu pravou nebo opaé¢né). Tomu
se Tika dvojrotace a jejim vysledkem je prekofenéni podstromu za vnuka kofene
pripojeného ,cikcak“. Radéji opét predvedeme na obrazku:

(v)
/a\ (2]

Znaménka. Pfi vyvazovani se nam bude hodit pamatovat si u kazdého vr-
cholu, v jakém vztahu jsou hloubky jeho podstromii. Tomu budeme tikat zna-
meénko vrcholu a bude budto 0, jsou-li oba stejné hluboké, — pro levy podstrom
hlubsi a + pro pravy hlubsi. V textu budeme znaménka, respektive vrcholy se
znaménky znacit @, © a ©.
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Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a pravou stranu),
znaménka se zméni na opaénd (@ a © se prohodi, ® ztistane). Toho budeme
Casto vyuzivat a ze dvou zrcadlové symetrickych situaci popiseme jenom jednu
s tim, Ze druhé se v algoritmu zpracuje symetricky.

Casto také budeme potiebovat nalézt otce néjakého vrcholu. To mfizeme
zafidit budto tak, Ze si do zdznamt popisujicich vrcholy stromu pfiddme jesté
ukazatele na otce a budeme ho ve vSech operacich poctivé aktualizovat, a nebo
vyuzijeme toho, Ze jsme do daného vrcholu museli nékudy pfijit z korene, a celou
cestu z kofene si zapamatujeme v néjakém zasobniku a postupné se budeme
vracet.

Tim jsme si pfipravili vSechny potifebné ingredience, toz s chuti do toho:

Vyvazovani po Insertu. KdyZ provedeme Insert tak, jak jsme ho popiso-
vali u obecnych vyhledavacich stromt, pfibude ndm ve stromu list. Pokud se
tim AVL vyvéZenost neporusila, sta¢i pouze opravit znaménka na cesté z no-
vého listu do kofene (vSude jinde ztistala zachovana). Paklize porusila, musime
s tim néco provést, konkrétné ji Sikovné zvolenymi rotacemi opravit. Popiseme
algoritmus, ktery bude postupovat od listu ke koteni a vSe potfebné zaridi:

Nejprve pridani listu samotné:

T GR

Pokud jsme pridali list (bez Gjmy na obecnosti levy, jinak vyfesime zrcadlo-
vé) vrcholu se znaménkem ©, zménime znaménko na © a posleme o patro vys
informaci o tom, Ze hloubka podstromu se zvysila (to budeme znadit Sipkou).
Pridali-li jsme list k @, zméni se na ® a hloubka podstromu se neméni, takze
muzeme skoncit.

Nyni rozebereme pripady, které mohou nastat na vyssich hladinach, kdyz
nam z néjakého podstromu prijde Sipka. Opét budeme predpokladat, ze prisla
zleva; pokud zprava, vyfesime zrcadlové. Pokud prisla do & nebo ®, oSetfime
to stejné jako pfi pridani listu:

oﬂé ’@u

Pokud ale vrchol x ma znaménko ©, nastanou potize: levy podstrom ma
ted hloubku o 2 vy$si nez pravy, takze musime rotovat. Proto se podividme
o patro niz, jaké je znaménko vrcholu y pod sSipkou, abychom védéli, jakou
rotaci provést. Jedna moznost je tato (y je ©):
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Tehdy provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to dopadne s hloubkami
jsme prikreslili do obrazku — pokud si hloubku podstromu A oznac¢ime jako h,
B musi mit hloubku 2 —1, protoze y je ©, atd. Jen nesmime zapomenout, ze v
jsme jesté © nepfepocitali (vede tam preci Sipka), takze ve skutecnosti je jeho
levy podstrom o 2 hladiny hlubsi nez pravy (ptivodni hloubky jsme na obrazku
naznaéili [v zévorkach]). Po zrotovani vyjdou u z i y znaménka © a celkova
hloubka se nezmeéni, takze jsme hotovi.

Dalsi moznost je y jako &®:

Tehdy se podivame jesté o hladinu niz a provedeme dvojrotaci. (Nemiize
se nam stat, ze by z neexistovalo, protoze jinak by v y nebylo @®.) Hloubky
opét najdete na obrazku. Jelikoz z mize mit libovolné znaménko, jsou hloubky
podstromtt B a C budto h nebo h — 1, coz zna¢ime h~. Podle toho pak vyjdou
znaménka vrcholu z a y po rotaci. Kazdopadné vrchol z vzdy obdrzi ® a celkova
hloubka se neméni, takze koncime.

Posledni moznost je, ze by y byl ®, ale tu vyfresime velmi snadno: vSimneme
si, ze nemtze nastat. Kdykoliv totiz posilame Sipku nahoru, neni pod ni ®.
(Kontrolni otazka: jak to, ze ® muZe nastat?)
se da popsat par obrazky. Nejdiive opét rozebereme zakladni situace: odebirame
list (BUNO levy) nebo vnitini vrchol stupné 2 (tehdy ale musi byt jeho jediny
syn listem, jinak by to nebyl AVL strom):
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FCFC

Sipkou dolti zna¢ime, Ze o patro vys posilame informaci o tom, ze se hloubka
podstromu snizila o 1. Pokud sSipku dostane vrchol typu © nebo ®, vyfesime

to snadno:
ol cary

Problematické jsou tentokrate ty pripady, kdy sipku dostane @. Tehdy
se musime podivat na znaménko opacného syna a podle toho rotovat. Prvni
moznost je, ze opaény syn ma ®:

h h+1 h h

Tehdy provedeme rotaci vlevo, x i y ziskaji nuly, ale celkova hloubka stromu
se snizi o hladinu, takze nezbyva, nez poslat Sipku o patro vys.
Pokud by y byl ©:

h+1 h+1 h  h+1

Opét rotace vlevo, ale tentokrate se zastavime, protoze celkova hloubka se
nezménila.

Posledni, nejkomplikovanéjsi moznost je, ze by y byl &:
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V tomto ptipadé provedeme dvojrotaci (z uréité existuje, jelikoz y je typu
©), vrcholy  a y obdrzi znaménka v zavislosti na ptivodnim znaménku vrcholu
z a cely strom se snizil, takze pokracujeme o patro vys.

Happy end. Jak pfi Insertu, tak pri Deletu se ndm podarilo strom upravit
tak, aby byl opét AVL stromem, a trvalo nam to linearné s hloubkou stromu
(kondme konstantni praci na kazdé hlading), ¢ili stejné jako trva Insert a Delete
samotny. Jenze o AVL stromech jsme jiz dokédzali, Ze maji hloubku vzdy loga-
ritmickou, takze jak hledani, tak Insert a Delete zvladneme v logaritmickém
¢ase (vzhledem k aktudlnimu poétu prvki ve stromu).

Dalsi typy stromi. AVL stromy samoziejmé nejsou jediny zpusob, jak za-
vést stromovou datovou strukturu s logaritmicky rychlymi operacemi. Dalsi
jsou tieba:

o (Cerveno-cerné stromy — ty si misto znamének vrcholy barvi, kazdy je
budto ¢erveny nebo ¢erny a plati, Ze nikdy nejsou dva ¢ervené vrcholy
pod sebou a Ze na kazdé cesté z kotene do listu je stejny pocet cernych
vrchola. Opét je hloubka stromu logaritmicka, po Insertu a Deletu
barvy opravujeme pfebarvovanim na cesté do korene a rotovanim,
jen je potfeba rozebrat podstatné vice pfipadi nez u AVL strom.
(Za to jsme ale odménéni tim, Ze nikdy nedéldme vice nez 2 rotace.)

® 2-3-stromy — v jednom vrcholu nemame ulozenu jednu hodnotu, ny-
brz jednu nebo dvé (a synové jsou pak 2 nebo 3, odtud nazev), a navic
pridame pravidlo, ze vSechny listy jsou na téze hladiné. Hloubka vyjde
opét logaritmicka, vyvazovani fesime pomoci spojovani a rozdélovani
vrchold.

e Splay stromy — nezavadime zadnou vyvazovaci podminku, nybrz de-
finujeme, ze kdykoliv pracujeme s néjakym vrcholem, vzdy si jej vy-
rotujeme do kotene a pokud to jde, preferujeme dvojrotace. Takové
operaci se fika Splay a daji se pomoci ni definovat operace ostat-
ni: Find hodnotu najde a poté na ni zavold Splay. Insert si necha
vysplayovat predchiidce nové hodnoty a vlozi novy vrchol mezi pred-
chtdce a jeho pravého syna. Delete vysplayuje mazany prvek, pak
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uvnitf pravého podstromu vysplayuje minimum, takze bude mit jen
jednoho syna a muizeme jim tedy nahradit mazany prvek v kofeni.
Jednotlivé operace samoziejmé mohou trvat az linedrné dlouho, ale
d4 se o nich dokazat, ze jejich amortizovand slozitost je vzdy O(log N).
Tim chceme fici, ze provést ¢t po sobé jdoucich operaci zacinajicich
prazdnym stromem trva O(t - log N) (nékteré operace mohou byt
pomalejsi; ale to je vykoupeno vétsi rychlosti jingch). To u vétsiny
pouziti staci — datovou strukturu obvykle pouzivate uvnitt néjakého
algoritmu a zajiméa vas, jak dlouho bézi vSechny operace dohromady
— a navic je Splay stromy daleko snaz$i naprogramovat nez néjaké
vyvazované stromy. Mimo to maji Splay stromy i jiné krasné vlast-
nosti: prizptisobuji sviij tvar ¢etnostem hledéani, takze ¢asto hledané
prvky jsou pak bliz ke kofeni, snadno se daji rozdélovat a spojovat
atd.

® Treapy — randomizované vyvazované stromy: néco mezi stromem
(tree) a haldou (heap). Kazdému prvku pfifadime vdhu, coz je ndhod-
né ¢islo z intervalu (0, 1). Strom pak udrzujeme uspofadany stromové
podle hodnot a haldové podle vah (vSimnéte si, Ze tim je jeho tvar
urcen jednoznacné, pokud tedy jsou vSechny vahy navzdjem razné,
coz skoro jisté jsou). Insert a Delete opravuji haldové uspotradani vel-
mi jednoduse pomoci rotaci. Casova sloZitost v priimérném piipadé
je O(log N).

® BB-a stromy — zobecnéni dokonalé vyvazenosti jinym smérem: zvoli-
me si vhodné ¢islo o a vyzadujeme, aby se velikost podstromt kazdé-
ho vrcholu lisila maximalné a-krat (prazdné podstromy néjak oSet¥i-
me, abychom nedélili nulou; dokonald vyvéazenost odpovidd o = 1 [az
na zaokrouhlovani]). V kazdém vrcholu si budeme pamatovat, kolik
vrchold obsahuje podstrom, jehoz je kofenem, a po Insertu a Deletu
prepocitame tyto hodnoty na cesté zpét do korene a zkontrolujeme,
jestli je strom jesté stale a-vyvazeny. Pokud ne, najdeme nejvyssi
misto, ve kterém se velikosti podstromu prilis lisi, a vSe od tohoto
mista doli znovu vytvorime algoritmem na vyrobu dokonale vyvaze-
nych stromid. Ten, pravda, bézi v linearnim case, ale ¢im vétsi pod-
strom prebudovavame, tim to délame méné casto, takze vyjde opét
amortizované O(log N) na operaci.

Cvi€eni. Nékolik véci, které se do kuchaiky uz nevesly, ale muzete si je zkusit
vymyslet:

1. jak konstruovat dokonale vyvazené stromy
2. jak pomoci toho naprogramovat BB-« stromy
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3. algoritmus, ktery k prvku ve stromu najde jeho naslednika, coz je
prvek s nejblizsi vyssi hodnotou (zde pfedpokladejte, Ze ke kazdému
prvku méte ulozeny ukazatel na jeho otce)

4. jak vypsat cely strom tak, Ze zacnete v minimu a budete postupné
hledat néasledniky (i kdyz nalezeni nédslednika muze trvat az O(h),
v8imnéte si, ze projiti celého stromu pfes ndsledniky bude linedrni)

5. jak do vrcholu stromu ukladat rizné pomocné informace, jako tfeba
pocet vrchold v podstromu kazdého vrcholu, a jak tyto informace pfi
operacich se stromem udrzovat (pifi Insertu, Deletu, rotaci)

6. Ze libovolny interval (a, b) 1ze rozlozit na logaritmicky mnoho inter-
valli odpovidajicich podstromim

7. a ze zkombinovanim piedchozich dvou cviceni lze odpovidat i na otaz-
ky typu ,kolik si strom pamatuje hodnot ze zadaného intervalu“ v lo-
garitmickém case ...

Nékolik poznamek na zavér.

® Pokud zaznamy muzeme jenom porovnavat, je binarni vyhledavani
nejlepsi mozné. Libovolné hledani zalozené na porovnavani lze totiz
popsat bindrnim stromem a binarni strom s /N vrcholy musi mit vzdy
hloubku alespoii |log, N ].

e Pokud bychom ale predpokladali, Ze se zdznamy muzeme zachazet i
jinak, daji se nékteré operace provadét i v konstantnim ¢ase (alespon
prumérné). K tomu se hodi napiiklad hashovdni, a to si popiSeme
v nékteré z kuchaiek v pfistim roéniku KSP (nebo se muZete podivat
do kuchatky u 4. série 19. ro¢niku). Jeho nevyhodou ovSem je, Ze udr-
Zuje jenom mnozinu prvku, nikoliv usporadani na ni, takze napriklad
nelze najit k zadanému prvku nejblizsi vyssi.

e Pokud bychom pfipustili, Ze se mohou vyskytnout dva stejné zazna-
my, budou stromy stéle fungovat, jen si musime dat o néco vétsi pozor
na to, co vSechno pii operacich se stromem mtze nastat.

e Jakpak pfisly AVL stromy ke svému jménu? Inu, podle svych obje-
vitel panti Adelsona-Velského a Landise.

® Rekurenci Ay =1+ Ag_ 1+ Ag_2, A1 =1, Ay = 2 pro velikosti mi-
niméalnich AVL stromf je samoziejmé mozné vytesit i pfesné. Zadné
prekvapeni se nekond, objevi se totiz stara znaméa Fibonacciho ¢isla:
An = Ln42 — 1.

88



Vzorova reSeni 20-1-1

Vzorova reseni

20-1-1 Temna Sachovnice MaAria Vamosova

»Ach jo, co si to ti magové dnes nevymysli,“ povzdechl si Vilda a zacal
vysvétlovat temnému panovi, pro¢ jeho prikazu nemuze vyhovét:

Na Sachovnici 4 x 4, a vubec na vSech Sachovnicich o sudém rozméru,
se pfi vychozim obarveni nachéazi sudy pocet jak cernych, tak bilych policek.
Zaméime se tieba na ¢ernd. (,,No proto!“ pochvaloval si még.)

Dokéazu, ze kdyz je na takové Sachovnici pfed tahem pocet ¢ernych policek
sudy, po tahu bude sudy také. Pti libovolném tahu mohu zménit pocet ¢ernych
polic¢ek nasledovné: V daném sloupci/fadku byl pocet ¢ernych policek sudy, coz
znamena, ze bilych bylo také sudé. Takze kdyz se po tahu tyto pocty prohodi,
zlstanu pofad na sudém poétu Cernych policek v tomhle sloupci/fadku. Pro-
toze byl ale celkovy pocet cernych policek pred tahem sudy, tak kdyZz odectu
sudy pocet puvodné ¢ernych policek a pri¢tu sudy pocet nové cernych policek,
dostanu opét sudé cislo.

Naopak, mohlo se mi stat, ze pocet ¢ernych poli¢ek v daném sloupci/Fadku
byl lichy, coz také znamena, Ze bilych policek bylo také lise. KdyzZ se po tahu tyto
pocty prohodi, celkem dostanu opét sudy pocet cernych policek (od piivodniho
po¢tu odeétu liché ¢islo, ale pak zase jiné liché éislo pfictu).

»Z toho bohuzel vyplyva, Ze Sachovnici na pozadovany tvar upravit ne-
dokazu — ve vysledku mam dostat lichy pocet ¢ernych policek, coz opravdu
nejde,“ dokondil svij vyklad Vilda. ,Hm,“ zamyslel se még, ,,chdpu, ze pro sa-
chovnice o sudém rozméru to nejde, nepijde to ale pro Sachovnice s lichym
poc¢tem policek na strané?“ snazil se presvédcit Vildu a zacal si pfipravovat
pilku pro pripadné ofezani Sachovnice.

[43

»,No, to bohuzel nepijde také,* zklamal ho Vilda a pokracoval ve vysvét-
lovéni:

Kazda sachovnice o rozméru vétsim nez 2 ma v levém hornim rohu pod-
sSachovnici o rozméru 2 x 2. Tuto podSachovnici potiebujeme obarvit tak, aby
levé horni policko bylo bile a zbyla tii ¢ernd. Kdyz se na chvili zamyslime, zjis-
time, Ze na zménu libovolného policka podsachovnice maji vliv jenom inverze
prvnich dvou sloupcii/fadki. Odmysleme si zbytek téchto sloupct/fadk, jsme
opét tam kde jsme byli — snazime se pfebarvit Sachovnici o strané 2 a o té uz
vime, Ze prebarvit nejde.

,2Mam vsak taky jednu dobrou zpravu,“ rozjasnil se Vilda, ,,Sachovnici 1x 1
Ize obarvit velice snadno!“ nacez si od maga vypujéil pilku, vyfezal levé horni
policko a obarvil ho bile. Mag chvili na Sachovnici hledél silné podeziivavym
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pohledem, pak sahl do kapsy, vytahl figurku ddmy a polozil ji na policko. , Tak,
zahrajem si?“

20-1-2 Priprava na cestu Jana Kravalova

Kazdého jisté napadne, ze bychom v KSP nevypisovali tlohu za 12 bodi,
kdyby se meéla fesit prostym prohledavanim vSech moznosti neboli obycejnym
backtrackem. Nezachrani nas ani rizné heuristiky a pokusy sem tam odfezat
neperspektivni vétev vypoctu. My si ukazeme, ze pomoci Sikovného ukladani
jiz spocitanych vysledki dokazeme najit feseni v polynomidlnim case.

Cela myslenka spociva v nasledujici avaze: Predstavme si, ze bychom védé-
li, jak nejlépe vyresit tuto tlohu pro N — 1 kol a zadany pocet minut. Tedy
ze pro N — 1 tkold a dany pocet minut vime, kolik minut vénovat kterému
tkolu a jakad bude vyslednd pravdépodobnost, ze bude méag s Vildovou praci
spokojen. (Zatim nemusime moc pfemyslet nad tim, jak jsme k této znalosti
prisli, prosté ji mame.) Kdyby ndm ted nékdo pt¥idal N-ty, posledni kol a dal
nam na vyteseni vSech tikold M minut, staci udélat jednoduchou véc: zkusime
poslednimu N-tému tkolu postupné pridélit vSechny mozné pocty minut, které
prichazi v ivahu (tedy k& = 0..M minut) a na zbylych N — 1 tkold pouzit zby-
lych M — k minut. Pravdépodobnost, Ze bude mag spokojen, bude soucinem
¢isla any (na tikol N jsme pouzili & minut) a nejlepsi pravdépodobnosti, kterou
mizeme na N — 1 tkolech pfi M — k minutich dosdhnout (toto ¢islo mame
dopfedu spoc¢itané). Pak nam staci ze vSech mozngch k vybrat to nejlepsi.

Dobre, ale jak spocitame nejlepsi pravdépodobnost, které miazeme dosah-
nout na N — 1 ukolech pro néjaky zadany pocet minut? No, predstavme si, ze
toto ¢islo uz zname pro N — 2 tkolu ...

A ted si algoritmus predstavime poradné:

Mame zadanu matici A = aij kde prvek a;; udava, jaka je pravdépodob-
nost, ze bude mag s Vildovym feSenim tikolu ¢ spokojen, pokud mu Vilda vénuje
J minut. Zavedeme si matici P = pij, kde prvek p;; bude znamenat nejlepsi
moznou pravdépodobnost, jakou mizeme dosdhnout na tkolech 1..; pfi pridé-
lenych minutach j. Hodnota ps3 tedy napriklad udava, jaka je nejlepsi mozna
pravdépodobnost magovy spokojenosti pro tkoly 1 a 2 s pfidélenym poctem
minut 3.

Matici P budeme zaplnovat po fadcich od levého horniho rohu, ktery od-
povida nejlepsi pravdépodobnosti pro 1 tkol a 0 minut, az do pravého dolniho
rohu, ktery odpovida nejlepsi pravdépodobnosti pro N tkoli a M minut a je
vlastné feSenim nasi tlohy.

Chceme zaplnit pole p;;, které by meélo odpovidat nejlepsi mozné prav-
dépodobnosti pro tkoly 1..: a pfidélené minuty j. Trosku jsme to naznadili uz
v ivodni myslence. Vyzkousime vSechna mozné pridéleni minut k£ = 0..5 pro po-
sledni i-tou ulohu a do hodnoty p;; dosadime maximum z hodnot a; - pi—1,j—k-
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Toto nejlepsi k si také ulozime, protoze pro nas znamend nejlepsi pridélené
minuty pro tento konkrétni iikol a na konci ho budeme potfebovat vypsat.

Jesté zbyva vymyslet, jak zaplnime prvni fadek matice P. Muzeme si po-
moct tim, Ze si na zacatek pridame nulty fadek, ktery bude na pozicich poy az
ponm zaplnén samymi jednickami, coz si také muzeme vylozit tak, Ze hodnoty
oznacuji magovu spokojenost, kdyz nebude zadny tkol a bude pro néj k dis-
pozici 0—M minut. Potom mtizeme uvedeny algoritmus nastartovat od prvniho
fadku matice (od prvniho tkolu).

Protoze musime zaplnit matici P, kterda ma N fadkda a M + 1 sloupct
a protoZe v kazdém policku musime udélat O(M) testli, ma cely algoritmus
¢asovou slozitost O(NM?).

#include <stdio.h>

int main() {

int N, M;

scanf ("%d %d",&N,&M);

double a[N+1] [M+1], p[N+1][M+1];
int m[N+1] [M+1];

for (int i = 0; i < N; i++) // trik - obratime pofadi pro jednodu3si vypisovani
for (int j = 0; j <= M; j++) scanf("%1lf ",&alN-i]1[j1);

for (int i = 0; i <= M; i++) p[0]l[i] = 1; // neexistuji zadné tkoly
for (int i = 1; i <= N; i++) // dynamika
for (int j = 0; j <= M; j++) {
int maxk = 0; // p¥idélime tkolu i O minut

for (int k = 1; k <= j; k++)
// zkusime tkolu i p¥idé&lit k=1..j minut
if (ali] [k]*p[i-1]1[j-k] >= al[i] [maxk]#*p[i-1] [j-maxk])

maxk = k;
plil[j] = alil [maxk] * p[i-1][j-maxk]; // nejlep$i uloZime
m[i] [j] = maxk; // zapamatujeme si,
} // kolik jsme tukolu p¥id&lili minut
int zbyva = M;
for (int i = N; i > 0; i--) { // kolik minut p¥idelim tkold i,
printf("Ukol %d: %d minut\n",N-i+1,m[i] [zbyval);
zbyva -= m[i] [zbyval; //kdyz zbylo "zbyva" minut
}
printf ("Celkova pravdépodobnost spokojenosti: %f\n",p[N][M]);
return 0O;
}
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20-1-3 Oprava lodi Josef Pihera

V naprosté vétsiné pripadi mél Vilda nadéji, ze nebude spolu s lodi muset
prozkoumévat dno, coz mu udélalo velkou radost. Proto si vSechno o zaplatovani
trupu peclivé zaznamenal:

K feSeni vyuzijeme toho, ze zadné dvé zaplaty se nebudou prekryvat, po-
kud maji nejmensi moznou velikost. Rovnéz vime, ze zaplata musi pokryvat
celou souvislou oblast vsech dér. Nemusime tedy pfili§ hloubat, abychom ob-
jevili, ze rozmeér i poloha zaplaty jsou dany nejlevéjsi, nejhorejsi, nejpravéjsi a
nejspodnéjsi dirou celé souvislé oblasti, ty v tomto poradi presné urcuji levy,
horni, pravy a dolni okraj zaplaty. Cokoliv mensiho je maélo, cokoliv vétsiho
by bylo zbytecné. Ke spocteni velikosti zaplat nam tedy staci projit vSechny
oblasti a urcit jejich horni, dolni, levé a pravé okraje.

Ted se musime vyporadat s tim, jak hledat souvislé oblasti dér. Zacnéme
tim, Ze vSechny diry jsou v dvojrozmérném poli diry. Prvek diry[z, y| je logickd
hodnota odpovidajici tomu, zda na soufadnicich [z, y] dira je nebo neni.

Jesté nez za¢neme se samotnym hledanim, pfipomeneme si jednu datovou
strukturu — frontu. Fronta neni nic jiného nez néjaky seznam prvki, avsak dveé
operace jsou pro ni specifické — pridani prvku na konec a odebrani prvku ze
zacatku. Prvky jsou tedy z fronty odebirany ve stejném potadi, v jakém do ni
byly pfidany a programéatorova fronta se od fronty v obchodé lisi pouze tim, ze
se v ni nesmi predbihat.

Nyni zpét k puvodnimu problému. Souvislé oblasti budeme hledat hleddnim
do sitky. Tém z vas, ktefl o tomto algoritmu slysi poprvé, viele doporucuji se
s nim bliZze obezndmit (je popsan v aktudlni kuchafce). Na poc¢atku si vybereme
néjakou libovolnou dosud nezazaplatovanou diru a uloZime si ji do fronty. Nyni
budeme postupné odebirat diry z fronty a pro kazdou z nich se podivame, zda
nema vedle sebe sousedku. Sousedku hledame prosté tak, ze se v poli s dirami
podivame na policka kolem sebe. Pokud takovou diru nalezneme, pridame si
ji na konec fronty a v poli dér si ji poznac¢ime jako zpracovanou, abychom
ji nevkladali do fronty vicekrat. PovSimnéme si, Ze zdplatu muZeme urcovat
uz béhem prochéazeni frontou. Na pocatku fekneme, Ze zaplata zakryvéa prave
jednu diru, a to tu prvni, kterou jsme nalezli a pridali do fronty. S kazdou dalsi
dirou nam staci zaplatu ,roztdhnout®, pokud z ni dira vybocuje. P¥i dosazeni
konce fronty jsme urcité nalezli vSechny diry v dané oblasti a velikost zaplaty
pro tuto oblast ptri¢teme k celkovému vysledku. Zbyva uz jen po nalezeni vSech
oblasti vypsat celkovy soucet.

N4&s algoritmus potfeboval pole popisujici celkem M - N policek, tedy pa-
métové slozitost je O(M - N). Kazdé policko zpracujeme pouze konstantné-krat,
navic prinejmensim na poc¢atku muselo byt inicializovano, takze s kazdym jsme
pracovali alespoii jednou. Tedy ¢asova sloZitost je O(M - N). Povsimnéte si, Ze
D < M - N, proto ho mizeme ,schovat* do O(M - N).

92



Vzorova reSeni 20-1-3

Jesté se zamyslime, jestli neexistuje vylepseni algoritmu pro D, kterd jsou
mnohem mensi nez M - N. Pokusme se zbavit zavislosti na M a N, ktera mohou
byt neimérné vétsi nez D i bez toho, Ze by se mezi sebou vynasobila. Odstran-
me proto ono dvojrozmérné pole pro diry a ponechme si jen posloupnost dér
takovou, jakou jsme ji nacetli ze vstupu. Pole, kterého jsme se zbavili, jsme
pouzivali k tomu, abychom uméli rychle naleznout sousedni diry v pribéhu
hledéni do sifky. Jak ale ted nalezneme sousedni diry? Abychom to uméli rych-
le, usporadame si na pocatku vSechny diry podle souradnice X a pokud se v ni
shoduji, tak podle Y. Nyni feknéme, Ze méme diru se soufadnicemi [z, y]. Pak
jeji sousedky mohou byt pouze [x — 1,y], [z + 1,y], [z,y — 1] nebo [x,y + 1].
Jsou tedy celkem c¢tyfi moznosti, které musime vyzkouset. Tedy hleddme ctyri
hodnoty v usporadané posloupnosti, coz umime ptlenim intervalu v logarit-
mickém poctu kroki vzhledem k délce takové posloupnosti. Pokud takova dira
existuje, pak jsme k ni zfejmé pripojeni a to uz algoritmu staci.

Cely algoritmus potfebuje pouze mnozinu vSech dér, kterych je D, a fron-
tu pro prichod do $ifky, kterd miize rovnéz obsahovat az D prvka. Paméto-
vé slozitost je tedy O(D). Casovou sloZitost nejvice ovliviiuje seti{déni dér a
prohledavani souvislych oblasti, kde pro kazdy prvek provadime ptleni inter-
valu v logaritmickém case. Obé hlavni faze a tedy cely algoritmus bézi v Case
O(D-log D). Mezi zdrojovymi kédy vzorovych FeSeni naleznete pouze tuto dru-
hou variantu algoritmu, ktera je ve skutec¢nosti pomérné jednoduchou tpravou
varianty prvni.

Jesté existuje jedno feeni, kterého si spravné viiml Peter Ondraska. Ulohu

lze Tesit v ¢ase O(M + N + D). Zvidavéjsi z véas si nejspiSe uvédomili, Ze
prohledavame graf a hledame slabé souvislé komponenty. To samo o sobé umi-
me rychle, ale v tomto pfipadé ndm nejdéle trva konstrukce grafu. Na pocatku
si prihradkové setridime vsSechny diry podle soutfadnice X, tedy je rozdélime
do sloupeckt (zvladneme v ¢ase O(N + D)). Pomoci tohoto rozdéleni dokaze-
me pozdéji 1épe urcit vodorovné sousedici diry. Zacneme postupné zpracovavat
vsechny sloupecky = a x + 1 pro x od 1 do M — 1. Diry téchto dvou sloupec-
ki si vzdy setfidime podle fadki - opét prihradkové a oba sloupecky zvI4st.
Zde musime dat pozor, abychom nettidili pro kazdou dvojici sloupec¢ki v case
O(M). Budeme opakované pouzivat dvé pfihradkova pole velikosti M (tedy co
fadek, to ptihradka). Pfed prvnim tfidénim podle fadkt si je musime vynulo-
vat (O(M)). V dalsich krocich (pro dalsi dvojice sloupeckti) predpokldadame,
Ze pole jsou vynulovana, a my proto délame zapisy jen pro kazdou diru, nikoliv
pro kazdou pfihradku — to je zfejmé, protoze pouzivame jen ty prihradky, kte-
ré potiebujeme. AZ nebudeme obsah poli potfebovat, opét vymaZeme pouze
ty diry, které jsme ptidali, tedy nebudeme nulovat vSechny pfihradky v poli
— v dtsledku tfidéni pro vsSechny dvojice sloupeckil a vSechny diry na planu
stihneme v O(M + D).
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Méjme tedy prihradkovée setfidéné dva sousedni sloupecky dér podle fadki
a seznam dér pro kazdy z obou sloupeckti (seznamy vznikly pfi prvnim set¥idéni
dér podle soufadnice X). Nyni se sta¢i pro kazdou z dér v seznamech podivat
do prihradek, jestli mé sousedku nad sebou nebo pod sebou (pro x > 2 to staci
pro diry ze sloupce x + 1, protoZe sloupec z jsme vyfesili v pfedchozim kroku).
Takto jsme doplnili svislé hrany do grafu (hrany odpovidajici sousedstvi dvou
dér ve svislém sméru). Dale budeme hledat sousedici diry z préavé zpracovéiva-
nych dvou sloupeckt ve vodorovném sméru. Pro kazdou diru ze sloupce x na
fadku y (a tedy v pfihrddce y pro tento sloupec) se podivame, zda je néjakd
dira v prihradce y sloupecku = + 1. Tim, Zze projdeme vSechny sousedni dvoji-
ce sloupeckti, mame zajiSténo, ze nalezneme vSechny vodorovné hrany naseho
grafu. Pro kazdou diru si budeme v celku pamatovat max. 4 odkazy na sousedy
(pamét O(D)).

Vsimnéte si, Ze se tento postup opét podobd prvnimu, ale s tim rozdilem,
ze nemame ,napiihradkovany® uplné cely trup, ale jen tu cast, kterou praveé
potfebujeme, a zbytek — ostatni sloupecky — jen castecné — tj. nefesime je-
jich rozmisténi dér na Fadcich. Celkova pamétova slozitost odpovidé éasové, tj.
O(M + N + D)

program Zaplaty;
type TDira = record x,y: LonglInt; patch: boolean; end;
const MaxD=1000000;
movex:array[1l..4] of integer=(-1,1,0,0); {doleva, doprava, ..., ...}
movey:array[1..4] of integer=(0,0,-1,1); { ..., ..., nahoru, dold}
var diry: array[1l..MaxD] of TDira;
m,n,d: LongInt; {rozm&ry m n, polet dér}
i,j,k:LongInt;
vysledek: Longlnt;
f:array[1..MaxD] of LongInt; {fronta dér}
fi,fcnt:LongInt; {index ve fronté&, polet dér ve fronté}
minx,miny,maxx,maxy:LongInt;

procedure ReadInp;
var x,y:Longlnt;
begin
readln(m,n,d);
for i:=1 to d do
begin
readln(y, x);
diry[i].x:= x; diry[i]l.y:= y; diry[i].patch:= false;
end;
end;

function Compare(a,b:TDira):Longlnt;
begin
if a.x>b.x then Compare:=1 else
if a.x<b.x then Compare:=-1 else
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if a.y>b.y then Compare:=1 else
if a.y<b.y then Compare:=-1 else
Compare:=0;
end;
procedure sort_diry;
procedure gsort(l,p:LonglInt);
var i,j,m:LongInt;
t:TDira;
begin
i:=1-1;
m:=(1+p) div 2;
t:=diry[m]; diry[m]:=diry[pl; dirylp]l:=t;
for j:=1 to p-1 do
if Compare(diry[j],diry[p])<0 then
begin inc(i); t:=diry[il; diry[il:=diry[jl; diry[jl:=t; end;
t:=diry([pl; diry[pl:=diry[i+1]; diry[i+1]:=t;
if i>1 then gsort(l,i);
if i+2<p then gsort(i+2,p);
end;
begin
gsort(1,d);
end;
function find(x,y:LongInt):Longlnt;
var pt:TDira;
1,p,m:LongInt;
begin
pt.x:=x; pt.y:=y;
1:=1; p:=d;
repeat
m:=(1+p) div 2;
if Compare(pt,diry[m])=1 then
1:=m+1 else p:=m-1;
until (Compare(pt,diry[m])=0) or (1>p);
if Compare(pt,diry[m])=0 then find:=m else find:=-1;
end;
begin
ReadInp;
sort_diry; {Rozt¥idime diryl}
vysledek:=0;
for i:=1 to d do {Nahlédneme do kazdé diry a zalepime ji}
if not diry[i].patch then begin  {dira neni zazadplatovana?}
diry[i] .patch:=true;
minx:=diry[i].x; miny:=diry[i].y; maxx:=minx; maxy:=miny;
fent:=1; {Diru dame do fronty}
fl1]:=i; fi:=1;
while fi<=fcnt do begin {Projdeme diry ve fronté&}
for k:=1 to 4 do begin {Zkontrolujeme, jestli nemd dira sousedky}

j:=find(diry[f[£fi]].x+movex[k] ,diry[f[£i]].y+movey[k]);
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if j<>-1 then {nasli jsme n&jakou vedle sebe?}
if not diry[j].patch then begin {p¥idej do fronty a rozsi¥ zaplatu}
inc(fcnt);
flfent]:=j;

diry[j].patch:=true;
if minx>diry[j].x then minx:=diry[j].x;
if maxx<diry[j].x then maxx:=diry[j].x;
if miny>diry[j].y then miny:=diry[j]l.y;
if maxy<diry[j].y then maxy:=diry[j]l.y;
end;
end;
inc(fi);
end;
vysledek:=vysledek+(maxx-minx+1) * (maxy-miny+1) ;

end;
writeln(vysledek); {A je to}
end.
20-1-4 Kormidlo Michal ,,vorner* Vaner

Zda se, ze tato uloha byla téz8i, nez se z pocatku zdalo. Spravnych Feseni
prislo pomalu, ty rychlé v podstaté zadné, takze Vildovi nezbylo nez pribyt
misto kormidla jeden obdélnikovy kus dfeva, ktery mu zbyl z opravy.

Ukolem je vlastné spocitat pocet koster na daném grafu. Co je to kostra a
graf se doctete kuprikladu v kuchaice ke tfeti sérii, kterou jste pravé dostali.

Vzorec na vypocet poctu koster na tplném grafu ndm nepomiize, protoze
kormidlo neni tplny graf. Stejné tak postupy pro obecné grafy jsou trochu jako
nuklearni bomba na vrabce. Jde to jednoduseji.

Tedy, nasi tlohou je najit pocet koster uréeného grafu. Ulohu si mirné
zobecnime. V grafu je obvykle zakdzané mit nasobné hrany (vice hran spo-
jujici stejnou dvojici vrcholt). My toto zakazovat nebudeme, ¢imz dostaneme
multigraf. K ¢emu ndm to bude dobré si povime pozdéji.

Méme tedy multigraf M. Vyberme si jednu multihranu (multihrana jsou
v8echny ,normélni“ hrany, které spojuji stejné 2 vrcholy). Rozdélime si mno-
zinu koster grafu M podle této multihrané na dvé (disjunktni) podmnoziny.

Prvni podmnozina bude obsahovat vSechny kostry, které neobsahuji zad-
nou hranu z této multihrany. Velikost takové mnoziny je zjevné stejna, jako
velikost mnoziny vSech koster grafu M —, ktery vznikne z M odebranim celé
této multihrany.

Druha podmnozina je ten zbytek, tedy vSechny kostry, kde pouzijeme pra-
vé jednu hranu z této multihrany (vice jich vést nemtize, to by nebyla kostra).
Kdyby naSe multihrana nebyla nasobna (byla by to jen obycejnd hrana), veli-
kost této podmnoziny by byla stejnd jako pocet koster na grafu M=, ktery
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z M vznikne odstranénim této multihrany a slou¢enim vrcholti touto multihra-
nou spojenych do jednoho (toto je pro¢ celou dobu pracujeme s multigrafy —
tady mohou vznikat multihrany).

Jak to ale bude vypadat, kdyZ nami vybrana hrana bude h-nasobna? Uplné
stejné, jako s jednoduchou, jen pouzitou hranu muzeme vybrat h zptsoby, tedy
vysledkem bude h - M= <.

Protoze jsou tyto dvé podmnoziny disjunktni a dohromady davaji celou
mnozinu koster (nic jiného, nez Ze tam hrana je a Ze tam neni, se stat nemtize),
mizeme velikosti téchto dvou podmnozin jednoduse secist.

Timto prevedeme problém poctu koster na multigrafu na dva stejné pro-
blémy, ale na mensich multigrafech (¢imz jsme mimochodem dokazali, ze algo-
ritmus je kone¢ny, nebot pocet koster na jednovrcholovém grafu je roven jedné
a pocet koster na nesouvislém grafu je nula). Nyni staci uz jen vyuzit toho, Ze
vstupni graf neni jen tak ledajaky, ale Ze je to nase pékné kormidlo.

Podivejme se, na co se rozlozi kormidlo velikosti N. Vybereme si jednu
hranu na jeho obvodu. Kdyz hranu vynechame, vznikne néco, co by se dalo
nazvat véjifem (viz obrazek). Kdyz hranu pouZijeme, vznikne skoro totéz, jako
kormidlo velikosti N —1, jen s tim rozdilem, Ze jedna hrana do stfedu je dvojité.

Kormidlo velikosti N s jednou k-nasobnou hranou se rozlozi na véjir veli-
kosti N s jednou (k + 1)-ndsobnou hranou na kraji (vybereme si opét hranu
sousedici s onou k-ndsobnou hranou) a jedno kormidlo velikosti N — 1 s jednou
(k 4+ 1)-nasobnou hranou.

Co udélame s véjifem velikosti N a k-ndsobnou krajni hranou? Vybereme
si vnéjsi hranu, ktera sousedi s tou k-nasobnou. Kdyz ji pouzijeme, dostaneme
véjir velikosti N — 1 s jednou k + 1-nasobnou hranou. KdyzZ ji nepouzijeme,
dostaneme véjir velikosti N — 1 na nasobné stopce. Protoze do toho vrcholu
na konci stopky vede uz jen tato multihrana, musime ji pouzit a pocet koster
takové kostry bude stejny jako pocet koster véjite velikosti N vynasobenym k
(mame k zpusobi, jak pFipojit stopkovy vrchol).

Nyni, kdy toho nechdme? Véjife se jednou stdhnou az do jedné k-nasobné
hrany (na které najdeme k rtznych koster). Kdyz ndm nebude vadit myslenka
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existence kormidla velikosti 1 s jednou k-nasobnou hranou, v§imneme si, Ze je
to opét hrana samotnd (spojujici ,krajni“ se ,stfedovym* vrcholem).

Nyni trocha poétt. Oznaéme pk; pocet koster korpdla o velikosti N s jed-
nou k-nésobnou hranou. Stejné tak V¥ budiz pocet koster véjite velikosti N
s jednou k-nasobnou hranou. Pomoci naéeho rozkladaciho pravidla si vyjadri-
me, 7e Vi = Vot + k- V4 . Stejné tak pf = VE + p5FL . Toto je jen piepis
vyse zmlnenych rozkladu na mensi podproblémy.

Kdybychom nyni iterovali pfes vSechna potfebna N a k (vSimnéme si, Ze k
bude nejvyse N — aZ na néjaké malé konstanty okolo), tak se zajisté dobereme
k vysledku. Kdyz si budeme mezivysledky uklddat (nékteré budeme potiebovat
vicekrat), tak se dostaneme na ¢asovou slozitost O(N?).

Mohlo by se stat, ze se nam takova cCasova slozitost nelibi. V takovém
pripadé se pokusime zbavit pocitdni multigrafti s ndsobnymi hranami tim, ze
piepiseme vzorecky, aby pouzivaly pouze Vi a u};. Postupné budeme rozkladat
vie, co ma horni index riizny od 1. Tedy, VE = k- Vi | + Vit =k Vi |+
(k+1)- Vi o+ V’ch2 . Zastavime se, az budeme mit V’HN L co7 je, jak
jsme si rozmysleli vyse, k + N — 1. Obdobné to udéldme pro puk;. Doporuéuji si
to napred rozepsat pro tifeba N = 4, je z toho hezky vidét, co vyjde.

Protoze jiz k nepotfebujeme, pro zkraceni si oznac¢me Vy jako ekvivalent
V. Obdobné pro uy a puk,. Az praci s tuzkou a papirem dokoné¢ime, vyjde
ndm, ze Vy =1-Vy_14+2-Vy_o+...4+ (N —=1)- V3 + N. Pro celd kormidla
tovyjdeuN = 12'VN71+22~VN72+...+(N—1)2~V1+N2.

Kdybychom nadm nékdo dal vSechny Vi,...,Vx_1, neni problém v linear-
nim case spocitat uy sectenim vsech séitanct.

Zbyva tedy spocitat vSechny vejlre pokud mozno také v linedrnim cCase.
Kdybychom méli éisla S; = 1 + ZZ ViaVy =1+ El 1(l —1)-V; , jejich
sectenim ziskdme V41 (Ctendf si mize ovéfit seGtenim). S;11 ziskdme tak, ze
k S; pfi¢teme Vj41 (které jiz nyni méme také). Sta¢i doplnit startovni hodnoty.
V1 je jedna (véjifek s jednim krajnim bodem je jen hrana), S; spo¢teme na 2.
Vsechny tedy zvlddneme spoéitat v O(N).

Nyni si uz staci jen vSimnout, ze kazdé V; potirebujeme jen k prficteni k cel-
kovému vysledku (samoziejmé vynasobené spravnym ¢islem). Toto pficteni mu-
zeme udélat okamzité, tudiz ho jiz pristé nepotfebujeme a neni tieba uchovavat
pole se vSemi. Tim k linearni ¢asové slozitosti ziskdme jako bonus konstantni
pamétovou.

Program si miZeme zjednodusit dopoéitanim V5 a Sy (na 0 a 1), ¢imz
zjednodusime chovani cyklu a celkovy soucet miizeme prepocitat uz po spocteni
V.

program kormidlo;

var N, V, S, Total, i: longint;
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begin
writeln( ’Jak velké je kormidlo?’ );
readLn( N );
V := 0;
S :=1;
Total := N*N;
for i := 1 to N - 1 do begin
inc( V, S );
inc( S, V );
inc( Total, (N -1 ) * (N-1i) %V );
end;
writeln( ’Kormidlo je moZné sestavit ’, Total, ’ zplisoby’ );
end.

Pozndamka M.M.: Kazdy pravovérny matematik samoziejmé veéri, ze
@@ na libovolny ,pocitaci“ problém existuje chytry vzorecek. Nekdy je i
hezky :) Pokud na formulky pro py z naseho vzorového feSeni pouzijete tech-
niku zvanou metoda vytvotujicich funkci (ta je moc pékné popsand ve starych
dobrych Kapitolach z diskrétni matematiky), dostanete nasledujici pékny vztah
(Gasem — ono da docela dost prace se tim v§im propoditat, takze detaily si pro
tentokrat odpustime):

UN = aN + BN - 2)

kde « a @ jsou konstanty definované takto:

3+V5 5_3—\/5
2 2

Pro pocitani v programu to zadné velka vyhra neni, protoze stézi dovedeme
iraciondlni odmocniny z péti reprezentovat dost presné. Mtzeme si ale pomoci
drobnym tskokem: Podobné jako se pocitd s komplexnimi ¢isly jako s vyrazy
typu a + by/—1, my budeme poéitat s dvouslozkovymi &sly ve tvaru a + by/5,
kde a a b jsou racionélni. Jelikoz soucet, rozdil i soucin takovych ¢isel je opét
¢islo v tomto tvaru, mizeme vSe pocitat v nich a na konci pouze vypsat prvni
slozku. (Vime totiz, ze vysledek je pfirozené éislo, a tak musi byt druhd slozka
nulové. Navic diky symetrii bude prvni slozka u oV stejné jako u 3V, takze staci
pocitat jen jednu z nich). Je$té si vzpomeneme na trik na rychlé umociiovani
(viz tfeba FeSeni tlohy 18-4-1) a vyloupne se nésledujici program, ktery un
spo¢ita v ¢ase O(log N).

/* Dvojslozkova &isla a jejich nasobeni */

typedef struct { int i, j; } num;

num mul(num x, num y)

{ return (num){ x.ixy.i + 5*x.j*y.j,
x.i*y.j + x.j*xy.i }; }
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int M(int n)
{
num x={3,1}, y={1,0}; // xz=2%alfa
for (int i=n; i; i/=2) // po&itame y=x"n
{
if (i%2)
y = mul(y,x);
x = mul(x,x);
¥
return ((2*y.i) >> n) - 2;
}

20-1-5 Prakticka — Studentiiv rozvrh Martin ,,Bobfik*“ Krulis

K feseni tohoto problému pouzijeme jednoduchy ,hladovy“ (,,greedy*) al-
goritmus. Na zacatku si nejprve vSechny prednasky setfidime vzestupné podle
¢asu konce f; (pozor, pokud je setfidime jinak - napf. podle ¢asu zac¢atku s;,
tak to nebude fungovat). V pribéhu algoritmu si budeme navic drzet ¢as konce
posledni dosud vybrané pfednasky (oznacime ho F' a na po¢dtku bude nastaven
na hodnotu minus nekoneéno).

Samotny algoritmus je vlastné pouze jednim cyklem pres setiidéné pred-
nasky, pfi kterém si hladové vybereme, které prednasky vezmeme, a které ne.
Na kazdou pfednéasku ¢ se podivame a porovname jeji zacatek s ¢islem F'. Po-
kud je F < s;, pak si pfednasku vybereme a aktualizujeme hodnotu F' = f;.
V opacéném pripadé vime, Ze se prednaska nevejde do rozvrhu a tak se s ni
nemusime dale zdrzovat.

Jak vidite, algoritmus je v zasadé lehky. Zbyva ukazat, ze také fungu-
je. Mnozina pfednasek, kterou nds program vydd, je uréité nezévisla (zadné
prednasky se v ni nepfekryvaji). To je vidét na prvni pohled p¥imo z definice
hladového vybéru. OvSem neni Gplné jisté, jestli je tato mnozina také maxi-
mélni mozn4 (tzn. jestli neexistuje jind nezdvisla mnozina, ve které by bylo vic
prednések).

Abychom méli jistotu, Ze je naSe mnozina také maximalni, musime védét,
ze nam vybér nékteré prednasky nezablokuje lepsi feseni. Reknéme, Ze jsme
pravé vybrali do naSeho rozvrhu néjakou prednasku a chceme ukézat, ze tato
prednaska nezablokuje vybér dvou (nebo vice) prednéasek, které bychom mohli
zapsat misto ni.

Budeme postupovat sporem. Necht jsme vybrali pfednasku z, kterd nam
zablokovala vybér pfednasek y a z (pro ndstin diikazu ndm dvé staci, ale pocet
by Sel libovolné rozsifit). Protoze pfednasky vybirdme setfidéné podle ¢asu
konce, musi rozhodné platit: f, < f, a fr < f,. Navic pfedndska x blokuje
pfednésky y a z, coz lze zapsat jako s, < fy a s, < f,. Nemusime mit doktorat
z matematiky, abychom si v8imli, Ze prednasky y a z spolu musi také kolidovat
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(minim4lné prochazi obé ¢asovym bodem f,). To je ovSem spor s predpoklady,
protoze prednasky y a z nelze obé zaradit do rozvrhu misto x.

Tim jsme ukézali, ze rozvrh spocitany nasim algoritmem bude nejen ko-
rektni z hlediska nezavislosti, ale také nejvétsi mozny.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

struct SCourse { /* Struktura udrzujici informace o jedné pfednaSce. */
int idx; // index pfednasky
int start; // &as zadatku
int finish; // &as konce

};

/* Funkce naéitajici pfednasky ze souboru do pole courses. */
int loadCourses(struct SCourse #**courses) {
int count;
FILE *fp = fopen("prednasky.in", "r");
fscanf (fp, "%d\n", &count);
*courses = (struct SCoursex*)malloc(count * sizeof (struct SCourse));
for(int i = 0; i < count; i++) {
fscanf (fp, "%d %d\n", &((*courses)[i].start),
&((*courses) [i] .finish));
(*courses) [i] .idx = i+1;
}
fclose(£fp);
return count;

}

/* Funkce porovnavajici pfednasky dle &asu konce. */
int courseCompare(const void *coursel, const void *course2) {
return ((struct SCoursex)coursel)->finish - ((struct SCourse*)course2)->finish;

}

/* Implementace hladového algoritmu nad pfrednasSkami.
* Vybrané pfednasky rovnou ukladd do vystupniho souboru. */
void greedy(struct SCourse *courses, int count) {
if (count < 1) return;

int i = 0, resCount = 0, last = -1;
while(i < count) {
if (i != resCount) courses[resCount] = courses[il;

last = courses[resCount].finish;
resCount++; i++;
// hladové vybereme dalSi pfednasku
while((i < count) && (courses[i].start <= last)) i++;
}
FILE *fp = fopen("rozvrh.out", "w");
fprintf (fp, "/%d\n", resCount);
for(i = 0; i < resCount; i++) fprintf(fp, "/%d ", courses[i].idx);
fclose(£fp);
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int main() {
struct SCourse *courses;
int count;
count = loadCourses(&courses);
gsort(courses, count, sizeof(struct SCourse), courseCompare);
greedy (courses, count);
return 0O;

}
20-1-6 Hrady, hradky, hradla Cyril Hrubis

Prvnim tkolem bylo vymyslet hradlo XOR z hradel NAND a nakreslit takovy
obvod. Asi nejjednodussi je tento obvod:

Ukolem druhym bylo najit vSechny dvouvstupové funkce. Je nékolik zpti-
sobu, jak si spo¢itat, kolik jich vlastné je. Vstupem funkce jsou ¢tyfi ruzné
dvojice (00, 10, 01, 11). Mame dvé moznosti jako odpovédét na 00, dvé jak
odpovédét na 10 .. ., celkem ndm vychédzi 2-2-2-2 = 24 moznych funkci. K to-
muto ¢islu se da také dobrat jinou tvahou: Budeme séitat pocty ¢tyfprvkovych
posloupnosti slozenych z nul a jednicek a to tak, Ze si je roztfidime do skupin
podle toho, kolik obsahuji jednicek. Zavedeme k od 0 do 4, které oznacuje pocet
jednic¢ek v posloupnosti. Pro k = 0 je to pravé jedna moznost, a to ¢tyfi nuly.
Pro k£ = 1 jsou to 4 moznosti: pfedstavme si, ze jednicka postupné prochazi
vSechny pozice. Pro k = 2 je to 6 moznosti, pfijit se na to da tfeba takhle: po-
kud je leva z obou jednicek na prvni pozici, jsou 3 moznosti, kam dat druhou,
pokud na druhé pozici, tak 2, a pro tfeti pozici jen jedna. Prok =3 a k=14
je situace stejna jako pro k = 1 a k = 0, stac¢i zaménit jednicky a nuly. Tedy
celkem 1+ 4+ 6 + 4 + 1. Coz je prekvapivé soucet patého radku v Pascalové
trojuhelniku.

Dle obou vypoc¢td ndm vyslo, ze mame celkem 16 dvouvstupovych funkci.
Najdete je v nasledujici tabulce, kde jsme si je roztfidili do nékolika skupin:
nejprve dvé funkce konstantni, pak ¢tyfi s jednou jednickou, Ctyii s jednou
nulou a kone¢né Sest funkci se dvéma jednickami a dvéma nulami:

XY| ‘0O ‘| AND > < NOR| OR > < NAND
11 0 1 1 0O 0 O 1 1 1 0
10 0 1 0 1 0 O 1 1 0 1
01 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1
00 0 1 0 0 0 1 0o 1 1 1
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XY| X Y XNORXOR Y —-X
11 1 1 1 0 0 0
10 1 0 0 1 1 0
01 O 1 0 1 o0 1
00 0O 0 1 o0 1 1

Ukolem tietim bylo dokazat, Ze viechny dvouvstupové funkce jdou postavit
z hradel NAND.

Nejprve si vSimneme, Ze vSechny funkce postavime z hradel AND, OR a
NOT. Konstantni nula je x AND —x. Funkce obsahujici pravé jednu jednicku
jsou (v potadi podle nasi tabulky) z ANDy, & AND -y, —2 AND y a —a AND —y.
Funkce s vice jednickami dostaneme jako OR funkci pro jednotlivé jednicky.
Napfiiklad £ XOR y = (x AND —y) OR(—x AND ¥).

Ted uz staci dokazat, ze z hradel NAND postavime AND, OR a NOT. To je
snadné: -z = £ NAND z, £ ANDy = —(z NAND y) a £ ORy = (—z) NAND(—y).

Totéz by se dalo dokazat i jinak: V§imneme si, ze kazda funkce ma svij ne-
govany protéjsek, takze staci z hradel NAND postavit NOT a 8 vhodné vybranych
funkci, s nimiz rovnou dostaneme i jejich negace. Hradlo NOT opét slozime jako
Z NAND z, NAND uZ mame (a ziskdme AND), 0 je x NANDz (z toho 1), OR jest
-2 NAND —y (z toho NOR), XOR jest (z ORYy) AND(x NANDY) (z toho XNOR), >
jest z AND —y (z toho <) a < jest y AND -z (a mame i >). Tim je diikaz hotov.

Mimochodem, vSechny dvouvstupové funkce by také Sly vyrobit jen z hra-
del NOR. Vskutku: -2 = zNORz, OR ziskdme jako —(z NORy) a AND coby
(—2) NOR(—y). Z téchto funkci uz umime ziskat vSechny zbylé.

Kdybychom pocitali n-vstupové funkce, méla by nase tabulka 2" fadk,

takze by existovalo 22" zptisobt, jak ji vyplnit. Viimnéte si, Ze trik vyja-
dfenim vSech funkci pomoci AND, OR a NOT by stale fungoval, takze by stéle

Zkuste si dokazat, ze hradla NAND a NOR jsou jedind takto univerzalni.

Treba AND takovy neni proto, ze kazdy obvod, ve kterém jsou jenom ANDy,
na vstup ze samych nul odpovi zase nulou, takZe nelze postavit (tfeba) negaci.

20-2-1 Volba Samana Petr Kratochvil

Nejjednodussi zptisob, jak najit Samana, je nejspis tento: V prvnim mezi-
Case mezi tdery bubnu kazdy elf vytvoii zpravu obsahujici jeho jméno a vék
a sdéli ji svému sousedovi vlevo. V dalSich mezicasech elfové pouze preposilaji
posledni pfijaté zpravy, a to tak dlouho, nez jim pfijde jejich ptivodni zprava
(poznaji ji podle svého jména). To se stane u vSech elfi najednou, protoze kaz-
dé zpréava obejde celé kolo elft za stejnou dobu. Takze skonéi vSichni soucasné.
Kdyz si kazdy elf bude jesté pamatovat zpravu nejstarsiho dosud zndmého elfa,
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bude na konci ritudlu znat jméno a vék Samana, protoze kazda zprava (véetné
té od budouciho Samana) obesla vSechny elfy.

Timto postupem bude cely ritual s IV elfy trvat N tdert bubnu. Jak si
mnozi Tesitelé vsimli, je mozné ritudl dvakrat zrychlit, kdyz budou elfové svoje
zpravy posilat obéma sméry. V takovém pfipadé stacéi, kdyz zprava obejde
pul kola, a ritudl bude trvat jenom N/2 udert. Zbyva vyfesit ukonceni ritudlu.
Pokud je pocet elft v kruhu sudy, pozna se konec jednoduse tak, ze ke kazdému
elfovi dojde z obou stran stejna zprava. Pokud je elft lichy pocet, sejdou se obé
kopie zpravy jakoby na pul cesty mezi dvéma elfy. Elf v jednom kroku dostane
stejnou zpravu, jakou pravé odeslal. Elfové sice nevi, jestli jich je sudy nebo
lichy pocet, ale skon¢i jednoduse tehdy, kdyz nastane jeden z téchto pripadu.

20-2-2 Setridéné stromy Pavel Cizek

Temny mag by z Vas mél radost. Vétsina doslych feSeni potfebovala
O(log K) porovnéni. UkaZzeme si zde jedno, které je sice trochu delsi na rozbor,
ale porovnava stromy opravdu nejméné a dokazeme si to o ném. Nejdfive tii
drobnéa pozorovani.

Pokud je délka prvni resp. druhé fady stromi N7, resp. No vétsi nez K,
muzeme prvky, které jsou v ni vice nez K-té, zahodit, jelikoz urcité nebudou
K-té celkoveé.

Déle K-ty nejvyssi strom existuje pravé tehdy kdyz N; + Ny > K. Pokud
tedy N1 + Ny < K vypiSeme, Ze strom neexistuje a jsme hotovi. Zfejmé jsme
tohle byli schopni udélat bez porovnavani vysek stromi a tedy 1épe to neslo.

Podobné trivialni pfipad nastane, kdyz jedna z posloupnosti bude mit nu-
lovou délku. Pak K-ty strom celkové bude samoziejmé K-ty v fadé stromil
s nenulovou délkou. Tim jsme odstranili specialni ptipady a dale budeme po-
kracovat s posloupnostmi, pro jejichz délky plati 1 < N; < K, 1 < N, < K a
N1+ N2> K.

Nyni se dostavame k vlastnimu algoritmu. Ten je zalozen na metodé ptleni
intervali. Bohuzel, pokud chceme mit opravdu optiméalni feseni, tak se nam
toto ptleni intervall rozpadne na 3 pripady, které sice budou skoro stejné na
naprogramovani, nicméné, zvlasté u tretiho, se budou lisit interpretaci toho,
co které proménnd znamena. Pokud Vas tedy bude zajimat jen idea programu,
stacl si precist jen prvni z nich.

Nejdtive ptipad, kdy N1 = N2 = K. Tady si budeme udrzovat v paméti o
kterych stromech Z;, resp. Z5 z prvni, resp. druhé posloupnosti budeme védét,
ze jsou celkové méné nez K-té v poradi. Dale budeme mit v paméti délku
intervalu D, kde jesté K-ty nejvyssi strom mutze byt (budou v tvahu pfipadat
stromy Z1+1,Z14+2,...,Z1+ D z prvni, resp. Zo+1,Z5+2,..., Zo+ D z druhé
fady). Na D je také mozno se divat jako na pocet stromt, které jsou celkové
nejvyse K-té, ale které jsme zatim je$té nenasli (rozuméme které jsou vice nez
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Zi., resp. Zs. v prvni, resp. druhé fadé). Z tohoto thlu pohledu je ziejma
interpretace souctu Z; + Zs + D, ktery bude po celou dobu béhu programu
roven K. Na pocéatku zfejmé Z; = Zs = 0 (a nula tady znamend, Ze i prvni
strom v piislusné posloupnosti mtize byt K-ty nejvyssi) a D = K.

Nyni k vlastnimu ptleni intervalt. Vezméme z prvni, resp. druhé fady
strom s poradim S; = Z1 + | D/2], resp. So = Z3 + | D/2]. Tyhle dva stromy
budeme muset porovnat. BUNO necht je vy$si prvni z nich. To znamena, Ze
z druhé fady mohou byt vyssi nez strom S; jen stromy 1,2, ..., 5 —1. Nicméné
jak vime, tak S1 4+ 52 — 1 < K — 1 a tedy strom S; miZe byt celkové nejvyse
(K —1)-ni. Tim jsme o ném dokdazali, Ze musi byt pfed tim, ktery hledame a tak
muzeme prohlasit, ze Z; = S7. Tim jsme vyloudili dalsi stromy a tak musime
zkratit i interval D, ve kterém hleddme, konkrétné na [D/2]. Jak se mizeme
snadno presvédcit, bude opét platit Z1 + Z2 + D = K.

Predchozi odstavec budeme opakovat dokud D > 1. Pak budeme mit o
Z1 + Zy = K — 1 stromech dokézano, Ze jsou nejvyse (K — 1)-ni a tedy K-ty
strom v poradi bude vyssi z dvojice stromu Z; + 1 a Z5 + 1.

Nyni k dikazu optimality tohoto pfipadu. X dotazy na porovnani vysek
strom®l miizeme rozlisit mezi 2% moZnostmi (mame jen 2 mozné odpovédi -
je vyssi prvni, resp. druhy strom). Rozhodujeme se mezi 2K stromy a tak
potfebujeme alesponi [log,(2K)] = [(logy K)] + 1 porovnani. N&§ program
bude [log, K|-krat porovnavat béhem cyklu a pak bude jedno porovnini na
rozhodnuti, zda je K-ty nejvyssi strom v prvni, resp. druhé radé.

Druhy uvazovany pfipad nastane, kdyz N; = K a Na < K (nebo obracens).
Tady mizeme vyloucit na zacatku stromy 1,2,..., K — Ny — 1 z prvni fady
aniz bychom potfebovali porovnavat - v druhé radé prosté neni dost stromu
na to, aby byly celkové K-té. Tim méame v prvni fadé Ny + 1 stromi, které
maji nadéji stat se K-tym nejvyssim, zatimco v druhé fadé je jich jen N,.
Zavedeme si tedy v druhé fadé virtudlni (Ny 4+ 1)-ni strom, ktery bude nizsi
nez jakykoliv jiny (v programu je tohle implementovano ve funkci porovnévajici
stromy), ¢imZ délky obou interval srovnidme a mizeme pouZit vySe uvedené
ptleni intervalii, kde ale pocatecéni podminky budou Z; = K — No — 1, Zo =0
aD= N2 + 1.

Dtikaz optimality bude analogicky. Vybirdme z 2N; + 1 stromt, bude-
me tedy potfebovat [log,(2N2 + 1)] dotazi. Program bude chtit porovnat
[logy (N2 4+ 1)]-krat béhem cyklu a jednou na rozhodnuti, ve které ze zadanjch
dvou fad hledany strom je. Tato dvé ¢isla jsou shodna, a¢ to na prvni pohled ne-
ni vidét. Pro nase Nj je [logy(2N2+1)] = [logy(2N2+2)] = [logy(N2+1)]+1.
Prvni rovnost neplati obecné, nicméné my vime, ze N5 je prirozené c¢islo. Tedy
2Ns + 1 je cislo liché vétsi nez 2 proto je horni celd ¢ast binarniho logaritmu
stejnd jako horni celd ¢4st bindrniho logaritmu ¢isla o 1 vyssiho. (Kdybychom
si nakreslili graf funkce f(x) = [log,(z)], tak by vypadal jako konstantni funk-

105



Korespondenéni seminafr z programovani MFF 2007/2008

ce aZ na body, které jsou mocninou dvojky, kde f(z) zvySuje skokové svou
hodnotu o 1. Nicméné mocniny dvojky vétsi nez dva jsou sudé.)

Zbyva posledni ptipad, kdy N7 < K a Ny < K. Tady budeme moci i bez
porovnavani tvrdit, ze stromy 1,2,..., K —1— Ny v prvni, resp. 1,2,..., K —
1 — Ny v druhé fadé budou v celkovém pofadi maximélné (K — 1)-ni a tedy
je mizZeme vyloudit rovnou. Analogicky k pfedchozimu pfipadu bychom tedy
dosadili Zl :K_I_NQ, Zl :K—l—Nl aD:N1+N2—K+2. Tohle
samoziejmeé vede k feSeni s logaritmickym poctem dotazt, bohuzel v nékterych
pfipadech bude chtit mé¥it jednou navic. Vybirdme totiz z 2 (N1 + No— K +1)
stromt (a tedy optimalni podet porovnéni je [logy(2 - (N1 + No — K +1))] )
a pfimocare zobecnény postup pouzity v predchozich dvou pripadech vede na
[logy (N7 + Ny — K + 2)]| + 1 porovnani.

Vylepseni na optiméalni pocet porovnani je trochu trik. Misto toho, aby-
chom hledali K-ty nejvyssi prvek, budeme hledat (K + 1)-ni. Zfejmé budeme
tedy mit u vyse uvedeného algoritmu pocateéni podminky Z; = K — Ny, Z5 =
K—Ns;aD = Ny+Ny;— K+1. Po skonéeni cyklu bude platit Z; 4+ 75 = K vime,
7e (K +1)-ni nejvyssi strom je vySsi ze stromt Z1+1 a Z3+1. Co si ale mizeme
dovolit tvrdit dale je, ze K-ty nejvyssi je nizsi ze stroma Z; a Z,. Dukaz toho
je jednoduchy - vime, ze vSechny stromy, které jsou nejvyse K-té nejvyssi jsou
1,2,... 77 v prvni, resp. 1,2,...7Z5 v druhé fadé. K-ty nejvyssi musi tedy i
K-ty nejvyssi byt mezi nimi a kvili setfizenosti vstupnich posloupnosti bude
na konci jedné z nich.

Tenhle ,trikovy“ postup potfebuje [logs (N1 + No — K +1)] dotazii béhem
cyklu a jeden dotaz na rozhodnuti se mezi stromy Z; a Zs. To je ale pies-
né, jak jiz bylo uvedeno, minimalni pocet dotazi potfebnych k urceni K-tého
nejvyssiho stromu.

const MaxN = 10000;

var Posloupnostl:array[l..MaxN] of real;
Posloupnost2:array[1..MaxN] of real;
DelkaPosloupnostil:integer;
DelkaPosloupnosti2:integer;
K:integer;
Zacatekl,Zacatek2:integer;
DelkalIntervalu:integer;
Stredl,Stred2:integer;

procedure NactiVstupQ);
var index:integer;
begin
{V praktické implementaci v lese by tohle jiZ bylo hotovo ...}
read(DelkaPosloupnostil);
for index:=1 to DelkaPosloupnostil do
read (Posloupnostl[index]);
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read (DelkaPosloupnosti2);
for index:=1 to DelkaPosloupnosti2 do
read (Posloupnost2[index]) ;
read(K) ;
end;

function PorovnejStromy(Stroml,Strom2:integer) :boolean;

{Vraci true, pokud je strom v prvni posloupnosti vyssi}

begin
if (Stroml > DelkaPosloupnostil) then PorovnejStromy:=false
else if (Strom2 > DelkaPosloupnosti2) then PorovnejStromy:=true
else PorovnejStromy:=(Posloupnostl[Stroml] > Posloupnost2[Strom2]);

{Nebo jinad implementace porovnavani stromd ...}
end;
begin
NactiVstup();
if (DelkaPosloupnostil + DelkaPosloupnosti2 < K) then begin
writeln(’Takovy strom neexistuje.’); {Nemame ani K stromd ...
end else if DelkaPosloupnostil = O then
writeln(K,’. nejvy8si strom je ’,K,’. v druhé posloupnosti.’);
else if DelkaPosloupnosti2 = O then
writeln(K,’. nejvy8si strom je ’,K,’. v prvni posloupnosti.’);

{Tim jsme oSet¥ili specialni p¥ipady}
else begin
if DelkaPosloupnostil > K then DelkaPosloupnostil:
if DelkaPosloupnosti2 > K then DelkaPosloupnosti2:
{D4l nez K-ty prvek, kterj nas zajima, nebude.
A ted nas &eka nastaveni po&ateénich podminek}
if DelkaPosloupnostil = K then begin
if DelkaPosloupnosti2 = K then begin
Zacatek1:=0; Zacatek2:=0;
DelkalIntervalu:=K;
end else begin
Zacatekl:=K - DelkaPosloupnosti2 - 1; Zacatek2:=0;
DelkaIntervalu:=DelkaPosloupnosti2 + 1;
end;
end else begin
if DelkaPosloupnosti2 = K then begin
Zacatekl:=0; Zacatek2:=K - DelkaPosloupnostil - 1;
DelkalIntervalu:=DelkaPosloupnostil + 1;
end else begin

K;

]
=~

20-2-2

Zacatekl:=K - DelkaPosloupnosti2; Zacatek2:=K - DelkaPosloupnostil;
DelkalIntervalu:=DelkaPosloupnostil + DelkaPosloupnosti2 - K + 1;

end;
end;

while Delkalntervalu > 1 do begin {Nyni zaéne bindrni vyhledavani}

Stredl:=Zacatekl + (Delkalntervalu div 2);

Stred2:=Zacatek2 + (Delkalntervalu div 2);

if PorovnejStromy(Stredl,Stred2) then
Zacatekl:=Stredl
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else Zacatek2:=Stred2;
DelkalIntervalu:=(Delkalntervalu+1l) div 2;

end;

if (Zacatekl + Zacatek2 = K - 1) then begin
{Mame nalezeno K-1 stromi, které jsou nejvyse (K-1)-ni}
if PorovnejStromy(Zacatekl+1l,Zacatek2+1) then

writeln(K,’. nejvys8i strom je ’,Zacatekl+l,’. v prvni posl.’)
else writeln(K,’. nejvy$8i strom je ’,Zacatek2+1,’. v druhé posl.’);
end else begin {Nebo K stromi, které jsou nejvyse K-té}
if PorovnejStromy(Zacatekl,Zacatek2) then
writeln(K,’. nejvy38i strom je ’,Zacatek2,’. v druhé posl.’)
else writeln(K,’. nejvy88i strom je ’,Zacatekl,’. v prvni posl.’);
end;
end;
end.
20-2-3 Morseovkabezoddélovaéa Martin Mares
Telegraficky: - ST s s e )

Dobra, tak trochu podrobnejl

Pruni pokus: Kdybychom chtéli ZJlStit jen to, zda se zadany Tetézec tecek a
¢arek da rozlozit na slova (tedy aniz bychom uvaZovali nad tim, jaka moznost je
nejkratsi), stacilo by vyzkousSet vSechna slova, kterd pasuji na zac¢atek fetézce,
a pro kazdou z téchto moznosti si zavolat tutéz funkci rekurzivné na zbytek
Tetézce.

To samoziejmé funguje, jenze nékdy az exponencialné pomalu: pokud bude-
me mit ve slovnikuslovae (.) ai (..) a vstupni fetézec bude obsahovat spoustu
tecek a nakonec ¢arku, nas algoritmus postupné vyzkousi vSsechny moznosti, jak
tecky rozlozit na e-cka a i-cka, a pti kazdé z nich se zarazi o koncovou ¢arku
a se svéSenym ocasem se vrati zpét. Spodcitat, kolik presné téch moznosti pro
n teGek bude, neni Gplné jednoduché (mimochodem, je to (n+ 1)-ni Fibonacci-
ho ¢&islo), ale je jich uréité aspoi 2*/2. To proto, Ze kdyZ si vezmeme néjakou
posloupnost n/2 znaki sloZenou libovolné z e-Cek a i-¢ek, bude jeji morseov-
kovy zépis tvofen nejvyse n teCkami. VSechny takové posloupnosti (a téch je
on/ 2) nas algoritmus uréité vyzkousi a jesté i mnohé dalsi. Nic moc.

Druhy pokus: Pouzijeme dynamické programovdni (trochu netradiéné od-
zadu, brzy bude jasné, pro¢). Necht vstupni fetézec obsahuje n morseovkovych
znacek z1,...,z,. My svou ulohu zkusime vyfesit postupné pro vSechny jeho
konce: Budeme pocitat hodnoty b;, které budou fikat, na kolik nejméné slov
se d4 rozlozit usek z;, ..., z,, pfipadné ndjaké oo (tedy chci ¥ci hrozné velké
¢islo), pokud se tsek rozlozit neda.

Vsimneme si, ze tato b; se daji docela snadno spocitat pozpatku: Zac¢neme
trochu Salamounsky u b,4+1 — to je vzdy nula, protoze prazdnou posloupnost
znaéek muzeme urcité rozlozit na prazdnou posloupnost slov. Déale b,, je bud-
to 1 (to pokud posledni znacka odpovida néjakému jednopismenkovému slovu
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ve slovniku) nebo oo (pokud ne). Pokud uz méame spocitand b;i1,...,bn11,
snadno dopocitame b;: Kazdy rozklad znacek od z; do konce musi zac¢inat né-
jakym slovem, feknéme délky ¢ znacek, a pokracovat rozkladem znacek od z; ¢
do konce. Staci tedy prozkoumat vSechna slova, kterda do vstupu pasuji od i-té
pozice, a pro kazdou z nich se podivat, jestli umime rozlozit zbytek (to nam
fekne b;1¢). Pokud je moznosti vic, vybereme si samozfejmé tu s nejmensim
poctem slov (a tedy nejmensim b;1¢). Jinymi slovy (ehm, znaky ...):

b =1+ min{biye: 2i,..., 2ire—1 je zndmé slovo}.

Takto se postupné dopocitame az k b1, coz je miniméalni pocet slov, ze kterych
se da poskladat cely vstup, a to je skoro feseni nasi tilohy. Chybi jen tato slova
najit. K tomu staci, abychom si u kazdého (kone¢ného) b; jesté zapamatovali,
které bylo to slovo, jez jsme na tomto misté napasovali do textu. Tomu fikejme
tfeba s; a jeho délce £;.

S témito informacemi uz miZzeme rekonstruovat celé feseni (pro zménu
odpredu). Nasli jsme rozklad s b; slovy a jeho prvni slovo je s1. Zbytek fetézce
tedy musi byt rozlozen na b1, slov a prvni z nich je s140,. A tak déle.

Casovd sloZitost se nahlédne snadno. Poéitame celkem n hodnot b;, pro
kazdou z nich zkousime nejvyse tolik pasujicich slov, kolik je maximalni dél-
ka L slova ve slovniku (mohlo by sice existovat vice slov, kterd by pan Morse
psal stejné, ale z téch nam jisté staci vyzkouset jedno jediné). Pokud budeme
odvazné predpokladat, ze jedno slovo otestujeme v konstantnim case, stoji nas
to celkem ¢as O(nL) a pamét O(n) bez slovniku. Zpétny prachod pak zabere
pouze ¢as O(n) a konstantni pamét.

Jak ale reprezentovat slovnik, abychom s nim dokézali pracovat tak rychle,
jak jsme slibili? PomuzZe nam datovéa struktura zvand trie. To je iplné obycejny
strom, do kterého postupné ulozime vSechna znama slova v morseovce tak, ze
v korfeni se budeme rozhodovat podle prvni znacky, v dalsim vrcholu podle
druhé znacky a tak dale. V kazdém vrcholu si pak zapamatujeme, ktera slova
tam konéi (nezapomeiite, Ze jich mtize byt vic se stejnym zapisem). Kazdé slovo
dokazeme do trie pfidat v Case linedarnim s jeho délkou, celou strukturu tedy
vybudujeme linearné s velikosti slovniku (¢ili sou¢tem délek vsech slov).

Pro libovolnou posloupnost ¢ znacek pak samoziejmé umime v ¢ase O(¢)
zjistit, jestli ji mdme ve slovniku, ale my jsme pfeci slibili O(1), tak to také
dodrzime. Ona totiz slova, ktera pfi pocitani jednoho b; hledame, nejsou uplné
libovolna. Prvni z nich je jen znacka z;, druhé je z;z;y1, tfeti z;2;412i12 atd.
Uplné tedy staci, kdyz si zapamatujeme, kde jsme pii hledani pfedchoziho slova
ve stromu skoncili, a odtamtud popolezeme o krok doleva nebo doprava podle
toho, jestli nasleduje tecka nebo ¢arka. To nas pro kazdé slovo opravdu stoji
jen konstantni ¢as. (Vidite, tady se ndm hodilo, Ze fetézec prochdzime zprava
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doleva, jinak bychom totiz museli mit ve slovniku slova uloZené pozpatku, coz
intnagele inen étsijaz.)

Celkové nas program spotiebuje ¢as O(nL + P), kde n je délka vstupniho
morseovkového Tetézce, P celkova délka slov ve slovniku a L délka nejdelsiho
slova.

Pozndmka: Nékteri z vas chytie vyuzili vyhledavaci automat k nalezeni
v8ech slov pasujicich do textu. Tim se feSeni za cenu znacného prodlouzeni
potencialné zrychli na O(n+ P+ V), kde V' je pocet vyskytu slovnikovych slov
v textu. To mtze byt nékdy lepsi, ale v nejhorsim pfipadé muaze byt V =~ nlL,
takze si obecné nepomuzeme.

Spek na zavér: Jak elegantné prevddét jednotlivd pismena do morseovky.

Jisté bychom si mohli nadefinovat pole fetézci s prevody jednotlivych pis-
menek, ale preci si pékné reSeni nezkazime takovou obludnosti. Pomuaze dvoj-
kova soustava. Misto tecek a Carek si predstavime nuly a jednicky a pridame
na zacéatek jednicku (jinak bychom nepoznali . od ....). To je néjaké dvojko-
vé ¢islo, tak si ho zapiSeme desitkové a az budeme potfebovat tecky a carky,
budeme toto ¢islo postupné délit dvéma a zbytky nam povédi dvojkové cislice,
c¢ili tecky a carky. Jen jaksi pozpatku — to ovSem nevadi, tak si ho ulozime
obracené. Radsi ukazeme piiklad: pismenko a se zapisuje jako ‘.-’. Obratime
na ‘-.’, prepiseme do dvojkové soustavy jako 110, coz je Sestka.

P.S.: Jak jste jisté uhodli, telegrafickd zprava na zacatku naseho feSeni
znéla , dynamika a trie“.

#include <stdio.h>
#include <string.h>

#include <stdlib.h>

#define MAX 256

#define INFTY 10000 // Nekone&no
struct vrchol { // Vrchol trie
struct vrchol *syn[2]; // synl[0] pro tecku, syn[1] pro &arku
struct slovo *slova; // Seznam slov, ktera tu koné&i
int hloubka; // Délka morseovkového zapisu (hloubka v trii)
};
struct vrchol koren;
struct slovo { // Takhle si ukladéme seznamy slov
struct slovo *dalsi; // Vlastné by si stailo pamatovat jen jedno slovo,
char s[1]; // ale tfeba se to bude hodit v nasledujici dloze :)
};
// Tabulka kédb: A B CDEV FGHTIJ KILMNDNUOPI QR RST
char morse[26] = { 6,17,21, 9, 2,20,11,16, 4,30,13,18, 7, 5,15,22,27,10, 8, 3,

// UV W XY Z
12,24,14,25,29,19 };
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void preloz(char *co, char *kam) // Pfelozi slovo do morseovky

{
while (*co) {
int k = morse[*co++ - ’a’]; // Dabelsky kéd pismenka
while (k > 1) { // Postupné rozkladame na znacky
*kam++ = ".-"[k%2];
k /= 2;
}
¥
*kam = 0;
}
void nacti_slovnik(void)
{
char slovo[MAX], mslovo[MAX];
while (fgets(slovo, sizeof(slovo), stdin) && slovo[0] !'= ’\n’) {
int len = strlen(slovo);
slovo[len-1] = 0; // SmaZeme konec ¥adku
preloz(slovo, mslovo); // Pfelozime do morseovky
struct vrchol *v = &koren; // P¥idavame do trie
for (char *c=mslovo; *c; c++) {
int z = (x¢c == ’-7); // Aktualni znacka
if (lv->syn[z]) { // Kam dal? Neni-1li kam, zaloZime novj vrchol
v->syn[z] = malloc(sizeof(struct vrchol));
memset (v->syn[z], 0, sizeof (struct vrchol));
v->syn[z]->hloubka = v->hloubka + 1;
}
v = v->synlz]; // Vydame se tim smérem
}
struct slovo *s = malloc(sizeof (struct slovo) + len);
// Stojime ve vrcholu, ktery odpovida konci slova,
s->dalsi = v->slova; // tak tam slovo pfidame
v->slova = s;
strcpy(s->s, slovo);
¥
}
int main(void)
{
char z[MAX]; // Vstupni Fet&zec
int n; // Jeho délka

int b[MAX+1];
struct vrchol *s[MAX+1];

nacti_slovnik();
fgets(z+1, MAX, stdin);
n = strlen(z+1)-1;

b[n+1] = 0, s[n+1] = NULL;
for (int i=n; i; i--) {

Viz popis feSeni

Precteme slovnik a vstup
Pozor, indexujeme od 1

Spo¢itame vsechna b[i] a s[i]
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bl[i] = INFTY, s[i] = NULL;

struct vrchol *v = &koren; // Hledame pasujici slova
int j = i;
while (v & j <= n) {

int zn = (z[j++] == ’-’); // Nasledujici znacka

v = v->syn[zn]; // Posko&ime v trii

if (v && v->slova && b[j]l < blil) // Sem né&jaké slovo pasuje
b[i] = b[jl+1, s[i] = v;

}
¥
if (b[1] >= INFTY) // Pokud feSeni existuje, tak ho vypiseme
puts("ReSeni neexistuje");
else {
printf("Nagli jsme feSeni na %d slova:\n", b[1]);
int i = 1;
while (i <= n) {
puts(s[il->slova->s);
i += s[i]->hloubka;
}
}
return O;
}
20-2-4 Slovickareni Josef Pihera

Pred samotnym fesenim se zamysleme. Budete mit tisic ponozek, které jsou
aplné stejné, kromé velikosti. Reknéme, Ze maji celkem &ty¥i riizné velikosti, a
vy je mate podle jejich velikosti roztfidit. Pravdépodobné si nikdo z vas nezvoli
néjakou ponozku jako medidn a nezacne tridit mensi vlevo, vétsi vpravo, ani
si jich vSech tisic nerozlozZite po podlaze a nebudete je spojovat do dvojic, pak
do ¢tvefic atd. Troufnu si odhadnout, Ze si zvolite ¢tyfi prihradky, a do nich
budete ponozky roziazovat. Ano, toto je nejjednodussi a také nejrychlejsi feseni.
Takovému postupu se ik prihrddkové tridéni, nebo anglicky Bucketsort.

Nyni opustme ponozky a navratme se k Fetézcim (nézvim knih) a vyzna-
mu abecedy. Na moment predpokladejme, Ze Fetézce maji vSechny jednotkovou
délku. A je jich hodné, s ispéchem muzeme ocekavat, Ze jich je o dost vice nez
prvki abecedy. Ziejmé tedy bude nejvyhodnéjsi zvolit si jednotlivé znaky abe-
cedy jako prihradky a fetézce do nich ,nastrkat®“. Oznacme si N pocet Fetézct
a A pocet prvku abecedy. Tento postup od néas vyzadoval pfistup k pfihradkam
v O(A) a roziazeni Fetézct v O(N).

Zobecnéme problém pro Fetézce stejnych délek, ale delsich nez jedna. Mno-
hé by asi napadlo roztfidit fetézce podle prvniho pismene, tam kde by to ne-
stacilo, tak podle druhého atd. My si ukdZeme néco mazanéjsiho. Pouzijeme
Bucketsort na posledni pismena Fetézct a podle nich je roztiidime. Potom na
predposledni pismena, pfi¢emz u fetézcii, které pripadnou do stejné prihradky,
zachovame poradi z pfedchoziho tfidéni. Tim ziskdme roztfidéni fetézct podle
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poslednich dvou pismen. My se ale nezastavime u predposledniho a budeme
pokracovat dale smérem kupiedu. Po i-tém kroku budeme mit fetézce utiidéné
podle poslednich ¢ znakt. V momenté, kdy se dostaneme k prvnimu pismenu
a tedy i se bude rovnat spoleéné délce fetézcli, mame vyhrano. Retézce jsou
lexikograficky utfidény. Prave jste se seznamili s Radixsortem.

Pritvrdime a povolime fetézcim mit rizné délky. Predpokladejme, Ze by-
chom fetézce doplnili na stejnou délku néjakym znakem, ktery by byl lexiko-
graficky mensi neZ vSechny prvky abecedy. Fungovalo by to, ale mohli bychom
si osklivé ubliZit na casové i pamétové slozitosti - naptiklad bychom méli milion
fetézcu délky jedna a jeden délky milion ... Nastésti muzeme spravny vysledek
ziskat jednim drobnym tuskokem. Nejprve si vSak ozna¢me L jako délku nejdel-
$iho z fetézcl a P jako soucet délek vSech fetézci. Pokud si na zacatku vSechny
Fetézce setfidime podle délky (opét pfihradkové), mizeme pak postupovat tak,
ze v i-tém kroku tfidéni budeme pracovat pouze s retézci délky alespon L—i+1,
tedy v prvnim kroku pouze s fetézci délky L atd. Provedeme to tak, Ze v kaz-
dém kroku roztfidime do prihradek nejprve fetézce z minulého tridéni a tedy
s vétsi délkou. Potom pfed né do prihradek naskladame fetézce s délkou prave
L — i+ 1, tedy Tetézce, které znakem na zpracovavané pozici konéi. Pokud jste
uverili spravnosti Radixsortu, pak je vAm nyni jasné, ze pomoci tohoto triku
opravdu t¥idime, a navic jen tam, kde je to tfeba.

Podivejme se, jak rychle takové feseni funguje. Museli jsme provést L kroku
(t¥idime Fetézce od posledni k prvni pozici). V kazdém z téchto krokd jsme
museli projit piihrddky v setfidéném poradi a inicializovat je v O(A). Tedy
tuto Cast algoritmu provadime v O(L - A). Urcité se pravé ptate, kampak se
schovalo onéch N fetézcu a jak to, Ze netrva kazdy krok tiidéni ve skutecnosti
O(A+ N), protoze az s N Fetézci v kazdém kroku manipulujeme. Pokusme se
na to podivat jinak. Diky nasemu triku kazdy fetézec tfidime az tehdy, kdyz je
to tfeba a ma dostatecnou délku. Do té doby s nim nepracujeme. Mizeme tedy
tvrdit, ze s kazdym fetézcem pracujeme dohromady tolikrat, kolik mé znak.
To v sumé pro v8echny Fetézce ale znamend O(P). Podobné pocatecni set¥idéni
fetézcl podle délky je v O(L+N). Cely algoritmus tak bézi v O(L-A+P+N), tj.
O(L-A+P). V této knizecce naleznete i vzorovou implementaci. Misto abecedy
se v ni uvazuji celd ¢isla v intervalu od 0 do A —1, coz ale nijak nevadi, protoze
kazda abeceda, kde 1ze porovnavat, musi byt preveditelna na tento pripad.

Jako vzdy existuje jesté o néco zapeklitéjsi, ale o to efektivnéjsi feseni. Uvé-

domme si, kde uvedené feseni nejvice ,plytva“. V kazdém kroku prochéazi
vSechny prihradky, bez ohledu na to, jestli jsme je pouzili, nebo ne. Pokud totiz
budeme predem znat, které prihradky jsou pouzity, mizeme se divat pouze do
nich a také pouze tyto pfihradky inicializovat a posléze i cistit. Je vSak dilezité,
abychom tyto pfihradky znali v setfidéném poradi, protoze je tak potfebujeme
prochéazet. Nelze ale pro kazdy krok tuto informaci pocitat zvI4st, protoze by
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to vzdy trvalo nejméné O(A) emuZ se snazime vyhnout. Proto tento vypocet
provedeme na zacatku, a to naraz, pro vSechny pozice. Uvazujme vSechny dvo-
jice (pismeno, pozice), které se v Fetézcich vyskytuji. Tyto dvojice na poéatku
setfidime podle pismen. Tim pro kazdé pismeno budeme védét, na kterych po-
zicich se vyskytuje. Lze si tak vytvorit seznam pouzitych znaki, pro kazdou
pozici od 1 do L, prosté tak, ze projdeme pismena ve vzestupném poradi a za
kazdou pozici, na které se pismeno vyskytne, pridame toto pismeno na konec
seznamu, ktery této pozici prislusi. A pak uz sta¢i se pfi tiidéni Fidit touto
informaci. Dvojic je P, jako znakt. Tedy toto poc¢atecni pfedpocitani stthame
v O(P + A). Kazdy krok algoritmu tak uz netrvd O(A). Nyni se dohromady
ve vSech krocich pouzije O(P) pfihradek, coz je citelné lepsi. Tedy vyslednd
Casova i pamétova slozitost je O(N + P + A).

Tuto Glohu je mozno fesit také pomoci struktury zvané trie, kterd v za-
kladnim stavu dava O(P - A), ale lze ji také vylepsit vySe zminénym trikem na
ON+P+A).

#include <stdio.h>

int main(void)
{
int strnum; // Polet Feté&zcl
int alpha; // Po&et znakid v abecedé&
int* str[strnum]; // Pole Fetézcl (Fetdzce uvazZujeme abstraktné, takZe
int len[strnum]; // Pole délek Fetézci
// Reknéme, Ze nam obsahy té&chto &ty¥ proménnjch nékdo naplni
int lensum = O,maxlen = 0; // souet délek Fetézcl, délka nejdelSiho
for(int i = 0; i < strnum; i++) {
lensum += strlen[i];
if (maxlen < len[i]) maxlen = len[il;

sel)

%
H

}
// Ted si rozt¥idime Fetézce podle jejich délky
int lencnt[maxlen + 2], lens[maxlen + 2]; // mapovéni pfihradek, pfihradky
for(int i = 0; i <= maxlen; i++) // inicializace
lencnt[i] = 0;
lencnt[maxlen + 1] = strnum; // <- trik pro zjednoduSeni dalSiho poc&itani

for(int i = 0; i < strnum; i++)
lencnt[len[i]]++;

for(int i = 1; i <= maxlen; i++)
lencnt[i] += lencnt[i-1];

for(int i=0; i < strnum; i++) {
lencnt[len[i]l]--;
lens[lencnt[len[i]l]]=i;

}
int _bucks[alpha + 1]; // Mapovaci pole piihradek - aktualni
int _prevbucks[alpha + 1]; // Mapovaci pole pfihradek - pFfedchozi

int _bstr[strnum], _prevbstr[strnum]; // P¥ihradky - opét aktudlni a pfedchozi
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int *bucks = _bucks; // tohle nam pomtZe,
int *prevbucks = _prevbucks; // abychom mohli aktudlni a pfedchozi
int *bstr = _bstr, *prevbstr = _prevbstr; // snadno zaméiiovat

for(int i = 0; i <= alpha; i++)
bucks[i] = 0;

for(int i = maxlen; i>0; i--) {
int *tmp;
tmp = bucks; bucks = prevbucks; prevbucks = tmp; // zam&nime mapovaci pole
tmp = bstr; bstr = prevbstr; prevbstr = tmp; // a p¥ihradky

for(int j = 0; j <= alpha; j++)
bucks[j] = 0;

for(int j = 0; j < prevbucks[alphal; j++) // napo&itame, kolik bude v p¥i-
bucks [strprevbstr[jl]1[i - 1]1]++; // hradkach fetézcd z minulého t¥idéni

for(int j = lencnt[i]; j < lencnt[i + 1]; j++) // a jeSt& pFipo&teme
bucks [str[lens[j1]1[i - 1]]++; // Fetézce délky i

for(int j = 1; j < alpha; j++)
bucks[j] += bucks[j - 1];
bucks[alpha] = bucks[alpha - 1]; // opét oblibenjy trik

for(int j = 0; j < alpha; j++)
for(int k=prevbucks[j + 1] - 1; k >= prevbucks[jl; k--)
// Abychom zachovali uspofddani z predchoziho t¥idéni u téch Fetézci,
// které skon¢i ve stejné pfihraddce, musime je prochdzet odzadu, stejné
// jako se odzadu pfidavaji; protoZe se prihradky plni odzadu

int ¢ = strlprevbstr[k]]1[i - 1]; // rozt¥idime do nich nejprve Fetézce
bucks [c]--; // z pfedchoziho t¥idéni, protoZe jsou
bstr[bucks[c]] = prevbstr([k]; // delsi nez i

}
for(int j = lencnt[i]; j < lencnt[i + 1]; j++) {

int ¢ = strllens[jl1]1[i - 1]; // A ted miZeme do pfednich &asti pfihradek
bucks[c]--; // Dat Fetézce délky i
bstr[bucks[c]] = lens[j];

}

}

// VypiSeme vysledek, aby to vypadalo, Ze jsme opravdu néco udélali...

for(int i = lencnt[0]; i < lencnt[1]; i++) // vSechny prazdné fetézce prijdou
printf("\n"); // na zalatek (ani jsme je net¥idili)

for(int k = 0; k < bucks[alphal; k++) { // a ted vypiSeme ty nepréazdné
for(int i = 0; i < len[bstr[k]]; i++)
printf("%d ",strlbstr[k]][i]);
printf("\n");
}

return O;
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20-2-5 Hrosi ohradka Martin ,,Bobfik*“ Krulis

Mili chovatelé hrosikt, prestoze nikdo z vas nedosdhl maximéalniho poctu
bodu, poradili jste si s feSenim Ohradky velmi dobie. Nasim ucastniktm, ktefi
ulohu vyfesili, vénujeme k Vanoctim néjaké ty body. Pro vSechny ostatni tu
mame alespori navod, jak si Hrosi ohradku postavit.

Nez za¢neme se samotnym hledanim konvexniho obalu, set¥idime si sourad-
nice kilt. Primérné budeme t¥idit podle soufadnice = vzestupné (tedy abychom
méli ktly v roviné set¥idéné zleva doprava). Kily se stejnou z-ovou soufadni-
ci setfidime podle y opét vzestupné (tedy zdola nahoru). N&§ algoritmus by
s drobnymi tpravami fungoval, i kdybychom kily setfidili jinak. Takto ale do-
staneme vysledna data rovnou v poradi, které vyzaduje zadani.

Nyni budeme prochazet kiilly a vytvofime horni ¢dst konvexniho obalu.
Analogicky pak projdeme kily jesté jednou a vytvorime spodni cast. Obé ¢asti
nakonec spojime a dostaneme vysledny konvexni obal. Zbyva ukazat, jak vy-

tvoFit horni ¢ast obalu (spodni si ani ukazovat nebudeme — sami si rozmyslete,
v Cem se bude lisit od horni ¢asti).

Na za¢atku vezmeme prvni kil — ten ktery je nejvice vlevo (a pfipadné také
nejvice dole). Pak postupné pridavame dalsi kiily a pfitom hliddme, aby se ndm
neporusila konvexita. Reknéme, ze mame kily Hy, Hy, ... Hy,, které tvoii zacatek
horni ¢asti konvexniho obalu, a pravé chceme pridat kil I. Podivame se, zda by
pridani tohoto kiillu neporusilo konvexnost jiz hotové éasti (matematiku okolo
si popiSeme za chvili). V pfipadé, Ze by nastal problém — tzn. Gse¢ky Hy_1 H
a Hil sviraji ,Spatny* thel — vyhodime Hj z horni ¢asti a zkusime I pridat
znovu. Pokud zadny problém nenastane, nebo v horni ¢asti je zatim jen jeden
kul, vesele pridame 1.

Nyni ndm zbyva vypocitat vzorecek, ktery bude umét rozhodnout, jaky
thel spolu sviraji dvé tsecky. VSimnéte si, ze nas nezajima hodnota tohoto
dhlu, ale pouze zda je vétsi nebo mensi 180. Usecky si pro lepsi prehlednost
oznadime AB a BC (jsou tedy spojeny v bodé B) a A, budeme znagcit z-ovou

soufadnici bodu A (analogicky pro y-ové soufadnice).
dx

B

A

Pri pohledu na obrazek neni tézké si rozmyslet, Ze tyto tsecky jsou kon-
vexni, pokud je smérnice prvni tsecky mensi, nez smérnice druhé:
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9:(AB) _ 6:(BC)
3,(AB) = 6,(BC)

Za delty si dosadime soufadnice bodu:

lgx _’14x < (71 _’lgx
lgy __149 N (jy _'lgy

Abychom se zbavili déleni a nemuseli osetfovat zvlast pfipad, kdy jmeno-
vatel nékterého zlomku je nulovy, rozsifime si rovnici na tvar:

(Bm - Am)(cy - By) < (By - Ay)(cﬂv - Bm)

Z matematického hlediska neni vysSe uvedena uprava uplné v poradku. O-
vSem neni t&zké si rozmyslet jak se chovaji nevhodné ptipady (tj. B, — A, =0
nebo C, — B, = 0), a zZe vysledna rovnice je vlastné to, co jsme celou dobu
chteéli.

Nalezenou nerovnici sta¢i pouzit jako logickou podminku, kterad otestuje,
zda jsou dvé useCky konvexni. Pro spodni ¢ast konvexniho obalu pouzijeme
stejnou nerovnici, ale s opa¢nou nerovnosti.

A nyni se podivame, jak je na tom casova a pamdétova slozitost. Nékterfi
Ctenafi si mozné vsimli, ze vySe popsany algoritmus vypada jako backtracking
a backtracking je casto spojovan s exponencidlni ¢asovou slozitosti. Panika
ovSem neni na misté, protoze nas ,skoro-backtracking” je hodny a pokorné
sebéhne v linedrnim case. Idea dikazu je jednoducha. Sice se mizZe stat, ze
pfi pridavani nékterého z kult budeme muset hodné kild z jiz hotové casti
vyhodit, ale na druhou stranu vime, Ze kazdy kil do vytvarené ¢asti (horni i
dolni) vlozime pravé jednou a nejvyse jednou kazdy kil vyhodime. P¥i poéitani
slozZitosti jeSté nesmime zapomenout, Ze jsme na zacatku kily t¥idili, a t¥idéni
nam zabere O(N -log N). Takze celkova ¢asové slozitost bude: O(N - log N +
N)=O(N -logN).

Pamétova slozitost je linedrni, protoze si potfebujeme pamatovat pouze
nactené kily a vytvafeny obal (a obal nemtze obsahovat vic, nez ptivodni
mnozstvi kuld).

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

// Test, zda uselky AB a BC sviraji spravnjy thel pro horni &ast obalu.

#define OK_FOR_TOP(A,B,C) ((B.x - A.x)*(C.y - B.y) <= (B.y - A.y)*(C.x - B.x))
// Test, zda useCky AB a BC sviraji spravny uhel pro spodni &ast obalu.

#define OK_FOR_BOTTOM(A,B,C) ((B.x - A.x)*(C.y - B.y)>=(B.y - A.y)*(C.x - B.x))

struct spoint { // Struktura zapouzdfujici soufadnice jednoho kilu.
int x, y; };
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struct spoint #*points; // Pole v3ech kild.
int pointsCount = 0; // Po&et vSech kiald.
/* Nalte data ze vstupniho souboru do globalnich proménnjch. */
void load(void) {
FILE *fp = fopen("kuly.in", "r");
if (!fp) return;

fscanf (fp, "%d\n", &pointsCount);
points = malloc(pointsCount * sizeof (struct spoint));

for(int i = 0; i < pointsCount; i++)
fscanf (fp, "%d %d\n", &(points[i].x), &(points[i].y));

/* Funkce, ktera porovnd soufadnice dvou bodd a vrati, zda jsou mensi,
* vétsi, nebo rovny. PouZije se jako predikat pro QuickSort. Vracime
* zaporné ¢islo, pokud je iteml < item2, kladné, pokud je iteml > item2
* a nulu, pokud jsou si rovny. */
int compare(const void *iteml, const void *item2) {
struct spoint *pl = (struct spoint#*)itemi;
struct spoint *p2 = (struct spoint#*)item2;

if (p1->x == p2->x) // X-ové soufadnice jsou stejné, porovname y-ové.
return pl->y - p2->y;
else
return pl->x - p2->x;
}
/* Nalezne horni a dolni &&st konvexniho obalu a vypSe je do souboru. */
void process(void) {
if (pointsCount == 0) return;

// Horni &ast konvexniho obalu.
struct spoint #*resTop = malloc(pointsCount * sizeof (struct spoint));
// Spodni East konvexniho obalu.
struct spoint #*resBtm = malloc(pointsCount * sizeof (struct spoint));
int resTopldx = 0, resBtmldx = 0; // Index posledniho kéilu v poli.
int i = 1; // Index pravé zpracovavaného kilu.
// Vlozim poCate&ni bod do horni i dolni &&sti konvexniho obalu.
resTop[0] = points[0];
resBtm[0] = points[0];
// Zpracujeme vSechny kily, které lezi na stejné x-ové soufadnici,
// jako prvni bod.
while((i < pointsCount) && (points[i].x == points[0].x))
resTop [++resTopIldx] = points[i++];
// Pf¥idame je jen do horni hranice.
// Projdu v cyklu (ve spravném pofadi) vsSechny kily.
while(i < pointsCount) {
// Horni &ast konvexniho obalu: vyhodime vSechny kily,
// které porusuji konvexitu s novym kilem i.
while((resTopIdx > 0) && !'OK_FOR_TOP( resTop[resTopIdx-1],
resTop[resTopIdx], points[i] ) )
resTopIldx—-;
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// Pfidame ki#l "i" do horni &asti.
resTop [++resTopIldx] = points[i];

// Spodni &ast: vyhodime vSechny kily,
// které porusuji konvexitu s novym kilem i.
while((resBtmIdx > 0) && '!'OK_FOR_BOTTOM( resBtm[resBtmIdx-1],
resBtm[resBtmIdx], points[i] ) )
resBtmIdx--;
// P¥idéme ki#l "i" do spodni.
resBtm[++resBtmIdx] = points[i];
it++; // Vezmem dalsi kdl.
}
// VypiSeme vysledky do souboru.
FILE *fp = fopen("plot.out", "w");
fprintf (fp, "%d\n", resTopldx + resBtmldx);
for(i = 0; i < resTopIdx; i++) // Vrchni Cast vypiSeme normilné.
fprintf (fp, "%d %d\n", resTop[i].x, resTop[il.y);
// Spodni &ast vypiSeme pozpatku a bez posledniho prvku.
for(i = resBtmIdx; i > 0; i--)
fprintf (fp, "%d %d\n", resBtm[i].x, resBtm[i].y);

}
int main(void) {
load(); // Na&teme soutradnice.
gsort(points, pointsCount, sizeof(struct spoint), compare);
process(); // Nalezneme konvexni obal a vypiSeme jej do souboru.
return 0O;
}
20-2-6 Hrady, hradky, hradla Cyril Hrubis

V druhé sérii naseho seridlu o elektronice, hradlech a radostech podobnych
jste méli za kol vymyslet ,hromadny“ OR. Je mnoho zptsobu, jak se da
takova funkce OR realizovat. Jak uz je obvyklé, méli jste byt pfi navrhu Setrni
a jesté navic, dokazat Ze vasSe TeSeni je nejSetrnéjsi. Nejdiive dokézeme, Ze na
spocitani jednoho vystupu z n vstupti potfebujeme nejméné n — 1 hradel. Poté
ukézeme, Ze k takovému vypoctu je tfeba minimalné logaritmicky pocet hladin
a to [logy(n)]. Nésledné ukdzeme konstrukci takového obvodu pro obecné n.

Zacéneme nejdrive dikazem minimélniho pocétu hradel. K dispozici mame
jenom a pouze hradla dvouvstupova. Vystupy hradel se dle definice z prvniho
dilu seridlu spojovat nesmi, proto pfidanim hradla mtzeme ze dvou ,dratu“
vyrobit jeden. Naopak rozdvojovani ,vodi¢t* nam nijak nepomuze. Tedy obec-
né pro n ,,vodi¢i“ na vstupu potifebujeme n — 1 hradel abychom je zredukovali
postupnym pfidavanim hradel na jeden vystup.

Nyni se vrhneme na minimélni odhad po¢tu hladin. Jak uz vime z pfed-
choziho odstavce, jedno hradlo nam ze dvou ,dratt“ umi vyrobit jeden a nic
lepsiho se nam s jednim hradlem vyrobit nepodafi. Tedy za jednotku Casu, coz
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je ¢as na pruchod informace jednim hradlem, umime z n ,vodi¢i“ vyrobit mini-
mélné n/2. Hladin tedy bude tolik, kolik ¢lent posloupnosti n, %, 55, 35, ..., 2
Z toho nam vychazi pocet hladin [log,(n)].

Nyni vime, jaké méa mit takovy obvod parametry. n
Zbyva vymyslet, jak vlastné vypada. Pro n, jez je moc-
ninou dvojky je konstrukce jednoducha a pfimo plyne

n/2
z ditkazu minimalni hloubky zapojeni. V takovém piipa-
dé bude mit kazda hladina postupné n, 5,3z, 55,...,2
hradel, jejichz vstupy jsou zapojené do vystupt pred- n/4

chozi vrstvy. Na obréazku je takovy obvod pro n = 8.

Pro obecné n budeme obvod konstruovat jakoby indukci. Za¢neme pro
n = 2 jednim hradlem OR. Hradla budeme pfidavat dle nasledujicich pravidel.
Nejdrive si ale zadefinujeme pojem zaplnéna hladina. To je takova, jejiz hranici
neprochazi vodi¢. Nasledné pokud existuje néjaka nezaplnéna hladina, pridame
hradlo OR, tak, Ze prochazi dratem, ktery prochazel hranici hladiny, tim nam
pfibyde jedno hradlo a jeden vstup, ktery protdhneme do vstupni hladiny (tim
nam muize pribyt prazdnych hladin). Pokud prédzdné hladiny nejsou, pfiddme
hradlo tak, ze bude délat OR mezi dosavadnim vystupem a pfidavanym vstu-
pem (tim ndm pro n # 2" — 1 jisté vzniknou volné hladiny). Na obrazku je
prvnich pét kroku konstrukce, hvézdickami jsou oznaceny volné hladiny.

i

20-3-1 Platba koné Michal ,,vorner“ Vaner

Napred provedeme maly trik. Kazda hodnota je s presnosti na 2 desetinna
mista. Kdyz vSechny hodnoty vynésobime 100 (tedy, pfevedeme z Korun na
Haléfe), dostaneme cela ¢isla, se kterymi se mnohem lépe pracuje. Mimo to, ne
kazdy handlif umi pracovat s desetinnymi ¢isly.

Nyni si na chvili pfedstavme, ze handlif je naprosto chudy a nema ani
vindru (tedy, jeho hromadka na vraceni je prazdnd). Mimo to, je rozumné mit
pouze kladné mince a kladnou cenu koné (i kdyz, u nékterych koni ... ).

Jak by se dal fesit takovy problém? Pujdeme na to od lesa. Rozdélime to
na faze a chceme po k-té fazi védét, které vSechny obnosy lze zaplatit pomoci
k prvnich minci.
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Stav na zacatku, tedy po nulté fazi, je jasny. DokaZzeme zaplatit jedinou
castku a to 0.

V kazdé fazi vezmeme minci o hodnoté h a vedle kazdé castky zaplatitelné
pomoci k — 1 prvnich minci pfiddme do nasi mnoziny jesté ¢astku zvétSenou
o h.

Z tohoto jiz lze snadno poznat, Ze dana Castka jde zaplatit. Jednoduse se
bude vyskytovat v mnoziné. Jak ale poznat, kterymi mincemi ji mame zaplatit?
Pr1i pridavani kazdé ¢astky do mnoziny si k ni pripiSeme také, ze které castky
vznikla. Odeétenim ziskdme posledni pouzitou minci a kdyz se podivame na onu
predchozi ¢astku, tak muzeme obdobnym zptisobem zrekonstruovat predchozi
minci, aZ se dostaneme na zacatek.

Musime vytesit, jak budeme reprezentovat tuto mnozinu. VSimneme si, ze
veskeré hodnoty jsou cela ¢isla a proto i jejich soucty budou cela ¢isla. Navic,
nikdy nebude mensi nez 0 a vétsi, nez soucet vsech Vildovych minci s,. Mtzeme
pouzit pole, jehoz indexy budou ¢isla 0...s,, v kazdé fazi toto pole projit a
poznamenat do néj hodnoty nové.

Dale je tfeba zajistit, aby nami vybrand moznost byla ta, kterd méa nejméné
pouzitych minci. Inu, zavedeme tuto podminku do kazdé faze, tedy na konci
k-té faze budeme mit vSechny zaplatitelné obnosy a kazdy na nejmensi pocet
minci. Kdyz budeme chtit poznamenat, Ze lze zaplatit néjaka hodnota a tato
hodnota jiz zaplatit jde, tak ji pfepiSeme na novou jen v pripadé, Ze je tato
nova na méné minci. Ziejmé to funguje, nebot ta s nejmensim poctem moznosti
bud pouziva k-tou minci a nebo nepouzivd, coz je pfesné to, co ovéfuje tato
podminka.

Posledni problém, ktery je tieba vyftesit, jsou handlifovy mince. Jednodu-
chym trikem je sesypeme do stejného pytle jako mince Vildovy, jen je vSechny
vynasobime ¢islem —1. Tento trik vypada jednoduse, ale je tFeba vyftesit né-
kolik detailt. Hlavnim z nich je rozsah pole. Jiz neni pravda, Ze by soucet
nékterych minci nemohl byt zdporny. Avsak, kdyz vyzkousime napied vSech-
ny kladné mince a potom nam uz zbudou jen zaporné, tak zaznamenavat, ze
me.

Stejné tak si rozmyslime horni hranici. Urc¢ité se nikdy nedostaneme nad
soucet vSech Vildovych minci. Ale také neméa nikdy cenu ukladat ¢astky, které
presahuji cenu koné a soucet handlifovych minci dohromady, takové ¢astky jiz
nedokazeme dostatecné snizit, i kdyby handlif vratil vSe, co mél. Staci tedy
vzit minimum z téchto dvou hodnot.

Oznaéme toto minimum jako p. Potom paméfova slozitost je oéividné
O(p+ M + N), kde N a M jsou poéty minci na jednotlivych hromadkéch.
Casové slozitost je O(u - (N + M)), nebot pro kazdou minci probéhne jedna
faze a v kazdé fazi projdeme celé pole.
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

typedef struct {
int predchozi;
int minci;

} castka_t;

#define INFINITY Ox4fffffff // Takto se poznd n&co, co nejde zaplatit

void pridej( castka_t castky[], int mince, int index, int limit ) {
int nova = index + mince;
if( nova < O || nova > limit ) // mimo rozsah
return;
if( castky[ index ].minci + 1 < castky[ nova ].minci ) {
castky[ nova ].predchozi = index;
castky[ nova ].minci = castky[ index ].minci + 1;

}

int main( int argc, comst char *argv[] ) {
int n, m, p, vil_celkem, han_celkem;
float prep; // Do&asné, na nehaléfové hodnoty
scanf ( "d%d%f", &n, &m, &prep );
p = (int ) ( prep * 100 ); // Pfevod na haléfe
int mince[ m + n ];
vil_celkem = han_celkem = 0;
for( int i = 0; i <m + n; ++ i ) {
float nova;
scanf ( "%f", &nova );
nova *= 100; // P¥evod na haléfe
mince[ i ] = ( int ) nova;
if(i>mn) {
han_celkem += mincel[ i ];
mince[ i ] *= -1; // Handléfovy mince "vraceji
} else {
vil_celkem += mince[ i ];

}
}
int limit = han_celkem + p; // Vybrat vhodnj rozsah pole
if( vil_celkem < limit )
limit = vil_celkem;
if( p > limit ) {
printf( "Na to Vilda nema\n" );
return 0;
}
if(p<0){
printf( "Nepodporujeme zaporné koné&\n" );
return 0;
}
castka_t castky[ limit + 1 ];
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for( int i = 1; i <= limit; ++ i ) {
castky[ i ].minci = INFINITY;
}
castky[ O ].predchozi = 0;
castky[ O ].minci = O;
for( int i = 0; i < n; ++ i )
// Opainé, abychom nenachazeli z této faze
for( int j = limit; j >= 0; —-- j )
pridej( castky, mincel[ i ], j, limit );
for( int i =n; i < n + m; ++ i)
// Zaporné mince -> timto smérem
for( int j = 0; j <= limit; ++ j )
pridej( castky, mincel[ i 1, j, limit );
if( castky[ p ].minci == INFINITY ) {
printf( "Koné& zaplatit nelze\n" );

return 0O;
}
while( p ) {
printf( "%4f\n", ( p - castky[ p ].predchozi ) / 100.0 );
p = castky[ p ].predchozi;
}
return O;
}
20-3-2 Dva lupici Petr Kratochvil

Mame ¢tyfi vyroky lupict, a kazdy z nich néjakym zpiisobem omezuje
mozné dvojice ¢isel. Projdeme si tyto omezujici podminky jednu po druhé.
Oznacme si velitelova ¢isla jako x, y; vime, ze 2 < z,y < 99.

Prvni véta nam rika, ze soucin zy jde rozlozit na soucin dvou ¢isel vice
nez jednim zptisobem. To znamena, ze xy je soucin alespon t¥i prvocisel, ktera
nejsou vSechna stejnd. Ozna¢me A; mnozinu vSech téchto povolenych soudini.

Druhd véta nam ¥Fika, Ze at soucet z + y rozloZime na soucet dvou cisel
jakkoliv (¢imz ziskdme Feknéme éisla a, § € (2,99), kde a+ 5 = z+y), vadycky
bude soucin af leZet v mnoziné A;. MnoZinu vSech souctt, které toto spliuji,
oznac¢me Bj.

7 treti véty vime, Ze soucin xy jde rozlozit na soucin dvou ¢isel «, 8 tak,
aby a + 8 € B, pravé jednim zpusobem. Mnozinu vSech soucind, které tuhle
podminku spliiuji, oznac¢ime As.

A posledni véta nam tiké, Ze soucet x + y jde rozloZit na soucet dvou ¢isel
a, B tak, aby aff € Ag, pravé jednim zptisobem. Mnozinu vSech souctli, které
to spliuji, oznacime Bs.

Chceme ted najit vSechna ¢isla x,y takova, ze xy € Aj U Ay ax+y €
B;UB;. Tim jsme tspésné formulovali problém matematicky, ale jak ho vytesit?
Inu, pomoci ¢tyfech uvedenych podminek vyskrtame zakazané souciny a soucty
a uvidime, co zbude.
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Povolené souéty jsou v intervalu (4,198), a chceme z nich vyskrtat ty,
které se daji zapsat jako soucet dvou prvocisel, nebo jako soucet prvocisla a
jeho druhé mocniny.

Aby to vyskrtavani zabralo méné casu, mizeme vyuzit Goldbachovu hypoté-
@ zu (hitp: //en.wikipedia.org/wiki/Goldbach_ conjecture), ktera ¥ika, ze kazdé
sudé ¢islo (vétsi nez dva) je mozné zapsat jako soudet dvou prvoéisel. Sice jde
pouze o hypotézu (a slavny otevieny problém), ale na poéitaci byla jeji platnost
ovétena (alespoii) pro ¢isla do 10*®. TakZe ndm staci skrtnout vSechna sudé ¢is-
la, a z lichych ta, co jsou o 2 vétsi nez néjaké prvocislo. A soucet prvocisla a
jeho druhé mocniny je vzdycky sudy.

Pozor, je tu jedna zéludnost. Potfebujeme, aby ta dvé prvocisla byly pri-
pustné hodnoty ¢isel z,y, tedy aby byla v intervalu (2,99). MiZe se nam stét,
Ze Cislo sice rozlozime na soucet dvou prvocisel, ale pokud jedno z téch prvocisel
bude moc velké, stile se jedna o pfipustny soucet. Na druhou stranu souciny
jako 99 - 99 pripustné nejsou, i kdyz jde o soucin alespon tii prvocisel, ktera
nejsou vSechna stejna.

Ted projdeme vSechny dvojice ¢isel z intervalu (2,99) (moZné soudiny).
Rovnou gkrtneme soucin dvou prvocisel a tfeti mocninu prvodisla. A nakonec
projdeme vSechny délitele d mozného soucinu s a podivame se, jestli existuje
pravé jeden délitel d tak, Ze soudet d + s/d je v mnoziné By povolenych souctii.

A zbyvé aplikovat posledni podminku. Projdeme si mnoziny povolenych
souctit a pro kazdy z nich si najdeme vSechny jeho rozklady na soucet dvou
¢isel oy, B z intervalu (2,99). Pokud mezi vSemi rozklady existuje pravé jeden,
pro ktery je soudin a8 povoleny (nevyskrtnuty), nasli jsme feSeni.

Pro ru¢ni prochézeni je téch moznosti docela hodné, a tak se vyplatilo
napsat si program. Pro vypocetni silu pocitace je vsak jejich pocet nepatrny, a
proto dame prednost jednodussimu kédu pred optimalizacemi pomoci prvocisel.

Nuze kone¢né uvedu dlouho ocekavany vysledek, tlohu fesi pravé dvojice
Cisel {4,13}.

#include <stdio.h>
int vysledek_x, vysledek_y;

int a_nevi(int soucin) {
int rozklad = O;
for (int i = 2; (i <= 99) && (i*i <= soucin); i++)
if ((soucin % i == 0) && (soucin/i <= 99))
rozklad++;
if (rozklad >= 2)
return 1;
else return O;

124



Vzorova reSeni 20-3-3

int b_vi_ze_a_nevi(int soucet) {
for (int i = 2; (i <= 99) && (2*i <= soucet); i++)
if (la_nevi(i*(soucet-i)))
return 0;
return 1;

}

int a_uz_vi(int soucin) {
int rozklad = O;
if (la_nevi(soucin))

return 0;
for (int i = 2; (i <= 99) && (i*i <= soucin); i++) {
if ((soucin % i == 0) && (b_vi_ze_a_nevi(soucin/i + i)))
rozklad++;
if (rozklad > 1)
break;
}
if (rozklad == 1)
return 1;

else return O;

}

int b_taky_vi(int soucet) {
int rozklad = 0;
if (!b_vi_ze_a_nevi(soucet))
return 0;
for (int i = 2; (i <= 99) && (2*i <= soucet); i++)
if (a_uz_vi(i*(soucet-i))) {

rozklad++;
vysledek_x = i;
vysledek_y = soucet - i;
}
if (rozklad == 1)
return 1;

else return O;

}

int main(void) {
for (int i=2; i<=198; i++)
if (b_taky_vi(i))
printf (" (%d, %d)\n", vysledek_x, vysledek_y);
return 0O;

}

20-3-3 Cesta z kopce Petr Onderka

Uloha jde nelépe vyfesit, jak si drtiva vétsina z vas vSimla, v éase O(N).
Budeme hledat nejdelsi podposloupnost konéici néjakym clenem posloupnosti
A, kterd splituje zadéani (v dalsim textu podposloupnost znamené podposloup-
nost spliujici zadani, tedy obsahujici nejvyse k stoupéni).
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Zacneme s podposloupnosti obsahujici jen zvoleny prvek a jeji zacatek po-
stupné posunujeme smérem k pocatku posloupnosti A. Dokud podposloupnost
obsahuje méné nez k stoupéni, je vSechno v poradku. Jakmile ji ale rozsifime
tak, Ze uz ma pravé k stoupani, musime pokracovat opatrné, abychom nepfi-
dali dalsi stoupani. Skon¢ime tedy tésné za né&jakym stoupdnim (na druhém
prvku z rostouci dvojice), které by uz piekrocilo limit, pfipadné na zacatku
celé posloupnosti A. Pokud takto najdeme nejdelsi podposloupnost pro kazdy
prvek z A, bude mezi nimi uré¢ité hledana celkové nejdelsi. Obdobnou tvahou
pri posunovani konce podposloupnosti misto za¢atku zjistime, Ze konec hledané
podposloupnosti bude tésné pred néjakym stoupanim, pripadné na konci celé
posloupnosti.

Kdyz obé tivahy spojime dohromady, zjistime, ze neni tfeba hledat zacatek
a konec podposloupnosti jinde nez u stoupani a na uplném zacatku nebo konci.
Najdeme si tedy vSechna stoupani v posloupnosti A a pro kazdé z nich hledame
nejdelsi podposloupnost, kterd konci té€sné pred nim. Pokud pravé zkoumané
stoupéani, bude i-té, tak pro zacatek podposloupnosti musime preskocit k stou-
pani a bude tedy lezet hned za (i — k — 1)-tym. Hodnoty i < k viibec nemusime
uvazovat, protoze u nich koncéici podposloupnosti budou zacinat prvnim prv-
kem A, stejné jako pro ¢ = k + 1, pro né&jz bude délka vétsi nez pro vSechna
mensi 7.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze pro zjisténi vysledku si viibec nemusime
pamatovat hodnoty A, kromé dvou poslednich k zjisténi stoupani. Navic staci
znat jen k + 1 stoupéni pred aktualnim, jelikoz stoupani k + 1 mist pred praveé
zkoumanym potfebujeme v tomto kroku a nasledujici budeme potiebovat v
dalgich krocich. Hledéni nejdelsi posloupnosti pak mize probihat pfimo pri
hledani stoupani. Nejdfive si zapamatujeme prvnich k 4+ 1 stoupani a pak vzdy
kdyz najdeme dalsi, zkontrolujeme délku podposloupnsti, kterd u néj konci a
zacind u nejstarsiho stoupéani, které si pamatujeme, coz je pravé to k + 1 mist
pred aktualnim. Toto nejstarsi stoupani pak zapomeneme a zapamatujeme si
pravé nalezené. Takova datova struktura se nazyva fronta. Nakonec si jesté
musime dat pozor, pokud je pocet stoupani nejvyse k, abychom za feseni ptijali
celou posloupnost.

Casové slozitost je O(IV), protoze prochazime jedenkrat zadanou posloup-
nost a pro kazdy jeji prvek provaddime konstantné mnoho operaci. Pamétova
sloZitost je O(k), kvili fronté délky k + 1.

program cestaZkopce;

const MaxK = 20;

var N, k, a, b, i, j, pred, akt: integer;
stoupani: array [0..MaxK] of integer;

begin
a = 1;
b :=1;
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stoupani[0] := 1;
j =1
read(N, k);
read(pred) ;
for i:=2 to N do begin
read(akt) ;
if pred < akt then begin {méme stoupani}
if j <= k then {ale zatim malo}
stoupani[j] := i
else begin {ted uz dost}
if i-1 - stoupanil[j mod (k+1)] > b - a then begin
{zbytek po déleni pouZzivém proto, aby pole stoupani bylo zato&ené do kruhu}

a := stoupani[j mod (k+1)]; {zatim nejdelsi podposloupnost}
b:=1i-1;
end;
stoupani[j mod (k+1)] := i; {ulozime do fronty}
end;
inc(j);
end;
pred := akt;

end;
{jesté zkontrolujeme posledni podposloupnost}
if N - stoupani[j mod (k+1)] > b-a then begin

if j <= k then a := 1 {vezmeme celou posloupnost}
else a := stoupanil[j mod (k+1)]; {nebo jen od prvniho stoupani z fronty}
b :=N;
end;
write(’a =’, a, > b =", b);
end.
20-3-4 Orientace na mapé Tereza KlimosSova

Nejprve si nejspis uvédomime, Ze v acyklickém orientovaném grafu musi byt
alespon jeden vrchol, do kterého nevede zadna hrana — zdroj. Z kazdého vrcholu
(ktery neni zdroj) mZeme cestou proti sméru hran dojit do néjakého zdroje.
Proto pfi hledani vrcholid, mezi nimiz vede nejvice cest, muzeme predpokladat,
Ze pocatecni vrchol je zdroj — kdyby cesty vychéazely z jiného vrcholu, mtzeme
v8echny prodlouzit az do néjakého zdroje. Tim se jejich pocet urcité nezmensi.
(Z podobného divodu bychom také mohli hledat koncové vrcholy pouze ve
stocich — vrcholech z nichz nevede Zadné hrana.)

Vzapéti si uvédomime, ze zdroji v grafu muze byt mnoho, takze nam
tohle pozorovani praci neusetii a algoritmus nezlepsi, ale vyuzit ho muzeme
... Z kazdého zdroje tedy spocitame cesty do jednotlivych vrchold.

Mame-li pro néjaky vrchol v spocist pocet cest z urcitého zdroje, lze to
udélat tak, ze secteme pocty cest do vSech vrcholii, ze kterych vede hrana do v.
K tomu ovSem musime tyto pocty cest znat. Proto je nutné pocitat cesty do
vrcholt ve spravném pofadi — v topologickém pofadi (o némz se pise v kuchaice
ke tteti sérii). Topologické potfadi uréime napiiklad tak, Ze projdeme graf ze
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zdroje do hloubky a pamatujeme si pofadi, ve kterém jsme naposled opoustéli
jednotlivé vrcholy - timto zptisobem je dostaneme setfidéné pozpatku — zdroj
bude tuplné posledni, takze musime pocitat pocty cest do vrchol od konce.
Kdyz mame spocitané cesty do vSech vrcholli, zapamatujeme si maximalni
pocet cest (a kam vedly) a prozkouméme cesty z dalsiho zdroje. Pak uz staci
jenom vybrat zdroj, z néhoz vede nejvice cest.

Jak to vSechno bude slozité? Na jednotlivé prichody do hloubky potfe-
bujeme O(N + M) ¢asu. Pocet potfebnych priichodt zavisi na poétu zdro-
ji v grafu, mize byt az O(N). Celkem se dostavame na Gasovou sloZitost
O(N - (N + M)). Pamétové slozitost vzorového feseni je O(N?), protoze si
seznamy sousedu pamatuje ve zbytecné dlouhych polich, pfi Sikovnéj$im zpu-
sobu by stacilo O(N + M).

program mapa;

const C=42;
type vrchol = record
hrany:array [1..C] of integer;
deg:integer;
zdroj:boolean;
prosel:boolean;
cesty:integer;
end;

var
graf:array [1..C] of vrchol;
topol:array[1..C] of integer;

{cisla vrcholu v topologickem poradi}
maxvrchol ,maxhodnota:integer;{kde najdeme maximum a jaka je jeho hodnota}
zdr:integer; {pocet zdroju}
top:integer;{pocet vrcholu v topologickem usporadani z aktualniho zdroje}
i,j,k,N,u,v:integer;

zdroje:array [1..C] of record
start,cil,cesty:integer;
end;

procedure pruchod(i:integer);
var m:integer;
begin
m:=1;
if not graf[i].prosel then begin
while graf[i].deg>=m do
begin

pruchod(graf [i] .hrany [m]) ;
inc(m);
end;
graf [i] .prosel:=TRUE;
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inc(top);
topol[top] :=i;
end;
end;

begin
{nacteni}
readln(N) ;
{pocet vrcholu}
for i:=1 to N do begin
graf [i] .deg:=0;
graf [i] .zdroj:=TRUE;
end;
readln(u,v);
while u<>0 do begin
inc(graf [u] .deg);
graf [v] .zdroj:=FALSE;
graf [u] .hrany [graf [u] .deg] :=v;
readln(u,v);
end;
{nalezeni zdroju}
zdr:=0;
for i:=1 to N do begin
if graf[i].zdroj then begin
inc(zdr);
zdroje[zdr] .start:=i;
end;
end;

{pruchod do hloubky - topologicke trideni ze zdrojovych vrcholu}
for i:=1 to zdr do begin
for j:=1 to N do graf[j].prosel:=FALSE;
top:=0;
pruchod(zdroje[i] .start);
{spocitani cest}
for j:=1 to N do graf[j].cesty:=0;
graf [topol [topl].cesty:=1;
for j:= top downto 1 do begin
v:=topoll[jl;
for k:=1 to graf[v].deg do begin
u:=graf [v] .hrany [k] ;
graf [u] .cesty:=graf [u] .cesty+graf [v].cesty;
end;
end;
{vybrani nejvetsiho poctu cest}
maxhodnota:=0;
for j:=1 to N do if graf[j].cesty>maxhodnota
then begin
maxhodnota:=graf [j].cesty;
maxvrchol:=j;
end;

129



Korespondenéni seminafr z programovani MFF 2007/2008

zdroje[i] .cil:=maxvrchol;
zdroje[i] . cesty:=maxhodnota;
end;
maxhodnota:=0;
for i:=1 to zdr do if zdroje[il].cesty>maxhodnota
then begin
maxhodnota:=zdroje[i].cesty;
maxvrchol:=i;
end;
writeln(’Mezi vrcholy ’,zdroje[maxvrchol].start,’ a ’,
zdroje [maxvrchol] .cil, ’vede ’,zdroje[maxvrchol].cesty,’cest.’);

end.

20-3-5 Asfaltovani Martin ,,Bobiik* Krulis

Zdravim vSechny TeSitele upatlané od asfaltu. Mam pro vas dobrou zpravu:
Nebojte, za par mésict se to oloupe. A nyni vam ptindsime exkluzivné algorit-
mus od samotného vrchniho cestare, ktery ndm jej (samozfejmé pod pohrizkou
muceni) vyzradil.

Nejprve si nasi tlohu pfevedeme do feci grafi. Mésta predstavuji vrcholy,
cesty mezi nimi budou hrany, a protoze lze cestovat po celé Hipopotamii, bude
graf souvisly. Chceme najit parovani hran takové, aby kazda hrana byla sparo-
vana a dvé sparované hrany mély spole¢ny vrchol. Nedd mnoho pfemysleni, ze
zminéné parovani nemtize existovat, pokud je poéet hran lichy. Od ted se tedy
budeme zabyvat pouze grafy, které maji sudy pocet hran.

Kli¢em k feseni naseho problému bude algoritmus prohledavani do hloubky,
téz znamy jako DFS (Depth First Search). Podivejme se, jak bude vypadat
situace vstoupime-li pfi prochazeni do vrcholu u. Nejprve zpracujeme vSechny
dosud nenavstivené sousedy vrcholu u, jak ndm kaze algoritmus DFS. Nasledné
se podivame, s kolika nesparovanymi hranami vrchol inciduje. Je-li jich sudy
pocet, miZeme sparovat hrany libovolné mezi sebou. Pokud jich je lichy pocet,
nechame hranu vedouci k otci (k vrcholu, ze kterého jsme do w pfisli pfi DFS)
nesparovanou (tatka se ndm o ni postard) a zbyvajici hrany, kterych uz je sudg,
opét libovolné sparujeme.

Zbyva ukazat, ze u vrcholu s, ve kterém jsme prohledavani zapocali, bude-
me mit na konci algoritmu sudy pocet nesparovanych hran. Kdyby tomu tak
nebylo, méli bychom problém, protoZze s uz nemé zadného ,tatku®, ktery by
mu pomohl vyfesit problémy s lichou hranou. Nastésti ale vime, Ze na zac¢atku
méme sudy poclet (nesparovanych) hran. P¥i parovani ndm ubjvaji nespéro-
vané hrany vzdy po dvou, takze se zachovava jejich sudy pocet. V okamziku,
kdy se vratime v DFS zpét do vrcholu s, mizou byt nesparované pouze hra-
ny incidujici s s. A protoZe jich je celou dobu sudy pocet, miZeme je vesele
sparovat.
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Budeme-li reprezentovat graf seznamem sousedt, je ¢asova i pamétova slo-
Zitost algoritmu O(N + M), kde N je pocet vrcholid a M je pocet hran.

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>

#define MAXN 100000
#define MAXM 500000
#define SWAP_INT(x, y) { int tmp = x; x = y; y = tmp; }

/* Struktura uchovavajici idaje o jedné hrané& */
struct s_edge {
int a, b; // Mezi kteryjmi vrcholy hrana vede.
int pair; // Se kterou hranou je sparovand (-1, pokud je3t& neni).

};

/* Pocatek hran od daného vrcholu v seznamu hran a stupeii vrcholu */
struct s_vertex {

int start; // Index prvni hrany v seznamu hran (resp. poli
// "ep"), kterda inciduje s timto vrcholem.

int deg; // Stupeii vrcholu.

int visited; // Zda jiZz byl vrchol navitiven.
};
/* Globédlni proménné */
struct s_edge edges[MAXM]; // Seznam hran (tak jak je nacten ze souboru).
struct s_vertex vertices[MAXN]; // Seznam vrchold.
int ep[2*MAXM]; // Pfeuspofadani hran (kvili seznamu sousedi).
int N, M; // Po&et vrcholt a hran.

/* Nalte vstupni data a vytvofi reprezentaci grafu. */
void read_input(void)
{

/* Otevieme soubor */

FILE *fp = fopen("asfalt.in", "r");

if (1fp) {
perror("Cannot open input file");
exit(1);

}

/* Pfelteme poet vrchold a hran. */
fscanf (fp, "%d %d", &N, &M);
/* O8etfime specidlni pripad, kdy je M liché a uloha tak nemad feSeni. */
if (M7 2) ==1){
FILE *fout = fopen("asfalt.out", "w");
if (!fout) {
perror("Cannot open output file");
exit(1);
}
fputs("no\n", fout);
exit(0);
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}

/* Na&teme seznam hran */

for (int i = 0; i < M; i++) {
fscanf (fp, "%d %d", &edges[i].a, &edges[i].b);
edges[i].a--; edges[i].b--; // Indexujeme mésta od O do N-1.
edges[i] .pair = -1; // Hrana je3té neni sparovana.
vertices[edges[i] .a].deg++;
vertices[edges[i].b] .deg++;

}

fclose(fp);

/* Vybudujeme si index ep nad polem hran,
diky kterému budeme mit jednoduchj seznam sousedd. */
for (int i = 1; i < N; i++) {
vertices[i].start = vertices[i-1].start+vertices[i-1].deg;
vertices[i-1].deg = 0;
}
vertices[N-1] .deg = 0;
for (int i = 0; i < M; i++) {
ep[ vertices[edges[i].a].start + vertices[edges([i].a].deg++ ] =
ep[ vertices[edges[i].b].start + vertices[edges[i].b].deg++ ]

I
[y

i;

/* Vrati druhy konec hrany edge incidujici s vrcholem vertex. */
inline int edge_end(int vertex, int edge)

{

if (edges[edgel].a != vertex)
return edges[edgel.a;
return edges[edge].b;

/* Ulozi vysledky do vystupniho souboru. */
void print_out(void)

{
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/* Otevieme vystupni soubor. */
FILE *fout = fopen("asfalt.out", "w");

if (!fout) {
perror("Cannot open output file");
exit(1);

}

/* Vytiskneme sparované hrany. */
for (int i = 0; i < M; i++)
if (edges[i].pair > i) {
int res[4] = { edges[il].a, edges[il.b,
edges[edges[i] .pair].a, edges[edges[i].pair].b };

if ((res[0] == res[2]) || (res[0] == res[3]))
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SWAP_INT(res[0], res[1])

if ((res[0] == res[3]) || (res[1] == res[3]1))
SWAP_INT (res[2], res[3])

fprintf (fout, "%d %d %d\n", res[0]+1,res[1]+1,res[3]+1);
}
fclose(fout);
}

/* Prohledavani do hloubky na parovéani hran. */
void dfs(int actVertex, int parent)
{
vertices[actVertex] .visited = 1; // Oznadime vrchol za navitiveny.
/* Zavolame se na vsechny sousedni vrcholy, ve kterych jsme dosud nebyli */
for (int i = vertices[actVertex].start;
i < vertices[actVertex].start + vertices[actVertex].deg; i++)
if (!lvertices[edge_end(actVertex, epl[i])].visited)
dfs(edge_end(actVertex, epl[il), actVertex);

/* Nyni sparujeme zbylé hrany. */
int pair = -1;
for (int i = vertices[actVertex].start;
i < vertices[actVertex].start + vertices[actVertex].deg; i++)

if ((edges[ep[il].pair == -1)
&& edge_end(actVertex, ep[i]) != parent) {
if (pair == -1) // Zatim nemame hranu ke sparovani...

pair = eplil;

else { // Uz na nas jedna nesparovand hrana &eka
edges[ep[il].pair = pair;
edges[pair] .pair = epl[il;

pair = -1;
}

}
/* Pokud jedna hrana zbyla plonkovad - sparujeme ji s hranou k rodiéi */
if (pair != -1) {

/* BohuZel hranu k otci musime nejd¥iv najit... */

int i = vertices[actVertex].start;

while (edge_end(actVertex, epl[i]) != parent) i++;

/* Index hrany k otci je ted uloZen v i. */
edges[ep[il] .pair = pair;
edges[pair] .pair = epl[il;

}

int main(void)

{
read_input();
dfs(0, 0);
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print_out();
return O;

}

20-3-6 Hrady, hradky, hradla Cyril Hrubis

V minulé c¢asti seridlu jste méli za kol vymyslet obvod, ktery zjisti, zda-li
je ¢islo na vstupu délitelné tfemi. Nez za¢neme s vymyslenim obvodu, podivame
se na to, jaké zbytky po déleni tfemi davaji Cislice ve dvojkovém zapisu.

pozice cislice 0 1 2 3
hodnota desitkové 20 21 22 23
modulo tfemi 1 2 1 2

zapsano dvojkové 1 10 1 10 ...

Vidime, ze se zbytek opakuje periodicky a pro liché pozice dostavame zby-
tek 119 = 01z a pro sudé zbytek 219 = 102. Formalné lze toto pozorovani
dokézat indukei, pro liché pozice dostavame ng = 20 = 1, ng = 25D n; ) =
22k+3) pak njyq = 4 - 23k = 3. 2@k 4 9(2k+1) Vidime tedy, Ze pro dalsi
¢islici plati, ze je souctem néceho krat tii, coz ma jisté zbytek po déleni tre-
mi nula, plus predchozi ¢islice, aplikovano ,rekurzivné” dostavame, Ze vsechny
¢islice na lichych pozicich maji stejny zbytek modulo tfemi. Pro sudé pozice je
ditkaz podobny. A ted uz dost formalismu a pojdme se podivat dal.

Vidime, ze kdyz si budeme brat vstup po dvojicich, ty se¢teme, pak bude
toto Cislo délitelné tremi pravé tehdy kdyz bylo délitelné tfemi ¢islo ptvodni.
Coz odpovida tomu, ze secteme zbytky na lichjch pozicich plus zbytky na
sudych pozicich krat dvaa =ag+2-a1+4-as+ ... +2" L a,_1 + 2" - a,,
pak soucet zbytkt po déleni tfemi je S =ag+2-a1+as+2-a3+...+an_1+
an = ag,a1 + as,as+ ...+ ap_1,an, kde a,b znamené binarni ¢islo poskladané
z binarnich &islic a a b, nebot ve dvojkovém zdpisu je nasobeni dvéma posunuti
doleva (obdobné jako nasobeni desiti v soustavé desitkové).

Ted ndm uz zbyva jenom vymyslet obvod, ktery secte dvé dvoubitova ¢isla
modulo tiemi. Cislo 00 m4 stejny zbytek po déleni tfemi jako 11. Séitani je
komutativni a proto ndm nezalezi na poradi s¢itani, tato operace je tedy jed-
noznacné urcena nasledujici tabulkou. Znacka ,, =“ zde znamen4, Ze ¢isla maji
stejny zbytek po déleni tfemi.

Vstup A Vstup B Vystup

01 01 10
10 10 01
01 10 00=11

01 00=11 01
10 00=11 10
00=11 00=11 00=11
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Kdyz se na tuto operaci pozorné podivame, zjistime, ze se ndpadné podoba
obyc¢ejnému scitani, az na to, ze se pfenos znovu pricte k vysledku.

Takze mame obvod, ktery ma na vstupu ¢tyfi bity, dvé dvoubitova cisla a
na vystupu dva bity, jedno dvoubitové ¢islo. Nyni staci tyto obvody poskladat
tak, ze na kazdé vypocetni hladiné zmensime pocet dvoubitovych zbytkt na
polovinu. Vstup jako obvykle doplnime dostateénym poétem nul. Cislo pak
bude délitelné tremi, kdyz ndm na konci zbyde 11 nebo 00. Jelikoz obvod na
s¢itani ma konstantni hloubku ma celé zapojeni asymptoticky logaritmickou
slozitost stejné jako obvod na pocitani parity z predchoziho serialu.

Rozmyslete si, ze pro délitelnost tiemi v zapise BCD bude fungovat stejny
postup.

20-4-1 Druidi napisy Josef Pihera & Martin Mares

Tato tloha vam pravdépodobné pfivodila znacné bolesti hlavy, a proto
dosla vseho vSudy dvé feseni. My si tedy budeme chvili lamat hlavu spolecné,
pricemz se pokusime vyhnout zminénym intelektualnim bolestem.

Prvni askok, kterého se dopustime, bude odkaz na feseni tlohy 20-2-3. Jisté
jste si povSimli, Ze zadani jsou si velmi podobné a vézte, ze tak je tomu i u
porozumeéli jste dané problematice.

V tento moment miizeme predpokladat existenci né€kolika ¢asti naseho al-
z nichz vyjdeme: k uzitku pfijde, Ze umime vstupni slovnik reprezentovat tri,
kde navic umime pro kazdou posloupnost znacek (znackami budeme rozumét
napt. tecky a ¢arky) okamzité vypsat, jakd vSechna slova miZe posloupnost ké-
dovat; dalsim stavebnim kamenem bude postup, jakym jsme hledali nejkratsi
slovni reprezentaci fetézce — ten budeme upravovat pro nase potfeby a proto
se na ného podivame dtkladnéji.

Jak tedy vypadalo pole, které jsme pomoci dynamického programovdni
naplnili, a co nam vlastné sdélovalo za informaci? Pole ndm na indexu ¢ pro
kazdou podposloupnost vstupu od ¢ do n (tedy jinak feceno pro kazdy sufix
vstupu zacinajici indexem %) povi, jaké slovo si mdme vybrat jako prvni, aby
vysledny rozklad vstupu na slova byl co nejkratsi. To nas v disledku odkazuje
na dal8i pozici v tomto poli atd. ... coZ uz vedlo k feseni.

Nyni si predstavme, ze nase pole B bude ,chytiejsi“ a povi nam vice in-
formaci. Reknéme, 7e ndm ke kazdému sufixu vstupu povi pro kazdé j, jestli
je takovyto sufix rozlozitelny na pravé j slov. Takové pole je dvojrozmérné -
Bli, j] = 1 pokud je sufix za¢inajici na indexu i rozloZitelny na j slov, v opaé-
ném pfipadé je Bli,j] = 0. Konstrukce neni nikterak slozita. Pro sufix nulové
délky - tedy podposloupnost, kterd zac¢ind za koncem fetézce a zaroven tam i
konéi - vime, Ze je rozlozitelny pouze na 0 slov (B[n + 1,0] = 1 ale vSechna
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ostatni Bln+1,1] = B[n+1,2] = ... = B[n+1,n| = 0. Podobné jako v 20-2-3
budeme postupovat od nejkratsiho sufixu az po nejdelsi (celd posloupnost).
Tedy pole B vyplitujeme od indexu n do indexu 1. Pro kazdy sufix snadno
vyplnime hodnoty pro razna j, kdyz zname vSechna takova j kratsich sufixi.
Podrobnéji prozkoumejme ¢ast, kdy jsme v druhé sérii vyplnovali polozky pole
na indexu ¢. Diky trii jsme nalézali jednotliva slova, kterda mohou na daném
indexu zacinat a podle nich pfepisovali idaj o nejkrat$im mozném rozkladu.
Ztstanime u toho, Ze nachazime jednotliva slova od daného pocatku i. Pak tedy
vime, kde mé zacinat dalsi slovo patfi¢ného rozkladu (totiz hned za koncem
prvniho slova) — ozna¢me si takové misto indexem ¢ (¢ =i + d, kde d je délka
prvniho slova a zfejmé tedy g > ). Protoze postupujeme od nejkratsich sufixi,
tj. pole vypliujeme od konce, tak hodnoty na pozici ¢ jiz zndme. Nyni nam
sta¢i podivat se, na kolik slov umime rozlozit sufix vstupu zac¢inajici indexem
q. Jestlize 1ze sufix zacéinajici v ¢ rozlozit na j slov, potom sufix zac¢inajici i lze
rozlozit na j+1 slov. Tj. pokud Blg, j] = 1 pak nastavime B[i, j+1] = 1. Zfejmé
jen zkousime ,dolepovat® ruzné slova pred zacatek jiz existujicich rozkladua —
ackoliv rozklady jako takové si nepamatujeme, pouze vedeme v patrnosti jejich
existenci.

Tedy, pravé jsme sestavili pole, podle kterého umime fici, zda dany sufix
Ize rozlozit na j slov. K ¢emu je ndm to dobré? Umime totiz nalézt vsechny
rozklady o daném poctu slov a vypsat je! Podivejme se na index 1, tedy na
rozklad pro cely vstup. Vezméme si vSechna j od nejmensiho k nejvétsimu a
uvaZujme jen ta, pro kterd lze vstup rozlozit na j slov (tedy BI[1,j] = 1). Pro
kazdé takové 7 muzeme zkusit s pomoci trie dohledat riizna slova, kterymi miize
rozklad zacinat. Kazdé takové slovo nékde konci a rozklad pokracuje na pozici g
bezprostiedné za nim nasledujici. My se na tato ¢ podivame a pokud pro sufix
zacinajici od ¢ existuje rozklad na j — 1 slov, pak si slovo, jenz nas posunulo
na index ¢, mizeme do rozkladu vybrat. Zkracené: Vyzkousime vSechna slova,
ktera mohou byt na zacatku, a podivame se, jestli si je mizeme opravdu vybrat,
tedy jestli za né mtzeme ,dolepit“ rozklad pokracujici j — 1 slovy (jednicka se
ziejmé odeditd za jiz zvolené slovo). Jak dal? Jsme na indexu g a chceme rozlozit
sufix od ¢ na j — 1 slov. To uz je ale ten samy problém, jako kdyz jsme zkouseli
rozlozit cely vstup na j slov. Pouze se 1isi misto, kde ma rozklad zacit, a pocet
slov, které mé rozklad mit. Opét zkusime vSechna moZné slova pro pokracovani
rozkladu a budeme se divat, kam dal.

Jisté vas tedy napada myslenka pouzit rekurzi a de facto nasadit backtrack.
My to opravdu udélame, ale nedéste se, ukazeme totiz, Zze to bude ,slusny*“
backtrack, ktery diky pfedpoc¢tenym informacim z ¢asti s dynamickym progra-
movanim (konstrukce dvojrozmérného pole) pobézi rozumné rychle.

Backtrackujici funkce potiebuje ke své ¢innosti zndt pocet jiz vypsanych
rozkladi a stav pravé zkoumaného rozkladu. Stav je charakterizovan slovy, kte-
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ré jsme si jiz vybrali pro zacatek rozkladu, indexem 7, na kterém konc¢i posledni
z téchto slov, a konecné poctem slov j, které jesté do tiplného rozlozeni zbyva.
Funkce pak vyzkousi vSechna slova, kterd by mohla na zadaném indexu zaci-
nat, a pokud pro néjaké z nich zjisti, Ze lze rozlozit zbytek vstupu na j — 1 slov
(zkontroluje Blg, j — 1] = 1, kde ¢ znadi index tésné za kontrolovanym slovem),
zavola sama sebe. Tomuto synovskému volani pfidd do rozkladu nalezené slo-
vo a novy upraveny stav — tedy index posunuty za konec takového slova a j
snizené o 1. Pokud se po navratu ze synovského volani bude pocet vypsanych
rozkladi roven K, funkce svoji ¢innost ukon¢i. Tuto funkci spustime postupné
od nejkratsiho na vSechny rozklady zacinajici na indexu 1 — vyzkousime tak
rozklady celého vstupu.

Podivejme se, jak dlouho trva jedno volani naseho backtracku. Jsme na
pevné zvoleném indexu a mame zadany pocet slov, na ktery mame vstup jesté
dorozlozit. Chceme pfitom vypsat vSechny mozné rozklady dané délky. Pro-
jdeme az L indext, kde muze né&jaké vybrané slovo konéit (L oznacuje délku
nejdelsiho slova ve slovniku). AvSak pro kazdé slovo uz vykondme dotaz v kon-
stantnim ¢ase do naseho zkonstruovaného pole. Pak uz opét volame sami sebe.

U backtracki obecné nam casovou slozitost zhorsuje veliké mnozstvi vétvi
vypoctu. Prubéh vypocltu néjaké backtrackujici funkce si totiz muZeme pred-
stavovat jako strom, kde kazdy vrchol odpovida jednotlivym volanim funkce,
a hrany znazornuji vztah volajici-volany. Pokud se strom v kazdém vrcholu
vétvi tfeba jen dvakrat a hloubka stromu je feknéme 100, pak celkovéa velikost
stromu bude 2'%°. V nagem p¥ipadé vyzkousime az L indextl. Jesté pozname-
nejme, ze uréité L < n, protoze kdyby tomu tak nebylo, museli bychom mit
néjaké slovo delsi nez cely vstup. Takové slovo ale neni k ni¢emu a muzeme ho
zahodit. Mohlo by se zdat, Ze nas algoritmus pobézi v éase O(n"), coz se tvari
dosti beznadéjné.

Nyni si pfipomenime, ze nam staci K nejkratsich rozkladi, tedy miizeme
backtrack po vypsani téchto rozkladt ukoncit. Dalsim dutlezitym postfehem
je, ze nikdy nevstoupime do ,slepych“ vétvi vipoctu — tedy nezkousime néco,
co nevede k vysledku. To nam zajistilo pravé dynamickym programovanim
zkonstruované pole B, kterého se tak v dtsledku ptame, zda mame vtubec
néjaky rozklad zkouset. Spojenim téchto pozorovéni je fakt, ze strom volani nasi
backtrackujici funkce méa pravé K listu. Celkova hloubka stromu je nejvyse n
(pFipomerime, Ze za n rozumime délku vstupni posloupnosti)— troven v hloubce
h odpovida ¢asteénému rozkladu s h slovy, ale protoze kazdé slovo ma alespon
jedno pismeno, nemtzeme nikdy ve stromu byt hloubéji nez v hloubce n. Tedy
celkovy pocet volani backtrackujici funkce je nejvyse K - n. Pro kazdy list pak
musime jesté cely rozklad vypsat, coz ale stithdme rovnéz v K - n. To uz dava
pro funkci rozumné vypadajici ¢asovy odhad O(K - n?), kde pro kazdé volani
funkce zohlediiujeme rezii O(n) na vyzkouseni slov.
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Celkova pamétova slozitost programu je nejvice zatizena pouzitym dvoj-
rozmérnym polem B, protoze vSe ostatni je linearné velké vzhledem k délce
vstupu, vysledkem je tedy O(n?). Casova slozitost je ovlivnéna konstrukei trie
v O(P), kde P ozna¢me celkovou velikost slovniku. Déle poéitdme ono dvoj-
rozmérné pole B — ke kazdému z n indexti vyzkousime az n dalsich. Pro kazdy
z téchto n indexii vykondme az n pfepisovani udaji (vypliiovani hodnot roz-
kladil). Tedy dynamicky vypocet je v O(n?). Backtrack potom v O(K - n?).
Celkem tedy O(K - n? + n?).

Zrychlujeme . .. Pozorni ¢tenéfi si jist€ vsimli, Ze s Casem pomeérné plytvame
@ a jisté lze tlohu vyrtesit 1épe. Konkrétné budeme zrychlovat backtrack.

Podivejme se, zda nevykonavame prilis mnoho krokt v kazdém z volani nasi
funkce. Zkouméame totiz ¢asto aZ zbyteéné mnoho index1, jestli z nich nemuze
nas rozklad pokracovat. Tedy ke kazdému i zkousime az n indext. Kdyby se
nam podafilo vyhnout se testovani zbyte¢nych indext, znatelné si pomutzeme.
Oznacme q1,¢qs - . -, ¢y vSechny indexy, pro néz se nas vypocet vétvi a kterymi
pokracuje rozklad. Za zbytecné indexy pak budeme povazovat ty, které lezi za
gm- Na prvni pohled se zda, Ze si pranic nepomuzeme, ale opak je pravdou.
Pohledme na problém Salamounsky a ,naic¢tujme* prochdzeni indexi az do ¢y,
nékomu jinému, v nasem pripadé onim $tastliveem bude vypis rozkladu.

Uvedme na piikladu: OcitAme se pravé uprostied vypocétu. Reknéme, Ze
nas rozklad ma jiz h slov a nachazime se na indexu 100. Ve slovniku je celkem
W slov, ale pouze pro w z nich existuji rozklady od aktudlniho indexu. Délka
nejdelsiho z téchto w slov je feknéme 42. Délka nejdelsiho slova ve slovniku
je tfeba 123. Pak za zbyte¢né indexy poklddadme vSechny od 143 dal (az do
223 =100+ 123). Tedy B[143,0...m]...B[223,0...m] uz nezkousime. Onéch
prvnich 42 znak® musime vypsat tak jako tak, coz znamend, ze tyto kroky neni
nutné zapocitavat.

Pro kazdé z pouzitych ¢1,...q, budeme stejné muset vypsat celé slovo a
proto mizeme s ¢istym svédomim vSechny kroky potiebné k jejich urceni zapo-
¢itavat do vypisu téchto slov (viceméné nasobime konstantou 2). Problematické
jsou pouze zbytecné indexy, které nemame komu naictovat, ale pravé proto je
vynechame. Ve skutecnosti jsme tak schovali veskerou ¢asovou rezii nasi funkce
do vypisu, o kterém ale vime, Ze spotfebuje O(K - n).

Co k tomuto uskoku budeme potiebovat? Posta¢i nam, kdyz budeme znat
posledni index ¢, a to pro kazdou dvojici (indez, pocet slov rozkladu) — to
znamend navic ke kazdému BJi, j|. Pro rozklady o rizném poctu slov se totiz
q1, - - - ¢m Obecné 1isi. Béhem vypoctu naseho dvojrozmérného pole B si budeme
pocitat i néjaké dalsi pomocné pole Q[i, j] = ¢m. V backtracku postaci se divat
do tohoto pole a nezkouset indexy za Q[i, j].

Snizili jsme odhad ¢asové slozitosti funkce na O(K - n) a celkovym vysled-
kem je O(K -n + n?).
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Jesté poznamka na zavér: Nas algoritmus jsme se zdmérné optimalizovali
na pamétovou slozitost nezévislou na K a to za cenu dynamického vypoctu
v O(n?). Diivodem je mozn4 velikost K. Piedstavme si, ze vstup bude pouze
z tecek a ve slovniku budou pouze dvé slova. Jejich zapisem bude jedna a dvé
tecky. Pocet moznych rozklada vstupu délky n pak bude F;,, kde F;, je n-té
Fibonacciho &islo. Ty snadno odhadneme zdola na 2™/2, protoze z Fjio =
F,+1 + F, plyne, Ze F,, 12 je alespon dvakrat vétsi nez F;,. A exponencialni
pamétovou slozitost si opravdu dovolit nemtizeme.

#include <stdio.h>
#include <string.h>

#include <stdlib.h>

#define MAX 256

#define INFTY 10000 // Nekoneé&no
struct vrchol { // Vrchol trie
struct vrchol *syn[2]; // syn[0] pro tecku, syn[1] pro &arku
struct slovo *slova; // Seznam slov, kterd tu koné&i
int hloubka; // Délka morseovkového zapisu (hloubka v trii)
};
struct vrchol koren;
struct slovo { // Takhle si ukladame seznamy slov
struct slovo *dalsij; // Stagilo by si pamatovat jen jedno slovo,
char s[1]; // ale t¥eba se to bude hodit v dals$i dloze :)
1

// Tabulka kédi: AB CDETFGHTIJI KU LMNDNUGOPA QRST
char morse[26] = { 6,17,21, 9, 2,20,11,16, 4,30,13,18, 7, 5,15,22,27,10, 8, 3,
// U VvV W X Y Z

12,24,14,25,29,19 };

void preloz(char *co, char *kam) // Pfelozi slovo do morseovky
{
while (*co) {
int k = morse[*co++ - ’a’]; // Dabelsky kéd pismenka
while (k > 1) { // Postupné rozkladame na znacky
*kam++ = ".-"[k)2];
k /= 2;
}
¥
*kam = 0;

void nacti_slovnik(void)

{
char slovo[MAX], mslovo[MAX];
while (fgets(slovo, sizeof(slovo), stdin) && slovo[0] != ’\n’) {
int len = strlen(slovo);
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}

slovo[len-1] = 0; // SmaZeme konec Fadku
preloz(slovo, mslovo); // Pfelozime do morseovky
struct vrchol *v = &koren; // Ptidavéame do trie
for (char *c=mslovo; *c; c++) {
int z = (%c == ’-7); // Aktualni znacka
if (lv->syn[z]) { // Kam dal? Neni-1li kam, zaloZime novy vrchol
v->syn[z] = (vrchol*) malloc(sizeof (struct vrchol));

memset (v->syn[z], 0, sizeof (struct vrchol));
v->syn[z]->hloubka = v->hloubka + 1;

}
v = v->synlz]; // Vydame se tim smérem
}
struct slovo *s = (struct slovo*) malloc(sizeof (struct slovo) + len);
// Stojime ve vrcholu, kterj odpovida konci slova,
s->dalsi = v->slova; // tak tam slovo pFidame

v->slova = s;
strcpy(s->s, slovo);

int B[MAX+1] [MAX+1]; /* B[i]l[j]l==1 pokud lze pokryjt [i...N-1] pFesné j slovy */

// Zde pomoci dynamického programovani naplnime B
void SpoctiB(char *vstup, int N)

{

}

BINI[0] = 1;
for (int i=N-1; i>=0; i--) // Postupujeme od konce vstupu
{

struct vrchol *v = &koren; // prochdzime trii postupné od kofene

int j = i;
while (v && j < N)
{
v = v->syn[vstup[j++] == ’-’];

if (v && v->slova) // ano, né&jaké slovo zde kon&i
for (int k=0; k<N; k++)
if (B[3][x1)
{// 04 indexu j umime rozloZit k slovy
B[i] [k+1] = 1;
}// zde (od i) umime rozlozit k+1 slovy

int K; // po&et rozkladii, které mame vypsat
int K_hotovo; // kolik rozkladé jsme jiZz vypsali

/* vypis rozklad od i...N-1 s j slovy, kde v *rozklad jsou jiZz uloZena slova

{
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if (i >= N) // Rozklad této vétve vypoltu je jiz dokonéen
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{
*P=O;
puts(rozklad) ;
K_hotovo++;
return;
}
struct vrchol *v = &koren;
*pt+ = 7 7y
while (v && i < N)
{
v = v->syn[vstup[i++] == ’-’];
if (v && v->slova && B[il[j-11) // kon&i-1li zde néjaké slovo
for (struct slovo *slovo = v->slova; slovo;
slovo=slovo->dalsi)
{ // pak projdeme vSechna takova slova
int delka = strlen(slovo->s);
// dopiSeme si je k Casteinému rozkladu
memcpy (p, slovo->s, delka);
// a rekurzivné pokracéujeme
PisReseni(rozklad, p+delka, vstup, i, N, j-1);
if (K_hotovo == K) // mame-1li jich dost, skon&ime
return;
}
}
}
int main(void)
{
char z[MAX]; // Vstupni Feté&zec
int n; // Jeho délka
struct vrchol *s[MAX+1];
nacti_slovnik(); // Pfe&teme slovnik a vstup
fgets(z, MAX, stdin); // Pozor, indexujeme od 1
n = strlen(z)-1;
scanf ("%d", &K); // Na&teme, kolik rozkladd se po nas chce

K_hotovo = 0;

SpoctiB(z, n);
char rozklad[MAX];
for(int j=0; j<=n && K_hotovo<K; j++) // ptame se na vSechny rozklady
{ // celého vstupu, od nejkratSich po&inaje
if (BLO] [j1)
{
PisReseni(rozklad, rozklad, z, 0, n, j);
} // a kazdj nalezeny vypiSeme (resp. vSechny rozklady délky j)
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if (K_hotovo < K) // Pokud Zadané feSeni neni, dame o tom védst

{
if (K_hotovo)
printf ("Existuje jen %d rozkladid.\n", K_hotovo);

else
puts("ReSeni neexistuje");
}
return O;
}
20-4-2 Stonehedge Michal ,,vorner“ Vaner

Napred udélame nékolik pozorovani.

7 kazdého rohu vedou pravé dvé tisecky. Méné nedava smysl a vice dava
kfiZeni.

Jedna z téchto tsecek bude vodorovna a jedna svisla (jinak by to nebyl
roh, ale priichod bodem). Tedy, kazdy vrchol ma svého vodorovného a svislého
souseda.

Nyni si vezméme napiiklad vodorovné sousedy (pro svislé to bude obdob-
né). Vodorovny soused mé stejnou y-ovou soufadnici.

Rozdélme si tedy vSechny body do skupin podle y. Podivejme se na jednu
takovou skupinku a setfidme si ji, feknéme, odleva. Ten Uplné vlevo musi mit
svého souseda (a to v této skupince), ale jediny, ktery pripadd v Gvahu je ten
nejblizsi napravo od néj. Takze je spojime. Tim jej samoziejmeé pouZijeme (muiZe
mit jen jednoho souseda) a stejnd situace tedy nastava se tfetim a ¢tvrtym a
tak déle.

Vsimnéme si, ze v kazdé skupince musi byt sudy pocet vrchold. Kdyby
nebylo, tak to zfejmé neni kdmen popsany v zaddni (posledni nemé s ¢im
sousedit).

Takto muzeme zpracovat vSechny skupinky. A obdobnym zptsobem mi-
Zeme sparovat i svislé dvojice.

Jak to ale udélat rychle? Pokud si setfidime body lexikograficky podle
(y,x), pak budou vzdy vSechny body se stejnou y-ovou soufadnici za sebou,
sefazené dle xz-ové. A protoze maji skupinky sudé pocty, miuzeme takto setii-
dénou posloupnost prosté zacit spojovat po dvojicich od za¢dtku (a nestarat
se, kde za¢ind jedna skupinka a druhd konéi).

Nyni jiz mame ke kazdému bodu jeho svislého a vodorovného souseda (svis-
1é sousedy udélame stejné, jen setfidime dle (x,y)). Musi tvofit uzavieny cyklus
(nebot v kameni nejsou diry a vSechny body musi byt na kameni a obvod je
jisté souvisly). TakzZe jej sta¢i jen vypsat a jediny problém je, kterym smérem
zacit.

Pokud si vybereme néktery vrchol na ,horni vrstvé“ a ten ma svého pravého
souseda, pak je to zajisté po sméru hodinovych rucicek. A nejlevéjsi vrchol svého
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pravého souseda bude mit uréité. Mimochodem, tento vrchol skon¢il jako prvni
pii settidéni dle (y, ).

Jak rychle to dokéze bézet? Nacten{ zvladneme linedrné, vypis také (to jen
prochéazime kolem dokola, neZ narazime opét na ten prvni). Rozdéleni na dvo-
jice jde také linearné — kazdy bod zapojime jednou vodorovné a jednou svisle.
Jediny problém je tedy s tfidénim, které (v obecném piipadé) nezvlddneme
rychleji, nez v O(N - log N).

Pamétova slozitost je linearni, staéi si pamatovat jednotlivé body a jejich
sousedy.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define VODOROVNE O
#define SVISLE 1
#define X O

#define Y 1

typedef struct bod_t {

int souradnicel[ 2 ]1;

struct bod_t *sousedil 2 ];
} bod_t;

int col 21 = { X, Y }; // Kterjym smérem se porovnava

int porovnej( const void *_1, const void *_2 ) {// Lexikografické porovnani

bod_t * const *a = _1, * const *b = _2;
if ( (*a)->souradnice[ co[ 0 ] ] == (*b)->souradnice[ co[ 01 ] )

return (*a)->souradnice[ co[1] ] - (*b)->souradnicel col[ 1 ] 1;
else

return (*a)->souradnice[ co[0] ] - (*b)->souradnicel[ co[ 0] 1;

}

bod_t *sparuj( int n, bod_t *body ) {// Utvofi dvojice podle nastaveni v co
bod_t *pozice[ n 1;
for( int i = 0; i < n; ++ i )
pozice[ i ] = &bodyl[ i 1;
gsort( pozice, n, sizeof *pozice, porovnej );
for( int i = 1; i < mn; i +=2 ) {
pozice[ i ]->sousedil co[ 1 ] ]
1

pozicel i - 1 1;
pozice[ i - 1 ]->sousedil col ]

] = pozicel[ i ];
}

return pozicel[ 0 ];

}

int main( void ) {
int n;
scanf( "%d", &n );
bod_t body[ n 1;
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for( int i = 0; i < n; ++ i ) {
scanf ( "d%d", &body[ i ].souradnicel X ], &body[ i ].souradnicel Y 1);

}

sparuj( n, body );// Svisle
col 0] =7Y;

col 1] =1X;

bod_t *akt = sparuj( n, body ), *start = akt;// Vodorovné a uloZ prvni
int smer = VODOROVNE;
do {// Obejdi
printf( "%d %d\n", akt->souradnice[ X ], akt->souradnice[ Y ] );
akt = akt->sousedil[ smer ];

smer = ( smer + 1 ) % 2;
} while( akt != start );
return 0O;
}
20-4-3 Mince Pavel Cizek

Do zadani se nam vloudila jedna drobna nejednoznac¢nost. Neni ziejmé,
zda v pripadé, kdy jsou na poc¢atku 4 mince licem vzhiiru trpaslik hned ukonc¢i
hru, ¢i ne. Pokud tomu tak nebude, pfiddme na zacatek ,tah“, kdy neotoc¢ime
zaddnou minci, a vSe pfevedeme na prvni pripad.

Nejprve si uvédomme, zZe vSechny moznosti, jak jsou mince oto¢eny (nazve-
me toto stavem minci), je mozno rozdélit na Sest skupin (matematicky se mluvi
o kongruenci), které se pii oto¢eni neméni (tj. pokud vezmeme stav z néjaké
skupiny a otocime soudek, bude stav patfit do té samé skupiny). PopiSme je
vzajemnou polohou a poctem minci, které jsou licem vzhiiru. To mohou byt
v8echny (a tedy konéime), tii mince, dvé mince thlop¥iéng, dvé mince vedle
sebe, jedna mince, nebo zadnda. Pokud tedy zjistime, kterou skupinu prevadi
dany tah (tj. otoc¢eni minci) na kterou, miizeme najit jejich posloupnosti, které
kazdou z pozic pfevedou na prvni z nich a tim jsme hotovi.

Jak na to? Pro zjednodusSeni uvazujme, ze kazdy lichy tah oto¢ime na soud-
ku vSechny mince a navrhujeme jen sudé. Ten nam pfevadi skupinu se ¢tyfmi a
zaddnou minci licem nahoru mezi sebou. Stejné tak mezi sebou prechézi trojice,
resp. samotna mince. Zbylych dvou skupin, odpovidajicich dvéma mincim li-
cem vzhiru, se tento tah nedotkne. Slu¢me tedy piislusné skupiny mezi sebou a
oznaéme si je jako (4) v pfipadé, Ze jsou vSechny mince stejnou stranou vzhiru,
(2U) kdyz jsou dvé mince thlopfi¢né licem vzhiru a dvé ne, (2V) piipad, kdy
jsou dvé mince vedle sebe licem vzhiiru a dvé ne a (1) stavy, je jedna mince
néjak otoCena a zbylé tii opacné.

Dalsi uzite¢né pozorovani je, ze pfi otoceni sudého poc¢tu minci se nezméni
parita po¢tu minci licem vzhiru (tj. pokud byl licem vzhiiru lichy pocéet min-
ci, zistane lichy, a pokud sudy ztstane sudy). Tedy otocenim sudého poctu
minci pfevedeme stav ze skupiny (1) na stav ze skupiny (1) a stavy skupin
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((4),(2U),(2V)) na stavy z té samé trojice skupin. Pokud otoc¢ime jednu (ne-
bo libovolny lichy pocet minci), pfevede to (1) na stav z nékteré ze skupin
((4),(2U),(2V)) (do které skupiny presné se dostaneme zalezi na otoceni soud-
ku a kterou pfesné minci bereme) a stavy ze skupin ((4),(2U),(2V)) na stavy
skupiny (1). Pokusme se tedy najit posloupnost otaceni sudého poc¢tu minci,
kterou jsme schopni dostat stavy ze ,sudych® skupin ((4),(2U),(2V)) dostat na
(4). Pokud nédm nevytesi problém, tak musel stav pat¥it (a stale patii) do skupi-
ny (1). Otocenim jedné mince ho pfevedeme na néjaky stav ze ,sudych® skupin
a, jelikoz uz vime, Ze stav ze skupiny (1) nemiizeme mit, stejnou posloupnosti
tahu trpaslika porazime.

Zbyva tedy podivat se na to, jak vyfesit skupiny (4), (2U) a (2V). Uvazujme
pro tento odstavec, Ze vime, ze licem nahoru byl sudy po¢et minci. (4) ani Fesit
nemusime - tu ndm zastavi trpaslik. (2U) je jednoduché - otoéenim dvojice
minci thlopfiéné na soudku dostaneme (4) (a tedy trpaslik nés zastavi) a z (2V)
se nam stane (2V). Po ,prvnim“ tahu, pokud nés trpaslik nezastavil, vime, Ze
stav soudku je ze skupiny (2V). Jako ,druhy“ tah oto¢ime dvojici minci vedle
sebe. Podle toho, jak byl zrovna natocen soudek, dostaneme stav ze skupiny (4)
nebo (2U). Pokud nés stéle trpaslik nezastavil, pat¥i do skupiny (2U) a tedy po
otoceni dvojice minci thlopfiéné budou vSechny rubem (nebo licem) vzhiiru.

Tim jsme tedy nastinili, jak ziskat vyhravajici strategii. Konkrétné bude
vypadat:

oto¢ vSechny 4 mince

oto¢ 2 mince thlopricné

oto¢ vSechny 4 mince

oto¢ 2 mince vedle sebe

oto¢ vSechny 4 mince

oto¢ 2 mince thlopricné

oto¢ vSechny 4 mince

oto¢ jednu minci

oto¢ vSechny 4 mince

oto¢ 2 mince uthlopricné

oto¢ vSechny 4 mince

oto¢ 2 mince vedle sebe

oto¢ vSechny 4 mince

oto¢ 2 mince uthlopricné

oto¢ vSechny 4 mince

Mala poznamka na zaver. Rychlejsi strategie, nez zde uvedené ani neexistu-
je. Pro zacétek uvazujme, Ze mame jen zavazané o¢i (a nevime, jaké je poc¢atecéni
otoceni minci), ale trpaslik neto¢i se soudkem. Uvazujme vSechny p¥ipustné sta-
vu soudku (tj. takové, kdy ndm trpaslik jesté nezastavil hru). Kazdym tahem
mizeme maximalné jednu z téchto pozic prevést na tu, kdy jsou vSechny licem
vzhiru a tim ji vylouéit (bud nas trpaslik zastavi, nebo to tenhle stav minci
nebyl). Zbylé pozice se ndm vzajemné jednozna¢né prevedou na (moZna) jiné
stavy. Vzajemné jednozna¢né znamena, ze po provedeni tahu budeme schopni
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urc¢it jakd byla ptuvodni pozice (napf. provedenim toho samého tahu podruhé
se vratime zpét) a tedy i Ze pocet riznych pfipustnych pozic se nAm nezmensi,
resp. zmensi o jednu, kterou jsme vyloucili. Jelikoz na zacitku méame jeden
z 15-ti stavll a nevime ktery, potfebujeme alespon 15 tahti abychom libovolny
z nich otodili licem vzhiru. Pokud trpaslik ,,zacne“ tocit soudkem, urcité stra-
tegie fesici tuhle tlohu nebude kratsi nez v pripadé, kdy neotaci. A protoze
nalezend strategie 15 tahti ma, musi byt nejkratsi mozna.

20-4-4 Skupinky pro chytré Pavel Machek

Operace nad skupinkami pfesné odpovidaji operacim nad haldou z kuchai-
ky 4. série, a nase reSeni bude opravdu vychézet z haldy. Protoze nechceme hle-
dat jedince s minimalnim IQ (téch je dost :-), ale s maximélnim, bude zapotiebi
otoc¢it porovnavani.

Veétsi rozdil spoéiva v tom, ze operace potiebujeme provadét ,nedestruk-
tivné“ — nesmime ménit jiz existujici skupinky. Na principu fungovani haldy se
nic neméni, ale data nebudeme moci ukladat do pole jako v kuchafce. Strom
ulozime jako sadu prvka (struct Node) pospojovanych pointery na levého a
pravého syna. Operace nad haldou tak bude jednoduché délat nedestruktiv-
né: misto modifikace prvku naalokujeme novy prvek, zkopirujeme hodnoty ze
starého prvku, a upravime co je potifeba upravit. Pfi modifikaci syna budeme
muset vzdy vyrobit i nového otce a dal az ke kofeni.

Pro haldové operace potiebujeme efektivné umét pracovat s nejpravéjSim
prvkem ve spodni hladiné, a potfebujeme umét urcit otce daného prvku. V poli
je situace jednoduchd, pozadovany prvek je v poli tolikaty, kolik je prvka v
haldg, a otec je na pozici i/2 (kde i je pozice syna).

Jednoduché feseni by bylo pridat do kazdého prvku ukazatel na jeho otce,
a drzet si ukazatel na nejpravéjsi prvek ve spodni hlading; ale toto feseni pouzit
nemuzeme, protoze ukazatel na otce by ndm neumoznil pracovat ,nedestruk-
tivne“.

Nastésti je mozné i-ty prvek najit pomoci bitového zapisu i, stac¢i postupo-
vat od kofene a dle hodnoty bitu jit do levého nebo pravého podstromu. Pokud
si do pomocného pole schovame prvky, které jsme prosli, odpadne téz problém
s hledanim ptedchadct.

Casov4 slozitost operaci insert a delete_best je O(log(n)), ¢asova slozi-
tost find_best je O(1). Operace find_best nepotfebuje zddnou dodateénou
pamét, insert i delete_best naalokuji O(log(n)).

(S diky Petru Ondraskovi.)

#include <cstdio>
#include <cstring>

#define MAX_NUM_QUEUES 1000
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// Struktura osoby. Alokujeme ji jen jednu, ostatni jsou odkazy.

struct Person {
int IQ;
char *Name;
Person (int newIQ, char *newName) {
IQ = newlQ;
Name = strdup(newName) ;

}

};

#define SWAP(A, B) do { \
Person *Tmp = A; \
A = B; \
B = Tmp; \

} while (0)

// struktura jednoho vrcholu v halde
struct Node {

Node *Left, *Right;

Person *P;

};

struct Queue {
Node Root;
int Size;
} Queue [MAX_NUM_QUEUES] ;

int Queues = 2;

// najde nejvetsi prvek - ten je vzdy ve vrcholu haldy

char *
find_best(int ID)
{
return Queue[ID].Root.P->Name;
}
// odebere koren z haldy
int
delete_best (int ID)
{
Queue [Queues] .Size = Queue[ID].Size - 1;
Node *Root;
Node *A = &Queue[ID].Root;

Node *B = &Queue[Queues].Root;
int Pos = Queue[ID].Size;
int log = 0;
while (Pos >> log)
log++;
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/* Pujdeme po strome dolu, smerem k poslednimu prvku (Pos), a
budeme prvky posunovat nahoru */

*B = xA;
for (int i = log - 2; i > 0; i--) {
if ((Pos >> i) & 1) {
puts ("right");
B->Right = new Node;
A A->Right;
B = B->Right;
} else {
puts ("left");
B->Left = new Node;
A = A->Left;
B = B->Left;

}
*B = *A;
}

Root = &Queue[Queues] .Root;
/* presunout nejpravejsi prvek v dolni hladine do vrcholu */

if (Pos & 1) {
Root->P = B->Right->P;
B->Right = NULL;

} else {
Root->P = B->Left->P;
B->Left = NULL;

}

/* bublat dolu a zabezpecit invariant IQ rodice > IQ synu */

A = Root;
while (1) {
Node *Left = A->Left;
Node *Right = A->Right;
if (Right != NULL && Right->P->IQ > Left->P->IQ) {
if (Right->P->IQ > A->P->IQ) {
A->Right = new Node;
*(A->Right) = *Right;
SWAP(A->P, A->Right->P);
A = A->Right;
} else
break;
}
else if (Left != NULL) {
if (Left->P->IQ > A->P->IQ) {
A->Left = new Node;
*(A->Left) = xLeft;
SWAP(A->P, A->Left->P);
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A = A->Left;
}
else
break;
}
else
break;
}
return Queues++;
}
// vlozi prvek do haldy
int
insert (int ID, int IQ, char *Name)
{

Queue [Queues] .Size = Queue[ID].Size + 1;
Node *A = &Queue[ID].Root;
Node *B = &Queue[Queues].Root;
int Pos Queue [Queues] .Size;
int log = 0;
while (Pos >> log)
log++;

/* odkazy na vrcholy na ceste k nejpravejsimu vrcholu ve
spodni vrstve */

Node *Path[log];
Path[log - 1] = B;

/* Sejdeme po strome smerem dolu k nejpravejsimu vrcholu */

for (int i = log - 2; i >= 0; i—-) {
*B = *A;
if ((Pos >> i) & 1) {
B->Right = new Node;

if (1)
A = A->Right;
B = B->Right;
} else {
B->Left = new Node;
if (1)
A = A->Left;
B = B->Left;
}
Path[i] = B;

}

// pridat novy vrchol

B->Left = B->Right = NULL;
B->P = new Person (IQ, Name);

20-4-4

149



Korespondenéni seminafr z programovani MFF 2007/2008

// vybublat nahoru a zabezpecit rovnovahu

for (int i = 0; i < log - 1; i++)
if (Path[i]->P->IQ > Path[i + 1]->P->IQ)
SWAP(Path[i]->P, Path[i + 1]->P);
return Queues++;

}
int
main(void)
{
Queue[1] .Size = 1;
Queue[1] .Root.P = new Person (0, "UNDERFLOW");
insert (1, 130, "Ales");
insert(2, 110, "Petr");
insert(1, 140, "Jana");
printf ("%s\n", find_best(2));
printf ("%s\n", find_best(3));
printf ("%s\n", find_best(4));
delete_best(3);
printf ("%s\n", find_best(5));
return 0O;
}
20-4-5 Roboti na atéku Martin ,,Bobfik*“ Krulis

Resitele této tlozky lze rozdélit do dvou skupin. Skupina prvni (ktera méla
mohutnost pouze 3) pfisla, vidéla a s pfehledem vyfesila. Skupina druhé (znaé-
né pocetnéjsi) prisla, vidéla, nevéfila svym oc¢im, a tak radéji viibec nefesila.
Pojdme se nyni podivat, jak si s roboty poradit ...

K FeSeni naseho problému pouzijeme prochéazeni stavového prostoru do Sif-
ky. U vsech prochézeni je nejtézsi poznat, jak vypadéa zminény stavovy prostor.
Obecné je stavovy prostor orientovany graf, kde vrcholy predstavuji jednotli-
vé stavy a hrany pfechody mezi nimi (jednotlivé kroky). V nasem piipadé je
stav definovan polohou obou robott a v8ech strazi. Z kazdého stavu pak vedou
nejvyse Ctyfi hrany — jedna pro kazdy potencionalni piikaz, ktery mohou ro-
boti obdrzZet (straze se pohybuji automaticky, takZe neni potieba jejich pohyb
déle fesit). Nékteré hrany (piipadné i stavy) mohou byt z prostoru vylouceny,
protoze v nich dojde k zajmuti nékterého z robotu.

Bohuzel nemiizeme stavy reprezentovat primocare, jak bylo popsano. Pej-
sek je zakopany v poctu strazi. Kdyby jich v obou bludistich byl maximalni
pocet (tedy 10), potiebovali bychom vhodné ukladat informace o (z1y172y2)**
stavech. Nastésti vime, ze straze neustale chodi po stejnych trasich a délka je-
jich tras muize byt pouze 2, 3 nebo 4. Podle toho se pozice straze opakuje vzdy
po 2, 4 nebo 6 krocich. Nejmensi spoleény nasobek téchto cisel je 12, takze
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kazdych 12 krokt se pozice vSech strazi opakuje. Pokud vime, ve které z 12-ti
moznych pozic se pravé straze nachéazi, jsme schopni spocitat jeji polohu jen
ze vstupnich dat.

Jak jiz bylo naznaceno, prostor budeme prohledavat do sitky. Pro kazdy
stav si potfebujeme pamatovat informaci, zda jsme v ném uz byli, a také z jaké-
ho stavu jsme se do ného dostali, abychom pak mohli zrekonstruovat vyslednou
cestu. Maximalni pocet stavii bude 12 x (20 x 20)?, protoze existuje 12 moznych
pozic strazi a maximalni rozméry bludisté jsou 20 x 20, celkem tedy 2560000
stavi. Stav dokdzeme bez problému zakdédovat do 32-bitového integeru, takze
celkem spotfebujeme necelych 10 MB pameéti na stavy a nejvys tii ¢tvrtiny této
hodnoty na frontu. S témito Cisly uz se do CodExu vejdeme.

Samotny algoritmus pak presné odpovida tomu, co jiz zndme z kucharky.
Na pocatku vlozime do fronty vychozi stav a oznac¢ime jej za pouzity. V kazdém
kroku vybereme jeden stav z fronty, spo¢itame vSechny stavy, do kterych se z néj
dé dostat, ty si ozna¢ime a vloZzime do fronty. Algoritmus konéi v okamziku,
kdy narazime na stav, ve kterém jsou oba roboti venku z bludisté.

Vyslednou cestu pak zrekonstruujeme tak, ze postupujeme od koncového
stavu zpét k vychozimu podle informaci, které jsme si ke stavtim ulozili. Jediny
zadrhel spociva v tom, Ze cestu musime vypsat v opac¢ném poradi, takze si ji
musime nejprve ulozit a pak teprve vypsat.

Voila. Nyni uz jen dochutime podle libosti a servirujeme kompilatoru.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define MAX_ROWS 20

#define MAX_COLS 20

#define MAX_PATROL_STATES 12

#define MAX_MAZE_SIZE (MAX_ROWS * MAX_COLS)

#define MAX_CONFIGS (MAX_PATROL_STATES* (MAX_MAZE_SIZE+1)* (MAX_MAZE_SIZE+1))
const char *moves = "NSEW";

struct scoords { // Koordinaty robota v bludisti.

char row, col;
}
// Konfigurace robotd a strazi.
struct sconfig {

unsigned char ticker; // Tikal urluje, v jaké fazi se nachazeji
// straze (po&ita modulo 12).
char move; // Tah (N, S, E nebo W), kterjm jsme se

// do této konfigurace dostali.
// X je poCatelni konfigurace a \0 je zatim neprozkoumana konfigurace.
struct scoords robot[2];
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// Struktura zapouzdfujici frontu konfiguraci.
struct sfifo {

struct sconfig data[MAX_CONFIGS];

int first, last;

};

// Struktura zapouzdfujici jednu straz.

struct sguard {
struct scoords start; // Poli&ko, na kterém straZ zadind svou hlidku.
unsigned char len; // Délka hlidkovaci trasy.
char direction; // Smér, kterym se straz na zacatku diva (N, S, E, W).

};

/* Stavovy prostor vSech moZnjch konfiguraci. KaZda konfigurace ukazuje na
* predchozi tak, jak byly prochazeny v BFS. Dosud nenavStivené konfigurace
* maji nastaveny move na \0. */

struct sconfig configs[MAX_PATROL_STATES] [MAX_MAZE_SIZE+1] [MAX_MAZE_SIZE+1];

// Jednotliva bludisZté& (hodnota 0 = volné pole, 1 = zed).
char mazes[2] [MAX_ROWS] [MAX_COLS];
int rows[2], cols[2];

// Seznam strazi.
struct sguard guards[2][10];
int guardsCount[2];

// Fronta konfiguraci.
struct sfifo fifo;

// Pole pro vysledky.
char results[MAX_CONFIGS];
int resultsCount = O;

/%
* Soufadnice a sméry.

*/

// Pfevede znak reprezentujici svétovou stranu na relativni koordinaty.
struct scoords getDirectionCoords(char direction) {

struct scoords res;

res.row = res.col = 0;

switch(direction) {

case ’N’: res.row = -1; break;
case ’S’: res.row = 1; break;
case ’E’: res.col = 1; break;
case ’W’: res.col = -1; break;

}

return res;
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// Otestuje, zda je robot venku z bludiité.
int isRobotOut(struct scoords robot) {
return (robot.row < 0) 7 1 : 0;

}

// Vraci true, pokud jsou si koordindty rovny. Jinak vraci false.
int isEqual(struct scoords coordsl, struct scoords coords2) {
return (coordsl.row == coords2.row) && (coordsl.col == coords2.col);

}

// Posune robota danym smérem (pokud je to moZné) .
void moveRobot (struct scoords *robot, struct scoords direction, int mazelIdx) {
if (isRobotOut(*robot)) return;
struct scoords newPos = *robot;
newPos.row += direction.row;
newPos.col += direction.col;

if ((newPos.row < 0) || (newPos.col < 0) ||
(newPos.row >= rows[mazelIdx]) || (newPos.col >= cols[mazeIdx]))
robot->row = -1;

else if (mazes[mazeIdx] [(unsigned)newPos.row] [(unsigned)newPos.col]==0)
*robot = newPos;
}
/* Prace se stavovym prostorem konfiguraci. */
// Zakéduje pozici robota do integeru. Robot miZe byt mimo bludisté.
int encodeCoords(struct scoords coords) {
int res = coords.row * MAX_COLS + coords.col;
if (coords.row < 0) res=MAX_MAZE_SIZE; // Pokud je robot mimo bludisté.
return res;
}
// 0zna&i danou konfiguraci za zpracovanou.
void markConfigVisited(struct sconfig C, struct sconfig Prev, char move) {
struct sconfig *config = &configs[C.ticker] [ encodeCoords(
C.robot[0]) ][ encodeCoords(C.robot[1]) 1;
*config = Prev;
config->move = move;

}

// Podiva se na stav dané konfigurace.
unsigned char isConfigVisited(struct sconfig C) {
return (configs[C.ticker][ encodeCoords(C.robot[0]) ][ encodeCoords(
C.robot[1]) 1.move != ’\0’);
}

// Nalezne néasledujici konfiguraci kdyZz se roboti hjbou danjm smérem.
struct sconfig getNextConfig(struct sconfig config, char move) {

struct scoords direction = getDirectionCoords(move);

struct sconfig res = config;

res.ticker = (res.ticker + 1) % 12;

for(int i = 0; i < 2; i++)

moveRobot (&res.robot[i], direction, i);
return res;
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}

/* Prace s FIF0. */

// Inicializuje frontu.

void initFifo(struct sfifo *F) {
F->last = -1;
F->first = 0;

}

// Pokud je fronta prézdna, vraci true, jinak false.
int isFifoEmpty(struct sfifo *F) {
return (F->last < F->first);

}

// Vlozi prvek C do fifo.

void pushFifo(struct sfifo *F, struct sconfig C) {
F->data[ ++F->last ] = C;

}

// Vyjme prvek z fronty a ulozi jej do C. Pokud se to povedlo, vraci true.
int popFifo(struct sfifo *F, struct sconfig *C) {
if (isFifoEmpty(F)) return O;
*C = F->datal[ F->first++ ];
return 1;
}
/* Straze. */
// Vypo&ita pozici straZe podle &asovale.
struct scoords getGuardPos(struct sguard guard, unsigned char ticker) {
ticker %= (guard.len - 1) * 2;
struct scoords res = guard.start;
struct scoords direction = getDirectionCoords(guard.direction);
int len = (guard.len-1) - abs(ticker - guard.len + 1);
res.row += direction.row * len;
res.col += direction.col * len;
return res;

}

// DoSlo p¥i pfesunu do nové konfigurace k polapeni nékterého z robotd?
int isCaptured(struct sconfig config, struct sconfig newConfig) {
struct scoords posl, pos2;
for(int i = 0; i < 2; i++)
if (!isRobotOut(config.robot[i]))
for(int g = 0; g < guardsCount[i]; g++) {
posl = getGuardPos(guards[il[g], config.ticker);
pos2 = getGuardPos(guards[i] [g], newConfig.ticker);
if (isEqual(pos2, newConfig.robot[i]) ||
(isEqual(posl, newConfig.robot[i])
&& isEqual(pos2, config.robot[i])))
return 1;

return 0O;
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/* Hlavni procedury.*/
// Na&te z daného souboru jedno bludisté a jeho sttaZe.
void loadMaze(FILE *fp, struct scoords *robot, int mazeIdx) {

// Naiteme rozméry.
fscanf(fp, "%d %d\n", &rows[mazeldx], &cols[mazeldx]);

// Naiteme mapu bludisté.
char ch;
for(int i = 0; i < rows[mazeIdx]; i++) {
for(int j = 0; j < cols[mazeIldx]; j++) {
fscanf (fp, "%c", &ch);
switch(ch) {

case ’'#’: // Nastavime pole na sténu.
mazes [mazeIdx] [i] [j] = 1;
break;

case ’X’: // 0Oznaéime pocatelni pozici.

robot->row = ij;
robot->col Js

// A tady propadneme do nasledujiciho case...
case ’.’: // Nastavime pole jako volné.

mazes [mazeIdx] [i] [j] = O;
break;
}
}
fscanf (fp, "\n");
}

// Na&teme strazZe.

fscanf (fp, "%d\n", &guardsCount[mazelIdx]);

for(int i = 0; i < guardsCount[mazeIdx]; i++) {
int row, col, len;
fscanf (fp, "%d %d %d %c\n", &row, &col, &len,

&guards [mazeIdx] [i].direction) ;

guards [mazeIdx] [i] .start.row = row - 1;
guards [mazeIdx] [i] .start.col = col - 1;
guards [mazeIdx] [i] .1len = len;

}

// Naiteme data ze vstupniho souboru.

void load(void) {
FILE *fp = fopen("robots.in", "r");
if (!fp) exit(1);

struct sconfig config;
config.ticker = 0;
for(int i = 0; i < 2; i++)
loadMaze(fp, &config.robot[i], i);
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fclose(fp);
pushFifo(&fifo, config);
configs[0] [ encodeCoords(config.robot[0]) ][ encodeCoords(
config.robot[1]) ].move = ’X’;
}

// Pusti nad danym bludistém prohledavani do SiFky.
void bfs(void) {
struct sconfig config, newConfig;
while(popFifo(&fifo, &config)) {
for(int i = 0; i < 4; i++) {
newConfig = getNextConfig(config, moves[i]);
if (!isConfigVisited(newConfig)
&& !isCaptured(config, newConfig)) {
markConfigVisited(newConfig, config, moves[il);
if (isRobotOut(newConfig.robot[0])
&& isRobotOut (newConfig.robot[1]1))
return;
pushFifo(&fifo, newConfig);

}

// ZapiSe vysledky do souboru.

void writeResults(void) {
FILE *fp = fopen("robots.out", "w");
if (!fp) return;

// Projdeme moZné koncové stavy.

int i = 0;

while((i < MAX_PATROL_STATES)
&& (configs[i] [MAX_MAZE_SIZE] [MAX_MAZE_SIZE] .move == 0))
i++;

// Neexistuje korektni FeSeni.

if (i == MAX_PATROL_STATES) {
fprintf (fp, "-1\n");
return;

}

// Projdeme cestu zpet k pocatecnimu stavu.
struct sconfig *config = &configs[i] [MAX_MAZE_SIZE] [MAX_MAZE_SIZE];
while(config->move != ’X’) {
results[resultsCount++] = config->move;
config = &configs[config->ticker][ encodeCoords(
config->robot[0]) ][ encodeCoords(config->robot[1]) 1;
}

// Nalezenou cestu zapiSeme v opaéném pofadi do souboru.
fprintf (fp, "%d\n", resultsCount);
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while(resultsCount-- > 0)
fprintf (fp, "J%c\n", results[resultsCount]);

}
int main(void) {
initFifo(&fifo);
load();
bfs();
writeResults();
return 0;
}
20-4-6 Hrady, hradky, hradla Martin Mares

Prvni poduloha, tedy nalezeni ,kfizitka“, bude snadné. Budou nam totiz
stacit tri hradla XOR:

- ) >

Proc tento obvod déla to, co potfebujeme? Pokud jsou oba vstupy stejné,
odpovi prostfedni hradlo nulou, takze krajni hradla jen zkopiruji vstup na
vystup, coz je spravné. Pokud jsou naopak vstupy rtzné, prostfedni hradlo
odpovi jednickou, takze krajni hradla vstup neguji, a to je opét spravneé.

Dokéazat bychom to mohli i algebraicky (@ je XOR):

Yo=X10(X:190X2)=(X19X1)DXo=0D X2 = Xo.

A jak se d4 na néco takového pfijit? Zkusme uvazovat takto: Mame najit
obvod se vstupy X7 a X5 a vystupy Y7 a Ys, ktery bude vzdy pocitat Y1 = X7 a
Ys = X5. Navic tento obvod ma byt rovinny a pokud ho vepiseme do kruznice,
maji vstupy a vystupy po obvodu této kruznice davat poradi X, X, Y7, V5.
Jisté mtzeme predpoklddat, ze hradlo, ze kterého vystupuje Y3, lezi pfimo
na kruznici, takZze do néj miuzeme podél kruznice ptrivést vstup X;. Analogicky
hradlo pro Y7 mize znat Y. Jak tedy spocitdme z X; hodnotu Yy = X57?
snadno poc¢itat uvnit¥ kruznice. A naSe konstrukce je na svété.

Mimochodem, vystacili bychom si i s hradly NAND: Vzpomeiite si na kon-
strukci hradla XOR ze ¢ty NANDd — byla rovinna. Mtzeme ji tedy dosadit do
naseho schématu a ziskat kfizici obvod z NAND1U.
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Druhéa podtloha je zdanlivé docista trividlni. Pokud néjaky obvod neni
rovinny, je to proto, Ze se v ném vodice kiizi. Tak krizeni nahradime nasim
kiizitkem a ziskdme obvod, v némz je o jedno kiizeni méné. To nadm staci
provést koneéné-krat a obvod bude rovinny. Jenze ...

1. V jednom misté grafu by se mohlo k¥izit i vice hran. Pokud se to stane,
urcité existuje néjaké malé okoli tohoto bodu, kde nejsou zadna hradla ani dalsi
kiizeni. Tak vSechny hrany, které se kiizily, ,rozSoupneme“ do tohoto okoli a
z nasobného kiizeni tim vyrobime nékolik obyc¢ejnych.

2. Kdybychom kfizitko umistili nesikovné, mohli bychom vyrobit nova kii-
zeni a cely proces zrovinovani by se nikdy nezastavil. Pomtizeme si podobné
jako od nasobnych kfizeni: najdeme dostateéné malou kruznici okolo mista kfi-
zeni, kde se vyskytuji jenom ty vodice, které se kiizeni tiGastni (takova urcité
existuje), a obvod vlepime do ni. Vime pfeci, ze se do kruznice dé vepsat a jisté
ho mtzZzeme ,,ohnout“ tak, aby mél vyvody na spravnych mistech.

3. Mohli bychom v obvodu vytvotit cyklus — tfeba tehdy, kdyz se kiizi vodic¢
vedouci na vstup néjakého hradla s vodi¢em vedoucim z vystupu téhoz hradla.
Cykly jsme sice v definici hradel v prvni sérii vyslovné nezakizali (a jeden
z ukézkovych obrdzki dokonce cyklus obsahuje), ale neni nijak jasné, jak se
takové obvody chovaji. Teprve v paté sérii se néco takového pokousime zavést.
Proto cykly v obvodech, kde dfive nebyly, pfi zrovinovani nechceme vytvaret.

To se zafidi snadno: nakreslime si schéma tak, aby bylo topologicky setri-
déné podle z-ové soufadnice. Na pfimce x = 0 budou lezet ta hradla, ktera
zavisi pouze na vstupech obvodu; poskladdme je tam libovolné. Na primku
x = 1 umistime ta, ktera zavisi na vstupech obvodu a na vystupech jiz umisté-
nych hradel, a tak dale. Pokud v obvodu neni cyklus, postupné takto umistime
vSechna hradla. V§imnéte si, ze nyni jsou v kazdém kifizeni oba vodice napros-
to nezavislé — hodnota na jednom nijak nezavisi na tom, jakd hodnota putuje
druhym. Pfidavanim kiizitek tedy uz nemohou cykly vznikat.

20-5-1 Dradi cestovani Maria Vamosova

Protoze drak je velmi inteligentni zvire, pred cestou si dobfe rozmyslel, ze
kazda cesta z prekladisté do prekladisté ho stoji drahocennou siru, takze je ur-
¢ité dobré pocet cest minimalizovat a nosit vzdy co nejvic jde. Naklad 14000 kg
se da rozdélit na 3 naklady po 4200kg a jeden 1400kg tézky. Tim padem musi
absolvovat celkem 7 cest (4 cesty tam a 3 zpatky) na pfeneseni celého nékladu
na prvni prekladisté. Kdyby mu ale v néjakém momentu zbylo jenom 12600
(3-4200) kg siry, dokazal by ji odnést na 5 cest. Pro 8400kg by se musel vracet
jenom jednou, coz déla jenom 3 cesty a 4200 kg unese najednou. Drak si okamzi-
té uvédomil, ze prekladisté se mu nejvic vyplati délat tak, aby mu v ném zbylo
o jednu varku siry min nez pravé ma, aby to dokazal odnést na ménékrat. Proc¢
je kazdé jiné rozlozeni prekladist horsi nebo nanejvys stejné dobré? Zavedme si
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znaceni: Necht S(A) je mnozstvi siry v prekladisti A, N nosnost draka, SP jeho
spotieba na kilometr, V (A, B) vzdédlenost mezi prekladisti A a B a M (A, B)
mnozstvi siry, které je drak schopny prenést z prekladisté A do prekladisté B. Je
celkem snadné vidét, Ze pocet cest, které musi drak uletét na preneseni nakladu
z prekladisté A do prekladisté B je roven horni celé ¢astiz S(A)/N vyndsobené
dvéma (drak se musi vracet) minus jedna (posledni vérku se uz nevraci). Tim
padem M (A, B) = S(A)—pocet_cest-V (A, B)-SP (tolik toho drak sni po cesté).
7 toho ale vyplyva, ze kdybychom néjaké prekladisté posunuli dal, pak by drak
letél zbytecné kousek trasy o dvé cesty vic (tam a zpatky), i kdyby uz nemusel,
¢im spotiebuje vic siry. Naopak, kdybychom posunuli néjaké prekladisté o kou-
sek bliz, zbylo by na tom prekladisti vic siry a drak by musel k dalsimu stanovis-
ti letét zase o dvé cesty vic (protoze by ji neunesl na min cest, kousek by mu tam
zbyl). Taky je jednoduché vidét, ze délat si jesté néjaké prekladisté navic nemé
smysl, protoze jestli projde ¢ast trasy na n-krat a pak druhou ¢ast trasy taky
na n-krat, spotfebuje pritom stejné mnozstvi siry jako kdyby letél celou trasu
na n-krat (pocet_cest-V1-SP+ pocet_cest-V2-SP = pocet_cest-(V1+V2)-SP)
a tim taky stejné mnozstvi siry prenese. Kdyz jsme si tedy dokazali optimalni
rozlozeni prekladist, snadno podle toho spoditdme maximalni mnozstvi siry,
které je drak schopny prenést na 4200 kilometrovou vzdalenost. Drak si déla
stanovisté tak, aby na dalS$im stanovisti zbylo o jednu varku min nez ma, tj.
v takové vzdalenosti, aby pfi pfenosu spotieboval pravé jednu varku. Prvni pre-
kladisté si tedy drak ziidi 1400/7 = 200km od startu. Tim se zbavi jedné varky.
Dalsi varky se zbavi za 4200/5 = 840km, dalsi za 4200/3 = 1400km. Nyni je
drak 1760km od cile a na pfekladisti ma uz jenom jednu 4200 kilogramovou
varku. Tu si nalozi na zadda a domt se vrati s 2440kg siry.

20-5-2 Piskorcuv deratizator Tereza KlimoSova & Tomas Gavendiak

A nejhorsi ze vseho jsou trpaslici, ty potvory vam vlezou vsSude a strasne
rychle se mnozi. Jd je chytam a vétsinou je zahazuju, ale mdm Svagra a ten si
je mechdvd na chov ...

Protoze Temny mag neni zdaleka jediny, kdo mé se skiitky problémy, pojd-
me si Fict, jak na né.

Je jednoduché si uvédomit, ze ¢arodéjnice muze kazdy den kouzlit vzdy ja-
ko prvni. Pokud by v optimalnim planu kouzlila ¢arodéjnice az po kouzelnikovi,
mohla klidné kouzlit i pfed nim. Dale zajisté plati, ze pokud mutize poté kouzel-
nik provést deratizaci, musi ji provést ihned. Pokud by totiz ¢ekal alespon den,
ztrojnasobil by se pocet skiitkil a on by misto jedné deratizace musel provadét
tH.

Jeden den deratizace probiha tak, ze ¢arodéjnice se rozhodne, jak zméni
populaci skritkd. Poté kouzelnik sesila deratiza¢ni kouzlo, dokud neni sk¥itki
méné nez N. Tedy pouze ¢arodéjnice ma moznost volby. A pokud deratizace ne-
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skonéila (néjaci skiitci zustali), jejich pocet skiitkl se ztrojndsobi a deratizace
pokracuje.

Problém prevedeme na hledani nejkratsi cesty v grafu. Uvazujme graf s vr-
choly ocislovanymi 0 az N — 1. Hodnota vrcholu odpovida poc¢tu skritki na
konci dne (po kouzleni, ale pfed trojnasobenim). Hrana z vrcholu ¢ do vrcholu
J znamena, ze se po jednom dni deratizace zméni pocet skiitkt z ¢ na j. Z kaz-
dého vrcholu vedou nejvys tfi hrany, protoze ¢arodéjnice si miuze vybrat ze tii
moznosti. Hrany v tomto grafu budou ohodnocené a ohodnoceni hrany bude
pocet magem seslanych deratizacnich kouzel, tedy ¢islo 0, 1 nebo 2.

Nejkratsi cesta v tomto grafu z vrcholu K — 1, K ¢ K + 1 do vrcholu
0 je urcité resenim nas$i ulohu. Jak nejrychleji takovou hranu nalézt? Pokud
by hrany nebyly ohodnocené, stacilo by pouzit prohledédvani do $ifky (pokud
nevite, co to je, nastal dobry c¢as pro precteni kuchatky treti série 20. ro¢niku
KSP). ProtoZe jsou ale hrany ohodnocené jenom hodnotami 0, 1 a 2, mtZeme
upravit prohleddvéni do Sifky nasledovné: nebudeme mit jednu, ale t¥i fronty
Fy, F1 a F5. Ve fronté F; budeme mit vrcholy, do kterych se dostaneme po
provedeni ¢ deratizacnich kouzel. Vrcholy budeme vybirat jenom z Fy a jejich
nenavstivené sousedy, do kterych vede hrana s ohodnocenim j, budeme ukladat
do fronty Fj. Kdyz nam fronta Fy dojde, udélame z F; novou frontu Fy, z F»
novou frontu F; a nova Fy bude prazdnéa. Tak zarucime, Ze vrcholy budeme
zpracovavat v poradi rostouciho poctu deratizaci, které potfebujeme, abychom
se do téchto vrcholu dostali.

Casové slozitost tohoto postupu je O(N), protoze graf se sklad4 z N vrcholt
a 3N hran, pfi upraveném prochézeni navstivime kazdy vrchol nejvys jednou
a kazdého souseda umime zpracovat v konstantnim case. Pamétova slozitost je
ziejmé také linedrni.

... to prece must jit lépe! A taky Ze jo. Je mozné dokazat, ze staci najit po-
@ stup, ktery zabere co nejméné dni, protoze takovy postup pouZzije nejmensi
mozny pocet deratizacnich kouzel. (Neni to zas tak tézké, zkuste si to!) Poté
je uz feseni v ¢ase O(log N) nasnadé: na konci nultého dne jsou mozné poéty
skritkit K —1, K a K + 1. Na konci prvniho 3K —4, ... , 3K + 4, konci i-tého
3K — (3111 —1)/2 az 3'K + (3*+1 — 1) /2, pfidemz jde dosdhnout kazdého poctu
mezi. Stac¢i tedy najit prvni interval takového tvaru, ktery obsahuje nasobek
N-ka.

20-5-3 Obrana pred draky Milan Straka

Udatnych drakobijcti bylo mezi nasimi fesiteli pomalu, takze vétsinu sta-
¢il drak skolit dfive, nez stacili mrknout. Tak alespon posmrtné si miZeme
predvést, jak hledat misto pro vypusténi mocného protidrac¢iho kouzla.

Nejdiiv si uvédomime, ze pokud mame kruznici, kterd obsahuje optimalni
pocet temnych kament, mtzeme ji vzdy posunout tak, aby na jeji hranici byly
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alespoii dva zadané body (alias temné kameny).

Jednoduchy algoritmus je nyni nasnadé: pro kazdé dva body najdeme kruz-
nice, na kterych tyto dva body lezi. Protoze polomér kruznice je pevné dané R,
existuji takové kruznice nejvys dvé. Celkem tedy mame O(N?) kruznic a vime,
7e jedna z nich je optimalni. Staéi tedy pro kazdou z téchto kruznic zjistit,
kolik je v ni zadanych bodt, coz miiZzeme udélat jednoduse v linedrnim case.
Tak ziskdme Tesen{ s ¢asovou slozitosti O(N?) a linearni pamétovou sloZitosti.

Je ale ziejmé, ze takové feseni tfindct bodi neziska. Nyni si popiSeme Feseni
se slozitosti O(N?log N). Nebudeme zkoumat kruznice pro kazdé dva body, ale
budeme zkoumat vzdy vSechny kruznice, na jejichz hranici je dany bod.

Vybereme tedy jeden ze zadanych bodd, kterému budeme fikat centralni,
a budeme uvazovat kruznici, jejiz stfed je o R nad danym bodem (kruznice
tedy ,stoji“ na tomto bodu). Pokud touto kruznici budeme kolem daného bo-
du otacek tak, aby byl porad na jejim okraji, budou ostatni body vstupovat a
vystupovat z této kruznice. Staci sledovat vstupujici a vystupujici body, upra-
vovat si pocet bodi v kruznici a po jedné otacce kruznice kolem bodu si vybrat
kruznici s maximalnim poc¢tem bodu uvnitf. Kdyz tento postup provedeme pro
vSechny zadané body, ziskdme zajisté kruznici s nejvétsim poc¢tem bodt uvniti.

Meéjme néjaky centralni bod. Polohu kruznice, ktera se ho dotyka, budeme
urcovat tthlem, ktery svira spojnice stfedu kruznice a centralniho bodu s osou x.
Reknéme, Ze pro dany centralni bod a dal$i bod dok4Zeme zjistit tihly, kdy tento
dalsi bod vstoupi do kruznice, kterou rotujeme kolem centralniho bodu, a kdy
z ni vystoupi. Pro vSechny necentralni body ziskdme O(N) ahla. Pokud tyto
thly setfidime, mizeme pak v linearnim case provést otaceni kruznice kolem
centralnitho bodu a najit tak kruznici s nejvétsim poctem bodu uvnitf. Pro
jeden centralni bod bude tento postup trvat O(N log N) ¢asu kvili t¥idéni thla.
Celkem tak ziskdme feseni v ¢ase O(N?log N) s linedrni pamétovou slozitosti.

Zbyva vyresit nékolik detailt. Zaprvé, pro jeden thel je tfeba zpracovat nej-
prve vSechny vstupy a pak az vystupy bodi.
Za druhé, v pocatecni pozici kruznice musime
spocitat, které body jsou uz uvnit¥. Mizeme
to provést trividlné v linedrnim case, proto-

b

7e to provadime pro kazdy centralni bod je- o
nom jednou. A za tfeti, musime umét spocitat R

thel vstupu a vystupu bodu z kruznice. Méj- " 4
me centralni bod ¢ a jiny bod b, ktery je od “

néj vzdaleny d < 2R.

Uhel a je ziejmé atan [(b.y — c.y)/(b.x — c.z)], coz miizeme v jazyce C za-
psat jako atan2(b.y — c.y,b.x — c.x), a thel § je acos (%/R) . Uhel vstupu pak
ziskame jako a + ( a thel vystupu jako a — 3.
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Program implementuje popsany algoritmus s tim rozdilem, Ze kruznici ota-
¢i proti sméru hodinovych ruci¢ek a body, které jsou na zacatku v kruznici,
poznava tak, ze jejich tihel vstupu je vétsi nez tihel vystupu.

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <assert.h>

#include <math.h>

#define MAX_B 10000

#define DIST2(a,b) (((a).x-(b).x)*((a).x-(b).x)+((a).y-(b).y)*((a).y-(b).y))
#define EPS le-10

double N;
struct bod { double x; double y; } body[MAX_B]; int B;
struct udalost { double uhel; int bod; } ul 2*MAX_B]; int U;

int udalost_cmp_uhel(const void* a, const void* b) {
if (((struct udalost*)a)->uhel == ((struct udalost*)b)->uhel) return 0;
return ((struct udalost*)a)->uhel < ((struct udalost*)b)->uhel ? -1 : 1;
}

int main(void) {
scanf ("%d%1f", &B, &N); assert(B>=1);
for (int i=0;i<B;i++) scanf("}1f%1f", &bodyl[i].x, &bodyl[il.y);

int best=1; struct bod best_pos=body[0]; double best_uhel=0;
int body_uvnitr[2*B];

for (int i=0;U=0,i<B;i++) { // kazdy bod miZe byt na hranici
int act=1;
for (int j=0;j==1i && j++,j<B;j++) { // spo&itej udalosti ostatnich bodid

double d=DIST2(body[il,body[j1); if (d>4*N*N) continue;
double uhel_zaklad=atan2(body[j].y-body[il.y,body[j].x-body[i].x);
if (uhel_zaklad<0) uhel_zaklad+=2*M_PI;
double uhel_zmena=acos(sqrt(d)/(2.0%N));
// dvé udalosti, prvni vstup
u[U] .bod=j; ul[U++].uhel=uhel_zaklad-uhel_zmena-EPS;
// a druha vystup z kruZnice
u[U] .bod=j; ul[U++].uhel=uhel_zaklad+uhel_zmena+EPS;
if (u[U-2].uhel< O ) ul[U-2] .uhel+=2*M_PI; // normalizace
if (u[U-1].uhel>=2#M_PI) u[U-1].uhel-=2*M_PI;
// je bod uvnit¥ ve vjychozi pozici?
act+=body_uvnitr[jl=ul[U-1] .uhel<u[U-2] .uhel;
}
// set¥id udalosti podle thlu
gsort(u, U, sizeof(struct udalost), udalost_cmp_uhel);

for (int j=0;j<U;j++) { // projdi udalosti
act+=body_uvnitr[ul[j].bod]?-1:1;
body_uvnitr[ulj].bod] ~=1;
// aktualizuj maximum
if (act>best) best=act, best_pos=body[il, best_uhel=u[j].uhel;
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}
}

printf ("Temnj mék ziska %d temnyjch kamend, pokud zakouzli v (%g,%g)\n",
best, best_pos.x+cos(best_uhel)*N, best_pos.y+sin(best_uhel)*N);
return 0;

}

20-5-4 Draéi chodbicky Michal ,vorner* Vaner

Napred, jak bude algoritmus fungovat. Nejdrive bude ignorovat veskeré
jeskyné s pokladem a na tom zbytku spocitd minimalni kostru, naptiklad algo-
ritmem popsanym v kuchafce 18-3. Poté vezme kazdou jeskyni s pokladem a
pripoji ji k nejblizsi jeskyni bez pokladu. Jediné na co si je tfeba dat pozor je
specidlni pripad, pouze dvé jeskyné, obé s pokladem.

Pro¢ to funguje? Kdyby byly dvé jeskyné s pokladem spojeny napiimo
a zéddna dalsi cesta z nich nevedla, pak utvori zcela samostatnou komponen-
tu. Tedy, kazda takova musi byt pripojenad k nékteré bez pokladu. Je jedno,
ke které, nebot zbylé jeskyné musi byt navzajem propojené (a lze nahlédnout,
7e pres jeskyné s pokladem to nelze). Tedy vybereme si tu, ke které vede nej-
kratsi chodba.

Zbyly kus musi byt navzajem propojeny a mit minimalni mozny soucet
hran. Toto pfesné pocita algoritmus minimalni kostry a jeho zdtivodnéni sprav-
nosti lze nalézt ve zminéné kuchafce.
tujeme si kazdy vrchol (jeskyni) a hranu (chodbu), tedy O(N + M). V &asové
bude jednak figurovat tvorba minimélni kostry, ktery je O(N + M -log M). P¥i
pripojovani pokladt projdeme kazdy vrchol a kazdou hranu nejvyse jednou,
tedy zde je slozitost O(N + M). Celkova bude tedy O(N + M -log M).

A jedna implementa¢ni poznidmka na zévér. Obé fiaze jsou na sobé zcela
nezévislé. Proto je mozné tyto dvé faze prolnout a udélat je obé na jeden
priichod serazenymi hranami, jen si u hran dame pozor, aby maximalné jeden
z konct byl s pokladem a nebyl jiz pfipojen jinam.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

struct vrchol_t {
// Jak bohata je to jeskyné&?
int poklad;
// Uz jsem to s n&&im propojil?
int spojeno;
// V tomto postavime dfu
int dfu_otec;
int dfu_vaha;
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struct hrana_t {
// Indexy obou konci
int vrcholy[2];
int delka;

1

static int mensi_hrana(const void *_1, const void *_2) {
return ((struct hrana_t *) _1)->delka - ((struct hrana_t *) _2)->delka;
}

static int dfu_find(struct vrchol_t vrcholy[], int v) {
if (vrcholy[v].dfu_otec == v)
return v;
else {
int result = dfu_find(vrcholy, vrcholy[v].dfu_otec);
vrcholy[v] .dfu_otec = result;// Zkomprimuj cestu
return result;
}
}

static void dfu_union(struct vrchol_t vrcholy[], int v1, int v2) {
if (vrcholy[v1] .dfu_vaha > vrcholy[v2].dfu_vaha)
dfu_union(vrcholy, v2, v1);// Zapojovat spravnym smerem
else {
vrcholy[vl] .dfu_otec = v2;
vrcholy[v2] .dfu_vaha += vrcholy[vl].dfu_vaha;
¥
}

int main(void) {
// N&jaké to nadéteni
int vrcholu, hran;
scanf ("%d%d", &vrcholu, &hran);
struct vrchol_t vrcholy[vrcholu];
for(int i = 0; i < vrcholu; i++) {
scanf ("%d", &vrcholyl[il.poklad);
vrcholy[i] .dfu_otec = ij;
vrcholy[i] .dfu_vaha = 1;
vrcholy[i] .spojeno = 0;
}
struct hrana_t hrany[hran];
for(int i = 0; i < hran; i++) {
scanf ("%d%d%d", &hrany[i].vrcholy[O],
&hrany[i] .vrcholy[1], &hrany[i].delka);
}
// Hrany jsou potfeba set¥idéné
gsort (hrany, hran, sizeof *hrany, mensi_hrana);
// Bereme jednotlivé hrany a vybirame, jestli je chceme
for(int i = 0; i < hran; i++) {
// Nespoj dvé s pokladem, pokud to neni specidlni p¥ipad
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if (((vrcholy[hrany[i].vrcholy[0]].poklad
&& vrcholy[hrany[i].vrcholy[1]].poklad)
&& (vrcholu != 2))
|l (vrcholy[hrany[i].vrcholy[0]].poklad
&& vrcholy[hrany[i].vrcholy[0]].spojeno)
|| (vrcholy[hrany[i].vrcholy[1]].poklad
&& vrcholy[hrany[i].vrcholy[1]].spojeno))
continue;
int komponenty[] = {
dfu_find(vrcholy, hrany[i].vrcholy[0]),
dfu_find(vrcholy, hrany[i].vrcholy[1]1)};
if (komponenty[0] !'= komponenty[1]) {
printf ("%d %d %d\n", hrany[i].vrcholy[0],
hrany[i] .vrcholy[1], hrany[i].delka);
dfu_union(vrcholy, komponenty[0], komponenty[1]);
vrcholy[hrany[i] .vrcholy[0]].spojeno = 1;
vrcholy [hrany[i] .vrcholy[1]].spojeno = 1;

}
}
return O;
}
20-5-5 Roztrzity matematik Martin ,,Bobfik*“ Krulis

Mili tesitelé a fesitelky, podle vysledku praktické tlozky, které pravé ne-
mohu najit, jste si vSichni vedli skvéle. Nebo si alesponi myslim, Ze jste si vedli
skvéle . ..tedy urcité alespon vétsina z vas ...

Kazdopadné jsem si tu pro vas pripravil nastin feseni, abyste si udélali
alespon hrubou pfedstavu o tom, jak to u nas chodi a na co si davat pozor.
Na tvod bych rad zdtraznil, Ze s papiry se to nema tak jednoduse, jak by se
mohlo na prvni pohled zdat. Jakmile na papir cokoli napisete, zac¢ne zit vlastnim
zivotem a sam od sebe se pfesunuje. M4 tendenci se schovavat pod jiné papiry,
kdyz ho pravé potfebujete, a naopak lezet na vrchu a prekazet, pokud zrovna
hledate néco jiného.

Ale to jsem trochu odbodil ...ach ano — to feSeni. Nékde jsem ho tu mél
pripravené. Kam se asi mohlo schovat? V zisadé ted muze byt kdekoli. V&rili
byste, Ze jsem jednou nasel svij ¢lanek dokonce az pod automatem na kavu?
Opravdu netusim, jak se tam dostal, protoze automat je na chodbé pomérné
daleko od mého kabinetu ...

Ale abych se vratil — problém, se kterym se kazdy den potykam, se nazyva
move-to-front transformace. Mj kolega z informatiky tvrdi, Ze se pouziva také
pfi kompresi, ale to mi pfili§ nepomtize. Jadro problému spociva v rychlém
nalezeni a odebrani i-tého papiru v poradi a jeho vloZeni na zacatek tak, aby
se spravné posunuly ostatni papiry.

Ptjdeme-li na to pfimo, nenarazime na zadné potize. VSechny papiry si
ulozime do pole tak, ze i-ty papir se nachézi na indexu i. Nalezeni papiru

165



Korespondenéni seminafr z programovani MFF 2007/2008

mame zadarmo v konstantnim case. Papir odebereme a vSechny papiry, které
jsou pred nim, posuneme o jednu pozici. Tim se ndm vzniklad dira zaplni a
naopak vytvorime diru na prvni pozici. Nyni na zacatek vlozime odebrany
papir a mame hotovo.

Tohle FeSeni m4 linedrni ¢asovou slozitost na kazdou operaci (tzn. celkem
O(N -k), kde N je pocet papirti a k pocet operaci), takze se hodi k pferovnavani
nékolika papirki na stole mého poradkumilovného kolegy, ale prohledani celého
mého kabinetu by zabralo vé¢nost . . .

Dlouho jsem si s tim lamal hlavu, aZz mi kolega informatik poradil lepsi
feSeni. Jak jsem se dozvédél, klicem jsou stromy — tim nemyslim to, co mi roste
pod okny, ale binarni stromy. Je vhodné pouzit néjakou variantu vyvazovacich
stromii (AVL, Cerveno-éerné, ... ), protoze jinak vase feseni rychle zdegeneruje
na linedrni spojovy seznam. Sam se ve stromech pfili§ nevyznam, takze pokud
vas zajimaji detaily, nahlédnéte do kucharky.

V kaZdém vrcholu u bude uloZen pocet prvki (oznac¢me jej c(u)) v pod-
stromé, ktery ma u jako kofen, a také Cislo papiru, ktery je v tomto vrcholu
ulozen.

Takovy strom postavime jednoduse. Na zacatku vime, ze papiry jsou se-
fazeny od 1 do N. Koren naSeho stromu bude reprezentovat prostfedni papir
z daného intervalu. Levy a pravy podstrom pak vygenerujeme rekurzivné. Po-
¢et prvki v kazdém podstromé spocitame také snadno: staci v kazdém vrcholu
seCist:

c(levého podstromu) + c¢(pravého podstromu) + 1.

Nyni se podivejme, jak rychle nalézt, co hleddme. Reknéme, Ze jsme ve vr-
cholu u a patrame po i-tém papiru (oproti zadani je budeme ¢islovat od nu-
ly, to vyjde elegantnéji). Podivame se na pocet prvki v levém podstromé
¢ = c(levy syn u). Pokud je i < £, vime, Ze se hledany prvek nachédzi v le-
vém podstromu, je-li ¢ = £, hledanym prvkem je u sdm, a kone¢né v poslednim
pripadé (i > ¢) se hledany papir nachéazi v pravém stromu. Samoziejmé si mu-
sime dat pozor, kdyz prechdzime do pravého podstromu. Tam uz nehledame
i-ty papir, ale papir s indexem ¢ — ¢ — 1.

Odebrani samotného papiru pak probiha podle pravidel mazani z bindrniho
vyhledavaciho stromu (viz kuchaika a téZ nize). Stejné tak musime po mazani
provést vyvazeni stromu, které zavisi na tom, jaky typ stromu jsme pouzili
(opét viz kuchaika). Po mazani je nezbytné jesté opravit vSechny hodnoty ¢(u)
ve vrcholech, které lezely po cesté k hledanému papiru.

Odebrany papir vloZime do stromu na nejlevéjsi pozici (tedy na prvni mis-
t0). Opét dodrzime pravidla pro vklddani do stromu, opravime vSechny hodnoty
¢(u) po cesté a provedeme vyvazeni.

Nakonec potiebujeme jesté vypsat koneénou permutaci dokumenti. Staci
pouze projit a vypsat nas strom v poradi in-order.
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Casové slozitost uvedeného algoritmu je O(log N) na jednu operaci, protoze
hledani, mazani i vkladani trva u vyvazeného binarniho stromu logaritmicky
dlouho. Paméfova slozitost se ndm pfitom nezhorsila. Sice spotfebujeme né-
kolikrat vic paméti, ale asymptoticky ztustavame stale na prijemné slozitosti
O(N).

Jeden student mi jesté tvrdil, ze zna FeSeni v ¢ase O(kvV/N), ale viibec si
nejsem jisty, jak by takové feSeni mélo fungovat, takze si mizete zkusit takové
feSeni napsat za domaci cviceni.

N&as cas na konzultaci bohuzel vyprsel a ja se s vami musim rozloudit.
Nékde jsem tu mél papir se seznamem dalsich schiizek — ale kam jsem si ho
sakra zalozil ...7

Martin ,Bobrik® Krulis

V programu si vyzkousime jednu méné tradi¢ni, ale moc péknou odridu
stromt, totiz BB-«a stromy jiz letmo zminéné v kuchatce. Misto podle hloubky
budou vyvazovany podle vahy, ¢ili po¢tu vrcholti v podstromech. V dokona-
le vyvazeném stromu plati, ze se vaha levého a pravého podstromu kazdého
vrcholu lisi nejvyse o jednicku. My nebudeme tak p¥isni: povolime, aby jeden
podstrom mél az dvakrat vétsi vahu nez druhy.

Vsimnéte si, ze toto pravidlo ndm stale zarucuje logaritmickou hloubku:
oba synové vrcholu s vdhou w maji vahy nejvyse (2/3)w, jejich synové nejvyse
(2/3)%w atd., takze vahy stale klesaji exponencialné. Hloubka stromu tedy bude
piiblizné logg /5 n.

Kdyz do stromu ptfiddme novy vrchol, a nebo naopak néjaky smazeme,
pfepocitdme vSechny vahy na cesté ze zménéného vrcholu do kofene (vimnéte
si, Ze to tak jako tak v nasi tloze potfebujeme). P¥itom budeme kontrolovat,
jestli vahy stale spliiuji vyvazovaci podminku. Jakmile objevime vrchol, ve kte-
rém podminka neplati, nebudeme se snazit vyvazeni obnovit rotacemi (coz by
také §lo), ale podnikneme daleko razantnéjsi krok: cely podstrom rozebereme
a predélame na dokonale vyvazeny.

Pieskladani celého podstromu je samoziejmé ¢asové narocné: trva O(vdha
podstromu) — inu, kdyz se kéci les, 1étaji t¥isky —, ale ukdzeme, Ze nebudeme
Lkacet* prilis Casto, takZe se nam sloZitost nepokazi.

Predstavme si na chvilku, ze do stromu jenom vklddame. Vyberme si né-
jaky podstrom a sledujme, co se s nim bude dit. Nejprve je béhem nékterého
kéceni postaven jako dokonale vyvazeny a tehdy se vaha jeho levého a pravého
syna rovnaji (+1) néjakému &islu w. Pak do podstromu pfibyvaji nové prv-
ky a vyvazeni se postupné zhorsSuje. Nakonec se situace stane pfili§ nahnutou,
a tak podstrom pokacime. Vs§imnéte si, ze mezi vytvofenim podstromu a jeho
pokéacenim se musel jeden syn stat dvakrat tézsim nez druhy, takze se muselo
objevit alespoii w novych prvka. Piebudovéni samo trva O(w), tudiz staci, aby
na néj kazdy z w nové vlozenych prvki pfispél éasem O(1). Kazdy prvek si tak-
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to predplati vSechna pokéceni na cesté z néj do kofene (pfesné tém piispiva),
a tak celkové pfispéje casem O(logn).

Mazani nam tuto analyzu trochu zkomplikuje, ovsem snadno nahlédneme,
ze kdyz je povoleno jak vkladat, tak mazat, nejrychlejsi zptsob, jak pokacet
strom vahy 2w, je smazat z jednoho jeho podstromu w/2 vrcholtt a druhy
podstrom nechat na pokoji. (Na poc¢dtku mély podstromy vahy w, na konci ma
jeden w/2 a druhy stile w.) Opét na to potfebujeme Fadové w operaci, takZe
ptvodni tvaha s pfispévkem O(logn) na operaci stéle funguje.

Kolik ¢asu tedy spotfebujeme na jednu operaci? Inu, kdyZ mame smulu
a zrovna jsme zpusobili jedno nebo vice kaceni, operace miize trvat az n kro-
ki. Ovsem diky nasemu principu ,,predplaceni si“ stale plati, Ze libovolnych &
po sobé jdoucich operaci trvad O(klogn), coz ndm pro feSeni tlohy Gplné staci.
Tomu se Fikd, ze kazda operace méa amortizovanou casovou sloZitost O(logn).

Stalo to trochu pocitani, ale zato jsme si uSetfili spoustu programovéani.
Inu, i informatici jsou lini a nékdy i roztrziti.

Martin Mares

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

struct node { // Vrchol stromu

struct node *left, *right; // Synové

int id; // Cislo papiru

int weight; // Velikost (véha) podstromu
};
static int weight(struct node *n)
{

return (n ? n->weight : 0); // Vaha stromu, prazdny ma O
}

// Vytvofi ze stromu seznam, ‘right’ ukazuje na naslednika.
struct node *tree_to_list(struct node *n, struct node *tail)
{
if (!n)
return tail;
n->right = tree_to_list(n—>right, tail);
return tree_to_list(n->left, n);

}

// 0dpoji ‘count’ prvkid ze seznamu ‘*lp’ a vytvofi z nich
// vyvazeny strom. Vrati ukazatel na kofen.
struct node *list_to_tree(struct node **lp, int count)
{

if (!count)

return NULL;
int half = (count-1)/2;
struct node *left = list_to_tree(lp, half);
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struct node *root = *1p;

*1p = root->right;

root->left = left;

root->right = list_to_tree(lp, count-1-half);
root->weight = count;

return root;

}

// Pfepo&ita vahy podle synd a pokud je strom p¥ilis vychjleny, p¥ebuduje ho.
struct node *reweight(struct node *n)
{
int lw = weight(n->left);
int rw = weight(n->right);
n->weight = 1 + 1w + rw;
if (lwtrw > 1 && (lw > 2*rw || rw > 2x%1lw))
{
struct node *tmp = tree_to_list(m, NULL);
n = list_to_tree(&tmp, n->weight);
}
return n;

}

// Vlozi vrchol do stromu pfed vSechny ostatni.
struct node *add_start(struct node *root, struct node *new)

{
if (!root)
{
root = new;
new->left = new->right = NULL;
}
else
root->left = add_start(root->left, new);
return reweight(root);
}

// SmaZe k-tj nejmensi prvek ve stromu a vrati jak tento
// prvek (*kthp), tak novy kofen stromu.
struct node *del_kth(struct node *n, int k,
struct node **kthp)
{
if (k < weight(n->left))

{ // k-ty nejmensi je v levém podstromu
n->left = del_kth(n->left, k, kthp);
return reweight(n);

}

k -= weight(n->left);
if (k)

{ // k-ty nejmensi je v pravém podstromu
n->right = del_kth(n->right, k-1, kthp);
return reweight(n);

}
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}

// Mam ho, pry¢ s nim. M4 jen jednoho syna?
*kthp = n;
if (!n->left)
return n->right;
if (!n->right)
return n->left;
// Ma dva => prohodim s maximem levého podstromu.
n->left = del_kth(n->left, n->left->weight-1, kthp);
int id = n->id;
n->id = (*kthp)->id;
(*kthp)->id = id;
return reweight(n);

// VypiSe vSechny hodnoty ve stromu.
void dump_tree(FILE *fo, struct node *root)

{

}

if (!root)

return;
dump_tree(fo, root->left);
fprintf(fo, "/d ", root->id);
dump_tree(fo, root->right);

int main(void)

{

FILE *fi = fopen("papiry.in", "r");
FILE *fo = fopen("papiry.out", "w");
int N, K, op;

fscanf (fi, "%d%d", &N, &K);

// VloZime vSechna lejstra do stromu.
struct node *root = NULL;
for (int i=N; i>0; i--)
{
struct node *n = malloc(sizeof (*n));
n->id = i;
root = add_start(root, n);

}

// Vykonavame piikazy ze vstupu.
for (int i=1; i<=K; i++)
{
fscanf (fi, "%d", &op);
struct node *n;
root del_kth(root, op-1, &n);
root = add_start(root, n);

}

// VypiSeme, jak to dopadlo.
dump_tree(fo, root);
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fputc(’\n’, fo);
fclose(fo);
fclose(fi);
return 0;

}

20-5-6 Hrady, hradky, hradla Martin Mares$

Jak se prubézna parita ma chovat? Inu, pokud na vstupu pfijde nula, parita
se nijak neméni. Pokud naopak pfijde jednicka, parita se zneguje. Jinymi slovy
nova parita je XOR staré parity s bitem na vstupu. Pak uz staci pridat klopny
obvod D, aby si paritu pamatoval a novou zapsal pfi ndbézné hrané hodinového
signalu.

Jesté bychom méli domyslet, jakou hodnotu ma mit parita na zacatku
vypoctu. Za timto icelem doplnime klopny obvod D o vstup CLR (clear), ktery
zpusobi jeho vynulovani, a nechdme na uZivateli, at na zacatku ,zatahd za
reset* a obvod zinicializuje. (Takovy vstup maji i opravdové klopné obvody.)

Cely obvod bude tedy vypadat takto:

[RST/

D Q PAR
[CLK CLK T

Ani ¢ita¢ nebude sloZity. Nejnizsi bit dvojkového ¢itace pii kazdém ,tiku*
hodin svou hodnotu zneguje, jinymi slovy na jeho spocitani stac¢i délicka frek-
vence zminéna v zadani. Dalsi bit v pofadi se zméni pravé tehdy, kdyz nejnizsi
bit ptrejde z jednicky do nuly, ¢ili kdyz nastane nabézna hrana na negovaném
vystupu zminéné délicky. Takze staci na tento negovany vystup napojit dalsi
délicku, a tak dale.

Obvod pro N-bitovy ¢ita¢ tedy bude sestavat z N klopnych obvodd D
zapojenych jako délicky. Schéma pro N = 4 najdete nize.

Ol

Zbyva dodat snad jen to, Ze i u obvodu tohoto druhu mé smysl zkoumat
Casovou slozitost — v tomto pripadé dobu, za kterou se obvod po tiku hodino-
vého signalu ustali a vyd4 stabilni vystup. U naseho éitace je to O(NN) kroku
(zména musi ,probublat* az N D-&ky). Sel by ale postavit i tak, aby reagoval
uz za O(log N) krokd, zkuste si to tfeba o prazdninich vymyslet. S pajeckou
v ruce se s vami louc¢i autori seridlu.
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RST/ > ’ ’ .
CLR CLR CLR CLR
b Q D Q D Q — 1D Q
CLK CLK Q CLK Q CLK Q CLK Q T
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Poradi resitela

Poradi resitelu

Poradi Jméno Skola Roc¢nik  Uloh  Bodi
1. Peter Ondruska SPSDubnica 4 23 2244
2. Filip Hlasek GMikulasPL 1 21 1735
3. Vlastimil Dort GSpitalsPH 2 19 146,5
4. Jan Michelfeit G HBrod 4 17 1443
5. Filip Stédronsky  GMikulasPL 1 16 138,1
6. Alena Skalova GNaVPlani 4 15 134,8
7. Petr Maly GSladNamPH 4 16 133,6
8. Libor Plucnar GPBezruce 3 15 119,9
9. Stépan Weber GBudénkaPH 3 13 1134
10. Pavel Vesely G Strakon 3 16 949
11. Trung Ha duc GMasarykPL 2 12 93,0
12. Toméas Toufar G Bilovec 4 10 83,5
13. Vojtéch Tama G Jihlava 4 11 81,3
14. Petr Babicka G SvétlaNS 3 10 64,2
15. Stanislav Fort G Tébor 0 14 60,2
16. Jan Skoda GMikulasPL 1 8 59,1
17. Jitka Novotna G Bilovec 3 8 58,6
18. Lukas Kripner G Litvinov 2 7 BT
19. Jakub Hrndir GFXSaldyLI 1 8 559
20. Radim Cajzl G NMnMor 1 8 549
21. Pavel Kratochvil ~ ZSSvétla 0 7 51,0
22. David Marek SPS Zlin 4 7 49,2
23. Tomas Jakl G MTftebova 4 8 459
24. Adam Streck G Hoftice 4 5 35,6
25. Jan Matéjka GJirovcoCB 3 4 354
26. Milan Rybar GJungmanLT 3 6 35,0
27. Jakub Kaplan GJKTylaHK 4 4 344
28. Jifi Setnicka G25bieznPH 1 6 34,3
29. Roman Smrz GOhradniPH 4 3 34,0
30. Jakub Suchy GMikulasPL 1 4 339
31. Pavel Taufer GArcibisPH 2 5 33,1
32. Jifi Zarevacky SSInformFM 3 4 32,5
33. Tomas Sykora G VKlobou 4 5 30,8
34. David Brazdil G Zlin 3 6 298
35. Martin Vlach G Jihlava 4 4 297
36. Karel Tesar SPSEPIlzen 2 4 284
37.—38.  Jiii Kerestes SPSEPlzent 2 4 282
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37. — 38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
ol.
52.
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Petr Sokola
Vojtéch Kolar
Dominik Smrz
Jakub Cervenka
Martin Patera
Jan Zak
Alzbéta Pechova
Miroslav Klimos
Jan Vanhara
Marek Necada
Petr Holasek
Nikolas Zigmund
Lukas Timko
Peter Uhnak
Peter Smatana

SPS Zlin

G Neratov
GOhradniPH
GSpitalsPH
GArabska

G HBrod
SPSSVsetin
G Bilovec

G Holesov

G Jihlava

G Pribor
ZSHavifov

G Tébor
GBBolzana
EkoGLabsBO

WNOKHF B B WWWWNNDOD W

2007/2008

RO R WK R WOLW ks =W

28,2
27,3
27,1
26,0
25,5
24,1
22,6
19,4
17,8
10,6
10,5

8,9

8,6
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