Mili vesitelé!

Ponékud s pfedstihem dostavate do rukou zadani treti série naseho seminare.
S nim dostavate taktéz opravend feseni série prvni, takze Spinavé a podlé figly,
které se z nich naucite, miizete pouZit jesté pfi FeSeni série druhé :-)

Termin odeslani Vasich feseni tfeti
série jest 28. ledna 2008. Reseni mu-
zete odevzdavat jak elektronicky na
http: //ksp.mff.cuni.cz/submit/, tak

klasickou postou na zndmou adresu:

KSVI MFF UK

Praha 1, 118 00

Aktualni informace o KSP miizete nalézt na strankach hitp://ksp.mff.cuni.cz/,

Malostranské namésti 25

Korespondenéni seminaf z programovani

diskutovat mizete na féru hitp://ksp.mff.cuni.cz/forum/ a zéludné dotazy or-

ganizatorim lze zasilat e-mailem na adresu ksp@mff.cuni.cz.

Treti série dvaciatého roéniku KSP

LA, konecéné jsem to nasel,“ zvolal mdg nadsené a vitézo-
slavné pozvedl knihu nad hlavu. ,Tady se pise, Ze se musime
vydat smérem k Ldvové hore.“

Madg polozil knihu na stil a uZ se chystal provést slozite
kopirovaci kouzlo, kdyzZ se do veéci vloZil Felix: ,Tak to vam
tedy opravdu nezdvidim. To budete mit docela Streku.“

LKrad?“ ozval se nechdpavé Kiri.

»Hm, na tom néeco bude. Lavovd hora neni zrovna za ro-
hem a létat na kostéti, to uZ na mé neni. Privan mi nedéld
dobre na klouby.“

,No vidite! Ja 7ikal hned, Ze jsme méli zistat doma,“ po-
chvaloval si kocour ndhlou zmeénu plinu. Mdg mu ale hbité
zkazil ndladu: ,Vildo, zajdes na trh a poridis koné. Jd tu
zatim zkopiruji tu knihu, af miZeme vyrazit jesté dnes!*

Vilda zasel k mistnimu handlivi. Mezi dvermi mu kyvl
na pozdrav a hned presel k véci: ,Rdd bych si poridil jednoho
koné. Nemusi jezdit moc rychle, ale musi vydrZet dlouhou
cestu. Jo, a taky aby se neplasil, pokud wvidi néco neobvyk-
lého.“

Handliv vypadal velmi vydésene pri pohledu na nazele-
nalého zdkaznika. Byl by vzal nohy na ramena, ale z jedné
strany mu v tom brdnila zed a mezi dvermi stdl Vilda.

,T-t-treba t-t-tohohle?“ zakoktal handlit, kdyz se mu vrd-
tila Te¢ a ukdzal pritom prstem na krdsného bélouse.

»A v cerné by nebyl?“

,B-bily tahne proni. To je vyhoda, ne?“ vyblekotal hand-
lir prunt argument, ktery mu prisel na mysl. V tu chvili si
ale Vildy vsiml @ bélous, vzepjal se na zadni a mdlem tak
prevrhl koryto s vodou.

,Madte pravdu, tento nent ten pravy,“ zménil handlit nd-
zor.

Ale jak se ukdzalo, Zddny z pritomnych koni nebyl do-
statecné klidny, aby snesl pohled na Vildu. ,,Moznd bych to
mohl jesté stihnout, nez...“ zamumlal si handlit pod vousy
a zmizel v prilehléem wuzendrstvi. Za chvili se vrdtil a tdhl
za sebou neco, co budeme z nedostatku lepsi terminologie
nazyvat koném.

Kin nevypadal, Ze by snesl cestu treba jen za mésto, ale
Vildiuv vzhled mu zrejmé nevadil. Dokonce se mu pribliZil
natolik, Ze mu dokdzal vytdhnout z kapsy svacinu.

LAle vZdyt je slepy ma jedno oko!* vsiml si Vilda.

,Ano. A ani za to nebudu chtit priplatek.“

,Prosim?“

» Kdyz wvidite néco opravdu neobvyklého, prosté okolo to-
ho projdete zleva.*

Netrvalo dlouho a obchod byl uzavren. Ale kdyz doslo
k placent, nastal problém. Cena nepredstavovala Zddné po-
tize, na té se shodli k oboustranné spokojenosti. Zato se
ukdzalo, Ze vybrat sprdavné mince je tézky ukol.

20-3-1 Platba koné 12 bodu

Je zadan obnos penéz P, pozadovany za koné, a dvé hro-
médky minci (jedna Vildova a jedna handlifova). V kazdé
hromadce minci jsou mince raznych hodnot a od kazdé hod-
noty muze byt vice minci. Na Vildové hroméadce je celkem
N minci, na handlitové M. Kazda hodnota je desetinné ¢is-
lo s pfesnosti na 2 desetinna mista. Vasim tkolem je nalézt
zpusob, jak zaplatit pfesné P na co nejmensi pocet vymeé-
nénych minci, nebo zjistit, Ze to provést nelze.

Pozn: Hodnoty minci nemusi tvorit zadny systém béznych
platidel ani byt jinak ,rozumné“.

Priklad: Pro P = 15,00, Vildovu hromadku obsahujici dvé
mince o hodnotach 20,00 a 45,73 a handlifovu hromadku
s mincemi o hodnotéach 5,00 a 15,00 je spravné feseni takové,
ze Vilda pouzije minci o hodnoté 20 a handlif mu vrati 5.
Pro P = 16,16 a stejné hromadky minci feSeni neexistuje.

Nalozili koné, mdg se nechal vysadit do sedla a vyrazi-
li na cestu. Cestovali dva dny, kdyz se v krovi vedle cesty
ozvaly hlasy. DruZinka se zastavila a vsSichni pozorné na-
slouchali.

»Dneska byl néjaky nesdilny. Asi mi uz neveri,“ stéZoval
st pront hlas.

»Taky? Pry mdme prepadat u severni cesty. Ale cislo
stromu mi nevekl. Za prunim se nedd schovat, ale od dru-
hého aZ k devadesdt devdtému je to stdle jesté hrozné moc
moznosti,“ rozumouval nékdo dalst.

Proni si prisadil: ,Hm, mné tekl jen soucet cisel stro-
ma.“

»Mné soucin. Ale to mi moc nepomize, z toho se nedaji
urcit,“ knoural druhjy.

I z toho souctu mi bylo hned jasné, Ze soucin nikomu
k nicemu nebude,“ souhlasil prvni.

1o ti z toho bylo jasné? Tak to jd uz vim, kterd cisla to
jsou! Jdu si pro luk,“ zajdsal druhyj.

LVdazné? Tak v tom pFipadé to vim také, kam jen jsem
dal mec?“ pookrdl prund.

Mdg sesedl z koné a celd druzinka se ukryla za nedalekym
kamenem. Sotva se jim podarilo primét koné, aby si lehl,
vyskocili lupici na cestu.

»UZ odesli. Tak bychom mohli jit take,” prohldsil Felir,
kterému se celd zdlezZitost vibec nelibila.

»Ano, ale potrebujeme jit okolo nich,“ zaskaredil se Vil-
da.

LVildo, ty jsi nezabalil ¢aj!“ postéZoval si mag, kdyz se
prohraboval sedlovou brasnou. ,,No, co se da delat. Vypadad
to, Ze je budu muset promeénit v jezky.“

»Stejné tak, jako vsechno ostatni, co se u kazZdého stromu
jen pohne?“ neodpustil si rypnuti Felix. Kiri pii predstavé



promény zdésené opustil strom, na kterém sedél, a s mirngm
Zuchnutim pristal vedle koné.

»No tak jezki je tu stejne mdlo, tak by to tak moc neva-
dilo. Ale alespori bych si usSetril prdaci, kdybych védél, za kte-
rymi stromy jsou. .. “

20-3-2 Dva lupici 8 bodu

Ukolem této tilohy je najit vechny mozné dvojice stromd,
za kterymi maji lupi¢i ¢ekat. Nestaci feseni pouze najit, je
tfeba také zdlvodnit, proc¢ je spravné a pro¢ zadné dalsi
dvojice neexistuji.

Pozn: predpokladejme, Ze lupici jsou dokonali matemati-
ci (maji cvik v po¢itédni lupu) a jsou z takovych informaci
opravdu schopni zjistit sva ¢isla stromil v podstaté okamzi-
té. Tedy prohlaseni: ,Tak to ja uz vim, ktera ¢isla to jsou,“
neni mysleno ironicky, ale opravdu znamené, Ze z dostup-
nych informaci dokaze odvodit ona ¢isla.

Pro pfipad, ze by vam néjaké drobnosti utekly, uvedeme
zde vSechny informace jesté jednou: Velitel lupict si mysli
dvé celd ¢isla mezi 2 a 99. Lupi¢i A prozradi jejich soudin,
lupic¢i B prozradi jejich soucet. Navic A vi, ze B zné sou-
Cet, jen nevi, kolik to je (a naopak). Rozhovor pak probiha
nasledovne:

. ,Nevim, jaka ¢isla si mysli nas velitel.*

: ,Védél jsem, ze to nebudes védét.“

. ,Opravdu? V tom pfipadé€ uz vim, co je to za c¢isla.“
1,V tom pripadé to vim taky.“
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Felixz opovrzlive pricichl ke zlaté, ktere vyplasent jezZci ne-
chali za sebou pTi zoufalém uprku. Ani tolik spéchat nemu-
seli, mezi nasimi hrdiny nebyl nikdo ochotny béhat a mdg
prohldsil, Ze bodliny na zddech jako jejich trest zcela staci.

»Tak to bychom méli,“ pochvaloval si mdg potésen, Ze se
mu tak sloZité kouzlo podatilo.

A dej si patentovat tenhle zpisob vyroby ostnatého drd-
tu,“ navrhl Felix, ktery si pri pozorovani zlata vsiml ZiZaly,
kterd se nemohla zahrabat, protoZe méla po celém téle bod-
liny.

»Tomu se 7ikd aktivni obranny systém. Ted ji alespori ne-
sezobne kos,“ vysvetlil mag a zacal listovat v knize. ,,Utd-
borime se tu na noc,“ dodal po chvili ctend.

Vilda rozdélal ohen, vybalil deky a wvaril veceri. Noc
ubéhla rychle a aZ na vzddlené dupdni jezki nic nerusilo
mirumilovné ticho. Vildu rano probralo slunicko a rosa.

»Vase Magstvo, kam pokracujeme dal?“ zeptal se Vilda,
sotva si protrel oci. Podival se na mdga a znejistél: ,Vidyt
vypaddte jako kdybyste celou noc nespal!“ A opravdu. Mdg
meél cerven€ oci, které drzZel sotva oteviené. Sedél u ohnis-
te a okolo sebe mél rozloZenou hromadu papird popsanou
divngmi symboly.

,Udddh, cozeto?“ zivl ospaly mdg. ,Aha, cesta. To je
pravé ten problém. Tady v knize sice pisou, Ze musime najit
Svitici bazinu. Ale celé je to popsané témi staroddvnymi
hadankams, takZe nemdm ponéti, kam ddl.“

Hddanka Vildovi tak tajemnd neptipadala. Stdlo v ni:
, Cesta nejdelsi — stdle z kopce, jen osmkrdt vykrocit naho-
ru. A na konci cesty té€, sto¢ se vpravo k obzoru.“

LA jd nevim, jak takovou nejdelsi cestu, co vede stdle
z kopce, jen osmkrdt kousek do kopce, najit. A vésténi ne-
pomohlo,“ postézZoval si smutné mag.

»10 se divim. Posledné se ty vosy vykourit podatilo,“
ohodnotil jeho véstecké schopnosti Felix.

Kiri se probudil a slétl z vétve, na které spal. Dopadl do-
prostred papiri a vytvoril v nich maly krdter. Zoufale krdkal

a mdchal kridly, aby se z t€ hromady dostal. Vzduch se na-
plnil poletujicimi papiry a havranim perim.

Vilda se natdahl, aby havrana vytahl, kdyz v tom mu primo
na nose pristal papir s néjakymi cisly. Byly na ném vypsané
vysky jednotlivych bodi na cesté.

Ale vzdyt staci vybrat nejdelst takovou posloupnost cisel
na tomhle papiru,“ zaradoval se a zacal pocitat.

» Kdybych nebyl tak ospaly, tak bych na to prisel sam. .. “
zamumlal mdg, kdyZ usinal.

20-3-3 Cesta z kopce 8 bodu

Je zadana posloupnost A obsahujici V ¢isel a néjaké ¢islo k.
Ukolem je nalézt indexy a,b (a < b) takové, ze b — a je nej-
vétsi mozné a posloupnost A,, ..., Ay obsahuje maximalné
k dvojic tésné po sobé jdoucich prvka A;, A; 1 takovych,
ze A; < Ajy1. Pro vSechny ostatni dvojice plati A; > A;4.
Tedy az na k mist je posloupnost nerostouci.

Priklad: Pro k = 1 a posloupnost 9,7,6,4,8,6,3,9,1 je
spravnym vysledkem ¢ = 1 a b = 7, tj. podposloupnost
9,7,6,4,8,6,3.

»lady to vypadd strasidelné,” postézoval si Vilda, kdyz
se blizili k bazine.

»Sama voda. Alesporni néjaka lavka, kdyby tu byla,*“ rem-
cal Felix.

, Ldvka tu sice nent, ale jsou tu provazové mosty. A ko-
lik,“ pochvaloval si mdg.

A opravdu. Mezi stromy vedly stovky provazovijch mos-
ti. Mag ze své kopie knihy wvytdhl mapu Svitici baZiny a
s pomoct ostatnich se vydrdpal na nejblizsi most.

Prochdzeli bazinou krizem krdZem, od jednoho stromu
k druhému. Felix nékolikrdt navrhl, Ze na né pockd na té
¢i oné kriZovatce, neZ se na ni zase vrdti.

»Rozhled na raselinu bude z tamté kriZovatky sice ndd-
herny, ale klidné si ho nechdm wujit.“

Kdyz 1 mdagovi dosla trpélivost a konstatoval unavene:
»Ta mapa je Spatné. Tady uz jsme byli nejmeéné sestndctkrat
a na tamté kriZovatce trindctkrdt. Bloudime mezi nims stdle
tam a zpét. Mezi tamhletou zatracenou kiiZovatkou a timhle
prokletym ztrouchnivélym stromem vede urcité nejvice cest
v cel€ baziné. Ale nemuzu je najit na mapé.“

1o bude tim, Ze ta mapa je pekné stard. Provazové mos-
ty zustaly nataZené mezi stejnymi stromy, ale tohle je bazina
a ty stromy v ni nedrzi. Prosté se od té doby premistily,“
mudroval Vilda a strcil do nejblizstho stromu. Strom se po-
sunul o dobry metr.

,V tom pripadé staci zjistit, mezi kterymi vede nejvice
ruznych cest. Z toho pak dokdzu zorientovat mapu. .. “

20-3-4 Orientace na mapé 10 bodu

Na vstupu vas program dostane popis orientovaného grafu
znazornujictho mapu. Vite, ze tento graf neobsahuje zadny
orientovany cyklus, ¢ili Ze neexistuje zadna orientovana ces-
ta délky alespon 1, kterad by zacinala a koncila ve stejném
vrcholu. Ukolem programu je vypsat dvojici vrcholt, mezi
kterymi vede nejvice ruznych cest v celém grafu. Za ruz-
né jsou povazovany libovolné dvé cesty, které se lisi alespon
jednou hranou. Pokud je takovych dvojic vrcholu vice, staci
libovolna z nich.

Priklad: Pro tento graf je feSenim dvojice vrcholu A a D:
B

D



Konecéné vylezli z baZiny na sprdvnou stranu. Zajdsali,
rozvdzali nebohého koné a mdg z ného snal levitacni kouz-
lo. Vyskrabali se na nejblizsi kopec a rozhlédli se po okoli.
V dalce spatrili dymagici horu zahalenou v temnych mra-
cich. Lavovd hora byla konecné na dohled. . .

20-3-5 Asfaltovani 11 bodu

Mili resitelé a Fesitelky,

blizi se zima a CodEx uz se tési na
vase darecky k Vanoctim v podo-
bé tesSeni tlohy tfeti série. Zpisob
odevzdavani a vSechny ostatni de-
taily ztstavaji stejné, jako v minu-
Iych sériich. Takze pokud jste za-
pomnéli; jak to v praktické tlozce
chodi, nebo jste se do feseni KSP
zapojili teprve ted, podivejte se na
tlozku 20-1-5 z prvni série, kde na-
leznete potfebné informace.

Zadani:

Obyvatelé Hipopotamie si jiz dlouho stézovali na nekvalit-
ni silnice. Kdyz si jednou i vrchni cestar pii cesté do prace
v kocafe vyrazil zub, rozhodl se k radikalni akci. Doslechl se,
ze v sousedni zemi zacali na cesty pouzivat novinku zvanou
asfalt, a myslenka na vyasfaltovani vSech silnic v Hipopo-
tamii byla na svété. A jak si vrchni cestaf usmyslel, tak
se i stalo. Pri realizaci napadu se ale nizsi cestaii museli
potykat s nemilym problémem: asfalt se dovazel ze soused-
ni zemé v ohromnych barelech, ve kterych bylo asfaltu tak
akoréat na dvé cesty (byly to opravdu ohromné barely). Po-
tiz byla v tom, Ze jakmile se barel narazil a asfalt z néj zacal
vytékat, nedal se uz proud asfaltu ni¢im zastavit a bylo te-
dy nutné vyasfaltovat najednou dvé na sebe navazujici ces-
ty. Jenze jak rozvrhnout asfaltovani, aby cestafi neskonéili
ve mésté s poloplnym barelem a se vSemi cestami vedouci-
mi do mésta uz vyasfaltovanymi? Disledky zaliti namésti
a nékolika prilehlych ¢tvrti do asfaltu by byly pro cestare
jisté nemilé...

Napiste program, ktery pro zadané propojeni meést cesta-
mi rozhodne, zda je mozno cesty podle popsanych pravidel
vyasfaltovat, a pokud ano, vypiSe jednu z moZnosti, jak
rozvrhnout, kterd dvojice cest bude asfaltovana ze kterého
barelu.

Na prvnim fadku vstupniho souboru asfalt.in se nacha-
zeji dvé celd ¢isla N a M oddélend mezerou (1 < N < 10000
al < M < 40000), kde N uréuje pocet mést a M pocet
cest v Hipopotamii. Déle ve vstupnim souboru nasleduje M
radka popisujicich jednotlivé cesty. Kazdy radek obsahuje
dvé celd ¢isla A a B oddélend mezerou — ¢isla mést (mésta

¢islujeme od jedné do N), mezi kterymi cesta vede. Pfed-
pokladejte, Ze mezi kazdymi dvéma mésty se 1ze po cestach
dostat (pokud ne piimo, tak pfes jind mésta).

Vystupni soubor asfalt.out bude bud obsahovat jediny
radek s textem no, pokud neexistuje zpusob, jak vyasfalto-
vat vSechny cesty a neskoncéit s poloplnym barelem v né-
jakém mésté, nebo bude obsahovat M/2 fadkd s popisem
postupu asfaltovani. Kazdy radek postupu bude popisovat
vyuziti jednoho barelu s asfaltem, tj. bude obsahovat t¥i ce-
14 cisla oddélend mezerou, kterd predstavuji po radé: ¢islo
mésta, ve kterém maé asfaltovani zacit, ¢islo mésta, do které-
ho se ma pokracovat a ¢islo mésta, ve kterém ma asfaltovani
skoncit.

Nezapomente, Ze kazda cesta ma byt vyasfaltovana prave
jednou!

Priklad 1: asfalt.in
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20-3-6 Hrady, hradky, hradla 12 bodu

Mili fesitelé, nyni uz vime, jak vlastné obvody funguji, jak
jsou rychlé a energeticky naro¢né. V dnesnim pokracovani
naSeho seridlu si povime néco o reprezentaci dat v binarni
podobé, tj. pomoci jednicek a nul.

Reprezentaci dat zde myslime néjaky zptsob, jakym pre-
vést ¢isla nebo i jiné tdaje do nul a jednicek, se kterymi
uz umime pracovat. Nejednodussi zptisob, jak to udélat je
dvojkova neboli binarni ¢iselné soustava. Cisla se pak mezi
desitkovou a dvojkovou soustavou prevadéji nasledovneé:

Dvojkova — Desitkova

Vezmeme ¢islo zapsané ve dvojkové soustaveé a budeme po-
stupné brat cifry po jedné zprava doleva. Kazdou z nich
vynasobime dvojkou umocnénou na pocet cifer, které jsou
od aktualni cifry vpravo. Pro ¢islo 101010 to bude vypadat
nasledovné: 0-2° +1-20 +0-22+1-2%40-2* 4125 =
2+8+32=42.

Jelikoz ag - 2° + a1 - 2 +ag - 22+ ... + a,, - 2" lze prepsat
jako ag + 2(a1 + 2(az + 2(... + 2a,) .. .))), funguje i nésle-
dujici jednodussi pfevodni algoritmus: za¢neme nejlevéjsi
Cislici, znasobime ji dvéma, pricteme dalsi ¢islici, vysledek
znasobime dvéma, a tak dale.

Desitkova — Dvojkova

Pokud je zadané ¢islo sudé, zapiSeme si nulu, v pfipadé, ze
¢islo je liché, zapiseme jednicku a od ¢isla jednicku odecte-
me. Pak ¢islo vydélime dvéma a postup zopakujeme. Jed-
nic¢ky a nuly budeme zapisovat zprava doleva tak dlouho, az



se nase ¢islo stane nulou. Cislo 13 bychom pievadéli takto:

c¢islo desitkové  cislo dvojkové vypocet
13 1 (13-1)/2
6 01 6/2
3 101 3-1)/2
1 1101 (1-1)/2

Vsimnéte si, Ze tento postup je vlastné predchozi postup
pro prevod z dvojkové soustavy spustény pozpatku.

Jiny pouzivany zptsob, jak kédovat ¢isla do jednicek a nul,
je kéd BCD (Binary Coded Decimal). Myslenka je nésle-
dujici: Kdyz se rozhodneme trochu plytvat, klidné mtzeme
kédovat desitkova ¢isla po ¢islicich. Pritom na kazdou ¢is-
lici pouzijeme 4 bity, a to tak, ze vyuzijeme 10 kombinaci
z 16 moznjch. Cislo 1394 bychom zapsali jako 0001 0011
1001 0100. Diky mirnému plytvani jsme si znacné zjedno-
dusili praci, tedy aspon v ptipadech, kdy ¢isla daleko ¢astéji
rozebirdme na ¢islice, nez s nimi poéitame. (Pékny piiklad
jsou tfeba digitalni hodinky — ty musi umét ¢islo zobrazovat
na displeji, ale jinak sta¢i umét pficitat jednicku.)

Neékdy se také potfebujeme vypotradat s tim, ze pokud pre-
nasime néjaky tdaj do jiného obvodu (tfeba po poditadové
siti, a nebo ho ukldddme na disk), mize se cestou trochu
poskodit — nékteré bity se mohou zménit z nul na jednicky
nebo naopak. Tehdy se samoziejmé hodi umét chybu od-
halit, nebo dokonce automaticky opravit. Zkusme si tifeba
na konec binarniho ¢isla pfidat nulu nebo jednicku tak, aby
celkovy pocet jedniéek v isle byl sudy (tomu se ¥iké paritni
bit). Pokud v takovém ¢isle nastane jedna chyba, ihned ji
odhalime, jelikoZz vzdy vznikne ¢islo s lichym poctem jedni-
¢ek. Existuje spousta sofistikovanéjsich kodu, které dokazi
detekovat nebo opravovat vétsi pocty chyb, ale my si uz
misto dalsiho povidani radéji naservirujeme nové tlozky.

Ulozky

Vasim tikolem nyni bude vymyslet obvod na detekci chyb,
ktery bude testovat délitelnost tiemi (takova kontrola chyb
je o néco silnéjsi nez parita).

1) Navrhnéte a nakreslete obvod, ktery pro ¢islo zadané
v bindrni reprezentaci zjisti, zda je délitelné tfemi. [6 bodd]

2) Ukol je stejny, oviem &isla jsou na vstupu v BCD repre-
zentaci. [6 bodd]

Recepty z programatorské kucharky

V dnes$nim vydani zndmého bestselleru budeme péci grafy
souvislé i nesouvislé, orientované i neorientované. Rekne-
me si o zakladnim prochazeni grafem, komponentach sou-
vislosti, topologickém usporadani a dalSich grafovych algo-
ritmech. Abychom ale mohli za¢it, musime si nejprve Fici,
s ¢im budeme pracovat.

Ingredience

Neorientovany graf je ur¢en mnozinou vrcholt V' a mnozi-
nou hran F, coz jsou neusporadané dvojice vrchold. Hrana
e = {z,y} spojuje vrcholy x a y. Vétsinou pozadujeme, aby
hrany nespojovaly vrchol se sebou samym (takovym hra-
nam fikdme smycky) a aby mezi dvéma vrcholy nevedla vice
ne7 jedna hrana (pokud toto neplati, mluvime o multigra-
fech). Obvykle také predpokladdme, Ze vrcholl je koneéné
mnoho. Neorientovany graf vét§inou zobrazujeme jako body
pospojované Carami.

Neorientovany graf a multigraf

Podgrafem grafu G rozumime graf G’, ktery vznikl z gra-
fu G vynechdnim nékterych (a nebo zadngch) hran a vr-
chold.

Casto nés zajima, zda se da z vrcholu = dojit po hranach
do vrcholu y. OvSem slovo ,dojit* by mohlo byt trochu
zavadéjici, proto si zavedeme par pojmu:

® sled budeme fikat takové posloupnosti vrcholt a hran
tvaru vy, e1,v2,€2,...,€n_1,0n, 7€ €; = {v;,vi41} pro
kazdé i. Sled je tedy néjaka prochazka po grafu. Délku
sledu métime poc¢tem hran v této posloupnosti.

® tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy e; # e;
pro i # j.

® cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, ¢ili v; # v;
pro i # j. VSimnéte si, Ze se nemohou opakovat ani hrany.

Lehce nahlédneme, ze pokud existuje sled z vrcholu x do y
(vy = x, v, = y), pak také existuje cesta z vrcholu x
do vrcholu y. Kazdy sled, ktery neni cestou, totiz obsa-
huje néjaky vrchol uw dvakrat. Existuje tedy ¢ < j takové,
ze u = v; = v;. Pak ale mizeme z naSeho sledu vypus-
tit posloupnost e;, viy1,...,€;-1,v; a dostaneme také sled
spojujici v1 a v,, ktery je urcité kratsi nez ptivodni sled.
Tak miizeme po konec¢ném poctu tprav dospét az ke sledu,
ktery neobsahuje zadny vrchol dvakrat, tedy k cesteé.

Kruznici neboli cyklem nazyvame cestu délky alespon 3,
ve které oproti definici cesty plati v; = v,,. Nékdy se na ces-
ty, tahy a kruznice v grafu také divame jako na podgrafy,
které ziskame tak, ze z grafu vypustime vsechny ostatni
vrcholy a hrany.

Jesté si ukdzeme, ze pokud existuje cesta z vrcholu a do
vrcholu b a z vrcholu b do vrcholu ¢, pak také existuje cesta
z vrcholu a do vrcholu c. To vyplyva z faktu, Ze existuje sled
z vrcholu a do vrcholu ¢, ktery mtizeme dostat napiiklad
tak, Ze spojime za sebe cesty z a do b a z b do c. A jak jsme si
ukazali, kdyz existuje sled z a do ¢, existuje i cesta z a do c.

V mnoha grafech (naptiklad v téch na predchozim obrazku)
je kazdy vrchol dosazitelny cestou z kazdého. Takovym gra-
fim budeme fikat souwvislé. Pokud je graf nesouvisly, miize-
me ho rozlozit na ¢asti, které jiz souvislé jsou a mezi ktery-
mi nevedou zadné dalsi hrany. Takové podgrafy nazyvame
komponentami souvislosti.

Ted se podivejme na par pojmu z ptirody: Strom je souvisly
graf, ktery neobsahuje kruznici. List je vrchol, ze kterého
vede pouze jedna hrana. Ukazeme, ze kazdy strom s alespon
dvéma vrcholy ma nejméné dva listy. Pro¢ to? Staci si najit
nejdelsi cestu (pokud je takovych cest vice, zvolime libovol-
nou z nich). Oba koncové vrcholy této cesty musi byt nutné
listy: kdyby z né€kterého z nich vedla hrana, musela by vést
do vrcholu, ktery na cesté jesté nelezi (jinak by ve stromu
byla kruznice), ale o takovou hranu bychom cestu mohli
prodlouzit, takze by ptuvodni cesta nebyla nejdelsi.

Grafim bez kruznic budeme obecné fikat lesy, jelikoz kazda
komponenta souvislosti takového grafu je strom.
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Les, jak ho vidi matematici

Nékdy se hodi jeden z vrcholti stromu prohlésit za koren,
¢im7 jsme si v kazdém vrcholu uréili smér nahoru (ke kofeni
— je to zvlastni, ale matematici obvykle kresli stromy kotre-
nem vzhiru) a dolt (od kofene). Souseda vrcholu smérem
nahoru pak nazyvame jeho otcem, sousedy smérem doli
jeho syny.

Kostra souvislého grafu fikdme kazdému jeho podgrafu,
ktery je stromem a spojuje vSechny vrcholy grafu. Muze-
me ji napriklad ziskat tak, ze dokud jsou v grafu kruZnice,
odebirame hrany lezici na néjaké kruznici. Pro nesouvis-
1é grafy nazveme kostrou les tvoreny kostrami jednotlivych
komponent. Na prvnim obrazku je jedna z koster levého
grafu znézornéna silnymi hranami.

Ciceni: Zkuste si dokazat, Ze stromy jsou pravé grafy, které
jsou souvislé a maji o jedna méné hran nez vrchold.

Orientované grafy

Casto potiebujeme, aby hrany byly pouze jednosmérné.
Takovému grafu fikdme orientovany graf. Hrany jsou ny-
ni uspotfddané dvojice vrcholt (z,y) a fikdme, Ze hrana
vede z vrcholu x do vrcholu y. Hrany (z,y) a (y,x) jsou
tedy dvé ruzné hrany. Orientovany graf vétSinou zobrazuje-
me jako body spojené Sipkami. VétSina pojmu, které jsme
definovali pro neorientované grafy, dava smysl i pro grafy
orientované, jen si musime dat pozor na smér hran.

o e X

Silné a slabé souvisly orientovany graf

Se souvislosti orientovanych grafii je to trochu slozitéjsi.
Rozlisujeme slabou a silnou souvislost: slabé souvisly je graf
tehdy, pokud se z néj zapomenutim orientace hran stane
souvisly neorientovany graf. Silné souvislym ho nazveme
tehdy, vede-li mezi kazdymi dvéma vrcholy x, y oriento-
vana cesta v obou smérech. Pokud je graf silné souvisly,
je i slabé souvisly, ale jak ukazuje nas obrazek, opacné to
platit nemusi.

Komponenta siln€ souvislosti orientovaného grafu G je ta-
kovy podgraf G’, ktery je silné souvisly a neni podgrafem
zadného vétsiho silné souvislého podgrafu grafu G. Kom-
ponenty silné souvislosti tedy mohou byt mezi sebou pro-
pojeny, ale zddné dvé nemohou lezet na spolecném cyklu.

Ohodnocené grafy

Dalsi moznosti, jak si graf ,vyzdobit“, je ohodnotit jeho
hrany ¢isly. Napiiklad v grafu silni¢éni sité (vrcholy jsou
mésta, hrany silnice mezi nimi) je zcela pfirozené ohod-
notit hrany délkami silnic nebo tfeba mytnym vybiranym
za prijezd silnici. Pfifazenym ¢islim se proto casto fika dél-
ky hran nebo jejich ceny. Pojmy, které jsme si pred chvili
nadefinovali pro obycejné grafy, mizeme opét snadno roz-
§irit pro grafy ohodnocené — napt. délku sledu budeme na-
misto poc¢tu hran sledu pocitat jako soucet jejich ohodno-
ceni. Neohodnoceny graf pak odpovida grafu, v némz maji
vSechny hrany jednotkovou délku.

Podobné miuzeme prifazovat ohodnoceni i vrcholim, ale
radéji si vSechny operace s ohodnocenymi grafy nechame
na nékteré z dalsich dili Kuchatky. I tak budeme mit prace
dost a dost.

Reprezentace grafu

Nyni uz vime o grafech hodné, ale jesté jsme si nerekli, jak
graf reprezentovat v paméti pocitace. To mizeme udélat
naptiklad tak, ze vrcholy oc¢islujeme pfirozenymi ¢isly od 1
do N, hrany od 1 do M a odkud kam vedou hrany, popiseme
jednim z nasledujicich tii zptsobu:

® matice sousednosti — to je pole A velikosti

123456789
N x N. Na pozici Ai, j] ulozime hodnotu 0 ; 411000011
nebo 1 podle toho, zda z vrcholu ¢ do vrcho- 2 100110001
. . . 3100100000

lu j vede hrana (1) nebo nevede (0). S matici 3 911010000
sousednosti se zachazi velmi snadno, ale ma 5 010101000
, L . , 6 000010110

tu nevyhodu, ze je vzdy kvadraticky velkd 7 500001011
bez ohledu na to, kolik je hran. Vyhodou 8 100001100
9 110000100

naopak je, ze misto jednicek mutizeme ukla-
dat néjaké dalsi informace o hranach, tfeba jejich délky.
Vpravo od tohoto odstavce najdete matici sousednosti
grafu z prvniho obrazku.

seznam sousedu je obvykle tvofen dvéma poli: polem sou-
sedd S[1...M] obsahujicim postupné ¢isla vSech vrcholi,
do kterych vede hrana z vrcholu 1, pak z vrcholu 2 atd.,
a polem zac¢atki Z[1...N], v némz se pro kazdy vrchol
dozvime zacatek odpovidajiciho tseku v poli S. Pokud
navic do Z[N + 1] ulozime M + 1, bude platit, ze souse-
dé vrcholu i jsou ulozeni v S[Z[i]], ..., S[Z[i + 1] — 1].
Tato reprezentace ma tu vyhodu, ze zabird pouze pro-
stor O(N + M) a sousedy kazdého vrcholu mame pékné
pohromadé a nemusime je hledat. Pro graf z 1. obrazku:

1111111111222222222
1 1234567890123456789012345678

Sl] 2389(1459[14/235[246578[689[167|127

1 1 2345678910
Z[i 1 5 9 1114172023 26 29

Reprezentace grafu seznamem sousediu

® pulhranami — tato reprezentace se pouziva tehdy, pokud
potiebujeme béhem vypoctu graf slozité upravovat. Je
univerzalni, ale dost pracna na naprogramovani. Spo¢iva
v tom, zZe si kazdou hranu ulozime jako dvé pulhrany
(zacatek a konec hrany), kazdy vrchol bude obsahovat
spojové seznamy prichazejicich a odchéazejicich ptilhran a
kazdé ptlhrana bude ukazovat na svou druhou polovici
a na vrchol, ze kterého vychazi.

V nasledujicich receptech budeme vzdy pouzivat seznamy
sousedd, poli S budeme fikat Sousedi, poli Z Zacatky a na-
deklarujeme si je takto:

var N, M: Integer; { pocet vrchold a hran }
Zacatky: array[1l..MaxN+1] of Integer;

Sousedi: array[1l..MaxM] of Integer;

Prohledavani do hloubky

Nase povidani o grafovych algoritmech zacneme dvéma za-
kladnimi zptsoby prochazeni grafem. K tomu budeme po-
tfebovat dvé podobné jednoduché datové struktury: Fronta
je konecna posloupnost prvki, ktera méa oznaceny zacatek
a konec. Kdyz do ni pfidavame novy prvek, pridame ho na
konec posloupnosti. Kdyz z ni prvek odebirame, odebere-
me ten na zacatku. Proto se tato struktura anglicky nazyva



first in, first out, zkracené FIFO. Zdsobnik je také konecna
posloupnost prvki se zacatkem a koncem, ale zatimco prv-
ky pridavame také na konec, odebirame je z téhoz konce.
Anglicky nazev je (piekvapivé) last in, first out, ¢ili LIFO.

7 PROMLEDAVAMY
Do HLouBgky
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Algoritmus prohledavani grafu do hloubky:

1. Na zacatku méme v zadsobniku pouze vstupni vrchol w.
Dale si u kazdého vrcholu v pamatujeme znacku z,,, kte-
ra rika, zda jsme vrchol jiz navstivili. Vstupni vrchol je
oznaceny, ostatni vrcholy nikoliv.

2. Odebereme vrchol ze zasobniku, nazvéme ho u.

3. Kazdy neoznaceny vrchol, do kterého vede hrana z u,
pridame do zasobniku a oznacime.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.

Na konci algoritmu budou oznaceny vSechny vrcholy dosazi-
telné z vrcholu w, tedy v pfipadé neorientovaného grafu ce-
14 komponenta souvislosti obsahujici w. To mtZzeme snadno
dokazat sporem: Predpokladame, Ze existuje vrchol z, ktery
neni oznacen, ale do kterého vede cesta z w. Pokud je tako-
vych vrcholi vice, vezmeme si ten nejblizsi k w. Oznaéme
si y predchiidce vrcholu z na nejkratsi cesté z w; y je urcité
oznaceny (jinak by x nebyl nejbliz$i neoznacéeny). Vrchol y
se tedy musel nékdy objevit na zasobniku, tim padem jsme
ho také museli ze zasobniku odebrat a v kroku 3 oznacit
vSechny jeho sousedy, tedy i vrchol z, coz je ovSsem spor.

To, ze algoritmus nékdy skonéi, nahlédneme snadno: v kro-
ku 3 na zasobnik pfidavame pouze vrcholy, které dosud
nejsou oznaceny, a hned je znac¢ime. Proto se kazdy vr-
chol mtize na zasobniku objevit nejvyse jednou, a jelikoz
ve 2. kroku pokazdé odebereme jeden vrchol ze zasobniku,
musi vrcholy nékdy (konkrétné po nejvyse N opakovénich
cyklu) dojit. Ve 3. kroku probereme kazdou hranu grafu
nejvyse dvakrat (v kazdém sméru jednou). Casova slozitost
celého algoritmu je tedy linedrni v poc¢tu vrchold N a po-
¢tu hran M, ¢ili O(N 4+ M). Pamétova slozitost je stejné,
protoze si tak jako tak musime hrany a vrcholy pamatovat
a zasobnik neni vét$i nez pamét na vrcholy.

Prohledavani do hloubky implementujeme nejsnaze rekur-
zivni funkci. Jako zasobnik v tom pfipadé pouzivame pfimo
zasobnik programu, kde si program ukldda navratové adre-
sy funkci. Mtze to vypadat tieba nasledovné:

var Oznacen: array[l..MaxN] of Boolean;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;

begin
Oznacen[V] := True;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do

if not Oznacen[Sousedi[I]] then
Projdi(Sousedil[I]);

end;

Rozdélit neorientovany graf na komponenty souvislosti je
pak uz jednoduché. Projdeme postupné vSechny vrcholy
grafu a pokud nejsou v zadné z dosud oznacenych kompo-
nent grafu, priddme novou komponentu tak, ze graf z tohoto
vrcholu prohleddme do hloubky. Vrcholy znac¢ime pfimo ¢is-
lem komponenty, do které patii. Protoze prohledavame do
hloubky nékolik oddélenych ¢asti grafu, kazdou se slozitosti
O(N; + M;), kde N; a M; je pocet vrchol a hran kompo-
nenty, vyjde dohromady slozitost O(N 4+ M). Nic nového
si ukladat nemusime, a proto je pamétova slozitost stale
O(N + M).

var Komponenta: arrayl[l..MaxN] of Integer;

NovaKomponenta: Integer;
procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;
begin
Komponenta[V] := NovaKomponenta;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Komponenta[Sousedi[I]] = -1 then

Projdi(Sousedil[I]);
end;

var I: Integer;

begin
for I := 1 to N do Komponental[I] := -1;
NovaKomponenta := 1;
for I := 1 to N do
if Komponenta[I] = -1 then
begin
Projdi(I);
Inc(NovaKomponenta) ;
end;
end.

Pribéh prohledavani grafu do hloubky miizeme znazornit
stromem (¥ik4 se mu DFS strom). Z pocate¢niho vrcholu w
ucinime koten. Pak budeme graf prochazet do hloubky a vr-
choly zakreslovat jako syny vrcholu, ze kterych jsme prisli.
Syny kazdého vrcholu si usporadédme v poradi, v némz jsme
je navstivili; tomuto poradi budeme tikat zleva doprava a
také ho tak budeme kreslit. Hrandm mezi otci a syny bude-
me Tikat stromové hrany. Protoze jsme do zadného vrcholu
nesli dvakrat, budou opravdu tvorit strom. Hrany, které ve-
dou do jiz navstivenych vrcholi na cesté, kterou jsme piisli
z kotfene, nazveme zpétné hrany. Dopredné hrany vedou na-
opak z vrcholu blize kofeni do uz oznaceného vrcholu déle
od kotene. A konec¢né pricné hrany vedou mezi dvéma riz-
nymi podstromy grafu.

Vsimnéte si, ze pfi prohleddvani neorientovaného grafu ob-
jevime kazdou hranu dvakrét: budto poprvé jako stromovou
a podruhé jako zpétnou, a nebo jednou jako zpétnou a po-
druhé jako dopfednou. Pfi¢né hrany se objevit nemohou —
pokud by pfi¢nd hrana vedla doprava, vedla by do dosud
neoznaceného vrcholu, takze by se prohledavani vydalo tou-
to hranou a nevznikl by oddéleny podstrom; doleva rovnéz
vést nemiize: predstavme si stav prohledédvéani v okamziku,
kdy jsme opoustéli levy vrchol této hrany. Tehdy by nase
hrana musela byt pfi¢nou vedouci doprava, ale o té uz vime,
7e neexistuje.



Prohledavani do hloubky lze tedy také vyuzit k nalezeni
kostry neorientovaného grafu, coz je strom, ktery jsme pro-
sli. Rovnou pfi tom také zjistime, zda graf neobsahuje cyk-
lus: to pozname tak, ze nalezneme zpétnou hranu rdznou
od té stromové, po niz jsme do vrcholu piisli.

Pro orientované grafy je situace opét trochu slozitéjsi: stro-
mové a dopfedné hrany jsou orientované vzdy ve stromé
shora dolti, zpétné zdola nahoru a pfiéné hrany mohou exis-
tovat, ovSem vzdy vedou zprava doleva, ¢ili pouze do pod-
stromti, které jsme jiz prosli (nahlédneme opét stejné).

stromova
zZpétna
dopredna

pricnd

Strom prohledavani do hloubky a typy hran

Prohledavani do $ifky
Prohledavani do $irky je zalozené na podobné myslence jako

prohledavani do hloubky, pouze misto zasobniku pouziva
frontu:

1. Na zacatku mame ve fronté pouze jeden prvek, a to
zadany vrchol w. Déle si u kazdého vrcholu x pamatu-
jeme ¢islo H[x]. VSechny vrcholy budou mit na zac¢atku
Hlz] = —1, jen H[w] = 0.

2. Odebereme vrchol z fronty, ozna¢me ho wu.

3. Kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z u a jeho
Hv] = —1, pfiddme do fronty a nastavime jeho H[v]
na Hlu] + 1.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni fronta prazdna.

Podobné jako u prohledavani do hloubky jsme se dostali
pravé do téch vrcholl, do kterych vede cesta z w (a ozna-
¢ili jsme je nezédpornymi ¢isly). Rovnéz je kazdému vrcholu
prifazeno nezaporné ¢islo maximalné jednou. To vSe se do-
kazuje podobné, jako jsme dokézali spravnost prohledavani
do hloubky.

Vrcholy se stejnym ¢islem tvoii ve fronté jeden souvisly ce-
lek, protoze nejprve odebereme z fronty vSechny vrcholy
s Cislem n, nez za¢neme odebirat vrcholy s ¢islem n + 1.
Navic plati, ze H[v] udéva délku nejkratsi cesty z vrcholu
w do v. Ze neexistuje krati cesta, dokdZeme sporem: Pokud
existuje néjaky vrchol v, pro ktery H[v] neodpovida délce
nejkratsi cesty z w do v, ¢éili vzdélenosti D[v], vybereme si
z takovych v to, jehoz D[v] je nejmensi. Pak nalezneme nej-
kratsi cestu z w do v a jeji pfedposledni vrchol z. Vrchol z je
blizsi nez v, takZe pro néj uz musi byt D[z] = H|[z]. OvSem
kdyz jsme z fronty vrchol z odebirali, museli jsme objevit i
jeho souseda v, ktery jesté nemohl byt oznaceny, tudiz jsme
mu museli pridélit H[v] = H[z] + 1 = D[v], a to je spor.

Prohledavani do sitky ma casovou slozitost taktéz linearni
s po¢tem hran a vrchol. Na kazdou hranu se také ptame
dvakrat. Fronta ma linearni velikost k poc¢tu vrchold, tak-
7e jsme si oproti prohledavani do hloubky nepohorsili a i
pamétova slozitost je O(N + M). Algoritmus implementu-
jeme nejsnaze cyklem, ktery bude pracovat s vrcholy v poli
predstavujicim frontu.

var Fronta, H: array[l..MaxN] of Integer;
I, V, Prvni, Posledni: Integer;
PocatecniVrchol: Integer;

begin
for I := 1 to N do H[I] := -1;
Prvni := 1;
Posledni := 1;
Fronta[Prvni] := PocatecniVrchol;
H[PocatecniVrchol] := 0;
repeat
V := Fronta[Prvni];
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do

if H[Sousedi[I]] < O then begin

H[Sousedi[I]] := H[V]+1;

Inc(Posledni);

Fronta[Posledni] := Sousedil[I];
end;

Inc(Prvni);
until Prvni > Posledni; { Fronta je prazdna }

end.

Prohledavani do sitky 1ze také pouzit na hledani komponent
souvislosti a hledani kostry grafu.

Topologické usporadani

Ted si vysvétlime, co je topologické usporddani grafu. Mame
orientovany graf G s N vrcholy a chceme ocislovat vrcholy
Cisly 1 az N tak, aby vSechny hrany vedly z vrcholu s vét-
$im c¢islem do vrcholu s mensim ¢islem, tedy aby pro kazdou
hranu e = (v;,v;) bylo ¢ > j. Pfedstavme si to jako srov-
nani vrcholi grafu na primku tak, aby ,sipky“ vedly pouze
zprava doleva.

Nejprve si ukdzeme, ze pro zadny orientovany graf, ktery
obsahuje cyklus, nelze takovéto topologické potradi vytvo-
fit. Oznac¢me vrcholy cyklu vy, ..., v,, takze hrana vede
z vrcholu v; do vrcholu v;_1, resp. z v; do v,. Pak vrchol

vvvvv o,
nez v,_1. Ale vrchol v; musi mit zaroven vyssi ¢islo nez v.,,
coz nelze splnit.

Cyklus je ovSem to jediné, co muze existenci topologického
usporadani zabranit. Libovolny acyklicky graflze usporadat
nasledujicim algoritmem:

1. Na zacatku mame orientovany graf G a proménnou
p=1.

2. Najdeme takovy vrchol v, ze kterého nevede zadna
hrana (budeme mu fikat stok). Pokud v grafu zadny stok
neni, vypocet konci, protoze jsme nasli cyklus.

3. Odebereme z grafu vrchol v a vSechny hrany, které do
néj vedou.

4. Pritadime vrcholu v ¢islo p.

5. Proménnou p zvysime o 1.

6. Opakujeme kroky 2 az 5, dokud graf obsahuje alespon
jeden vrchol.

Proc¢ tento algoritmus funguje? Pokud v grafu nalezneme
stok, miizeme mu urcité priradit ¢islo mensi nez vsem ostat-
nim vrcholim, protoze prekazet by nam v tom mohly pou-
ze hrany vedouci ze stoku ven a ty neexistuji. Jakmile stok
ocCislujeme, muzeme jej z grafu odstranit a pokracovat ¢islo-
vanim ostatnich vrcholt. Tento postup musi nékdy skoncit,
jelikoz v grafu je pouze kone¢né mnoho vrcholi.

Zbyva si uvédomit, ze v neprazdném grafu, ktery neobsahu-
je cyklus, vzdy existuje alespon jeden stok: Vezméme libo-
volny vrchol v1. Pokud z néj vede néjaka hrana, pokracujme



po ni do néjakého vrcholu vy, z néj do vs atd. Co se pti tom

muze stat?

® Dostaneme se do vrcholu v;, ze kterého nevede zadna
hrana. Vyhrali jsme, mame stok.

e Narazime na v;, ve kterém jsme uz jednou byli. To by ale
znamenalo, Ze graf obsahuje cyklus, coz, jak vime, neni
pravda.

¢ Budeme objevovat stale a nové a nové vrcholy. V konec-
ném grafu nemozno.

Algoritmus muZzeme navic snadno upravit tak, aby netratil
prilis ¢asu hledanim vrchold, z nichZ nic nevede — staci si
takové vrcholy pamatovat ve fronté a kdykoliv néjaky tako-
vy vrchol odstraiiujeme, zkontrolovat si, zda jsme né€jakému
jinému vrcholu nezrusili posledni hranu, kterd z néj vedla,
a pokud ano, pfidat takovy vrchol na konec fronty. Celé
topologické t¥idéni pak zvladneme v ¢ase O(N + M).

Jind moznost je prohledat graf do hloubky a vSimnout si,
7e poradi, ve kterém jsme se z vrcholi vraceli, je pravé to-
pologické poradi. Pokud zrovna opoustime néjaky vrchol
a Cislujeme ho dal$im ¢islem v poradi, rozmysleme si, ja-
ké druhy hran z néj mohou vést: stromova nebo dopredna
hrana vede do vrcholu, kterému jsme jiz priradili nizsi ¢islo,
zpétna existovat nemize (v grafu by byl cyklus) a pfiéné
hrany vedou pouze zprava doleva, takze také do jiz ocislo-
vanych vrcholti. Casova slozitost je opét O(N + M).

var Ocislovani: array[l..MaxN] of Integer;
Posledni: Integer;
I: Integer;

procedure Projdi(V:
var I: Integer;
begin

Ocislovani[V] := 0; { zatim V jen oznalime }

for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do

if Ocislovani[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedi[I]);

Inc(Posledni);

Ocislovani [V]
end;

Integer);

:= Posledni;

begin

for I 1 to N do

Ocislovani[I]
Posledni := 0;
for I 1 to N do

if Ocislovani[I] = -1 then Projdi(I);

_1;

end.

Hranova a vrcholova 2-souvislost

Nyni se podivame na trochu komplikovanéjsi formu souvis-
losti. Rikdme, Ze neorientovany graf je hranove 2-souvisly,
kdyz plati, ze:

® mé alespon 3 vrcholy,

® je souvisly,

® zlistane souvisly po odebrani libovolné hrany.

Hranu, jejiz odebrani by zpiisobilo zvysSeni poc¢tu kompo-
nent souvislosti grafu, nazyvame most.

Na hledani mostti nam poslouzi opét upravené prohleda-
vani do hloubky a DFS strom. Vsimnéme si, Ze mostem
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miize byt jediné stromova hrana — kazda jinad hrana totiz
lezi na néjaké kruznici. Odebranim mostu se graf rozpadne
na ¢ast obsahujici kofen DFS stromu a podstrom ,,visici“
pod touto hranou. Jediné, co tomu miize zabranit, je exis-
tence né€jaké dalsi hrany mezi podstromem a hlavni ¢asti,
coz musi byt zpétna hrana, navic takova, ktera neni jenom
stromovou hranou vidénou z druhé strany. Takovym hra-
nam budeme fikat ryzi zpétné hrany.

Proto si pro kazdy vrchol spocitame hladinu, ve které se
nachdzi (kofen je na hladiné 0, jeho synové na hlading 1,
jejich synové 2, ...). Déle si pro kazdy vrchol v spocitdme,
do jaké nejvyssi hladiny (s nejmensim ¢islem) vedou ryzi
zpétné hrany z podstromu s kofenem v. To mizeme udélat
pfimo pii prochazeni do hloubky, protoze nez se vratime
z v, projdeme cely podstrom pod v. Pokud vSechny zpétné
hrany vedou do hladiny stejné nebo vétsi nez té, na které
je v, pak odebranim hrany vedouci do v z jeho otce vznik-
nou dvé komponenty souvislosti, ¢ili tato hrana je mostem.
V opacéném ptipadé jsme nalezli kruznici, na niz tato hrana
lezi, takze to most byt nemtze. Vyjimku tvoii kofen, ktery
zadného otce nemé a nemusime se o néj proto starat.

Algoritmus je tedy pouhou modifikaci prochazeni do hloub-
ky a mé i stejnou ¢asovou a pamétovou slozitost O(N + M).
Zde jsou dtlezité casti programu:
var Hladina, Spojeno: array[l..MaxN] of Integer;
DvojSouvisle: Boolean;
I: Integer;

procedure Projdi(V, NovaHladina: Integer);
var I, W: Integer;

begin
Hladinal[V] := NovaHladina;
Spojeno[V] := HladinalV];
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
begin

W := Sousedil[I];
if Hladina[W] = -1 then
begin { stromova hrana }
Projdi(W, NovaHladina + 1);
if Spojeno[W] < Spojeno[V] then
Spojeno[V] := Spojeno[W];
if Spojeno[W] > Hladinal[V] then
DvojSouvisle := False; { mame most }
end else { zpétnd nebo dopfednd hrana }
if (Hladina[W] < NovaHladina-1) and
(Hladina[W] < Spojeno[V]) then

Spojeno[V] := Hladinal[W];
end;
end;
begin
for I :=1 to N do
HladinalI] := -1;
DvojSouvisle := True;

Projdi(1, 0);

end.

Dalsi formou souvislosti je vrcholovd souvislost. Graf je vr-
cholové 2-souvisly, praveé kdyz:

® mé alespon 3 vrcholy,

® je souvisly,



® zustane souvisly po odebrani libovolného vrcholu.

Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyZ odebereme, zvysi se
pocet komponent souvislosti grafu.

Algoritmus pro zjisténi vrcholové 2-souvislosti grafu je vel-
mi podobny algoritmu na zjistovani hranové 2-souvislosti.
Jen si musime uvédomit, ze odebirame cely vrchol. Ze stro-
mu prochézeni do hloubky mtze odebranim vrcholu vznik-
nout az nékolik podstrom, které vsechny musi byt spojeny

zpétnou hranou s hlavnim stromem. Proto musi zpétné hra-
ny z podstromu uréeného vrcholem v vést az nad vrchol v.
Specialné pro kofen nam vychézi, Ze mize mit pouze jedno-
ho syna, jinak bychom ho mohli odebrat a vytvofit tak dve
nebo vice komponent souvislosti. Algoritmus se od hledani
hranové 2-souvislosti lisi jedinou zménou ostré nerovnosti
na neostrou, sami zkuste najit, které nerovnosti.

Dnesni menu Vam servirovali
Martin Mares, David Matousek a Petr Skoda

Vzorova feSeni prvni série dvacatého roéniku KSP

20-1-1 Temna Sachovnice

20-1-2 Priprava na cestu

»Ach jo, co si to ti magové dnes nevymysli,“ povzdechl si
Vilda a zacal vysvétlovat temnému panovi, proc jeho pii-
kazu nemiize vyhovét:

Na Sachovnici 4 x 4, a viibec na vSech Sachovnicich o sudém
rozméru, se pti vychozim obarveni nachazi sudy pocet jak
¢ernych, tak bilych policek. Zaméfme se tfeba na cerna.
(,No proto!“ pochvaloval si még.)

Dokéazu, ze kdyz je na takové Ssachovnici pfed tahem pocet
¢ernych policek sudy, po tahu bude sudy také. Pii libovol-
ném tahu mohu zménit pocet ¢ernych policek nasledovné:
V daném sloupci/fadku byl pocet ¢ernych poli¢ek sudy, coz
znamena, ze bilych bylo také sudé. Takze kdyz se po tahu
tyto pocty prohodi, zlistanu poiad na sudém poctu ¢ernych
policek v tombhle sloupci/fadku. Protoze byl ale celkovy po-
Cet Cernych policek pred tahem sudy, tak kdyz odectu sudy
pocet pivodné cernych policek a prictu sudy pocet nové
¢ernych policek, dostanu opét sudé ¢islo.

Naopak, mohlo se mi stat, ze pocet ¢ernych policek v daném
sloupci/¥adku byl lichy, coz také znamena, Ze biljch policek
bylo také lise. Kdyz se po tahu tyto pocty prohodi, celkem
dostanu opét sudy pocet ernych policek (od pivodniho
poctu odectu liché ¢islo, ale pak zase jiné liché ¢islo pric¢tu).

,,Z toho bohuzel vyplyva, ze Sachovnici na pozadovany tvar
upravit nedokdzu — ve vysledku mam dostat lichy pocet
cernych policek, coz opravdu nejde,“ dokoncil svij vyklad
Vilda. ,Hm,”“ zamyslel se mag, ,,chidpu, ze pro Sachovnice
o sudém rozmeéru to nejde, neptijde to ale pro Sachovnice
s lichym poctem policek na strané?“ snazil se presvédcit
Vildu a zacal si pfipravovat pilku pro pripadné ofezani Sa-
chovnice.

“

,No, to bohuzel neptijde také,
¢oval ve vysvétlovani:

zklamal ho Vilda a pokra-

Kazda sachovnice o rozméru vétsim nez 2 mé v levém hor-
nim rohu podsachouvnici o rozméru 2 x 2. Tuto podsachovni-
ci potfebujeme obarvit tak, aby levé horni policko bylo bile
a zbyla tfi ¢erna. Kdyz se na chvili zamyslime, zjistime,
7e na zménu libovolného policka podsachovnice maji vliv
jenom inverze prvnich dvou sloupcii/fadkt. Odmysleme si
zbytek téchto sloupcti/fadkt, jsme opét tam kde jsme byli
— snazime se prebarvit Sachovnici o strané 2 a o té uz vime,
7e prebarvit nejde.

»2Mam vsak taky jednu dobrou zpravu,“ rozjasnil se Vil-
da, ,Sachovnici 1 x 1 lze obarvit velice snadno!*“ nadcez si
od maga vypujcil pilku, vyrezal levé horni policko a obarvil
ho bile. Mag chvili na Sachovnici hledé€l silné podeziivavym
pohledem, pak sadhl do kapsy, vytahl figurku damy a polozil
ji na policko. ,, Tak, zahrajem si?“

Maria Vamosovad

Kazdého jisté napadne, ze bychom v KSP nevypisovali tlo-
hu za 12 bodi, kdyby se méla Tesit prostym prohledavanim
vSech moznosti neboli obycejnym backtrackem. Nezachrani
nas ani rizné heuristiky a pokusy sem tam odfezat neper-
spektivni vétev vypoctu. My si ukdZeme, Ze pomoci Sikovné-
ho ukladani jiz spocitanych vysledkt dokazeme najit feSeni
v polynomialnim cCase.

Celd myslenka spociva v nasledujici avaze: Predstavme si,
ze bychom veédéli, jak nejlépe vyfesit tuto ilohu pro N — 1
ukolu a zadany pocet minut. Tedy ze pro N — 1 tikold a da-
ny pocet minut vime, kolik minut vénovat kterému tkolu a
jaka bude vysledné pravdépodobnost, ze bude mag s Vildo-
vou praci spokojen. (Zatim nemusime moc premyslet nad
tim, jak jsme k této znalosti pFisli, prosté ji mame.) Kdy-
by ndm ted nékdo pridal N-ty, posledni ikol a dal ndm na
vyfeseni vSech tkoli M minut, stac¢i udélat jednoduchou
véc: zkusime poslednimu N-tému tkolu postupné pridélit
v8echny mozné poéty minut, které pfichdzi v avahu (tedy
k = 0..M minut) a na zbylych N — 1 tkold pouZit zbylych
M — k minut. Pravdépodobnost, ze bude mag spokojen, bu-
de soucinem ¢isla any (na tkol N jsme pouzili k& minut) a
nejlepsi pravdépodobnosti, kterou mtizeme na N —1 tikolech
pfi M — k minutach dosdhnout (toto ¢islo méme dopiedu
spocitané). Pak ndm sta¢i ze vSech moZnych k vybrat to
nejlepsi.

Dobfte, ale jak spocitdme nejlepsi pravdépodobnost, které
muzeme dosdhnout na N — 1 tkolech pro néjaky zadany
pocet minut? No, pfedstavme si, Ze toto ¢islo uz zname pro
N — 2 tkoli. ..

A ted si algoritmus predstavime pofadné:

Mame zadanu matici A = aij kde prvek a;; udava, jaka
je pravdépodobnost, ze bude mag s Vildovym feSenim tko-
lu ¢ spokojen, pokud mu Vilda vénuje j minut. Zavedeme
si matici P = pij, kde prvek p;; bude znamenat nejlep-
§1 moznou pravdépodobnost, jakou miuzeme dosdhnout na
tkolech 1..7 pfi pfidélenych minutach j. Hodnota po3 tedy
napiiklad udava, jaka je nejlepsi mozna pravdépodobnost
magovy spokojenosti pro tkoly 1 a 2 s pfidélenym poctem
minut 3.

Matici P budeme zapliovat po fadcich od levého horniho
rohu, ktery odpovidé nejlepsi pravdépodobnosti pro 1 tkol
a 0 minut, az do pravého dolniho rohu, ktery odpovida nej-
lepsi pravdépodobnosti pro N kol a M minut a je vlastné
feSenim nasi tlohy.

Chceme zaplnit pole p;;, které by mélo odpovidat nejlepsi
mozné pravdépodobnosti pro tkoly 1..7 a ptridélené minuty
7. Trosku jsme to naznadili uz v tvodni myslence. Vyzkou-
$ime vSechna mozné pfidéleni minut £ = 0..j pro posledni
i-tou tlohu a do hodnoty p;; dosadime maximum z hodnot



@ik - Pi—1,j—k- Loto nejlepsi k si také ulozime, protoze pro
nas znamena nejlepsi pridélené minuty pro tento konkrétni
kol a na konci ho budeme pottebovat vypsat.

Jesté zbyva vymyslet, jak zaplnime prvni fadek matice P.
Mtizeme si pomoct tim, Ze si na zacatek pfiddme nulty fa-
dek, ktery bude na pozicich pgy az popys zaplnén samymi
jednickami, coz si také muzeme vylozit tak, Ze hodnoty
oznacuji magovu spokojenost, kdyz nebude zadny ukol a
bude pro néj k dispozici 0..M minut. Potom mizeme uve-
deny algoritmus nastartovat od prvniho fadku matice (od
prvniho tikolu).

Protoze musime zaplnit matici P, kterd mé N tadkt a M +1
sloupct a protoze v kazdém policku musime udélat O(M)
testil, ma cely algoritmus ¢asovou slozitost O(NM?).

Jana Kravalovd

20-1-3 Oprava lodi

V naprosté vétsiné pripadi mél Vilda nadéji, ze nebude
spolu s lodi muset prozkoumavat dno, coz mu udélalo vel-
kou radost. Proto si vSechno o zaplatovani trupu peclivé
zaznamenal:

K feSeni vyuzijeme toho, ze zadné dvé zaplaty se nebu-
dou prekryvat, pokud maji nejmensi moznou velikost. Rov-
néz vime, ze zaplata musi pokryvat celou souvislou oblast
vSech dér. Nemusime tedy pftili§ hloubat, abychom objevili,
ze rozmér i poloha zaplaty jsou dany nejlevéjsi, nejhotej-
81, nejpravéjsi a nejspodnéjsi dirou celé souvislé oblasti, ty
v tomto poradi piesné urcuji levy, horni, pravy a dolni okraj
zaplaty. Cokoliv mensiho je maélo, cokoliv vétsiho by bylo
zbytecné. Ke spocteni velikosti zaplat nam tedy staci pro-
jit vSechny oblasti a urcit jejich horni, dolni, levé a pravé
okraje.

Ted se musime vyporadat s tim, jak hledat souvislé oblasti
dér. Zacnéme tim, zZe vSechny diry jsou v dvojrozmérném
poli diry. Prvek diry[z,y] je logickd hodnota odpovidajici
tomu, zda na soufadnicich [z,y] dira je nebo neni.

Jesté nez zacneme se samotnym hledanim, pfipomeneme si
jednu datovou strukturu — frontu. Fronta neni nic jiného
nez néjaky seznam prvki, avSak dvé operace jsou pro ni
specifické — pfidani prvku na konec a odebrani prvku ze
zacatku. Prvky jsou tedy z fronty odebirdny ve stejném
poradi, v jakém do ni byly pfidany a programéatorova fronta
se od fronty v obchodé lisi pouze tim, Ze se v ni nesmi
predbihat.

Nyni zpét k pivodnimu problému. Souvislé oblasti budeme
hledat hledanim do sirky. Tém z véas, ktefl o tomto algorit-
mu slysi poprvé, viele doporucuji se s nim blize obeznamit
(je popsan v aktudlni kuchafce). Na pocatku si vybereme
néjakou libovolnou dosud nezazaplatovanou diru a ulozime
si ji do fronty. Nyni budeme postupné odebirat diry z fron-
ty a pro kazdou z nich se podivame, zda nema vedle sebe
sousedku. Sousedku hledame prosté tak, ze se v poli s di-
rami podivdme na policka kolem sebe. Pokud takovou diru
nalezneme, pridame si ji na konec fronty a v poli dér si
ji poznacime jako zpracovanou, abychom ji nevkladali do
fronty vicekrat. Povsimnéme si, ze zaplatu mizeme urco-
vat uz béhem prochazeni frontou. Na pocatku rekneme, ze
zéplata zakryva pravé jednu diru, a to tu prvni, kterou jsme
nalezli a pfidali do fronty. S kazdou dalsi dirou ndm staci
zaplatu ,roztahnout“, pokud z ni dira vybocuje. Pfi dosa-
zeni konce fronty jsme urcité nalezli vSechny diry v dané
oblasti a velikost zaplaty pro tuto oblast pfi¢teme k cel-
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kovému vysledku. Zbyva uz jen po nalezeni vSech oblasti
vypsat celkovy soucet.

N&as algoritmus potfeboval pole popisujici celkem M - N
policek, tedy pamétova slozitost je O(M - N). Kazdé policko
zpracujeme pouze konstantné-krat, navic pfinejmensim na
pocatku muselo byt inicializovano, takze s kazdym jsme
pracovali alespoii jednou. Tedy ¢asova slozitost je O(M-N).
Povsimnéte si, ze D < M - N, proto ho miizeme ,schovat®
do O(M - N).

Jeste se zamyslime, jestli neexistuje vylepseni algoritmu pro
D, ktera jsou mnohem mensi nez M - N. Pokusme se zbavit
zavislosti na M a N, kterd mohou byt neimérné vétsi nez
D i bez toho, ze by se mezi sebou vynasobili. Odstranme
proto ono dvojrozmérné pole pro diry a ponechme si jen po-
sloupnost dér takovou, jakou jsme ji nacetli ze vstupu. Po-
le, kterého jsme se zbavili, jsme pouzivali k tomu, abychom
uméli rychle naleznout sousedni diry v priibéhu hledani do
gitky. Jak ale ted nalezneme sousedni diry? Abychom to
uméli rychle, usporadame si na pocatku vsechny diry podle
soufadnice X a pokud se v ni shoduji, tak podle Y. Nyni
feknéme, 7e mame diru se soutadnicemi [z, y]. Pak jeji sou-
sedky mohou byt pouze [x — 1,y], [z + 1,y], [z,y — 1] nebo
[,y + 1]. Jsou tedy celkem ¢ty¥i moZnosti, které musime
vyzkouset. Tedy hledame ¢tyfi hodnoty v usporadané po-
sloupnosti, coz umime ptlenim intervalu v logaritmickém
poctu krokti vzhledem k délce takové posloupnosti. Pokud
takova dira existuje, pak jsme k ni zfejmé pfipojeni a to uz
algoritmu staci.

Cely algoritmus potiebuje pouze mnozinu vSech dér, kte-
rych je D, a frontu pro prichod do $ifky, kterd mutze rovnéz
obsahovat az D prvki. Paméfova slozitost je tedy O(D).
Casovou slozitost nejvice ovliviiuje setiidéni dér a prohle-
davani souvislych oblasti, kde pro kazdy prvek provadime
ptleni intervalu v logaritmickém cCase. Obé hlavni faze a
tedy cely algoritmus bézi v éase O(D - log D). Mezi zdro-
jovymi kédy vzorovych feSeni naleznete pouze tuto druhou
variantu algoritmu, ktera je ve skutecnosti pomérné jedno-
duchou tpravou varianty prvni.

Jesteé existuje jedno feSeni, kterého si spravné vsiml Pe-

ter Ondrugka. Ulohu lze fesit v ¢ase O(M + N+ D). Zvi-
davéjsi z vas si nejspise uvédomili, ze prohledavame graf a
hledame slabé souvislé komponenty. To samo o sobé umime
rychle, ale v tomto pfipadé ndm nejdéle trva konstrukce gra-
fu. Na pocatku si prihradkoveé setiidime vSechny diry podle
soufadnice X, tedy je rozdélime do sloupecki(zvladneme
v ¢ase O(N + D)). Pomoci tohoto rozdéleni dokdzeme poz-
déji lépe urcit vodorovné sousedici diry. Zacneme postupné
zpracovavat vSechny sloupecky z a  + 1 pro x od 1 do
M — 1. Diry téchto dvou sloupecktl si vzdy setiidime pod-
le fadki - opét prihradkové a oba sloupecky zvlast. Zde
musime dat pozor, abychom netfidili pro kazdou dvojici
sloupeckti v ¢ase O(M). Budeme opakované pouzivat dvé
pfihradkova pole velikosti M (tedy co Fadek, to pfihradka).
Pred prvnim tfidénim podle Fadkt si je musime vynulovat
(O(M)). V dalgich krocich (pro dalsi dvojice sloupeckii)
predpokladame, ze pole jsou vynulovana, a my proto déla-
me zapisy jen pro kazdou diru, nikoliv pro kazdou prihradku
— to je zfejmé, protoze pouzivame jen ty prihradky, které
potifebujeme. AZ nebudeme obsah poli potiebovat, opét vy-
mazeme pouze ty diry, které jsme pridali, tedy nebudeme
nulovat vsechny prihradky v poli — v dusledku tfidéni pro
vS8echny dvojice sloupecki a vsechny diry na planu stihneme
v O(M + D).



Méjme tedy prihradkové setiidéné dva sousedni sloupecky
dér podle radkt a seznam dér pro kazdy z obou sloupeckt
(seznamy vznikly pfi prvnim setfidéni dér podle soufadni-
ce X). Nyni se sta¢i pro kazdou z dér v seznamech podivat
do prihradek, jestli ma sousedku nad sebou nebo pod se-
bou (pro = > 2 to stadi pro diry ze sloupce z + 1, protoze
sloupec x jsme vyfesili v pfedchozim kroku). Takto jsme do-
plnili svislé hrany do grafu (hrany odpovidajici sousedstvi
dvou dér ve svislém sméru). Dale budeme hledat sousedici
diry z praveé zpracovavanych dvou sloupeckd ve vodorov-
ném sméru. Pro kazdou diru ze sloupce z na fadku y (a
tedy v pfihradce y pro tento sloupec) se podivame, zda je
néjaka dira v prihradce y sloupecku x + 1. Tim, Ze projde-
me vSechny sousedni dvojice sloupecktl, méme zajisténo, ze
nalezneme vSechny vodorovné hrany naseho grafu. Pro kaz-
dou diru si budeme v celku pamatovat max. 4 odkazy na
sousedy (pamét O(D)).

Vsimnéte si, ze se tento postup opét podoba prvnimu, ale
s tim rozdilem, Ze nemame ,naprihradkovany“ uplné cely
trup, ale jen tu cast, kterou pravé potiebujeme, a zbytek —
ostatni sloupecky — jen ¢astecné — tj. neresime jejich rozmis-
tén{ dér na fadcich. Celkova paméfova slozitost odpovida
¢asové, tj. O(M + N + D)

Josef Pihera

20-1-4 Kormidlo

Zda se, ze tato tuloha byla tézsi, nez se z pocatku zdalo.
Spravnych feseni prislo pomélu, ty rychlé v podstaté zad-
né, takze Vildovi nezbylo nez pribyt misto kormidla jeden
obdélnikovy kus dfeva, ktery mu zbyl z opravy.

Ukolem je vlastné spocitat pocet koster na daném grafu. Co
je to kostra a graf se doc¢tete kuptikladu v kucharce ke tieti
sérii, kterou jste pravé dostali.

Vzorec na vypocet poc¢tu koster na uplném grafu ndm ne-
pomuze, protoze kormidlo neni tplny graf. Stejné tak po-
stupy pro obecné grafy jsou trochu jako nukledrni bomba
na vrabce. Jde to jednoduseji.

Tedy, nasi tlohou je najit pocet koster uréeného grafu. Ulo-
hu si mirné zobecnime. V grafu je obvykle zakdzané mit na-
sobné hrany (vice hran spojujici stejnou dvojici vrcholit).
My toto zakazovat nebudeme, ¢imz dostaneme multigraf.
K ¢emu nam to bude dobré si povime pozdéji.

Méame tedy multigraf M. Vyberme si jednu multihranu
(multihrana jsou vSechny ,normdalni“ hrany, které spoju-
ji stejné 2 vrcholy). Rozdélime si mnozinu koster grafu M
podle této multihrané na dvé (disjunktni) podmnoziny.

Prvni podmnozina bude obsahovat vSechny kostry, které
neobsahuji zddnou hranu z této multihrany. Velikost tako-
vé mnoziny je zjevné stejna, jako velikost mnoziny vsech
koster grafu M, ktery vznikne z M odebranim celé této
multihrany.

Druhéa podmnozina je ten zbytek, tedy vSechny kostry, kde
pouzijeme pravé jednu hranu z této multihrany (vice jich
vést nemiZe, to by nebyla kostra). Kdyby nase multihrana
nebyla nasobna (byla by to jen obyejnd hrana), velikost
této podmnoziny by byla stejna jako pocet koster na grafu
M=% ktery z M vznikne odstranénim této multihrany a
slou¢enim vrcholu touto multihranou spojenych do jedno-
ho (toto je pro¢ celou dobu pracujeme s multigrafy — tady
mohou vznikat multihrany).
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Jak to ale bude vypadat, kdyz ndmi vybrand hrana bude
h-nasobna? Uplné stejné, jako s jednoduchou, jen pouzitou
hranu miZeme vybrat h zptsoby, tedy vysledkem bude h -
M=,

Protoze jsou tyto dvé podmnoziny disjunktni a dohromady
dévaji celou mnozinu koster (nic jiného, neZ Ze tam hrana
je a Ze tam neni, se stat nemiize), mizeme velikosti téchto
dvou podmnozin jednoduse secist.

Timto pfevedeme problém poctu koster na multigrafu na
dva stejné problémy, ale na mensich multigrafech (¢imz
jsme mimochodem dokazali, ze algoritmus je kone¢ny, ne-
bot pocet koster na jednovrcholovém grafu je roven jedné
a pocet koster na nesouvislém grafu je nula). Nyni staéi uz
jen vyuzit toho, ze vstupni graf neni jen tak ledajaky, ale
7e je to naSe pékné kormidlo.

Podivejme se, na co se rozlozi kormidlo velikosti N. Vybere-
me si jednu hranu na jeho obvodu. Kdyz hranu vynechame,
vznikne néco, co by se dalo nazvat véjifem (viz obrézek).
Kdyz hranu pouzijeme, vznikne skoro totéz, jako kormidlo
velikosti N —1, jen s tim rozdilem, Ze jedna hrana do stfedu
je dvojita.

Kormidlo velikosti N s jednou k-nasobnou hranou se rozlozi
na v&jit velikosti N s jednou (k + 1)-ndsobnou hranou na
kraji (vybereme si opét hranu sousedici s onou k-nésobnou
hranou) a jedno kormidlo velikosti N — 1 s jednou (k + 1)-
nasobnou hranou.

Co udélame s véjifem velikosti N a k-nasobnou krajni hra-
nou? Vybereme si vnéjsi hranu, ktera sousedi s tou k-na-
sobnou. Kdyz ji pouzijeme, dostaneme véjir velikosti NV — 1
s jednou k + 1-nasobnou hranou. Kdyz ji nepouzijeme, do-
staneme véjir velikosti N — 1 na nasobné stopce. Protoze do
toho vrcholu na konci stopky vede uz jen tato multihrana,
musime ji pouZit a pocet koster takové kostry bude stejny
jako pocet koster v&jife velikosti N vyndsobenym k (méme
k zpusobi, jak pfipojit stopkovy vrchol).

Nyni, kdy toho nechame? Véjife se jednou stahnou az do
jedné k-ndsobné hrany (na které najdeme k rtiznych kos-
ter). Kdyz ndam nebude vadit mySlenka existence kormidla
velikosti 1 s jednou k-nasobnou hranou, vS§imneme si, zZe je
to opét hrana samotnd (spojujici ,krajni“ se ,stiedovym*
vrcholem).

Nyni trocha poétil. Oznacme %, pocet koster korudla o ve-
likosti N s jednou k-nasobnou hranou. Stejné tak V§ budiz
pocet koster véjire velikosti N s jednou k-nasobnou hra-
nou. Pomoci naseho rozklddaciho pravidla si vyjadfime, ze
VE =V 4 k- V. Stejné tak pk, = Vi + k™ . Toto je
jen prepis vySe zminénych rozkladt na mensi podproblémy.

Kdybychom nyni iterovali pfes vsechny potiebna N a k
(vS§imnéme si, ze k bude nejvyse N — aZ na néjaké malé
konstanty okolo), tak se zajisté dobereme k vysledku. Kdyz
si budeme mezivysledky uklddat (nékteré budeme potiebo-
vat vicekrat), tak se dostaneme na ¢asovou slozitost O(N?).



Mohlo by se stat, ze se ndm takova casova slozitost nelibi.
V takovém ptipadé se pokusime zbavit poc¢itani multigraf
s nasobnymi hranami tim, ze prepiseme vzorecky, aby pou-
zivaly pouze Vy a k. Postupné budeme rozkladat vie, co

. .. oY k+1
mé horni index riizny od 1. Tedy, VE = k- Vg + Vil =
-V o+ (k+1)- Vi, +VE?Z = | Zastavime se, a7

budeme mit VlkJrN ~1 coz je, jak jsme si rozmysleli vyge,

k+ N — 1. Obdobné to udélame pro ,ué“v. Doporucuji si to
napfed rozepsat pro tfeba N = 4, je z toho hezky vidét, co
vyjde.

Protoze jiz k nepotfebujeme, pro zkraceni si oznac¢me Vi
jako ekvivalent V. Obdobné pro uy a pk;. Az praci s tuz-
kou a papirem dokonc¢ime, vyjde ndm, ze Vy =1 - Vy_1 +
2-VN_—2+...4(N—=1)-V1 4+ N. Pro cela kormidla to vyjde
;LN:12~VN71+22~VN72+...+(N71)2'V1+N2.

Kdybychom ndm nékdo dal vSechny Vi, ..., Vy_1, neni pro-
blém v linedrnim case spocitat pn sectenim vSech s¢itanct.

Zbyva tedy spocitat vSechny véjite, pokud mozno také v li-
nearnim &ase. Kdybychom méli &isla S := 1+ Y'_, Vi a
Vi= l—l—Zi;i(Z—i)-Vi , jejich seGtenim ziskdme Vi (¢tenaf
si miZe ovérit seCtenim). Sj41 ziskdme tak, Ze k S; pFicte-
me Viy1 (které jiz nyni mame také). Stac¢i doplnit startovni
hodnoty. V4 je jedna (véjifek s jednim krajnim bodem je jen
hrana), S7 spoéteme na 2. VSechny tedy zvladneme spocitat
v O(N).

Nyni si uz staci jen vSimnout, ze kazdé V; potifebujeme jen
k pFicteni k celkovému vysledku (samozfejmé vynasobené
spravnym ¢islem). Toto pFicteni mizeme udélat okamzité,
tudiz ho jiz pristé nepotfebujeme a neni tfeba uchovavat
pole se vSemi. Tim k linedrni casové slozitosti ziskame jako
bonus konstantni pamé&tovou.

Program si mizeme zjednodusit dopoéitdnim Vy a Sy (na
0 a 1), ¢imz zjednodusime chovéni cyklu a celkovy soucet
mizeme prepocitat uz po spocteni V7.

Michal ,vorner“ Vaner

Pozndmka M.M.: Kazdy pravovérny matematik sa-
@@ moziejmé véri, ze na libovolny ,,pocitaci“ problém
existuje chytry vzorecek. Nékdy je i hezky :) Pokud na for-
mulky pro pn z naseho vzorového feseni pouzijete techniku
zvanou metoda vytvotujicich funkei (ta je moc pékné po-
psana ve starych dobrych Kapitolach z diskrétni matema-
tiky), dostanete nasledujici pékny vztah (¢asem — ono dé
docela dost prace se tim vSim propocitat, takze detaily si
pro tentokrat odpustime):

MUN = QN + ﬂN - 25
kde a a (8 jsou konstanty definované takto:
3+v6 . 3-45
a = 7 8= 7

Pro pocitani v programu to zadna velka vyhra neni, proto-
ze stézi dovedeme iracionalni odmocniny z péti reprezento-
vat dost presné. Muzeme si ale pomoci drobnym tskokem:
Podobné jako se pocita s komplexnimi ¢isly jako s vyrazy
typu a + byv/—1, my budeme pocitat s dvouslozkovymi &isly
ve tvaru a + bv/5, kde a a b jsou racionalni. Jelikoz soudet,
rozdil i souc¢in takovych cisel je opét ¢islo v tomto tvaru,
mizeme vSe pocitat v nich a na konci pouze vypsat prvni
slozku. (Vime totiz, Ze vysledek je pfirozené ¢islo, a tak mu-
si byt druha slozka nulova. Navic diky symetrii bude prvni
slozka u oV stejné jako u BV, takze staéi poditat jen jednu
z nich). Jesté si vzpomeneme na trik na rychlé umociiovéa-
ni (viz tfeba feSeni tlohy 18-4-1) a vyloupne se nésledujici
program, ktery py spocitd v éase O(log N).
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/* Dvojslozkova &isla a jejich nésobeni */

typedef struct { int i, j; } num;

num mul (num x, num y)

{ return (num){ x.i*y.i + B*x.j*y.j,
x.ixy.j + x.j*y.i }; }

int M(int n)

{
num x={3,1}, y={1,0};
for (int i=n; i; i/=2)

// x=2%alfa
// politame y=x"n

{
if (i%2)
y = mul(y,x);
x = mul(x,x);
}

return ((2*y.i) >> n) - 2;
}

20-1-5 Prakticka — Studentuv rozvrh

K feSeni tohoto problému pouzZijeme jednoduchy ,hlado-
vy (,,greedy®) algoritmus. Na zacatku si nejprve vSechny
prednasky setfidime vzestupné podle ¢asu konce f; (pozor,
pokud je setfidime jinak - napt. podle ¢asu zacatku s;, tak
to nebude fungovat). V prabéhu algoritmu si budeme navic
drzet ¢as konce posledni dosud vybrané prednasky (ozna-
¢ime ho F' a na poc¢atku bude nastaven na hodnotu minus
nekone¢no).

Samotny algoritmus je vlastné pouze jednim cyklem pies
setfidéné prednasky, pri kterém si hladové vybereme, které
prednasky vezmeme, a které ne. Na kazdou prednasku i se
podivame a porovname jeji zacatek s ¢islem F. Pokud je
F < s;, pak si prednasku vybereme a aktualizujeme hod-
notu F' = f;. V opacném pfipadé vime, Ze se prednaska
nevejde do rozvrhu a tak se s ni nemusime déle zdrzovat.

Jak vidite, algoritmus je v zasadé lehky. Zbyva ukazat, ze
také funguje. Mnozina pfednasek, kterou nas program vy-
d4, je urcité nezavisla (z4dné prednasky se v ni neptekryva-
ji). To je vidét na prvni pohled pfimo z definice hladového
vybéru. OvSem neni uplné jisté, jestli je tato mnozina ta-
ké maximdalni moznd (tzn. jestli neexistuje jind nezavislé
mnozina, ve které by bylo vic pfednasek).

Abychom méli jistotu, Ze je naSe mnozina také maximélni,
musime védét, ze ndm vybér nékteré prednasky nezabloku-
je lepsi feseni. Reknéme, Ze jsme pravé vybrali do naseho
rozvrhu néjakou prednasku a chceme ukazat, ze tato pred-
néaska nezablokuje vybér dvou (nebo vice) prednések, které
bychom mohli zapsat misto ni.

Budeme postupovat sporem. Necht jsme vybrali pfednasku
x, kterd ndm zablokovala vybér pfednédsek y a z (pro nastin
dtikazu ndm dvé staci, ale poéet by Sel libovolné rozsifit).
Protoze prednésky vybirdme setfidéné podle ¢asu konce,
musi rozhodné platit: f; < f, a f, < f.. Navic pfednaska
x blokuje piednasky y a z, coz lze zapsat jako s, < f, a
s, < fr. Nemusime mit doktorat z matematiky, abychom si
v8imli, Ze pfednasky y a z spolu musi také kolidovat (mini-
malné prochézi obé ¢asovym bodem f,). To je ovSem spor
s predpoklady, protoze prednasky y a z nelze obé zatadit
do rozvrhu misto x.

Tim jsme ukazali, ze rozvrh spocitany nasim algoritmem
bude nejen korektni z hlediska nezavislosti, ale také nejvétsi
mozny.



Existuje jesté obecnéjsi diikaz spravnosti hladovych algorit-
mi, ale k tomu bychom potfebovali vylozit matroidy a na to
zde bohuzel neni prostor. Takze snad nékdy pfisté. . . :o)

Martin ,Bobrik“ Krulis

20-1-6 Hrady, hradky, hradla

Prvnim tkolem bylo vymyslet hradlo XOR z hradel NAND a
nakreslit takovy obvod. Asi nejjednodussi je tento obvod:

Ukolem druhym bylo najit véechny dvouvstupové funkce. Je
nékolik zpiisobu, jak si spocitat, kolik jich vlastné je. Vstu-
pem funkce jsou ¢ty¥i rizné dvojice (00, 10, 01, 11). Méme
dvé moznosti jako odpovédét na 00, dvé jak odpovédét na
10 ..., celkem ndm vychazi 2-2-2-2 = 2% moznych funkci.
K tomuto ¢islu se da také dobrat jinou tivahou: Budeme
sCitat pocty ctyfprvkovych poslouponosti sloZzenych z nul a
jednicék a to tak, Ze si je roztfidime do skupin podle toho,
kolik obsahuji jednicek. Zavedeme k od 0 do 4, které ozna-
Cuje pocet jednicek v posloupnosti. Pro k = 0 je to pravé
jedna moznost, a to ¢tyfi nuly. Pro £ = 1 jsou to 4 moz-
nosti: predstavme si, ze jednicka postupné prochézi vSechny
pozice. Pro k = 2 je to 6 moznosti, pfijit se na to da tieba
takhle: pokud je leva z obou jednicek na prvni pozici, jsou
3 moznosti, kam dat druhou, pokud na druhé pozici, tak 2,
a pro treti pozici jen jedna. Pro k = 3 a k = 4 je situace
stejnd jako pro k =1 a k = 0, sta¢i zaménit jednicky a nu-
ly. Tedy celkem 1+ 4+ 6+ 4+ 1. Coz je prekvapivé soucet
patého radku v Pascalové trojuhelniku.

Dle obou vypocétl ndm vyslo, Ze mame celkem 16 dvouvstu-
povych funkci. Najdete je v nasledujici tabulce, kde jsme si
je roztiidili do nékolika skupin: nejprve dvé funkce kon-
stantni, pak ¢tyfi s jednou jednickou, ¢tyfi s jednou nulou a
konec¢né Sest funkci se dvéma jednickami a dvéma nulami:

XY| ‘0 ‘| AND > < NOR| OR > < NAND
11 0 1 1 0 0 0 1 1 1 0
10 0 1 0O 1 0 0 1 1 0 1
01 0 1 0o 0 1 0 1 0 1 1
00 0 1 0O 0 0 1 O 1 1 1

XY| X Y XNORXOR Y X
11 1 1 1 0 0 0
10 1 0 0 1 1 0
01 O 1 0 1 o0 1
00 O 0 1 o0 1 1

Ukolem tietim bylo dokazat, ze viechny dvouvstupové funk-
ce jdou postavit z hradel NAND.

Nejprve si vSimneme, Ze vSechny funkce postavime z hra-
del AND, OR a NOT. Konstantni nula je x AND —x. Funkce
obsahujici pravé jednu jednicku jsou (v poradi podle nasi
tabulky) x AND y,  AND —y, =2 AND y a -z AND —y. Funkce
s vice jednickami dostaneme jako OR funkci pro jednotlivé
jednic¢ky. Napiiklad  XORy = (2 AND —y) OR(—x AND y).

Ted uz staci dokdzat, ze z hradel NAND postavime AND, OR a
NOT. To je snadné: -z = £ NAND z, £ AND y = —(2 NAND )
a £ ORY = (—x) NAND(—y).

Totéz by se dalo dokézat i jinak: VsSimneme si, ze kazda
funkce méa sviij negovany protéjsek, takze staci z hradel
NAND postavit NOT a 8 vhodné vybranych funkci, s nimiz
rovnou dostaneme i jejich negace. Hradlo NOT opét slozi-
me jako x NAND z, NAND uZ méme (a ziskdme AND), 0 je
2 NAND z (z toho 1), OR jest =2 NAND —y (z toho NOR), XOR
jest (z ORy) AND(xz NAND ¥) (z toho XNOR), > jest © AND —y
(z toho <) a < jest y AND —z (a mame i >). Tim je dikaz
hotov.

Mimochodem, vSechny dvouvstupové funkce by také sly vy-
robit jen z hradel NOR. Vskutku: -z = £ NOR z, OR ziskdme
jako =(2 NORy) a AND coby (—z) NOR(—y). Z téchto funkci
uz umime ziskat vsechny zbylé.

Kdybychom pocitali n-vstupové funkce, méla by nase

tabulka 2" Fadk, takze by existovalo 22" zpiisobtl, jak
ji vyplnit. VSimnéte si, Ze trik vyjadfenim vSech funkci po-
moci AND, OR a NOT by stéle fungoval, takze by stéle stacil
samotny NAND nebo NOR, jen by obvody byly trochu slozi-
t8j81.

Zkuste si dokazat, ze hradla NAND a NOR jsou jedina

takto univerzalni. Tfeba AND takovy neni proto, ze kaz-
dy obvod, ve kterém jsou jenom ANDy, na vstup ze samych
nul odpovi zase nulou, takZze nelze postavit (tfeba) negaci.

Cyril Hrubis

Uloha 20-1-2 — Pfiprava na cestu — program

#include <stdio.h>

int main() {
int N, M;
scanf ("/d %d",&N,&M) ;
double a[N+1][M+1], p[N+1][M+1];
int m[N+1] [M+1];

for (int i = 0; i < N; i++)
for (int j = 0; j <= M; j++) scanf("%1f ",&al[N-i][j1);
for (int i = 0; i <= M; i++) pl[0][i] = 1;
for (int i = 1; i <= N; i++)
for (int j = 0; j <= M; j++) {
int maxk = O;
for (int k = 1; k <= j; k++)
if (alillk] * pl[i-11[j-k] >= al[il [maxk]
plil[j] = alil [maxk] * pl[i-1] [j-maxk];
m[il [j] = maxk;
}
int zbyva = M;
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//

trik - obratime pofadi pro jednodu$Si vypisovani

// neexistuji zadné tkoly
// dynamika
// ptidélime tkolu i O minut

// zkusime dkolu i p¥idélit k=1..j minut

* pl[i-1]1[j-maxk]) maxk = k;

// nejlepsi uloZime

// zapamatujeme si, kolik jsme tkolu p¥idélili minut



for (int i = N; i > 0; i--) {

printf ("Ukol %d: %d minut\n",N-i+1,m[i] [zbyval); // kolik minut p¥idelim ukold i,
zbyva -= m[i] [zbyval; //kdyz zbylo "zbyva" minut

}

printf ("Celkova pravdépodobnost spokojenosti: %f\n",p[N][M]);

return 0O;

Uloha 20-1-3 — Oprava lodi — program

program Zaplaty;
type TDira = record x,y: LonglInt; patch: boolean; end;
const MaxD=1000000;
movex:array[1l..4] of integer=(-1,1,0,0); {doleva, doprava, ..., ...}
movey:array[1..4] of integer=(0,0,-1,1); { ..., ..., nahoru, dold
var diry: array[1..MaxD] of TDira;
m,n,d: LongInt; {rozméry m n, polet dér}
i,j,k:LongInt;
vysledek: LongInt;
f:array[1..MaxD] of LongInt; {fronta dér}
fi,fcnt:LongInt; {index ve fronté&, po&et dér ve fronté&}
minx,miny,maxx,maxy:LongInt;

procedure ReadInp;
var x,y:Longlnt;

begin
readln(m,n,d);
for i:=1 to d do
begin

readln(y, x);
diry[il.x:= x; diry[il.y:= y; diry[i].patch:= false;
end;
end;

function Compare(a,b:TDira):LongInt;
begin
if a.x>b.x then Compare:=1 else
if a.x<b.x then Compare:=-1 else
if a.y>b.y then Compare:=1 else
if a.y<b.y then Compare:=-1 else
Compare:=0;
end;

procedure sort_diry;
procedure gsort(l,p:LongInt);
var i,j,m:LongInt;
t:TDira;
begin
i:=1-1;
m:=(1+p) div 2;
t:=diry[m]; diry[m]:=diry[pl; diryl[p]l:=t;
for j:=1 to p-1 do
if Compare(diry[jl,diry[p])<0 then
begin inc(i); t:=diry[il; diry[i]:=diry[j]; diry[jl:=t; end;
t:=diry[pl; dirylp]l:=diry[i+1]; diry[i+1]:=t;
if i>1 then gsort(l,i);
if i+2<p then gsort(i+2,p);
end;
begin
gsort(1,d);
end;

function find(x,y:LongInt):LongInt;
var pt:TDira;
1,p,m:LongInt;

begin
pt.x:=x; pt.y:=y;
1:=1; p:=d;
repeat

m:=(1+p) div 2;
if Compare(pt,diry[m])=1 then
1l:=m+1 else p:=m-1;
until (Compare(pt,diry[m])=0) or (1>p);
if Compare(pt,diry[m])=0 then find:=m else find:=-1;
end;

begin
ReadInp;
sort_diry; {Rozt¥idime diry}
vysledek:=0;
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for i:=1 to d do {Nahlédneme do kazdé diry a zalepime ji}
if not diry[i].patch then begin {dira neni zazéaplatovana?}
diry[i] .patch:=true;
minx:=diry[i].x; miny:=diry[i].y; maxx:=minx; maxy:=miny;

fent:=1; {Diru dame do fronty}
f[1]:=i; fi:=1;
while fi<=fcnt do begin {Projdeme diry ve fronté&}
for k:=1 to 4 do begin {Zkontrolujeme, jestli nemd dira sousedky}
j:=find(diry[f[£fi]].x+movex[k] ,diry[f[£fi]].y+movey[k]);
if j<>-1 then {nasli jsme né&jakou vedle sebe?}
if not diry[jl.patch then begin {ptidej do fronty a rozsif zaplatu}
inc(fcnt);
flfent] :=j;

diry[j].patch:=true;
if minx>diry[j].x then minx:=diry[j].x;
if maxx<diry[j].x then maxx:=diry[j].x;
if miny>diry[jl.y then miny:=diry[jl.y;
if maxy<diry[jl.y then maxy:=diry[jl.y;
end;
end;
inc(fi);
end;
vysledek:=vysledek+(maxx-minx+1)* (maxy-miny+1) ;
end;
writeln(vysledek) ; {A je to}
end.

Uloha 20-1-4 — Kormidlo — program

program kormidlo;

var N, V, S, Total, i: longint;

begin
writeln( ’Jak velké je kormidlo?’ );
readLn( N );
V := 0;
S :=1;
Total := Nx*N;
for i := 1 to N - 1 do begin
inc( V, S );
inc( S, V );
inc( Total, ( N - i) *x (N -1i ) *xV);
end;
writeLn( ’Kormidlo je moZné sestavit ’, Total, ’ zplisoby’ );
end.

Uloha 20-1-5 — Studenttv rozvrh — program

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

struct SCourse { /* Struktura udrzujici informace o jedné pfedndsce. */
int idx; // index pfednasky
int start; // &as zadatku
int finish; // &as konce
};
int loadCourses(struct SCourse **courses) { /* Funkce nalitajici pfednasky ze souboru do pole courses. */

int count;

FILE *fp = fopen("prednasky.in", "r");

fscanf (fp, "%d\n", &count);

*courses = (struct SCourse*)malloc(count * sizeof (struct SCourse));

for(int i = 0; i < count; i++) {
fscanf (fp, "%d %d\n", &((xcourses)[i].start), &((*courses)[i].finish));
(xcourses) [i] .idx = i+1;

}

fclose(fp);

return count;

}

int courseCompare(const void *coursel, const void *course2) { /* Funkce porovnavajici pfednasky dle &asu konce. */
return ((struct SCoursex*)coursel)->finish - ((struct SCourse*)course2)->finish;

}

/* Implementace hladového algoritmu nad pfedndsSkami. Vybrané pfednasky rovnou uklada do vystupniho souboru. */
void greedy(struct SCourse *courses, int count) {
if (count < 1) return;

int i = 0, resCount = 0, last = -1;
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}

while(i < count) {
if (i != resCount) courses[resCount] =

}

last = courses[resCount].finish;

resCount++;

i++;

while((i < count) && (courses[i].start

FILE *fp = fopen("rozvrh.out", "w");
fprintf (fp, "%d\n", resCount);

for(i = 0; i < resCount; i++) fprintf(fp, "/%d ", courses[i].idx);
fclose(fp);

int main() {
struct SCourse *courses;
int count;

count = loadCourses(&courses);
gsort(courses, count, sizeof(struct SCourse), courseCompare);
greedy (courses, count);

courses[i];

<= last)) i++;

// hladové vybereme dal3i p¥ednasku

// vypis nalezenjych p¥ednaZek do souboru

return 0O;
}
Vysledkova listina dvacatého roéniku KSP po prvni sérii
skola roénik sérit | 2011 2012 2013 2014 2015 2016 | série celkem

1. Peter Ondriaska  SPSDubnica 4 1 9 11 9 2 10 12 | 42,8 428
2. Stépan Weber GBudéanka 3 1 9 11 1 10 8 38,8 38,8
3. Alena Skalova GNaVPlani 4 2 9 8 10 11 38,0 38,0
4. Jan Michelfeit G HBrod 4 6 9 11 10 7 375 375
5. Jakub Kaplan GJKTyla 4 16 7 12 5 12 36,0 36,0
6. Filip Hlasek GMikul4s 1 1 9 8 7 11 35,0 35,0
7. Jitka Novotna G Bilovec 3 1 7 4 6 0 12 32,6 32,6
8. Vlastimil Dort GSpitalsPH 2 6 9 11 12 32,5 32,5
9. Filip Stédronsky GMikulas 1 1 7 6 7 12 32,0 32,0
10. Toméas Toufar G Bilovec 4 1 9 10 12 31,0 31,0
11. David Marek SPS Zlin 4 3 9 4 8 5 6 30,0 30,0
12. —13. Trung Ha duc GMasaryk 2 6 9 8 0 11 28,0 28,0

Libor Plucnar GPBezruce 3 6 9 8 11 28,0 28,0
14. David Brazdil G Zlin 3 6 7 4 8 2 0 7 279 279
15. Jifi Zarevucky SSInfoTech 3 1 9 7 2 9 27,0 27,0
16. Milan Rybéar GJJunman 3 1 3 2 8 2 11 26,7 26,7
17. Jan Skoda GMikulas 1 1 7 8 7 4 26,0 26,0
18. Martin Vlach G Jihlava 4 1 9 1 6 8 256 25,6
19. — 20. Lukéas Kripner G Litvinov 2 5 7 8 10 25,0 25,0

Petr Maly GSladkNam 4 1 8 5 12 25,0 25,0
21. Stanislav Fort G Tébor 0 5 6 1 4 0 5 8 23,0 23,0
22. Martin Patera GArabska 2 1 7 1 8 0 5 22,6 22,6
23. — 24. Vojtéch Tima G Jihlava 4 5 2 8 0 12 22,0 22,0

Jan Zak G HBrod 3 1 7 7 8 22,0 22,0
25. Vojtéch Kolar G Neratov 3 1 2 7 2 9 20,0 20,0
26. Pavel Vesely G Strakon 3 8 9 0 10 19,0 19,0
27. Adam Streck G Hofice 4 1 6 8 3 17,0 17,0
28. —29. Jakub Hrndif GFXSaldy 1 1 3 4 9 16,0 16,0

Tomas Sykora G VKlobou 4 9 3 5 8 16,0 16,0
30. Petr Sokola SPS Zlin 4 1 4 11 15,0 15,0
31. Jakub Suchy GMikulés 1 1 2 12 14,0 14,0
32. Radim Cajzl G NMnMor 1 11 1 12 13,0 13,0
33. Petr Babicka G SvétlaNS 3 1 0 12 12,0 12,0
34. Karel Tesar SPSEPIzeni 2 1 7 3 10,0 10,0
35. Jan Matéjka GJirovco 3 3 9 9,0 9,0
36. Pavel Kratochvil ZSSvétla 0 1 8 8,0 8,0
37. — 38. Miroslav Klimos G Bilovec 3 20 7 7,0 7,0

AlZbéta Pechovd GPodStrani 3 2 7 7,0 7,0
39. Jifi Kerestes SPSEPIzeit 2 3 6 6,0 6,0
40. Nikolas Zigmund ZSHaviiov 1 1 0 1 0 0 3 5,6 5,6
41. Peter Smatana EkoGLabsBO 3 1 4 4,0 4,0
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