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Z uzké chodby vyletél ohorely kocour a tésné za nim vy-
slehl plamen. Felix pristdl na chladngych kamenech venku a
tise doutnal. Pritom vrhal osklivé pohledy do Sirokého a da-
lekého okoli a specidlni davku vénoval samotnému mdagouvi.

»Je tam drak,“ pronesl suse po nervozni pauze, ve které
se kazdy snazil vyhnout kocourove pohledu.

»Drak,“ opakoval nepritomné madg a pohladil si plnovous.
»Tak to musi byt Ohnivy drak!“

»Nevim, nestacil jsem si vsimnout,“ usklibl se sarkastic-
ky Felix a zacal si olizovat popdleny koZich.

LAle, vidyt ve Skytdnii Zddni draci nejsou!* vykulil oci
Vilda.

10 nejsou ... ehm — nebyli,“ ohradil se mdg, kdyz spatril
kocourtv vyraz. ,Ale kaZdopadné by mé zajimalo, jak se
sem dostal. To musel priletét aZ z Velkého pohori ...«

20-5-1 Draéi cestovani 8 bodu

Draci cestovani neni tak jednoduché, jak by se mohlo zdéat.
Let je pro tvora velikosti malého dopravniho letadla nama-
havy, a proto se musi drak dobre zivit, aby mél dost sil
na mavani k¥idly.

Nejvétsi pochoutkou (a zaroveni jedinou potravinou, kterd
m4 dostateény energeticky potencial) je pro draka sira. Pl
letu drak spotfebuje 1 kg siry na 1 km.

Sira se bohuzel ve Skytanii vyskytuje pouze u Ohnivé hory,
takze veskerou siru na cestu si musel drak nést z Velkého
pohoti. Délka trasy, kterou musel uletét, je 4200 km. Navic
si drak chtél pfivést co nejvice siry s sebou, protoze nevédél,
jak kvalitni a rozsahlé budou mistni sirné zasoby.

Zjistéte, jaké maximalni mnozstvi siry si drak mohl p¥inést,
kdyZ ma nosnost 42 metrédka (4200 kg) a ve Velkém pohoii
bylo zrovna k dispozici 14 tun (14 000 kg) siry.

Drak si pochopitelné miize cestou délat prekladiste siry, kde
si kousek nakladu odlozi a pak se pro néj vrati.

»---n0 ovéem, to je jasné,“ prohldsil spokojené mdg. ,Sta-
¢ilo, aby si udelal prekladisté uw Knullu a pak jesté dve nebo
tri v Troudském lese a mél vystardno ...«

1o je uplné fuk, jak se sem dostal!* vykrikl Feliz. ,,Pod-
statné je, Ze je tady a ted. Vidéli jsme, slyseli jsme a ted
bychom mohli takticky ustoupit. Beztak s nim nic nezmizZe-
me.“

LKrd!“ pritakal Kiri, ktery doted plnil pouze funkci teZit-
ka mdgova ramene.

,Mdte pravdu, tady nemuzZeme zustat,“ pokyval hlavou
mag. Sotva to dovekl, preletél jim nad hlavami oborvsky
stin. Mdg zaviel o¢i a pozvedl ruce. Celo se mu nakraba-
tilo hlubokym soustredenim. Mezi jeho dlanémi se objevila
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modrd koule a rychle se zvétsovala. V mziku pohltila celou
druZinu a s tichym ,pop“ zmizela.

O pdr set metru ddl se zavinil vzduch. Ozvalo se opét
tiché ,,pop“ ndsledované hlasitym heknutim, kdyZ povedend
Ctvecice dopadla na zem. Mdg si otrel celo a roztresenyma
rukama si prihnul z méchu s vodou, aby se trochu uklidnil.

»Na toho draka sami nestacime,” posteskl si Vilda.

1o si piste, Ze nestacite,” ozval se jim za zddy skreho-
tavy hlas. Vsichni se jako na povel otocili. Stdla tam shrbe-
nd starena oblecend celd do cernych Satu. Nebyla to temnd
cern, kterou by ji mohla zavidét i noc. Jen obycejnd vsedni
vybledla cern, kterd o své nositelce prozrazovala maximdlne
to, Ze nerada pere. Na hlavé méla Spicaty klobouk propichly
nékolika jehlicemi.

L Kdo jsi a co tu délds?“ oboril se na ni mdg. Zena na néj
vrhla osklivy pohled. Mdg luskl prsty a zeptal se znovu: ,Kdo
jsi a co tu déelas?“ a jeho hlas ukapdval jako med z véeli
pldstve.

»Pch,“ ozndamila mu starena. ,,Si myslis, Ze jsi néjakej
mdg, nebo co? Ze si tady lusknes prsty a viechny tu omd-
mis? Jd jsem Carodéjka! Na mé tyhle laciné triky neplatil“

»Mozna Ze neplati, ale i tak jsi mi zodpovédela pilku mé
otdzky,“ usmadl se madg.

Carodéjka se zamracila: ,Kdyby ses porddné podival, vsi-
ml by sis, Ze mdm klobouk, a nemusel by ses ptat.“

Madg uZ otviral pusu, aby kontroval néejakou peprnou na-
razkou, ale pak ji zase zavrel. Haddni mu tady nijak nepro-
spé€je. On se potrebuje dostat do draci jeskyné a nasbirat
dostatek Temngych kameni. ,Poslys,“ zacal mdg opatrné,
H»ty o tom drakovi néco vis?“

,Jisté, Ze vim. Vim to nejdulezitéjsi, co se o ném dd
védét: Jeden by se meél od néj driet co nejdall“

»No ne, vazné?“ uptel na ni nevinny pohled Feliz a p7i
tom Zovidlné pohupoval ohotelym ocasem na vsechny stra-
ny.

,Ale my se potrebujeme dostat dovniti a nasbirat néjaké
Temné kameny,“ pokyval smutné hlavou mdg.

»Pak bych tu mozZnd méla néco, co by vam mohlo pomoct.
Ale néco za néco ...«

Druzinka ndsledovala carodéjku az k jejimu domku upro-
stred lesa. Kdyz zastavili, ukazala carodéjka smérem na pi-
du: ,Na pudé se mi premnozili skritci a jd uZ nevim, co
s nama. “

» 10 znam, jednou se mi to také prihodilo,” prikyvl mdg.
»Na to je nejlepsi *Piskorciv deratizator’!“

,Zddnd takovd bylinka tady neroste. To bych musela vé-
det.«

,Ale ne, to je zaklinadlo!“ vysvétloval mag s prevahou
znalce. ,Ma ale jeden hacek ... “

» 10 maji zaklinadla vidycky,” usklibla se carodéjka.



»Deratizovat se must presny pocet skritku. KdyZ jich je
vic, tak néjaci preziji a pak se ddl mnozi. A kdyZ je jich
min, tak se musi prebytecnd magenergie nékam uvolnit a to
byvd casto ... neprijemné,“ dokoncil neohrabané mdg.

, Myslis tak neprijemné jako tenkrdat, kdy ti narostly osli
usi a cely tyden jsi nemohl vyjit z loznice?“ pochechtaval se
Feliz.

»Ne, myslim tak neprijemné, Ze by prebytecnd magener-
gie deratizovala jiné tvory v blizkém okoli. A zacala by témi
mensimi ... “ zmrazil kocourovu zdbavu mdg.

20-5-2 Piskorcuv deratizator 10 bodu

Je potieba, aby pfi sesilani kouzla byl pocet skritkt ale-
sponn N. Na zacatku je skiitkti K, kde K < N. Kazdy den
se piesné o piinoci pocet skiitkil ztrojnasobi. Carodéjka
umi kazdy den povolat nového skiitka nebo jednoho skiit-
ka nechat zmizet. Samozfejmé nemusi délat nic a nechat
populaci takovou, jaka je.

Még umi seslat (i n&kolikrdt za den) deratizacni kouzlo,
pfi kterém zmizi pravé N skiitki. Aby ho mohl seslat, musi
byt skiitkt alespon N, jinak by se mohly stat osklivé véci.

Navrhnéte postup, jak skiitky kazdy den ptridavat, odebirat
a pripadné deratizovat, aby na konci nezbyl zadny. Musite
maga Setfit, aby se Gplné nevycerpal, nebot ho jesté cekd
souboj s drakem, takze vami navrzeny postup musi obsaho-
vat co nejméné deratizaci. Navic by vytvoreni vaseho planu
mélo trvat co nejkratsi dobu, aby se jim stihli ¢arodéj s ¢a-
rodéjkou vibec ridit.

Carodéjka i még mohou kouzlit hned prvni den. Nemusi
tedy cekat, az se jim K jesté ztrojnasobi.

Priklad: Na zacatku méjme 4 skiitky a deratizanc¢ni kouzlo
jich zlikviduje 7. Sledujme populaci po jednotlivych dnech
(v zévorkéch jsou pocty skiitki):

1. (4) zmiz skfitka (3)
2 . (9) deratizace (2)
3 . (6) pridej skiitka (7) deratizace (0)

»Jo, viechna ta havet je pryc,“ usmdl se pod vousky Fe-
liz, kdyz peclivé prosmejdil celou pudu. ,,Ale mohli jste mi
nechat jednoho na hrani ...«

10 by tak jesté chybélo,” odbyl ho mdg. ,, Ty jsi nevidel,
jak se ty potvory rychle mnozi?“

,Vyborné, chlapci,“ pochvdlila je carodejka a postavila
pred Felixe misku s mlékem.

»Krd, krd,“ ozval se Kiri a doZadoval se také néjaké od-
meény, ale pro havrana se v domé nenasel jediny pamlsek.

Carodéjka oteviela jednu ze svijch truhel a podala md-
govi zaZloutly svitek prevdzany peceti. Na peceti byl symbol
draka uzavieny do kruhu. Mag z édsti sfoukl a z ¢dsti sklepal
vrstvu prachu, kterd svitek pokrgvala. ,,Co to je?“ zeptal se
podezrivave.

1o je svitek ochrany pred draky. Po rozlomeni peceti se
kolem svitku vytvori neviditelnd bariéra o poloméru 42 met-
ri, do které neni Zadny drak schopen vstoupit,“ vysvetlovala
trpelive carodéjka.

»A jak dlouho to vydrzi?“

»Ast hodinu. Doufdm. Alchymista, ktery mi ten svitek
vénoval, byl celkem roztrzZity ...«

Mag podékoval a cela druzina se vydala zpét k Ohnivé
hote. Hora stdla na svém misté a dymala. Po drakovi neby-
lo ani vidu ani slechu. Vzduch byl nehybny a vsude vlddlo
naprosté ticho. Klid pFed bouri, pomyslel si mdg. Ted musi-

me najit vchod do jeskyné, kde bydli ten drak. Konec koncii,
musel se prece néjak dostat ven.

Nékolik hodin chodili po uboci hory, kdyz si Vilda vsiml
velké diry vysoko ve skdale. Tou by se urcité protahl i drak.
Druzina se s funénim a hekdnim vyskrdbala aZ k vyklenku.

STuk, tuk, vekl potichu Feliz, sotva popadl dech. ,Vidi-
te, nikdo neni doma, tak muZeme zas jit, ne?“ Mdg ho ale
odstrcil z cesty a pevnym krokem vykrocil vpred. Tunel se
pozvolna rozsiroval, aZ vyustil do obrovské sluje, do ktere
by se wveslo ...opravdu hodné draki. Nastésti tam byl jen
jeden. LeZel na hromadé horkych kament a spal.

Madg se rozhlédl po jeskyni. Na spouste mist leZely Temné
kameny, ale jeskynée byla prilis velkad, nez aby ji celou pokryl
kouzlem ze svitku . ..

20-5-3 Ochrana pred draky 13 bodu

Pro nase potieby si tlohu trochu zjednodusime. Predsta-
vime si pouze dvourozmérny ptidorys draci jeskyné. Mame
seznam soufadnic, kde se nachazi Temné kameny. Svitek
ma dosah N metri a mag se s nim snazi pokryt co nejvic
kamentu. Kamen je povazovan za pokryty, pokud je jeho
vzdalenost od svitku mensi nebo rovna N.

Napiste algoritmus, ktery dostane seznam bodu v roviné a
nalezne bod takovy, ze kdyz v ném nakreslime kruh o polo-
méru NV, bude tento kruh pokryvat maximéalni mozny pocet
bodu. Stfed kruhu muze byt kdekoli, ne nutné v néjakém
zadaném bodé.

Pokud existuje takovych bodt vic, staci vypsat jeden libo-
volny z nich. Soufadnice se uvadéji jako redlnd ¢isla (a ve-
jdou se do néjakého float typu v pocitaci).

Priklad: Reknéme, Ze polomér svitku bude 8 metrl a v jes-
kyni je 10 kamenti na nésledujicich soutadnicich:

1.0, 13.0 5.0, 17.0 7.0, 6.0 13.0, 21.0 17.0, 3.0 5.0, 25.0 15.0,
1.0 16.0, 16.0 17.0, 11.0 1.0, 10.0

Pokud umistime svitek na soufadnice [14.178125, 8.58475],
pokryjeme maximalni pocet — 5 kament.
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Mag dosel doprostied jeskyné a rozhlédl se. Ano, tady je
nejlepsi misto. Vytahl z vaku svitek a peclivé si ho jeste
jednou prohlédl. Drak otevrel oko.

»A, navstéval“ zaburdcel drak o udélal krok k mdgovi.



Jestli to ted nebude fungovat, tak je s ndmi konec, po-
myslel si mdg. Pozvedl svitek a zavolal: ,Neprojdes ddl!“
Na ta slova rozlomil pecet. Mdgovi se najezily vousy i vlasy
a vzduch se naplnil mazlavym zdpachem pouZité magener-
gie.

»A kam bych jako nemél projit?“ zeptal se drak a udélal
dalst dva kroky. Chtél udélat jesté jeden, ale narazil na ne-
viditelnou bariéru a rozpldacl se na ni, jako moucha na pred-
nim skle zavodniho létajiciho kostéte.

, UZ chdpu,“ brblal si pro sebe, kdyZ si masiroval naraze-
ny cumdk. ,To je zajimavd vécicka ...«

K mdgovi zatim pribéhl Vilda a zacal sbirat Temné ka-
meny.

Lok by mé zajimalo,“ nahodil drak konverzacnim tonem,
»jestli vds to kouzlo taky ochrdnt pred predméty, které bych
mohl treba neopatrné upustit dovnitr . .. “ Mdg ustarané po-
zoroval, jak drak sebral stredné velky kamen do pardtu a
ledabyle ho prohodil magickou bariérou.

»Hups,“ usmdl se drak. ,A taky by mé zajimalo, jestli ten
svitek bude fungovat i potom, co shori,“ tekl a z nosu mu
vysel oblacek koure. Mag odhodil svitek na zem a o nékolik
kroku ustoupil.

LJen nevim, kam si vds vystavim,“ pokracoval drak.
»Mam tu barbary drakobijce, trpasliky drakobijce, dokonce
i pdr rytird . .. ale kouzelnik, zombie, kocka a ptdk ... na to
st budu muset zaloZit samostatnou sbirku.“

Vilda uz mél v torné nékolik Temnych kameni a tak
zacal ustupovat spolecné s magem. Drak nasméroval svig
chrtdn primo na svitek a uzkym kontrolovanym plamenem
ho v mziku preménil na uhel. Ozvalo se slabé zapraskdani a
magickd bariéra povolila.

»Ehm,“ odkaslal si mdg, ,my jsme vdm neprisli nijak
cooublizit oL«

»Ale ovsem, Ze me. Nechte mé hddat — vy jste prisli na
koblihu a Salek caje, Ze?“ zasklebil se na néj drak.

»No, ve skutecnosti jsme prisli ... jen pro pdr Temnych
kamend.“ vypravil ze sebe mdg a pritom horecnaté premys-
lel, jak z téhle neprijemné situace ven.

LAch tak. TakzZe vas zajimd par obycejnych Sutri, zatim-
co drak a jeho poklad jsou vam ipiné lhostejni, Ze?“

»Jaky poklad?“ podival se na néj mdg.

»Hmm. Tady néco nesedi,“ zarazil se drak. ,,Jenom abych
st to ujasnil: Vy jste sem prisli s néjakou magickou ochra-
nou pred draky, ale ve skutecnosti jste neméli v umyslu mi
nijak ublizit a nékolik bezcennych Sutru vas zajima vic, nez
muyj poklad,” premyslel nahlas.

,J0o, presné tak to bylo,“ prikyvoval horlive Vilda.

»Krd,“ prispéchal mu na pomoc Kiri.

»Ja jim hned tikal, Ze to neprojde,“ pridal se Felix. ,,Co
na mé vsichni tak zirdte? Rikal jsem vdm to! Nebo snad
ne?!l«

»lakZe, prisli, seslali a nechtéji poklad,“ mumlal si pro
sebe drak, jako by s tou myslenkou mel potize. ,,Pordd tady
jedné€ véci nerozumim — proc¢?¢

Madg mu zacal vysvetlovat, jaké to je, byt panem Temne-
ho hvozdu, a co vsechno musi délat, aby st udrzel potrebny
image. Pak tu byla ta patdlie s temnou lucernou a Temné
kameny se spatné shdnéji. Vypravél mu, jak museli projit
Temnym hvozdem, zjistit, kde vlastné takové kameny hle-
dat, a pak se dotrmdcet aZ sem pres vsechny ty mocadly a
druidy . ..

Drak se zaujetim poslouchal a obcas vypustil prouzek dy-
mu. A protoze mdg umél kazdy pribéh podat jako nikdo jing,
zacal drak dojetim slzet.

10 je tak dojebdy pribeh,“ rekl drak a popotdhl. ,,Debdte

ddhodou khapesnik?“

Mdg s Vildou se na sebe podivali. ,Mame jen tohle,“ ekl
Vilda, vytahl z vaku obrovskou deku a podal ji drakovi.

o Dhekuju,“ odvétil drak a hlasité se vysmrkal, aZ to za-
traslo jeskyni. Deka mu shotela v pardtcich na troud a roz-
sypala se.

,Vite, ja jsem se sem prestéhoval z daleka,” navazal drak,
kdyz se trochu sebral. ,,Zil jsem s rodici ve Velkém poho-
74, ale zndte to. Prijde cas, kdy se potrebujete trochu osa-
mostatnit. Vzlétnout na vlastni kridla, jok se Tikd. Myslel
jsem, Ze tady to bude lepsi. Novd zemé, cerstvd sira ... ale
ve skutecnosti je to tady hrozné. V hordch jsem mél klid.
JenZe sem mi porad nékdo leze. Vetsinou je to pordad do-
kola to samé — hrdina sem prijde, vyzve meé na souboj a
ja pak jen po ném uklidim ohotelé boty a mec s ndpisem
"Drakobijec’, nebo tak néjak. Problém je, Ze hora je primo
protkand velkym mnoZstvim nejruznéjsich tuneli a jeskynt,
které tu vytvorila lava. Nékteré tunely vedou i na povrch a
pak mi sem lezou lidé. Chtél jsem nékterée tunely zasypat,
ale nevim které. A taky si nechci zasypat svij poklad ...«
dokoncil smutné drak.

»S tim bych mozZnd mohl pomoct,“ usmdl se mdg.

20-5-4 Draéi chodbicky 11 bodu

Splet dracich chodeb a jeskyni si pFedstavime jako graf, kde
vrcholy jsou jeskyné nebo kiizovatky a hrany jsou tunely.
Graf nemusi byt nutné rovinny, protoze hora je velkéd a né-
které tunely se mohou kfizit mimotroviove.

Drak by rad co nejvic chodeb zasypal, ale zaroven chce,
aby se dostal do vSech jeskyni (vrcholit). Také vam déavé
seznam mist, ve kterjch mé ¢ast pokladu. K takovym mis-
tim by chtél nechat pouze jednu pfistupovou chodbu (t;j.
z téchto vrchold maji byt listy). Navrhnéte, které chodby
by mél drak zachovat, aby soucet délek zasypanych chodeb
byl nejvétsi mozny.

Mizete predpoklddat, ze zadany problém mé feSeni (tzn.
z vrcholi s pokladem lze udélat listy, aniz by se graf rozpadl
na vice komponent).

Priklad: Vlevo je obrazek soucasného stavu tuneltt v Ohnivé
hofe (mista s pokladem jsou vyznadena ¢erné). Vpravo pak
vidite vysledek (zasypané chodby jsou ¢arkované).

Celd hora se trdsla a vSude se ozyval ohlusujici zvuk pada-
jictho kamend.

1o byla poslednt,“ pohladil si mdg spokojené plnovous,
kdyz hluk ustal.

»1o je uZasné,“ rozplyval se drak nad provedenymi sta-
vebnimi upravami. ,A tady bych si mohl zridit konferencni
salonek. Az prileti nasi na ndvstevu, ti budou koukat ... *

Druzinka se rozloucila s drakem a vydala se na dlouhou
cestu zpét do Temného hvozdu. Putovani jim zabralo hez-
kych par tydni, ale nakonec dorazili vsichni ve zdravi doma.

Pred Temnou vézi se uzZ tisnilo nekolik radobydobrodru-
hi, kteri se zbrani v ruce cekali na maga. Mag jim pokynul
na pozdrav a pozval je, jako obvykle, na Sdlek caje.

¢



A wvsechno bylo zase jako driv. Mdg mél svou temnotu,
hvozd mél svého pdna a dobrodruhové celé Skytdnie meéli
opét kam chodit za hrdinstvim ... a na caj.

20-5-5 Roztrzity matematik 15

Mili fesitelé a Tesitelky.

Vsechno, co mé zacatek, ma i svij konec.
A tak se i ndm pomalu blizi konec jubi-
lejniho 20. ro¢niku KSP. Ale jesté nez se
stane nevyhnutelné, miizete si vytesit po-
sledni praktickou tlozku. Je takova ... ze
Zivota.

Zptsob odevzdavani a vSechny ostatni detaily ztistavaji
stejné jako v minulych sériich. Takze pokud jste zapomnéli,
jak to v praktické tlozce chodi, nebo jste se do feseni KSP
zapojili teprve ted, podivejte se na tlozku 20-1-5 z prvni
série, kde naleznete potiebné informace.

Zadani:

Roztrzity matematik travi vétsinu svého casu ve své malé
pracovné na Karliné. Po stole, po zemi, po sténach a obcas
i po stropé se povaluji nejriiznéjsi papiry s nedokoncéenymi
vypoclty, rozectenymi ¢lanky a sem tam se objevi i seznam
s nakupem nebo listecek z Cistirny. Neni divu, Ze se mate-
matikovi tézce pracuje, kdyz neustale néco hleda ...

Vsechny matematikovy papiry (v&etné obalii od svadiny)
jsou ocislované. Matematik mé také sviij odkladaci systém,
ve kterém se sice nevyzname, ale pro zjednoduseni budeme
predpokladat, ze vSechny papiry lezi v fadé za sebou. Kdyz
matematik néjaky papir pouzije, vynda jej z fady, chvili
do ného udivné zird mumlaje si pod vousy nesrozumitel-
né véci, nalez tento papir polozi na zacdtek fady (ostat-
ni papiry se posunou). Na zac¢atku matematikovy prace to
Slo pékné, nebot vSechny papiry byly sefazeny podle ¢isel
(1,2,...N). Ted uz jsou ale hodné pfehdzené a matematik
nemize najit ani svoji tramvajenku. Nastésti si jesté pama-
tuje, kolikaty od zacatku fady byl kazdy papir, se kterym
pracoval. A v tomto okamziku nastupujete do vzniklého
chaosu vy, abyste matematika zachranili pred jistou smrti
vycerpanim.

Ve vstupnim souboru papiry.in jsou na prvnim fadku dveé
¢isla N a K, kde N (1 < N < 500000) pfedstavuje pocet
papirti a K (1 < K < 500000) pocet operaci, které mate-
matik udélal. Na druhém fadku je posloupnost K ¢isel, kde
kazdé ¢islo x; predstavuje i-tou operaci, pfi které matema-
tik vzal x;-ty papir od zacatku fady a posunul ho na prvni
misto. Pred zapocetim vSech operaci byly papiry sefazeny
vzestupné od 1 do N.

Vystup ulozte do souboru papiry.out tak, Ze na prvnim
fadku bude N dcisel predstavujicich permutaci dokumentt
po provedeni vSech K operaci.

Priklad:
papiry.in
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papiry.out
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20-5-6 Hrady, hradky, hradla 12 bodu

Mili fesitelé,

dnes bude nase povidani tak trosku z jiného soudku. V ce-

1ém serialu se nase obvody chovaly kombina¢né, coz zname-
na, ze nebyly zavislé na pfedchozim stavu a na jeden vstup,
ktery si tfeba muzeme predstavit jako celé ¢islo zapsané bi-
narné, jsme s jistotou dostali vzdy stejny vystup (jiné celé
¢islo zapsané binarné). Nyni se ndm véci za¢nou kompli-
kovat, nebot nau¢ime obvody ,pamatovat si“ a diky tomu
vystup obvodu nebude nutné zalezet pouze na vstupu, ale
vysledek mize ovlivnit i vnitini stav obvodu. Vnitini stav
obvodu je to, co si obvod pamatuje z minulych vstupi, tedy
obvod muze vydat jiny vystup na stejny vstup, pokud jsme
posloupnost zkousenych vstupt prehazeli. U skutec¢nych ob-
vodu je pocatecni stav, tedy stav po zapnuti pristroje ne-
definovany (prevazné diky fyzikalnim efektiim). My si pro
jednoduchost pocatecni stav, tedy stav na zac¢atku vypoctu,
sami nadefinujeme.

Napftiklad by takovy obvod mohl pocditat pribéznou pari-
tu, na vstupu by byla bud jednicka nebo nula, a na vystupu
parita aktudlni ¢asti binarniho éisla reprezentovaného po-
sloupnosti bitid na vstupu. Nez se ale do takového obvodu
pustime, musime vyfeSit jeden drobny problém a to, jak
ma takovy obvod poznat dva po sobé jdouci jednickové bity
(rozmyslete si, Ze po sobé jdouci nulové bity v tomto pii-
padé neméni vysledek a proto je nemusime umét rozlisit.)
Problém se fesi jednoduse, pridame si do vstupu dalsi bit,
ktery se bude ménit pti kazdém novém vstupu, tedy tii po
sobé jdouci jednicky budou vypadat tfeba jako 10,11, 10.
V elektronice se podobny signal obvykle oznacuje jako hodi-
novy (Clock), s tim rozdilem, Ze redlné se za zménu vstupu
povazuje chvile, kdy se hodinovy signal prehoupne z nuly
na jednicku (ndbé&zna hrana). V nésledujicim textu bude-
me hodinovy signal povazovat za aktivni na ndbézné hrané.
Problém jsme vyfesili, tedy necht si obvod na zac¢itku pa-
matuje, zZe prubézna parita, tj. parita jiz nactené ¢asti Cisla
je nula. Pak obvod pro kazdou nulu na vstupu posle zapa-
matovanou paritu na vystup, a pro kazdou jednicku provede
negaci zapamatované dosavadni parity a tuto hodnotu po-
§le na vystup. Je jisté vidét, Ze se obvod pro jednicku na
vstupu chova riizné a rozhoduje se podle vnit¥niho stavu.

Nebudeme uz déle chodit kolem horké kase a

ukazeme, jak se takova pamét vytvori. Musime &
vymyslet, jak uchovat néjakou hodnotu. Kdyz

vezmeme hradlo NAND a zapojime jeho vystup na jeden ze
dvou vstupi, dostaneme obvod, ktery si umi zapamatovat,
ze na vstupu byla jednicka. Nechf je vystup nastaven na
jednicku, pak jeden ze vstupt je nastaven také na jednicku
a obvod v tomto stavu vydrzi, dokud nenastavime druhy
vstup hradla na jednicku. Tim se vystup hradla pfepne a
bude jiz mit trvale na vystupu nulu.

Takové hradlo je sice velice zajimavé, i kdyz pramalo uzi-
tecné, nam by se hodilo umét jednak vystup nastavit, ale
i vynulovat. Vezmeme tedy hradla NAND dvé a zapojime
vystup jednoho na vstup druhého a naopak. Takové za-
pojeni se jmenuje klopny obvod RS. Funguje jednoduse,
mame dva vstupy. Vstup Set, ktery nastavuje vystup na
jednicku a vstup Reset, ktery nastavuje Vystup na nulu
(odtud se také vzalo RS v pojmenovéni). Vstupy jsou ne-
gované, tedy povazujme nezapojeny vstup, za
vstup na kterém je jednicka. Pripojenim praveé
jednoho vstupu na nulu se bud obvod piepne,
nebo neudéla nic (to zélezi na vnitinim stavu).
Vystup je na vystupu hradla oznacen pisme-
nem Q, zatimco Q s pruhem je jeho negace.




Odtud neni daleko ke klopnému obvodu D, ktery je za-
kladem vSech paméfovych obvodi. Narozdil od klopného
obvodu RS je fizen hodinovym signalem. Funguje tak, ze
se vstup D ,zkopiruje* na vystup Q, v okamziku, kdy se
na hodinovém vstupu nastavi jednicka. V Teci elektroniky
bychom tekli, Ze se vstup zapiSe na vystup na nadbézné hra-
né hodinového signalu. Na nésledujicim obréazku je klopny
obvod typu D, ktery ovSem nereaguje na nabéznou hranu,
ale kopiruje vstup D, na vystup Q, kdyz je vstup C nasta-

veny na jednicku.

D

Obvod ktery reaguje na nabéznou hranu je
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nasledujici schématickou znackou:

V sekvenénich obvodech se ¢asto vyuziva zpozdéni na hra-
dle, které nés v predchozich tlohéch trapilo. Pro nas je ted
dutlezité, Ze signal projde hradlem pomaleji nez drétem (ro-
zumneé kratkém, kdybychom natahli drat kolem zemé, bude
samoziejmé signal hradlem prochazet rychleji, nehledé na
to, ze se v tak dlouhem drétu po cesté ztrati). To znamena,
ze kdyz za sebe zapojime dvé hradla NOT, ¢imz dostaneme
puvodni signél, a vedle natdhneme drat zapojeny do téhoz
vstupu, bude na vystupu téchto hradel jednicka jesté chvili
poté, co na vedlejsim dratu bude uz nula a naopak. S tim-
to efektem a klopnym obvodem D lze vyrobit takzvanou
délicku. To je obvod, jenz pro vstupni signal, kde se pravi-
delné stiidaji jednicky a nuly (hodinovy

signdl) vyrobi signdl, kde se pravidelné ED 3
stiidaji dvé jednicky a dvé nuly (dsli 3
frekvenci v ptivodnim signlu dvéma). = —
Vasim tkolem bude vymyslet:

1) zminény obvod na pritbéznou paritu [56 bodi]

2) ¢itad, to jest obvod, ktery méa na vstupu hodinovy signél
a postupné s kazdou jednickou na vstupu zvysi hodnotu
na vystupu (reprezentovanou bindrnim N-bitovym ¢islem)
o jedna. [7 bodd]

Recepty z programatorské kucharky

V nedavném vydani programatorské kuchaiky jsme se za-
byvali tfidénim dat, tentokrate si povime, jak v usporada-
nych datech néco efektivné najit a jak si data udrzovat sté-
le usporadana. K tomu se ndm bude hodit zejména binarni
vyhledavani a riizné druhy vyhledavacich stromi.

Binarni vyhledavani. Predstavte si, Ze jste k narozenindm
dostali obrovské pole setfidénych zédznami (to je, pravda,
trochu netradi¢ni dérek, ale pro¢ ne — mize to byt tre-
ba telefonni seznam). Zaznamy mohou vypadat libovolné a
to, Ze jsou setfidéné, znamena jen a pouze, ze T1 < To <
... < xn, kde < je néjaka relace, ktera nam rekne, ktery ze
dvou zdznamt je mensi (pro jednoduchost predpokladame,
7e z4dné dva zadznamy nejsou stejné).

Co si ale s takovym polem pocneme? Zkusime si v ném
najit néjaky konkrétni zdznam z. To mizeme udélat tie-
ba tak, Ze si nalistujeme prostiedni zdznam (oznaéime si
ho z,,) a porovndme s nim nase z. Pokud z < x,,, vime,
7e se z nemitize vyskytovat ,napravo® od x,,, protoze tam

jsou v8echny zaznamy vétsi nez x,, a tim spiSe neZ z. Ana-
logicky pokud z > x,,, nemtze se z vyskytovat v prvni
poloviné pole. V obou pfipadech ndm zbude jedna polovina
a v ni budeme pokracovat stejnym zptisobem. Tak budeme
postupné zmensovat interval, ve kterém se z mutize nacha-
zet, az budto z najdeme nebo vylouc¢ime vSechny prvky, kde
by mohlo byt.

Tomuto principu se obvykle fika bindrni vyhleddvdni nebo
také hleddni pulenim intervalu a snadno ho naprogramuje-
me budto rekursivné nebo pomoci cyklu, v némz si budeme
udrzovat interval (I,7), ve kterém se hledany prvek muize
nachézet:

function BinSearch(z : integer):integer;

var 1l,r,m : integer;

begin
1 :=1; { interval, ve kterém hledame }
r := N;

while 1 <= r do begin { je3té& neni prazdny }
m := (1+r) div 2;
if z < x[m] then

r :

{ st¥ed intervalu }

= m-1 { je vlevo }

else if z > x[m] then

1 :=mt+l { je vpravo }
else begin { Bingo! }
hledej := m;
exit;
end;
end;
hledej := -1; { nebyl nikde }

end;

Vsimnéte si, ze prichodt cyklem while miize byt nejvyse
[log, N, protoze interval (I, ) na po¢atku obsahuje N prv-
ki a v kazdém prichodu jej zmensime na polovinu (ve sku-
tecnosti jesté o jednicku, ale tim lépe pro néas). Proto po k
priichodech bude interval obsahovat nejvyse N/2* prvki
a jelikoz pro N/2F < 1 se algoritmus zastavi, mtize byt k
nejvyse log, N. Proto je casové slozitost binarniho vyhleda-
vani O(log N). [Zaklad logaritmu nemusime psét, protoze
log, b =log, b/ log, a, ¢ili logaritmy o rtznych zdkladech se
lis{ jen konstantou, kterd se ,schova do O-¢ka.*]

Hledani ptlenim intervalu je tedy velmi rychlé, pokud ma-
me moznost si data predem setiidit. Jakmile ale potfebuje-
me za béhu programu pfiddvat a odebirat zdznamy, pota-
zeme se se zlou: budto budeme mit zdznamy ulozené v poli,
a pak nezbyva nez pfi zatfidovani nového prvku ostatni
yrozhrnout®, coz mize trvat az N krokiu, a nebo si je bu-
deme udrzovat v néjakém seznamu, do kterého dokazeme
pridavat v konstantnim case, jenze pak pro zménu nebude-
me pii vyhledédvani schopni najit tolik potiebnou polovinu.

Zkusme ale provést jednoduchy myslenkovy pokus:

Vyhledavaci stromy. Pfedstavme si, jakymi vSemi moznymi
cestami se mize v nasem poli bindrni vyhledavani ubirat.
Na zacatku porovnavame s prostiednim prvkem a podle
vysledku se vyddme jednou ze dvou moznych cest (nebo
rovnou zjistime, Ze se jedna o hledany prvek, ale to neni moc
zajimavy pifipad). Na kazdé cesté nds zase ¢ekd porovnani
se stfedem pfislusného intervalu a to nas opét posle jednou
ze dvou dalsich cest atd. To si mizeme piehledné popsat
pomoci stromu:



Jeden vrchol stromu prohlasime za kofen a ten bude od-
povidat celému poli (a jeho prostfednimu prvku). K nému
budou pfipojené vrcholy obou polovin pole (opét obsahujici
prislusné prostiedni prvky) a tak dale. OvSem jakmile zna-
me tento strom, mizeme nas piilici algoritmus provadét pti-
mo podle stromu (ani k tomu nepotiebujeme vidét ptvodni
pole a umét v ném hledat poloviny): za¢neme v kofeni, po-
rovname a podle vysledku se budto presuneme do levého
nebo pravého podstromu a tak déale. Kazdy priibéh algo-
ritmu bude tedy odpovidat néjaké cesté z kofene stromu
do hledaného vrcholu.

Ted si ale vSimnéte, ze aby hledani hodnoty podle stromu
fungovalo, strom viibec nemusel vzniknout ptilenim interva-
lu - stacilo, aby v kazdém vrcholu platilo, ze vSechny hodno-
ty v levém podstromu jsou mensi nez tento vrchol a naopak
hodnoty v pravém podstromu vétsi. Hledani v témze poli
by také popisovaly nasledujici stromy (napf.):

Hledaci algoritmus podle jinych stromt samoziejmé uz ne-
musi mit péknou logaritmickou slozitost (kdyz bychom hle-
dali podle ,degenerovaného* stromu z pravého obrazku, tr-
valo by to dokonce linedrné). Dtilezité ale je, ze takovéto
stromy se daji pomérné snadno modifikovat a Ze je pfi tro-
Se Sikovnosti mtizeme udrzet dostatecné podobné idedlnimu
ptleni intervalu. Pak bude hloubka stromu stéle O(log V),
tim padem i ¢asova slozitost hledani a, jak za chvilku uvi-
dime, mnohych dalsich operaci.

Definice. Zkusme si tedy poradné nadefinovat to, co jsme
pravé vymysleli:

Bindrni vyhleddvaci strom (po doméacku BVS) je budto
préazdna mnozina nebo kofen obsahujici jednu hodnotu a
majici dva podstromy (levy a pravy), coz jsou opét BVS,
ovsem takové, ze vSechny hodnoty ulozené v levém podstro-
mu jsou mensi nez hodnota v kofeni, a ta je naopak mensi
nez vSechny hodnoty ulozené v pravém podstromu.

Umluva: Pokud z je kofen a L, a R, jeho levy a pravy
podstrom, pak kofentim téchto podstromt (pokud nejsou
prazdné) budeme fikat levy a pravy syn vrcholu z a na-
opak vrcholu x budeme fikat otec téchto synti. Pokud je
néktery z podstromi prazdny, pak vrchol x pfislusného sy-
na nema. Vrcholu, ktery nema zadné syny, budeme rikat
list vyhledavaciho stromu. VsSimnéte si, ze pokud z ma jen
jediného syna, musime stéle rozliSovat, je-li to syn levy ne-
bo pravy, protoze potifebujeme udrzet spravné usporadani
hodnot. Také si vSimnéte, ze pokud zname syny kazdého
vrcholu, mtzeme jiz rekonstruovat vsechny podstromy.

Kazdy BVS také muzeme popsat velmi jednoduchou struk-
turou v paméti:

type pvrchol = “vrchol;
vrchol record
1, r : pvrchol;

{ levy a pravy syn }

X { hodnota }

end;

integer;

Pokud néktery ze syni neexistuje, zapiseme do piislusné
polozky hodnotu nil.

Find. V fe¢i BVS mizeme preformulovat nas vyhledavaci
algoritmus takto:

function TreeFind(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Dostane kofen stromu a hodnotu. Vrati vrchol,
kde se hodnota nachazi, nebo nil, neni-1i. }
begin
while (v<>nil) and (v~.x<>x) do begin
if x<v~.x then

v :=v_.1l
else
v :=v'.r
end;
TreeFind := v;

end;

Funkce TreeFind bude pracovat v ¢ase O(h), kde h je
hloubka stromu, protoze zacina v koreni a v kazdém pri-
chodu cyklem postoupi o jednu hladinu nize.

Insert. Co kdybychom chtéli do stromu vlozit novou hodno-
tu (aniz bychom se ted starali o to, zda tim strom nemutze
degenerovat)? Staci zkusit hodnotu najit a pokud tam jes-
té nebyla, urcité pfi hleddni narazime na odbocku, ktera
je nil. A presné na toto misto pripojime nové vytvoreny
vrchol, aby byl spravné uspordadan vzhledem k ostatnim
vrcholtim (Ze tomu tak je, plyne z toho, Ze pfi hledani jsme
postupné vyloucili vSechna ostatni mista, kde nova hodnota
byt nemohla). Naprogramujeme opét snadno, tentokrate si
ukézeme rekurzivni zachéazeni se stromy:

function TreeIns(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;
{ Dostane kofen stromu a hodnotu ke vloZeni,
vrati novy kofen. }
begin
if v=nil then begin
{ prazdny strom => zaloZime novy kofen }

new(v) ;
v™.1l := nil;
vT.r := nil;
vT.X 1= X,

end else if x<v~.x then { vkladame vlevo }
v~.1l := Treelns(v~.1l, x)

else if x>v~.x then { vkladéme vpravo }
v'.r := Treelns(v™.r, x);

Treelns := v;

end;

Delete. Mazani bude o kousic¢ek pracnéjsi, musime totiz roz-
lisit t1i pripady: Pokud je mazany vrchol list, staci ho vymé-
nit za nil. Pokud ma pravé jednoho syna, stac¢i nas vrchol v
ze stromu odstranit a syna ptepojit k otci v. A pokud ma
syny dva, najdeme nejvétsi hodnotu v levém podstromu
(tu najdeme tak, Ze pujdeme jednou doleva a pak porad
doprava), umistime ji do stromu namisto mazaného vrcho-
lu a v levém podstromu ji pak smazeme (coZ uz umime,
protoZze ma 1 nebo 0 syn). Program néasleduje:

function TreeDel(v:pvrchol; x:integer) :pvrchol;

{ Parametry stejné jako Treelns }

var w:pvrchol;

begin
TreeDel :
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if v=nil then exit
else if x<v”.x then
v™.1 := TreeDel(v~.1l, x) { je8té& hledame x }
else if x>v~.x then
v~.r := TreeDel(v~.r, x)
else begin { na8li jsme }
if (v~.1=nil) and (v".r=nil) then begin
TreeDel := nil; { maZeme list }
dispose(v);
end else if v~.1=nil then begin
TreeDel := v~ { jen pravy syn }
dispose(v);
end else if v~ .r=nil then begin
TreeDel v©.1; { jen levy }
dispose(v);
end else begin

{ préazdny strom }

.T;

{ ma oba syny }

w o= vo.l; { hledéme max(L) }
while w™.r<>nil do w := w™.r;
vT.x = w.x; { prohazujeme }

{ a maZeme pivodni max(L) }
v~.1 := TreeDel(v~.1l, w™.x);
end;
end;
end;

Kdyz do stromu z naseho prvniho obrazku zkusime ptfidavat
nebo z néj odebirat prvky, dopadne to takto:

(5)
e Delete 4 a

(5)
e Delete 2 @
@O ©

(1)
e Delete 5 @
ONO

Jak vkladani, tak mazéni opét budou trvat O(h). Ale po-
zor, jejich pouzivanim mize h nekontrolovatelné rtist — sami
zkuste najit néjaky priklad, kdy h dosdhne az N.

Prochazeni stromu. Pokud bychom chtéli vSechny hodnoty
ve stromu vypsat, sta¢i strom rekursivné projit a sama defi-
nice uspofadani hodnot ve stromu nam zajisti, ze hodnoty
vypiSeme ve vzestupném poradi: nejdiive levy podstrom,
pak kofen a pak podstrom pravy. Casova sloZitost je, jak se
snadno nahlédne, linearni, protoze stravime konstantni ¢as
vypisovanim kazdého prvku a prvku je pravé N. Program
bude opét pfimocary:
procedure TreeShow(v:pvrchol);
begin
if v=nil then exit;
TreeShow(v~.1);
writeln(v~.x);
TreeShow(v™.r);
end;

{ neni co dé&lat }

Vyvazené stromy. S bindrnimi stromy lze délat vselijaka
kouzla a prakticky vSechny stromové algoritmy maji spolec-
né to, ze jejich ¢asova slozitost je linedrni v hloubce stromu.
(Pravda, praveé ten posledni byl vyjimka, le¢ vSechny prvky
rychleji nez linedrné s N opravdu nevypiSeme.) Jenze jak

jsme vidéli, neopatrnym insertovanim a deletovanim prvk
mohou snadno vznikat vselijaké degenerované stromy, kte-
ré maji linearni hloubku. Abychom tomu zabranili, musime
stromy vyvaZovat. To znamena definovat si néjaké sikovné
omezeni na tvar stromu, aby hloubka byla vzdy O(log N).
Moznosti je mnoho, my uvedeme jen ty nejdtlezitéjsi:

Dokonale vyvazeny budeme tikat takovému stromu, ve kte-
rém pro kazdy vrchol plati, ze pocet vrcholt v jeho levém a
pravém podstromu se lisi nejvyse o jednicku. Takové stromy
kopiruji déleni na poloviny pfi binarnim vyhledavani, a pro-
to (jak jsme jiz dokazali) maji vzdy logaritmickou hloubku.
Jediné, ¢im se lisi, je, ze mohou zaokrouhlovat na obé stra-
ny, zatimco nas pulici algoritmus zaokrouhloval polovinu
vzdy dold, takze levy podstrom nemohl byt nikdy vétsi nez
pravy. Z toho také plyne, ze se snadnou modifikaci pilici-
ho algoritmu da dokonale vyvazeny BVS v linedrnim case
vytvorit ze setiidéného pole. Bohuzel se ale pfi Insertu a
Deletu neda v logaritmickém c¢ase strom znovu vyvazit.

AVL stromy. Zkusime tedy vyvazovaci podminku trochu
uvolnit a vyzadovat, aby se u kazdého vrcholu lisily o jednic-
ku nikoliv velikosti podstromil, nybrz pouze jejich hloubky.
Takovym stromum se fika AVL stromy a mohou vypadat
tfeba takto:

PN

Kazdy dokonale vyvéazeny strom je také AVL stromem, ale
jak je vidét na predchozim obrazku, opac¢né to platit nemu-
si. To, Ze hloubka AVL stromt je také logaritmicka, proto
neni Gplné ziejmé a zaslouzi si to trochu dokazovani:

Véta: AVL strom o N vrcholech ma hloubku O(log N).

Diikaz: Oznaéme A, nejmensi mozny pocet vrchold, jaky
muze byt v AVL stromu hloubky d. Snadno vyzkousime,
7e Ay = 1, Ay = 2, A3 = 4 a Ay = 7 (pfislusné mini-
malni stromy najdete na predchozim obrazku). Navic plati,
ze Aqg =1+ Ag—1 + Ag_2, protoze kazdy miniméalni strom
hloubky d musi mit kofen a 2 podstromy, které budou opét
miniméalni, protoze jinak bychom je mohli vyménit za mini-
malni a tim snizit pocet vrchold celého stromu. Navic ale-
spoil jeden z podstromt musi mit hloubku d — 1 (protoze
jinak by hloubka celého stromu nebyla d) a druhy hloubku
d—2 (podle definice AVL stromu mtze mit d— 1 nebo d—2,
ale s mensi hloubkou bude mit evidentné méné vrcholi).

Spocitat, kolik presné je Ay, neni tplné snadné. Nam vsak
postaéi dokazat, ze Ag > 24/2. To provedeme indukei: Pro
d < 4 to plyne z ru¢né spocitanych hodnot. Pro d > 4 je
Ad _ 1+Ad—1+Ad—2 > 2(d—1)/2+2(d—2)/2 _ 2d/2.(2—1/2+
271) > 29/2 (soucet ¢isel v zavorce je &~ 1.207).

Jakmile uz vime, ze Ay roste s d alespon exponencialné,
tedy ze 3c : Ag > c?, dikaz je u konce: Mame-li AVL
strom 7' na N vrcholech, najdeme si nejmensi d takové, ze
Ay < N. Hloubka stromu 7' miZe byt maximélné d, protoze
jinak by T musel mit alesponn A;41 vrchold, ale to je vice
nez N. A jelikoz A, rostou exponencialng, je d < log. N,
éli d = O(log N). Q.E.D.

AVL stromy tedy vypadaji nadéjné, jen stale nevime, jak
provadét Insert a Delete tak, strom zistal vyvazeny. Ne-
mizeme si totiz dovolit strukturu stromu ménit libovolné —



stale musime dodrzovat spravné usporadani hodnot. K to-
mu se ndm bude hodit zavést si néjakou mnozinu operaci,
o kterych dokézeme, Ze jsou korektni, a pak strukturu stro-
mu ménit vzdy jen pomoci téchto operaci. Budou to:

Rotace. Rotaci bindrniho stromu (respektive néjakého pod-
stromu) nazveme jeho ,pfekofenéni“ za nékterého ze synt
kofene. Misto forméalni definice ukazme radéji obrazek:

® ®
& A—/A W
/a\ /B\ /B\ /o\

Strom jsme prekorenili za vrchol y a prepojili jednotlivé
podstromy tak, aby byly vzhledem k z a y opét uspota-
dané spravné (vSimnéte si, ze je jen jediny zpusob, jak to
udélat). Jelikoz se tim okoli vrcholu y ,otoéilo“ po sméru
hodinovych rucicek, tika se takové operaci rotace doprava.
Inverzni operaci (tj. pfekofenéni za pravého syna kofene) se
tika rotace doleva a na nasem obrazku odpovida prechodu
zprava doleva.

Dvojrotace. Také si nakreslime, jak to dopadne, kdyz prove-
deme dvé rotace nad sebou ligici se smérem (tj. jednu levou
a jednu pravou nebo opaé¢né). Tomu se k& dvojrotace a
jejim vysledkem je prekofenéni podstromu za vnuka korene
pripojeného ,cikcak®. Radéji opét predvedeme na obrazku:

.
o
/B\ /o\

Zmaménka. PFi vyvazovani se ndm bude hodit pamatovat
si u kazdého vrcholu, v jakém vztahu jsou hloubky jeho
podstromid. Tomu budeme fikat znaménko vrcholu a bude
budto 0, jsou-li oba stejné hluboké, — pro levy podstrom
hlubsi a + pro pravy hlubsi. V textu budeme znaménka,
respektive vrcholy se znaménky znacit &, © a ©.

Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a
pravou stranu), znaménka se zméni na opafnd (® a © se
prohodi, ® ztstane). Toho budeme ¢asto vyuzivat a ze dvou
zrcadlové symetrickych situaci popiseme jenom jednu s tim,
ze druhd se v algoritmu zpracuje symetricky.

Casto také budeme potiebovat nalézt otce néjakého vrcho-
lu. To mtzeme zafidit budto tak, Ze si do zdznamul popi-
sujicich vrcholy stromu pridame jesté ukazatele na otce a
budeme ho ve vSech operacich poctivé aktualizovat, a nebo
vyuzijeme toho, Ze jsme do daného vrcholu museli néku-
dy pfijit z kofene, a celou cestu z kofene si zapamatujeme
v néjakém zasobniku a postupné se budeme vracet.

Tim jsme si pripravili vSechny potfebné ingredience, toz
s chuti do toho:

Vyvazovani po Insertu. KdyZ provedeme Insert tak, jak
jsme ho popisovali u obecnych vyhledavacich strom, pfi-
bude nam ve stromu list. Pokud se tim AVL vyvaZenost
neporusila, stac¢i pouze opravit znaménka na cesté z nové-
ho listu do kofene (vSude jinde ztistala zachovana). Paklize

porusila, musime s tim néco provést, konkrétné ji Sikov-
né zvolenymi rotacemi opravit. PopiSeme algoritmus, ktery
bude postupovat od listu ke kofeni a vSe potiebné zaridi:

Nejprve pridéani listu samotné:

T GR

Pokud jsme ptidali list (bez Gjmy na obecnosti levy, ji-
nak vytesime zrcadlové) Vrcholu se znaménkem ©, zménime
znaménko na © a posleme o patro vys informaci o tom, ze
hloubka podstromu se zvysila (to budeme znacit Sipkou).
Pridali-li jsme list k &, zméni se na ® a hloubka podstro-
mu se neméni, takze mizeme skoncit.

Nyni rozebereme pripady, které mohou nastat na vyssich
hladinach, kdyz ndm z néjakého podstromu pfijde Sipka.
Opét budeme predpokladat, ze prisla zleva; pokud zprava,
vytesime zrcadlové. Pokud pfisla do & nebo ©, oSetiime to
stejné jako pii pridani listu:

oﬁé ’Qﬂ

Pokud ale vrchol z ma znaménko ©, nastanou potize: levy
podstrom m4 ted hloubku o 2 vy$si nez pravy, takze musime
rotovat. Proto se podivame o patro niz, jaké je znaménko
vrcholu y pod sipkou, abychom védéli, jakou rotaci provést.
Jedna moznost je tato (y je ©):

Tehdy provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to do-
padne s hloubkami jsme pfikreslili do obrazku — pokud si
hloubku podstromu A oznacime jako h, B musi mit hloub-
ku h — 1, protoze y je ©, atd. Jen nesmime zapomenout,
Ze v x jsme jeSté © nepfepoditali (vede tam pfeci Sipka),
takze ve skutecnosti je jeho levy podstrom o 2 hladiny hlub-
$i nez pravy (ptivodni hloubky jsme na obrazku naznadili
[v z&vorkach]). Po zrotovani vyjdou u z i y znaménka © a
celkova hloubka se nezméni, takze jsme hotovi.

Dalsi moznost je y jako &:

Tehdy se podivame jesté o hladinu niz a provedeme dvoj-
rotaci. (Nemfize se nadm stét, ze by z neexistovalo, protoze
jinak by v y nebylo @.) Hloubky opét najdete na obrazku.



JelikoZ z miize mit libovolné znaménko, jsou hloubky pod-
stromd B a C budto h nebo h — 1, coz znacéime h~. Podle
toho pak vyjdou znaménka vrchold x a y po rotaci. Kazdo-
padné vrchol z vzdy obdrzi ® a celkova hloubka se neméni,
takze koncime.

Posledni moznost je, ze by y byl ®, ale tu vyfesSime velmi
snadno: vSimneme si, Ze nemize nastat. Kdykoliv totiz po-
sildme $ipku nahoru, neni pod ni ®. (Kontrolni otdzka: jak
to, Ze @ miZe nastat?)

VyvaZovani po Deletu. Vyvazovani po Deletu je trochu ob-
rozebereme zakladni situace: odebirdme list (BUNO levy)
nebo vnitini vrchol stupné 2 (tehdy ale musi byt jeho jediny
syn listem, jinak by to nebyl AVL strom):

FCF

Sipkou dolti zna¢ime, Ze o patro vy$ posildme informaci
o tom, Ze se hloubka podstromu snizila o 1. Pokud Sipku
dostane vrchol typu © nebo ®, vyfesime to snadno:

s

Problematické jsou tentokrate ty pripady, kdy Sipku do-
stane @. Tehdy se musime podivat na znaménko opacného
syna a podle toho rotovat. Prvni moznost je, Ze opac¢ny syn
ma @:

h+1

Tehdy provedeme rotaci vlevo, x i y ziskaji nuly, ale celkova
hloubka stromu se snizi o hladinu, takze nezbyvéa, nez poslat
sipku o patro vys.

Pokud by y byl @:

h+1 h+1

h  h+1

Opét rotace vlevo, ale tentokrate se zastavime, protoze cel-
kova hloubka se nezmeénila.

Posledni, nejkomplikovanéjsi moznost je, ze by y byl &:

V tomto pfipadé provedeme dvojrotaci (z urcité existuje,
jelikoz y je typu &), vrcholy x a y obdrzl znaménka v za-
vislosti na ptivodnim znaménku vrcholu z a cely strom se
snizil, takze pokracujeme o patro vys.

Happy end. Jak pii Insertu, tak pfi Deletu se nam podari-
lo strom upravit tak, aby byl opét AVL stromem, a trva-
lo ndm to linedrné s hloubkou stromu (konédme konstantni
praci na kazdé hladiné), ¢ili stejné jako trva Insert a Delete
samotny. Jenze o AVL stromech jsme jiz dokazali, Ze maji
hloubku vzdy logaritmickou, takze jak hledani, tak Insert
a Delete zvlddneme v logaritmickém case (vzhledem k ak-
tualnimu poétu prvka ve stromu).

Dalsi typy stromii. AVL stromy samoziejmé nejsou jediny
zpusob, jak zavést stromovou datovou strukturu s logarit-
micky rychlymi operacemi. Dalsi jsou tfeba:

e Cerveno-céerné stromy — ty si misto znamének vrcholy
barvi, kazdy je budto ¢erveny nebo erny a plati, Ze ni-
kdy nejsou dva cervené vrcholy pod sebou a ze na kazdé
cesté z kotene do listu je stejny pocet cernych vrcholt.
Opét je hloubka stromu logaritmicka, po Insertu a Dele-
tu barvy opravujeme piebarvovanim na cesté do kofene
a rotovanim, jen je potfeba rozebrat podstatné vice pri-
padt nez u AVL stromt. (Za to jsme ale odménéni tim,
ze nikdy nedélame vice nez 2 rotace.)

2-3-stromy — v jednom vrcholu nemame ulozenu jednu
hodnotu, nybrz jednu nebo dvé (a synové jsou pak 2 ne-
bo 3, odtud nazev), a navic ptidame pravidlo, ze vSechny
listy jsou na téze hladiné. Hloubka vyjde opét logarit-
mické, vyvazovani fesime pomoci spojovani a rozdélovani
vrchold.

Splay stromy — nezavadime zadnou vyvazovaci podmin-
ku, nybrz definujeme, ze kdykoliv pracujeme s néjakym
vrcholem, vzdy si jej vyrotujeme do kofene a pokud to
jde, preferujeme dvojrotace. Takové operaci se rika Splay
a daji se pomoci ni definovat operace ostatni: Find hod-
notu najde a poté na ni zavola Splay. Insert si necha vy-
splayovat pfedchiidce nové hodnoty a vlozi novy vrchol
mezi pfedchiidce a jeho pravého syna. Delete vysplayuje
magzany prvek, pak uvniti pravého podstromu vysplayu-
je minimum, takze bude mit jen jednoho syna a mtzeme
jim tedy nahradit mazany prvek v koreni.

Jednotlivé operace samoziejmé mohou trvat az linedrné
dlouho, ale da se o nich dokézat, ze jejich amortizovand
slozitost je vzdy O(log N'). Tim chceme Fici, Ze provést ¢
po sobé jdoucich operaci za¢inajicich prazdnym stromem
trva O(t - log N) (nékteré operace mohou byt pomalejsi,
ale to je vykoupeno vétsi rychlosti jinych). To u vétsi-
ny pouziti staci — datovou strukturu obvykle pouzivate
uvniti néjakého algoritmu a zajimé vas, jak dlouho bé-
71 vSechny operace dohromad — a navic je Splay stromy
daleko snazsi naprogramovat nez néjaké vyvazované stro-
my. Mimo to maji Splay stromy i jiné krasné vlastnos-
ti: prizptisobuji svij tvar cetnostem hledani, takze casto



hledané prvky jsou pak bliz ke kofeni, snadno se daji
rozdélovat a spojovat atd.

® Treapy — randomizované vyvazované stromy: néco mezi
stromem (tree) a haldou (heap). Kazdému prvku pfifa-
dime vdhu, coZ je ndhodné ¢islo z intervalu (0, 1). Strom
pak udrzujeme usporadany stromové podle hodnot a hal-
dové podle vah (v8imnéte si, Ze tim je jeho tvar urcen jed-
noznacné, pokud tedy jsou vSechny vahy navzdjem riiz-
né, coz skoro jisté jsou). Insert a Delete opravuji haldové
uspofadani velmi jednoduse pomoci rotaci. Casova slozi-
tost v pramérném piipadé je O(log N).

® BB-a stromy — zobecnéni dokonalé vyvazenosti jinym
smérem: zvolime si vhodné ¢islo a a vyzadujeme, aby
se velikost podstromt kazdého vrcholu lisila maximélné
a-krat (prazdné podstromy néjak oSet¥ime, abychom ne-
délili nulou; dokonald vyvazenost odpovidd o = 1 [aZ na
zaokrouhlovéni]). V kazdém vrcholu si budeme pamato-
vat, kolik vrcholtl obsahuje podstrom, jehoz je kofenem,
a po Insertu a Deletu prepocitame tyto hodnoty na cesté
zpét do kofene a zkontrolujeme, jestli je strom jesté stéle
a-vyvazeny. Pokud ne, najdeme nejvyssi misto, ve kterém
se velikosti podstromut prilis 1lisi, a vSe od tohoto mista
dolti znovu vytvofime algoritmem na vyrobu dokonale
vyvazenych stromt. Ten, pravda, bézi v linedrnim case,
ale ¢im vétsi podstrom ptrebudovavame, tim to déldme
méné Casto, takze vyjde opét amortizované O(log N) na
operaci.

Cviceni. Nékolik véci, které se do kucharky uz nevesly, ale
muzete si je zkusit vymyslet:

1. jak konstruovat dokonale vyvazené stromy

2. jak pomoci toho naprogramovat BB-« stromy

3. algoritmus, ktery k prvku ve stromu najde jeho nasled-
nika, coz je prvek s nejbliz$i vyssi hodnotou (zde pred-
pokladejte, ze ke kazdému prvku mate ulozeny ukazatel
na jeho otce)

4. jak vypsat cely strom tak, Ze zacnete v minimu a bude-
te postupné hledat nasledniky (i kdyZ nalezeni naslednika
mize trvat az O(h), vSimnéte si, Ze projiti celého stromu

pres nasledniky bude linearni)

5. jak do vrcholt stromu ukladat rizné pomocné infor-
mace, jako tfeba pocet vrcholti v podstromu kazdého vr-
cholu, a jak tyto informace pfi operacich se stromem udr-
Zovat (pfi Insertu, Deletu, rotaci)

6. Ze libovolny interval (a,b) lze rozlozit na logaritmicky
mnoho intervali odpovidajicich podstromtm

7. a ze zkombinovanim pfedchozich dvou cviceni lze od-
povidat i na otazky typu ,kolik si strom pamatuje hodnot
ze zadaného intervalu®“ v logaritmickém case ...

Nékolik poznamek na zavér.

e Pokud zdznamy mutizeme jenom porovnavat, je bindrni
vyhledavani nejlepsi mozné. Libovolné hledani zalozené
na porovnavani lze totiz popsat binarnim stromem a bi-
narni strom s N vrcholy musi mit vzdy hloubku alespon
[logy NJ.

® Pokud bychom ale pfedpokladali, ze se zdznamy muze-
me zachéazet i jinak, daji se nékteré operace provadét i
v konstantnim ¢ase (alespoti primérné). K tomu se hodi
napiiklad hashovdni, a to si popiSeme v nékteré z kucha-
fek v piistim rocéniku KSP (nebo se muzete podivat do
kuchaiky u 4. série 19. ro¢niku). Jeho nevyhodou ovSem
je, ze udrzuje jenom mnozinu prvku, nikoliv usporada-
ni na ni, takze napriklad nelze najit k zadanému prvku
nejblizsi vyssi.

e Pokud bychom pripustili, ze se mohou vyskytnout dva
stejné zaznamy, budou stromy stale fungovat, jen si musi-
me dat o néco vétsi pozor na to, co vSechno prfi operacich
se stromem mize nastat.

e Jakpak piisly AVL stromy ke svému jménu? Inu, podle
svych objevitelt pant Adelsona-Velského a Landise.

® Rekurenci Ay =14+ A4_1+ Ag—2, A1 =1, A5 = 2 pro
velikosti minimalnich AVL stromu je samoziejmé mozné
vyFesit i presné. Zadné prekvapeni se nekond, objevi se
totiz stard znaméa Fibonacciho ¢isla: A, = Fj,10 — 1.

Dnesni menu vam servirovali
Martin Mares a Tomas Valla

Vzorova feSeni druhé série dvacatého ro¢niku KSP

20-3-1 Platba koné

Napted provedeme maly trik. Kazda hodnota je s presnosti
na 2 desetinnd mista. Kdyz vSechny hodnoty vynasobime
100 (tedy, pfevedeme z Korun na Haléfe), dostaneme ce-
14 cisla, se kterymi se mnohem lépe pracuje. Mimo to, ne
kazdy handlif umi pracovat s desetinnymi ¢isly.

Nyni si na chvili predstavme, ze handlif je naprosto chudy a
nem4 ani vindru (tedy, jeho hromadka na vraceni je prazd-
nd). Mimo to, je rozumné mit pouze kladné mince a kladnou
cenu koné (i kdyz, u nékterych koni. .. ).

Jak by se dal fesit takovy problém? Ptjdeme na to od lesa.
Rozdélime to na faze a chceme po k-té fazi védét, které
vSechny obnosy lze zaplatit pomoci k prvnich minci.

Stav na zacCatku, tedy po nulté fazi, je jasny. Dokazeme
zaplatit jedinou ¢astku a to 0.

V kazdé fazi vezmeme minci o hodnoté h a vedle kazdé
castky zaplatitelné pomoci £ — 1 prvnich minci pfidame do
na$i mnoziny jesté c¢astku zvétSenou o h.

7 tohoto jiz lze snadno poznat, ze dand c¢astka jde zapla-
tit. Jednoduse se bude vyskytovat v mnoziné. Jak ale po-
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znat, kterymi mincemi ji mame zaplatit? Pfi pfidavani kaz-
dé castky do mnoziny si k ni pfipiseme také, ze které cast-
ky vznikla. Odectenim ziskame posledni pouzitou minci a
kdyz se podivdme na onu predchozi ¢astku, tak muazeme
obdobnym zptisobem zrekonstruovat pfedchozi minci, az se
dostaneme na zacatek.

Musime vyTesit, jak budeme reprezentovat tuto mnozinu.
Vsimneme si, ze veskeré hodnoty jsou cela ¢isla a proto i
jejich soucty budou cela ¢isla. Navic, nikdy nebude mensi
nez 0 a vétsi, nez soucet vsech Vildovych minci s,,. Mtizeme
pouzit pole, jehoz indexy budou ¢isla 0. .. s,, v kazdé fazi
toto pole projit a poznamenat do néj hodnoty nové.

Déle je tfeba zajistit, aby nami vybrand moznost byla ta,
kterda mé nejméné pouzitych minci. Inu, zavedeme tuto pod-
minku do kazdé faze, tedy na konci k-té faze budeme mit
vSechny zaplatitelné obnosy a kazdy na nejmensi pocet min-
ci. Kdyz budeme chtit poznamenat, ze lze zaplatit néjaka
hodnota a tato hodnota jiz zaplatit jde, tak ji pfepiSeme na
novou jen v pripadé, Ze je tato nova na méné minci. Ztej-
mé to funguje, nebot ta s nejmensim poctem moznosti bud
pouziva k-tou minci a nebo nepouzivé, coz je pfesné to, co



ovéfuje tato podminka.

Posledni problém, ktery je tfeba vytesit, jsou handlifovy
mince. Jednoduchym trikem je sesypeme do stejného pytle
jako mince Vildovy, jen je vSechny vynasobime cislem —1.
Tento trik vypada jednoduse, ale je tfeba vyfesit nékolik
detailt. Hlavnim z nich je rozsah pole. Jiz neni pravda,
ze by soucet nékterych minci nemohl byt zaporny. Avsak,
kdyz vyzkousSime napfed vSechny kladné mince a potom
nam uz zbudou jen zaporné, tak zaznamenavat, ze umime

nedostaneme.

Stejné tak si rozmyslime horni hranici. Urcité se nikdy ne-
dostaneme nad soucet vSsech Vildovych minci. Ale také ne-
ma nikdy cenu ukladat ¢astky, které pfesahuji cenu koné
a soucet handlifovych minci dohromady, takové castky jiz
nedokazeme dostatecneé snizit, i kdyby handlif vratil vSe, co
mél. Staci tedy vzit minimum z téchto dvou hodnot.

Oznaéme toto minimum jako p. Potom pamétova sloZitost
je oc¢ividné O(u + M + N), kde N a M jsou pocty minci
na jednotlivych hromadkach. Casova slozitost je O(u- (N +
M)), nebot pro kazdou minci probéhne jedna faze a v kazdé
fazi projdeme celé pole.

Michal ,vorner® Vaner

20-3-2 Dva lupici

Mame ¢tyti vyroky lupicti, a kazdy z nich néjakym zpiiso-
bem omezuje mozné dvojice ¢isel. Projdeme si tyto omezu-
jici podminky jednu po druhé. Oznacme si velitelova ¢isla
jako z, y; vime, ze 2 < z,y < 99.

Prvni véta nam fika, ze soucin zy jde rozlozit na soucin
dvou ¢isel vice nez jednim zptsobem. To znamend, ze xy
je soucin alespon tii prvocisel, kterd nejsou vSechna stejné.
Oznac¢me A; mnozZinu vsech téchto povolenych souéint.

Druhé véta ndm k4, Zze at soudet x + y rozlozime na sou-
¢et dvou ¢isel jakkoliv (¢imz ziskdme Feknéme ¢isla a, 8 €
(2,99), kde a + 8 = = + y), vidycky bude souéin af lezet
v mnoziné A;. MnozZinu vSech souctl, které toto splnuji,
oznac¢me Bj.

7 treti véty vime, Ze soucin xy jde rozlozit na soucin dvou
¢isel a, (B tak, aby a+( € Bj, pravé jednim zptasobem. Mno-
zinu vSech soucint, které tuhle podminku splnuji, ozna¢ime

As.

A posledni véta nam fika, ze soucet x + y jde rozloZit na
soucet dvou Cisel a, § tak, aby a8 € As, pravé jednim zpu-
sobem. Mnozinu vSech souctt, které to spliuji, oznac¢ime
Bs.

Chceme ted najit vSechna ¢isla x, y takova, ze xy € A1 U A,
ax—+y € By UB;y. Tim jsme Gspésné formulovali problém
matematicky, ale jak ho vyfesit? Inu, pomoci ¢tyfech uve-
denych podminek vyskrtame zakazané souciny a soucty a
uvidime, co zbude.

Povolené soucty jsou v intervalu (4,198), a chceme z nich
vyskrtat ty, které se daji zapsat jako soucet dvou prvocisel,
nebo jako soucet prvocisla a jeho druhé mocniny.

Aby to vySkrtavani zabralo méné Casu, muZeme vy-
@ uzit Goldbachovu hypotézu (http://en.wikipedia.org
Jwiki/Goldbach_conjecture), ktera ik, ze kazdé sudé ¢islo
(vé&tsi nez dva) je mozné zapsat jako soucet dvou prvocisel.
Sice jde pouze o hypotézu (a slavny otevieny problém), ale
na poditaci byla jeji platnost ovéfena (alespoii) pro ¢isla do
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10'8. TakZe nam staéi krtnout vSechna suda ¢&isla, a z li-
chych ta, co jsou o 2 vétsi nez néjaké prvocislo. A soucet
prvocisla a jeho druhé mocniny je vzdycky sudy.

Pozor, je tu jedna zaludnost. Potfebujeme, aby ta dvé prvo-
¢isla byly pfipustné hodnoty ¢isel z,y, tedy aby byla v in-
tervalu (2,99). MaZe se nam stat, Ze ¢islo sice rozlozime na
soucet dvou prvocisel, ale pokud jedno z téch prvocisel bu-
de moc velké, stale se jedna o pripustny soucet. Na druhou
stranu souciny jako 99 - 99 piipustné nejsou, i kdyz jde o
soucin alespon tii prvocisel, kterd nejsou vSechna stejna.

Ted projdeme vechny dvojice ¢isel z intervalu (2, 99) (moz-
né souéiny). Rovnou Skrtneme soucin dvou prvodéisel a t¥eti
mocninu prvodisla. A nakonec projdeme vsechny délitele d
mozného soucinu s a podivame se, jestli existuje praveé jeden
deélitel d tak, Ze soucet d+ s/d je v mnoziné By povolenych
soucti.

A zbyva aplikovat posledni podminku. Projdeme si mnozi-
ny povolenych souctti a pro kazdy z nich si najdeme vSechny
jeho rozklady na soucet dvou ¢isel «, 8 z intervalu (2,99).
Pokud mezi vsemi rozklady existuje pravé jeden, pro ktery
je souc¢in a8 povoleny (nevyskrtnuty), nasli jsme FeSeni.

Pro rucéni prochazeni je téch moznosti docela hodné, a tak
se vyplatilo napsat si program. Pro vypocetni silu pocitace
je vsak jejich pocet nepatrny, a proto ddme prednost jed-
nodussimu kédu pred optimalizacemi pomoci prvocisel.
Nuze konec¢né uvedu dlouho o¢ekavany vysledek, tilohu fesi
pravé dvojice ¢isel {4,13}.

Petr Kratochvil

20-3-3 Cesta z kopce

Uloha jde nelépe vyfesit, jak si drtiva vétsina z vas viimla,
v ¢ase O(N). Budeme hledat nejdelsi podposloupnost kon-
¢ici néjakym Clenem posloupnosti A, kterd splituje zadani
(v dalsim textu podposloupnost znamend podposloupnost
spliiujici zadani, tedy obsahujici nejvyse k stoupéni). Za-
¢neme s podposloupnosti obsahujici jen zvoleny prvek a
jeji zacatek postupné posunujeme smérem k pocatku po-
sloupnosti A. Dokud podposloupnost obsahuje méné nez
k stoupéani, je vSechno v poradku. Jakmile ji ale rozsifime
tak, ze uz ma pravé k stoupani, musime pokracovat opa-
trné, abysme nepfidali dalsi stoupani. Skon¢ime tedy tésné
za néjakym stoupdnim (na druhém prvku z rostouci dvoji-
ce), které by uz prekrocilo limit, pfipadné na zacatku celé
posloupnosti A. Pokud takto najdeme nejdelsi podposloup-
nost pro kazdy prvek z A, bude mezi nimi uréité hledana
celkové nejdelsi. Obdobnou tvahou pfi posunovani konce
podposloupnosti misto zacatku zjistime, Ze konec hledané
podposloupnosti bude tésné pfed néjakym stoupanim, pti-
padné na konci celé posloupnosti.

Kdyz obé tivahy spojime dohromady, zjistime, Ze neni tfeba
hledat zacatek a konec podposloupnosti jinde nez u stou-
pani a na uUplném zacatku nebo konci. Najdeme si tedy
vSechna stoupani v posloupnosti A a pro kazdé z nich hle-
dame nejdelsi podposloupnost, ktera konci tésné pred nim.
Pokud praveé zkoumané stoupani, bude i-té, tak pro zacatek
podposloupnosti musime preskocit k£ stoupani a bude tedy
lezet hned za (i — k — 1)-tym. Hodnoty ¢ < k vibec ne-
musime uvazovat, protoze u nich koncici podposloupnosti
budou zac¢inat prvnim prvkem A, stejné jako proi = k+1,
pro néjz bude délka vétsi nez pro vSechna mensi 4.

7 vyse uvedeného vyplyva, ze pro zjisténi vysledku si vi-
bec nemusime pamatovat hodnoty A, kromé dvou posled-



nich k zjisténi stoupani. Navic staci znat jen k + 1 stoupani
pred aktualnim, jelikoz stoupéani k+ 1 mist pred praveé zkou-
manym potfebujeme v tomto kroku a nasledujici budeme
potifebovat v dalsich krocich. Hledani nejdelsi posloupnos-
ti pak muze probihat pfimo pii hledani stoupani. Nejdiive
si zapamatujeme prvnich k + 1 stoupani a pak vzdy kdyz
najdeme dalsi, zkontolujeme délku podposloupnsti, kterd u
néj konci a za¢ina u nejstarsiho stoupani, které si pamatuje-
me, coz je praveé to k+1 mist pfed aktudlnim. Toto nejstarsi
stoupani pak zapomeneme a zapamatujeme si pravé nale-
zené. Takova datova struktura se nazyva fronta. Nakonec
si jesté musime dat pozor, pokud je pocet stoupani nejvyse
k, abychom za TeSeni pfijali celou posloupnost.

Casové slozitost je O(N), protoze prochézime jedenkrat za-
danou posloupnost a pro kazdy jeji prvek provadime kon-

stantné mnoho operaci. Pamétova slozitost je O(k), kvili
fronté délky k + 1.

Petr Onderka

20-3-4 Orientace na mapé

Nejprve si nejspis uvédomime, ze v acyklickém orientova-
ném grafu musi byt alespoii jeden vrchol, do kterého ne-
vede zaddnéd hrana — zdroj. Z kazdého vrcholu (které neni
zdroj) mizeme cestou proti sméru hran dojit do néjakého
zdroje. Proto pfi hledani vrcholid, mezi nimiz vede nejvi-
ce cest,mizeme predpokladdat, ze pocatecni vrchol je zdroj
— kdyby cesty vychéazely z jiného vrcholu, mtizeme vSechny
prodlouzit az do néjakého zdroje. Tim se jejich pocet urcité
nezmensi. (Z podobného divodu bychom také mohli hledat
koncové vrcholy pouze ve stocich — vrcholech z nichz nevede
7adné hrana.)

Vzapéti si uvédomime, ze zdroji v grafu mize byt mno-
ho, takze nam tohle pozorovani praci neusetii a algoritmus
nezlepsi, ale vyuzit ho mizeme...Z kazdého zdroje tedy
spocitame cesty do jednotlivych vrcholi.

Mame-li pro néjaky vrchol v spocist pocet cest z urcitého
zdroje, lze to udélat tak, ze secteme pocty cest do vsech vr-
chold, ze kterych vede hrana do v. K tomu ovSem musime
tyto pocty cest znat. Proto je nutné pocitat cesty do vr-
cholii ve spravném pofadi — v topologickém pofadi (o ném?z
se piSe v kuchafce ke t¥eti sérii). Topologické pofadi urci-
me napriklad tak, ze projdeme graf ze zdroje do hloubky a
pamatujeme se poradi, ve kterém jsme naposled opoustéli
jednotlivé vrcholy - timto zptisobem je dostaneme setiidéné
pozpatku — zdroj bude Gplné posledni, takze musime poci-
tat pocty cest do vrcholti od konce. Kdyz mame spocitané
cesty do vSech vrcholli, zapamatujeme si maximalni pocet
cest (a kam vedly) a prozkoumame cesty z dalsiho zdroje.
Pak uz staci jenom vybrat zdroj, z néhoz vede nejvice cest.

Jak to vSechno bude slozité? Na jednotlivé pruchody do
hloubky potiebujeme O(N + M) c¢asu. Pocet potiebnych
prichodt zavisi na poétu zdroju v grafu, mize byt az O(N).
Celkem se dostavame na ¢asovou slozitost O(N - (N + M)).
Pamétova slozitost vzorového feSeni je O(N?), protoze si
seznamy sousedii pamatuje ve zbytecné dlouhjch polich,
pri Sikovnéjsim zpusobu by stacilo O(N + M).

Tereza Klimosova

20-3-5 Asfaltovani

Zdravim vSechny Tesitele upatlané od asfaltu. Mam pro vas
dobrou zpravu: Nebojte, za par mésict se to oloupe. A nyni
vam prinasime exkluzivné algoritmus od samotného vrch-
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nfho cestéte, ktery ndm jej (samoziejmé pod pohrizkou
muceni) vyzradil.

Nejprve si nasi tlohu pfevedeme do feci graft. Mésta pred-
stavuji vrcholy, cesty mezi nimi budou hrany, a protoze lze
cestovat po celé Hipopotamii, bude graf souvisly. Chceme
najit parovani hran takové, aby kazdé hrana byla sparovana
a dvé sparované hrany mély spoleény vrchol. Ned4 mnoho
pfemysleni, ze zminéné parovani nemiize existovat, pokud
je poCet hran lichy. Od ted se tedy budeme zabyvat pouze
grafy, které maji sudy pocet hran.

Klicem k feseni naseho problému bude algoritmus prohleda-
véani do hloubky, téZ zndmy jako DFS (Depth First Search).
Podivejme se, jak bude vypadat situace vstoupime-li pfi
prochazeni do vrcholu u. Nejprve zpracujeme vsechny do-
sud nenavstivené sousedy vrcholu u, jak ndm kaze algorit-
mus DFS. Nasledné se podivame, s kolika nesparovanymi
hranami vrchol inciduje. Je-li jich sudy pocet, mtizeme spa-
rovat hrany libovolné mezi sebou. Pokud jich je lichy pocet,
nechdme hranu vedouci k otci (k vrcholu, ze kterého jsme
do u ptisli pfi DFS) nesparovanou (tatka se ndm o ni po-
stard) a zbyvajici hrany, kterych uz je sudé, opét libovolné
sparujeme.

Zbyvé ukazat, ze u vrcholu s, ve kterém jsme prohledavani
zapocali, budeme mit na konci algoritmu sudy pocet ne-
sparovanych hran. Kdyby tomu tak nebylo, méli bychom
problém, protoze s uz nemé zadného ,tatku®, ktery by mu
pomohl vyftesit problémy s lichou hranou. Nastésti ale vi-
me, Ze na zacatku mame sudy pocet (nesparovanych) hran.
P1i parovani ndm ubyvaji nesparované hrany vzdy po dvou,
takze se zachovava jejich sudy pocet. V okamziku, kdy se
vratime v DFS zpét do vrcholu s, miazou byt nesparované
pouze hrany incidujici s s. A protoze jich je celou dobu sudy
pocet, mizeme je vesele sparovat.

Budeme-li reprezentovat graf seznamem sousedi, je casova
i pamétova slozitost algoritmu O(N + M), kde N je pocet
vrcholl a M je pocet hran.

Pieji vam pékny den a pokud mozno hladké asfaltové cesty.

Martin ,Bobrik“ Krulis

20-3-6 Hrady, hradky, hradla

V minulé casti seridlu jste méli za tkol vymyslet obvod,
ktery zjisti, zda-li je ¢islo na vstupu délitelné tifemi. Nez
zacneme s vymyslenim obvodu, podivame se na to, jaké
zbytky po déleni tfemi davaji ¢islice ve dvojkovém zapisu.

pozice ¢islice 0 1 2 3
hodnota desitkové 20 21 22 23
modulo tfemi 1 2 1 2

zapsano dvojkové 1 10 1 10 ...

Vidime, ze se zbytek opakuje periodicky a pro liché pozice
dostavame zbytek 119 = 01s a pro sudé zbytek 219 = 105.
Formalné Ize toto pozorovani dokazat indukci, pro liché po-
zice dostavame ng = 20 = 1, ng = 2k+1) pnp = 20k+3)
pak npyy = 4 - 2@k = 3. 2@k+1) 4 9(2k+1) Vidime tedy,
ze pro dalsi ¢islici plati, Ze je souc¢tem néceho krat t¥i, coz
ma jisté zbytek po déleni tfemi nula, plus predchozi ¢isli-
ce, aplikovano ”rekurzivné” dostavame, ze vSechny cislice
na lichjch pozicich maji stejny zbytek modulo tfemi. Pro
sudé pozice je ditkkaz podobny. A ted uz dost formalismu a
pojdme se podivat dal.

Vidime, ze kdyz si budeme brat vstup po dvojicich, ty secte-
me, pak bude toto ¢islo délitelné tFemi pravé tehdy kdyz by-
lo délitelné tfemi ¢islo puvodni. Coz odpovida tomu, Ze se-



¢teme zbytky na lichych pozicich plus zbytky na sudych po-
zicich krat dva a = ap+2-a1+4-as+.. . +2" Leap_1+2"an,
pak soucet zbytkiu po déleni tfemi je S = ag+2-a; + a2+
2-a3+...+ap_1+a, =ag,a1+as,a3+...+an_1,an, kde
a, b znamena binarni ¢islo poskladané z binarnich ¢islic a a
b, nebot ve dvojkovém zépisu je nasobeni dvéma posunuti
doleva (obdobné jako ndsobeni desiti v soustavé desitkové).

Ted nam uz zbyva jenom vymyslet obvod, ktery seéte dvé
dvoubitové é&isla modulo tiemi. Cislo 00 m4 stejny zbytek
po déleni tiemi jako 11. S¢itani je komutativni a proto nam
nezalezi na potadi s¢itani, tato operace je tedy jednoznacné
urcena nasledujici tabulkou. Znacka ,,=“ zde znamena, ze
¢isla maji stejny zbytek po déleni tiemi.

Vstup A Vstup B Vystup

01 01 10
10 10 01
01 10 00=11

01 00=11 01
10 00=11 10
00=11 00=11 00=11

Kdyz se na tuto operaci pozorné podivame, zjistime, Ze se
napadné podoba obycejnému scitani, az na to, Ze se pfenos
znovu pricte k vysledku.

Takze méame obvod, ktery ma na vstupu ¢tyfi bity, dveé
dvoubitova ¢isla a na vystupu dva bity, jedno dvoubitové
¢islo. Nyni stacéi tyto obvody poskladat tak, Ze na kazdé
vypocetni hladiné zmensime pocet dvoubitovych zbytkt na
polovinu. Vstup jako obvykle doplnime dostateénym po-
¢tem nul. Cislo pak bude délitelné t¥emi, kdyz ndm na kon-
ci zbyde 11 nebo 00. Jelikoz obvod na séitani ma konstantni
hloubku ma celé zapojeni asymptoticky logaritmickou slo-
zitost stejné jako obvod na pocitani parity z pfedchoziho
serialu.

Rozmyslete si, Ze pro délitelnost tfemi v zapise BCD bude
fungovat stejny postup.

Cyril Hrubis

Uloha 20-3-1 — Platba koné — program

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

typedef struct {
int predchozi;
int minci;

} castka_t;

#define INFINITY Ox4fffffff //Takto se pozna néco, co nejde zaplatit

void pridej( castka_t castky[], int mince, int index, int limit ) {

int nova = index + mince;
if( nova < 0 || nova > limit ) //mimo rozsah
return;

if( castky[ index ].minci + 1 < castky[ nova ].minci ) {

castky[ nova ].predchozi = index;

castky[ nova ].minci = castky[ index ].minci + 1;

}

int main( int argc, comst char *argv[] ) {
int n, m, p, vil_celkem, han_celkem;
float prep; //Do&asné, na nehaléfové hodnoty
scanf ( "d%d%f", &n, &m, &prep );
p = (int ) ( prep * 100 ); //P¥evod na haléfe
int mince[ m + n ];
vil_celkem = han_celkem = 0;
for( int i = 0; i <m + n; ++ i ) {
float nova;
scanf ( "%f", &nova );
nova *= 100; //Pfevod na haléte
mince[ i ] = ( int ) nova;
if(i>1n) {
han_celkem += mince[ i ];

mince[ i ] *= -1; //Handléfovy mince "vraceji"

} else {
vil_celkem += mincel[ i 1;
}
}

int limit = han_celkem + p; //Vybrat vhodny rozsah pole

if( vil_celkem < limit )
limit = vil_celkem;

if( p > limit ) {
printf( "Na to Vilda nema\n" );
return O;

if(p<o0){
printf( "Nepodporujeme zaporné kon&\n" );
return 0;

}

castka_t castky[ limit + 1 ];

for( int i = 1; i <= limit; ++ i ) {
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castky[ i ].minci = INFINITY;
}
castky[ O ].predchozi = 0;
castky[ O ].minci = 0;
for( int i = 0; i < mn; ++ i )
//0Opaéné, abychom nenachizeli z této faze
for( int j = limit; j >= 0; -- j )
pridej( castky, mincel i 1, j, limit );
for( int i =n; i < n +m; ++ i)
//Zaporné mince -> timto smérem
for( int j = 0; j <= limit; ++ j )
pridej( castky, mincel i ], j, limit );
if( castky[ p ].minci == INFINITY ) {
printf( "Kon& zaplatit nelze\n" );

return 0;

}

while( p ) {
printf( "%f\n", ( p - castky[ p ].predchozi ) / 100.0 );
p = castky[ p ].predchozi;

}

return O;

Uloha 20-3-1 — Platba koné — program v Haskellu :-)

-- zaplat vildova_hromddka handlifova_hromadka cena_koné&
-- Nothing -- neda se zaplatit
-- Just seznam_minci -- ¢im zaplatit
zaplat :: [ Float ] -> [ Float ] -> Float -> Maybe [ Float ]
zaplat vilda handlir kun = if vysledek == Nothing then Nothing else
let Just v = vysledek in Just $ map ( \m -> ( fromInteger $ tolnteger m ) / 100.0 ) v

where
vildai = map zhaleruj vilda
handliri = map zhaleruj handlir
vysledek = vyres ( zhaleruj kun ) ( sum vildai ) ( sum handliri ) ( vildai ++ map ( (*) ( -1 ) ) handliri )
zhaleruj :: Float -> Int

zhaleruj m = round ( 100.0 * m )

polozka :: Int -> ( Int, Int, Int )
polozka i = ( i, 0, infinity )

vyres :: Int -> Int -> Int -> [ Int ] -> Maybe [ Int ]
vyres cena vil_sum han_sum mince =

vyber cena $ foldl pridej ( ( 0, O, O ):map polozka [ 1 .. min vil_sum $ han_sum + cena ] ) mince

infinity :: Int
infinity = 1000000

priplat :: ( ( Int, Int, Int ), ( Int, Int, Int ) ) -> ( Int, Int, Int )

priplat ( ( index, pred_puv, min_puv ), ( pred_nov, _, min_nov ) )
| min_puv <= min_nov + 1 = ( index, pred_puv, min_puv )
| True = ( index, pred_nov, min_nov + 1 )
pridej :: [ ( Int, Int, Int ) ] -> Int -> [ ( Int, Int, Int ) ]
pridej moznosti mince = [ m | m <- map priplat $ zip
( ( map polozka [ mince .. -1 ] ) ++ moznosti )
( ( map polozka [ 1 .. mince ] ) ++ moznosti ++ ( map polozka [ 1 .. ] ) ),
let ( index, _, _ ) = m in index >= 0 ]

vyber :: Int -> [ ( Int, Int, Int ) ] -> Maybe [ Int ]

vyber 0 _ = Just []
vyber cena moznosti = if vysledek == [] then Nothing else Just $ mince:zbytek
where
vysledek = [ predchozi | ( index, predchozi, minci ) <- moznosti, index == cena, minci < infinity ]

Just zbytek = vyber predchozi moznosti
mince = cena - predchozi
[ predchozi ] = vysledek

Uloha 20-3-2 — Dva lupiéi — program

#include <stdio.h>
int vysledek_x, vysledek_y;

int a_nevi(int soucin) {
int rozklad = 0;
for (int i = 2; (i <= 99) && (i*i <= soucin); i++)
if ((soucin % i == 0) && (soucin/i <= 99))
rozklad++;

if (rozklad >= 2)
_]_4_



return 1;
else return O;

}

int b_vi_ze_a_nevi(int soucet) {
for (int i = 2; (i <= 99) && (2*i <= soucet); i++)
if ('a_nevi(i*(soucet-i)))
return 0;

return 1;

}

int a_uz_vi(int soucin) {
int rozklad = 0;
if (la_nevi(soucin))
return O;

for (int i = 2; (i <= 99) && (i*i <= soucin); i++) {
if ((soucin % i == 0) && (b_vi_ze_a_nevi(soucin/i + i)))
rozklad++;
if (rozklad > 1)
break;
}
if (rozklad == 1)
return 1;

else return O;

}

int b_taky_vi(int soucet) {
int rozklad = 0;
if (!b_vi_ze_a_nevi(soucet))
return O;
for (int i 2; (i <= 99) && (2*i <= soucet); i++)
if (a_uz_vi(i*(soucet-i))) {

rozklad++;
vysledek_x = i;
vysledek_y = soucet - i;
}
if (rozklad == 1)
return 1;

else return O;

}

int main(void) {
for (int i=2; i<=198; i++)
if (b_taky_vi(i))
printf (" (%d, %d)\n", vysledek_x, vysledek_y);
return O;

Uloha 20-3-3 — Cesta z kopce — program

program cestaZkopce;
const MaxK = 20;

var N, k, a,
stoupani:

b, i, j, pred, akt: integer;
array [0..MaxK] of integer;

begin

a 1;

b :=1;
stoupani [0]
J 1;
read(N, k);
read(pred) ;
for i:=2 to
read(akt) ;

N do begin

if pred < akt then begin
if j <= k then
stoupani[j]
else begin

i

{méme stoupani}
{ale zatim malo}

{ted uz dost}

if i-1 - stoupanil[j mod (k+1)] > b - a then begin

{zbytek po dé&leni pouZzivém proto, aby pole

a := stoupani[j mod (k+1)];
b:=1-1;
end;
stoupanil[j mod (k+1)] := i;
end;
inc(j);
end;
pred := akt;
end;

stoupani bylo zatolené do kruhu}

{zatim nejdelsi podposloupnost}

{ulozime do fronty}
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if N - stoupanil[j mod (k+1)] > b-a then begin {je3té& zkontrolujeme posledni podposloupnost}

if j <= k then a :=1 {vezmeme celou posloupnost}
else a := stoupanil[j mod (k+1)]; {nebo jen od prvniho stoupani z fronty}
b := N;
end;
write(’a = ’, a, > b=, b);
end.

Uloha 20-3-4 — Orientace na mapé — program

program mapa;

const C=6;
type vrchol = record
hrany:array [1..C] of integer;
deg:integer;
zdroj:boolean;
prosel:boolean;
cesty:integer;
end;

var
graf:array [1..C] of vrchol;
topol:array[1..C] of integer;

{cisla vrcholu v topologickem poradi}
maxvrchol,maxhodnota:integer;{kde najdeme maximum a jaka je jeho hodnotal}
zdr:integer; {pocet zdroju}
top:integer;{pocet vrcholu v topologickem usporadani z aktualniho zdroje}
i,j,k,N,u,v:integer;

zdroje:array [1..C] of record
start,cil,cesty:integer;
end;

procedure pruchod(i:integer);
var m:integer;
begin
m:=1;
if not graf[i].prosel then begin
while graf[i].deg>=m do
begin
writeln(i,graf[i].hrany[m]);
pruchod(graf [i] .hrany [m]) ;
inc(m) ;
end;
graf [i] .prosel:=TRUE;
inc(top) ;
writeln(top);
topol[top] :=i;
end;
end;

begin
{nacteni}
readln(N);
for i:=1 to N do begin
graf[i] .deg:=0;
graf [i] .zdroj:=TRUE;
end;
readln(u,v);
while u<>0 do begin
inc(graf [u] .deg);
graf [v] .zdroj :=FALSE;
graf [u] .hrany [graf [u] .deg] :=v;
readln(u,v);
end;
{nalezeni zdroju}
zdr:=0;
for i:=1 to N do begin
if graf[i].zdroj then begin

inc(zdr);
zdroje[zdr] .start:=i;
end;
end;
writeln(1);

{pruchod do hloubky - topologicke trideni ze zdrojovych vrcholu}
for i:=1 to zdr do begin
for j:=1 to N do graf[j].prosel:=FALSE;
top:=0;
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pruchod(zdroje[i] .start) ;
for j:=1 to N do graf[j].cesty:=0;
graf [topol [topl].cesty:=1;
for j:= top downto 1 do begin
v:=topol[j];
for k:=1 to graf[v].deg do begin
u:=graf [v] .hrany [k];
graf [u] .cesty:=graf [u] .cesty+graf [v].cesty;
end;
end;
maxhodnota:=0;
for j:=1 to N do if graf[j].cesty>maxhodnota
then begin
maxhodnota:=graf [j].cesty;
maxvrchol:=j;
end;
zdroje[i].cil:=maxvrchol;
zdroje[i] .cesty:=maxhodnota;
end;
writeln(’z=’,zdr);
maxhodnota:=0;
for i:=1 to zdr do if zdrojel[il.cesty>maxhodnota
then begin
maxhodnota:=zdroje[i].cesty;
maxvrchol:=i;
end;
writeln(’Mezi vrcholy ’,zdroje[maxvrchol].start,’ a ’,zdroje[maxvrchol].cil,’vede ’,zdroje[maxvrchol].cesty,’cest.’);
{for s:=1 to N do
if cesty[s]>max then
begin
maxs:=s;
maxz:=zdroje[i];
max:=cestyl[s];
end;}
readln;
end.

Uloha 20-3-5 — Asfaltovani — program

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>

#define MAXN 100000
#define MAXM 500000

#define SWAP_INT(x, y) { int tmp = x; x = y; y = tmp; }

/* Struktura uchovavajici udaje o jedné hran& */
struct s_edge {
int a, b; // Mezi kteryjmi vrcholy hrana vede.
int pair; // Se kterou hranou je sparovand (-1, pokud jeSté& neni).

};

/* Pocatek hran od daneho vrcholu v seznamu hran a stupen vrcholu */
struct s_vertex {

int start; // Index prvni hrany v seznamu hran (resp. poli "ep"), ktera inciduje s timto vrcholem.
int deg; // Stupeinn vrcholu.
int visited; // Zda jiz byl vrchol navitiven.

};

/* Globalni proménné */

struct s_edge edges[MAXM]; // Seznam hran (tak jak je nadten ze souboru).

struct s_vertex vertices[MAXN]; // Seznam vrchold.

int ep[2+MAXM]; // Pfeuspofadani hran (aby bylo moZné jednoduSe drZet seznamy sousedi).
int N, M; // Po&et vrchold a hran.

/* Na&te vstupni data a vytvo¥i reprezentaci grafu. */
void read_input(void)
{

/* Otevfeme soubor */

FILE *fp = fopen("asfalt.in", "r");

if (Mfp) {
perror ("Cannot open input file");
exit(1);

}

/* Pfelteme pocet vrchold a hran. */
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fscanf (fp, "%d %d", &N, &M);

/* O8et¥ime specidlni p¥ipad, kdy je M liché a uloha tak nema FeSeni. */
if (MY 2) ==1){
FILE *fout = fopen("asfalt.out", "w");
if (Mfout) {
perror ("Cannot open output file");
exit(1);
}
fputs("no\n", fout);
exit(0);
}

/* Nadteme seznam hran */

for (int i = 0; i < M; i++) {
fscanf (fp, "%d %d", &edges[il.a, &edges[il.b);
edges[i]l.a--; edges[i].b--; // V naSem programu indexujeme mésta od O do N-1.
edges[i].pair = -1; // -1 znali, Ze hrana je3té& neni sparovana.
vertices[edges[i].al.deg++;
vertices[edges[i].b].deg++;

}

fclose(£fp);

/* Vybudujeme si index ep nad polem hran, diky kterému budeme mit jednoduchj seznam sousedid. */
for (dnt i = 1; i < N; i++) {

vertices[i].start = vertices[i-1].start+vertices[i-1].deg;

vertices[i-1].deg = 0;

}

vertices[N-1].deg = 0;

for (int i = 0; i < M; i++) {
epl[ vertices[edges[il].al.start + vertices[edges[i].a].deg++ ] =
epl vertices[edges[i].b].start + vertices[edges[i].b].deg++ ] = i;

I
e

/* Vrati druhy konec hrany edge incidujici s vrcholem vertex. */
inline int edge_end(int vertex, int edge)

{
if (edgesl[edgel].a != vertex)
return edgesl[edge].a;
return edges[edge].b;
}

/* Ulozi vysledky do vystupniho souboru. */
void print_out(void)

{
/* Otevfeme vystupni soubor. */
FILE *fout = fopen("asfalt.out", "w");
if (!fout) {
perror ("Cannot open output file");
exit(1);
}
/* Vytiskneme sparované hrany. */
for (int i = 0; i < M; i++)
if (edges[i].pair > i) {
int res[4] = { edges[il].a, edges[i].b, edgesl[edges[i].pair].a, edges[edges[i].pair].b };
if ((res[0] == res[2]) || (res[0] == res[3]))
SWAP_INT (res[0], res[1])
if ((res[0] == res[3]) || (res[1] == res[3]))
SWAP_INT (res[2], res[3])
fprintf (fout, "%d %d %d\n", res[0]+1, res[1]+1, res[3]+1);
}
fclose(fout);
}

/* Prohledavani do hloubky na parovéani hran. */
void dfs(int actVertex, int parent)
{

vertices[actVertex] .visited = 1; // Takhle ozna&ime prohledavany vrchol za navitiveny.

/* Zavolame se na vsechny sousedni vrcholy, ve kterych jsme dosud nebyli */
for (int i = vertices[actVertex].start; i < vertices[actVertex].start + vertices[actVertex].deg; i++)
if (lvertices[edge_end(actVertex, epl[il)].visited)
dfs(edge_end(actVertex, epl[il), actVertex);
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/* Nyni sparujeme zbylé hrany. */

int pair = -1;
for (int i = vertices[actVertex].start; i < vertices[actVertex].start + vertices[actVertex].deg; i++)
if ((edges[ep[il].pair == -1) && edge_end(actVertex, ep[i]) != parent) {
if (pair == -1) // Zatim nemame hranu ke sparovani...
pair = eplil;
else { // Uz na nas jedna nesparovand hrana &eka.
edges[ep[il].pair = pair;
edges[pair] .pair = epl[il;
pair = -1;
}
}
/* Pokud jedna hrana zbyla plonkovad - sparujeme ji s hranou k rodiéi. */
if (pair != -1) {
/* BohuZel hranu k otci musime nejd¥iv najit... */
int i = vertices[actVertex].start;
while (edge_end(actVertex, epl[i]) != parent) i++;

/* Index hrany k otci je ted uloZen v i. */
edges[ep[il].pair = pair;
edges[pair] .pair = epl[il;

/* Vstupni bod aplikace. */
int main(void)

{

read_input () ;
dfs(0, 0);
print_out();
return 0O;
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