Mili vesitelé!

Jubilejni 20. roénik KSP je Gispé$né za nami a ti nejlepsi z vas se mohou t&Sit na zavérecné soustiedéni. Nez se ale pustime
do rozebirani tloh posledni série, pripravili jsme si pro vas malé prekvapeni. Poprosili jsme naseho Hrosika, aby nam vénoval
par minut ze svého nabitého programu (to vite, $éfuje celému KSP a pfitom musi alesponi 22 hodin denné spat) a poskytl
nam exkluzivni interview.

Dobry den.
Huiii.
Radi bychom vam polozili nékolik otdzek tykajicich se vedeni KSP, mdte chvilku. ..

Ale opravdu jen chvilku — za pét minut mi za¢ind druhy obéd.

vy

Neékdo by myslel, Ze nejtézsi je vymysleni nebo opravovani tloh. Bohuzel to neni
pravda. Nejtézsi je ukocirovat tu nezodpovédnou bandu organizatori. Sehnat dneska
dobry material je opravdu tézké, a tak se musime spokojit s tim, co méme.

To je zajimavé. A pomdhd vdm. ..vd§ Zivocisny druh — tedy myslim jako to, Ze jste
hroch — ve vasi tézké funkci?

Myslim, ze trochu ano. Vite, tlustokozci budi pfirozeny respekt, takze si nikdo nedovoli
odporovat mi. Také mam velkou tlamu, takze muzu kohokoli bez potizi sefvat —
ehumpf, to tam nepiste. Napiste tam, ze si mtzu s kazdym cokoli vyrikat, to bude
znit 1épe.

To musi byt praktické, ale nepovazZoval jste to — ehm, byti hrochem — také nékdy
za nevyhodu?

Obcas. Vite, uz nejsem tak mrstny, jako kdysi. Taky musim hodné jist a spat, znate to. ..
Obratme list, co povaZujete za nejvétsi pozitivum KSP?

Myslim, Ze nejlepsi na KSP je, co vSechno déla pro mladez. Je mnohem lepsi, aby stfedoskolaci sedéli doma u pocitace a
programovali, nez aby se fladkali nékde po rtznych sportech nebo dokonce béhali za holkama.
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Nyni se dotknu citlivéjsiho tématu. Myslite si, Ze je KSP lepsi nezZ ostatni semindie?

Vite, takovéhle srovnavani seminait neni uplné korektni, protoze ostatni seminare se zabyvaji jinymi obory, takze neexistuje
objektivni metrika (promiiite mi ten matfyzacky vyraz), pomoci které bychom je mohli porovnavat. Nicméné pokud otazku
preformulujeme jinak — napiiklad zda je informatika lepsi nez feknéme fyzika — tak je odpovéd jasné: Informatika je lepsi
nez vSechny ostatni védy.

To je dost silny ndzor. .. nemyslite si, Ze by s nim treba fyzikové nesouhlasili?

To je mozné. Miuzou s nim nesouhlasit, midzou proti nému i protestovat, ale to je asi tak vSechno, co se s tim da délat.

A vite, Ze v Taddch organizdtori je i jeden fyzik?

Vim. A také dva matematici, ale co se da délat. Jak jsem jiz fekl na zacatku, musime brat to, co je.

Radéji prejdeme na jiné téma. Co délate pro zdbavu? Sledujete tieba Furo?

No, obcas se podivam. .. naposledy byl kurz ke koruné okolo 25, —, ale nevim, co na tom vidite zdbavného.

A-ha — tak snad uz jen posledni otdzku. . . jaké jsou pliny KSP na piisti rok?

Pristi rok chceme pokracovat v rozjeté tradici a neplanujeme zadné velké zmény. Detaily ohledné pripravovaného seridlu a
piibéhu k tlozkam radéji vynechdm, abych nezkazil prekvapeni. A4 — uz mi vezou obéd. ..

Nase interview je u konce. Pfeji vam za vSechny organizatory pe€kné prazdniny a hodné tspéchti v dalsich rocnicich.

Jesté bychom Vés chtéli, jako uz nékolikrat, poprosit: myslime si, ze je skoda, Ze se naseho seminafe Gcastni tak malo Fesitelt.
Budeme radi, kdyz nam na zacatku pristiho roku pomuzete s ,reklamou”“ — napriklad povéSenim zadéani prvni série na skolni
nasténku, ...

Aktudlni informace o KSP naleznete na strankach hitp://ksp.mff.cuni.cz/. Dotazy ohledné zadani mizete posilat na adresu
ksp@mff.cuni.cz, nebo se ptat pfimo na diskusnim féru KSP (http://ksp.mff.cuni.cz/forum/).

Vzorova feSeni paté série dvacatého roéniku KSP

dé rozdélit na 3 naklady po 4200 kg a jeden 1400 kg tézky.
Tim paddem musi absolvovat celkem 7 cest (4 cesty tam a
3 zpétky) na pieneseni celého ndkladu na prvni piekladis-
té. Kdyby mu ale v néjakém momentu zbylo jenom 12600
(3-4200) kg siry, dokazal by ji odnést na 5 cest. Pro 8400 kg
by se musel vracet jenom jednou, coz déla jenom 3 cesty a

20-5-1 Dradi cestovani

Protoze drak je velmi inteligentni zvite, pfed cestou si dob-
fe rozmyslel, ze kazda cesta z prekladisté do prekladisté ho
stoji drahocennou siru, takze je urcité dobré pocet cest mi-
nimalizovat a nosit vzdy co nejvic jde. Naklad 14000 kg se



4200 kg unese najednou. Drak si okamzité uvédomil, ze pre-
kladisté se mu nejvic vyplati délat tak, aby mu v ném zbylo
o jednu varku siry min nez pravé méa, aby to dokézal odnést
na ménékrat. Pro¢ je kazdé jiné rozloZeni prekladist hor-
$1 nebo nanejvys stejné dobré? Zavedme si znaceni: Necht
S(A) je mnozstvi siry v prekladisti A, N nosnost draka, SP
jeho spotieba na kilometr, V (A, B) vzdalenost mezi piekla-
disti A a B a M (A, B) mnozstvi siry, které je drak schopny
prenést z prekladisté A do prekladisté B. Je celkem snadné
vidét, Ze pocet cest, které musi drak uletét na pfeneseni na-
kladu z prekladisté A do ptekladisté B je roven horni celé
¢asti z S(A)/N vynasobené dvéma (drak se musi vracet)
minus jedna (posledni varku se uz nevraci). Tim padem
M(A,B) = S(A) — pocet cest - V(A,B) - SP (tolik toho
drak sni po cesté). Z toho ale vyplyva, ze kdyby sme néjaké
prekladisté posunuli dal, pak by drak letél zbytecné kousek
trasy o dvé cesty vic (tam a zpatky), i kdyby uZ nemusel,
¢im spottebuje vic siry. Naopak, kdybychom posunuli néja-
ké prekladisté o kousek bliz, zbylo by na tom prekladisti vic
siry a drak by musel k dalsimu stanovisti letét zase o dveé
cesty vic (protoZe by ji neunesl na mifi cest, kousek by mu
tam zbyl). Taky je jednoduché vidét, ze délat si jesté néja-
ké prekladisté navic nema smysl, protoze jestli projde ¢ast
trasy na n-krat a pak druhou ¢ast trasy taky na n-krat, spo-
tfebuje pritom stejné mnozstvi siry jako kdyby letél celou
trasu na n-krat (pocet cest-V1-SP+ pocet cest-V2-SP =
pocet cest - (V1 + V2) - SP) a tim taky stejné mnoZstvi
siry prenese. Kdyz jsme si tedy dokézali optiméalni rozlo-
zeni prekladist, snadno podle toho spocitdme maximdlni
mnozstvi siry, které je drak schopny prenést na 4200 kilo-
metrovou vzdalenost. Drak si déla stanovisté tak, aby na
dalsim stanovisti zbylo o jednu varku min nez ma, tj. v ta-
kové vzdalenosti, aby pfi prenosu spotifeboval pravé jednu
véarku. Prvni prekladisté si tedy drak z¥idi 1400/7 = 200 km
od startu. Tim se zbavi jedné varky. Dalsi varky se zbavi
za 4200/5 = 840 km, dalsi za 4200/3 = 1400 km. Nyni je
drak 1760 km od cile a na pfekladisti ma uz jenom jednu
4200 kilogramovou varku. Tu si nalozi na zada a domt se
vrati s 2440 kg siry.

Maria Vamosovad

20-5-2 Piskorcuv deratizator

ni, ale pfed trojnasobenim). Hrana z vrcholu ¢ do vrcholu
7 znamena, Ze se po jednom dni deratizace zméni pocet
skritkl z ¢ na j. Z kazdého vrcholu vedou nejvys tfi hrany,
protoze ¢arodéjnice si mize vybrat ze t¥i moznosti. Hrany
v tomto grafu budou ohodnocené a ohodnoceni hrany bude
pocet méagem seslanych deratizac¢nich kouzel, tedy ¢islo 0, 1
nebo 2.

Nejkratsi cesta v tomto grafu z vrcholu K — 1, K ¢i K +1
do vrcholu 0 je urcité fesenim nasi tlohu. Jak nejrychleji
takovou hranu nalézt? Pokud by hrany nebyly ohodnocené,
stacilo by pouzit prohledavani do $itky (pokud nevite, co
to je, nastal dobry Cas pro precteni kuchatky tfeti série 20.
ro¢éniku KSP). ProtozZe jsou ale hrany ohodnocené jenom
hodnotami 0, 1 a 2, mtzeme upravit prohledavani do Sirky
nésledovné: nebudeme mit jednu, ale tii fronty Fy, F; a Fb.
Ve fronté F; budeme mit vrcholy, do kterych se dostaneme
po provedeni ¢ deratizacnich kouzel. Vrcholy budeme vybi-
rat jenom z Fy a jejich nenavstivené sousedy, do kterych
vede hrana s ohodnocenim j, budeme uklddat do fronty F}.
Kdyz nam fronta Fyy dojde, udélame z F; novou frontu Fy,
z F5 novou frontu F} a nova Fy bude prazdna. Tak zaru-
¢ime, Ze vrcholy budeme zpracovavat v poradi rostouciho
poctu deratizaci, které potfebujeme, abychom se do téchto
vrchold dostali.

Casové slozitost tohoto postupu je O(N), protoze graf se
sklada z N vrchold a 3NV hran, pfi upraveném prochazeni
navstivime kazdy vrchol nejvys jednou a kazdého souseda
umime zpracovat v konstantnim ¢ase. Pamétova sloZitost
je ziejmé také linearni.

...to prece musi jit lépe! A taky Ze jo. Je mozné do-

kézat, ze staCi najit postup, ktery zabere co nejméné
dni, protoZe takovy postup pouZije nejmensi mozny pocet
deratiza¢nich kouzel. (Neni to zas tak t&zké, zkuste si to!)
Poté je uz feseni v ¢ase O(log N) nasnadé: na konci nultého
dne jsou mozné pocty skiitkiit K —1, K a K 4+ 1. Na konci
prvniho 3K —4, ... , 3K +4, konci i-tého 3' K — (31 —1)/2
az 3'K + (3171 —1) /2, pficemz jde doséhnout kazdého poctu
mezi. Stac¢i tedy najit prvni interval takového tvaru, ktery
obsahuje nasobek N-ka.

Tereza Klimosovd & Milan Straka € Tomdads Gavendiak

A nejhorsi ze vseho jsou trpaslici, ty potvory vam vlezou
vsude a strasné rychle se mnoZi. Ja je chytam a vétsinou je
zahazuju, ale mam svagra a ten si je nechdvd na chov. ..

Protoze Temny mag neni zdaleka jediny, kdo ma se sktitky
problémy, pojdme si Fict, jak na né.

Je jednoduché si uvédomit, ze ¢arodéjnice mize kazdy den
kouzlit vzdy jako prvni. Pokud by v optiméalnim planu kouz-
lila ¢arodéjnice az po kouzelnikovi, mohla klidné kouzlit
i pfed nim. Dale zajisté plati, Ze pokud muze poté kouzel-
nik provést deratizaci, musi ji provést ihned. Pokud by totiz
cekal alespon den, ztrojnasobil by se pocet skfitki a on by
misto jedné deratizace musel provadét tii.

Jeden den deratizace probiha tak, ze carodéjnice se roz-
hodne, jak zméni populaci skiitki. Poté kouzelnik sesila
deratizacni kouzlo, dokud neni skfitkd méné nez N. Tedy
pouze ¢arodéjnice ma moznost volby. A pokud deratizace
neskondéila (néjaci sk¥itci zlstali), jejich pocet skiitkd se
ztrojnasobi a deratizace pokracuje.

Problém prevedeme na hledani nejkratsi cesty v grafu. Uva-
zujme graf s vrcholy oc¢islovanymi 0 az N — 1. Hodnota
vrcholu odpovidd poétu skiitkt na konci dne (po kouzle-

20-5-3 Obrana pred draky

Udatnych drakobijcti bylo mezi nasimi feSiteli pomélu, tak-
7e vétsinu stacil drak skolit dfive, nez stacili mrknout. Tak
alespon posmrtné si mtizeme predvést, jak hledat misto pro
vypusténi mocného protidraciho kouzla.

Nejdfiv si uvédomime, Ze pokud mame kruznici, ktera ob-
sahuje optimalni pocet temnych kameni, mizeme ji vzdy
posunout tak, aby na jeji hranici byly alespon dva zadané
body (alias temné kameny).

Jednoduchy algoritmus je nyni nasnadé: pro kazdé dva bo-
dy najdeme kruznice, na kterych tyto dva body lezi. Protoze
polomeér kruznice je pevné dané R, existuji takové kruznice
nejvys dvé. Celkem tedy mame O(N?) kruznic a vime, 7e
jedna z nich je optimalni. Stac¢i tedy pro kazdou z téchto
kruznic zjistit, kolik je v ni zadanych bodd, coz miZzeme
udélat jednoduse v linedrnim case. Tak ziskdme feseni s ¢a-
sovou slozitosti O(NN?3) a linedrni pamétovou slozitosti.

Je ale ziejmé, Ze takové TesSeni tfinact bodl neziskd. Ny-
ni si popiSeme feseni se slozitosti O(N?log N). Nebudeme
zkoumat kruznice pro kazdé dva body, ale budeme zkoumat
vzdy vSechny kruznice, na jejichz hranici je dany bod.



Vybereme tedy jeden ze zadanych bodd, kterému budeme
fikat centralni, a budeme uvazovat kruznici, jejiz stied je
o R nad danym bodem (kruZnice tedy ,stoji“ na tomto
bodu). Pokud touto kruznici budeme kolem daného bodu
otacek tak, aby byl pofdd na jejim okraji, budou ostatni
body vstupovat a vystupovat z této kruznice. Staci sledo-
vat vstupujici a vystupujici body, upravovat si pocet bodu
v kruznici a po jedné otacce kruznice kolem bodu si vybrat
kruznici s maximalnim poé¢tem bodt uvniti. Kdyz tento po-
stup provedeme pro vSechny zadané body, ziskdme zajisté
kruznici s nejvétsim poctem bodt uvnitt.

Méjme néjaky centralni bod. Polohu kruznice, kterd se ho
dotyka, budeme urcovat tthlem, ktery svira spojnice stfedu
kruZnice a centralniho bodu s osou 2. Reknéme, Ze pro dany
centralni bod a dalsi bod dokazeme zjistit thly, kdy tento
dalsi bod vstoupi do kruznice, kterou rotujeme kolem cent-
ralniho bodu, a kdy z ni vystoupi. Pro vSechny necentralni
body ziskdme O(N) thlia. Pokud tyto uhly setfidime, mu-
zeme pak v linedrnim case provést otaceni kruznice kolem
centralniho bodu a najit tak kruznici s nejvétsim poctem
bodd uvnitf. Pro jeden centralni bod bude tento postup tr-
vat O(N log N) ¢asu kvili t¥idén{ thla. Celkem tak ziskdme
feSeni v ¢ase O(N?log N) s linedrni pamétovou sloZitosti.

Zbyva vytesit nékolik detaild. Za prvé, pro jeden thel je
tfeba zpracovat nejprve vSechny vstupy a pak az vystupy
bodu. Za druhé, v pocatecni pozici kruznice musime spoci-
tat, které body jsou uz uvniti. MiiZzeme to provést trividlné
v linedrnim cCase, protoze to provadime pro kazdy centralni
bod jenom jednou. A za tfeti, musime umét spocitat tthel
vstupu a vystupu bodu z kruznice. Méjme centralni bod ¢
a jiny bod b, ktery je od néj vzdaleny d < 2R.

b
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Uhel a je ziejmé atan [(b.y — c.y)/(b.x — c.w)], coZ miizeme
v jazyce C zapsat jako atan2(b.y — c.y,b.x — c.z), a thel 8
je acos (%/R) . Uhel vstupu pak ziskdme jako o + (3 a tihel
vystupu jako a — .

Program implementuje popsany algoritmus s tim rozdilem,
7e kruznici otaci proti sméru hodinovych rucicek a body,
které jsou na zacatku v kruznici, poznéava tak, ze jejich tithel
vstupu je vétsi nez tihel vystupu.

Milan Straka

20-5-4 Draci chodbicéky

Napred, jak bude algoritmus fungovat. Nejdfive bude igno-
rovat veskeré jeskyné s pokladem a na tom zbytku spocita
minimélni kostru, napiiklad algoritmem popsanym v ku-
chatce 18-3. Poté vezme kazdou jeskyni s pokladem a pii-
poji ji k nejblizsi jeskyni bez pokladu. Jediné na co si je
tfeba dat pozor je specidlni pfipad, pouze dvé jeskyné, obé
s pokladem.

Proc¢ to funguje? Kdyby byly dvé jeskyné s pokladem spo-
jeny napfimo a zadna dalsi cesta z nich nevedla, pak utvori

-3 -

zcela samostatnou komponentu. Tedy, kazda takova musi
byt pripojena k nékteré bez pokladu. Je jedno, ke které,
nebot zbylé jeskyné musi byt navzdjem propojené (a lze
nahlédnout, Ze pres jeskyné s pokladem to nelze). Tedy vy-
bereme si tu, ke které vede nejkratsi chodba.

Zbyly kus musi byt navzajem propojeny a mit minimélni
mozny soucet hran. Toto pfesné pocita algoritmus minimal-
ni kostry a jeho zdivodnéni spravnosti 1ze nalézt ve zminéné
kuchaice.

vvvvv

duchd, pamatujeme si kazdy vrchol (jeskyni) a hranu (chod-
bu), tedy O(N+M). V ¢asové bude jednak figurovat tvorba
minimalni kostry, ktery je O(N + M -log M). P¥i pfipojové-
ni pokladi projdeme kazdy vrchol a kazdou hranu nejvyse
jednou, tedy zde je slozitost O(N + M). Celkova bude tedy
O(N + M -log M).

A jedna implementacni pozndmka na zavér. Obé faze jsou
na sobé zcela nezavislé. Proto je mozné tyto dvé faze prol-
nout a udélat je obé€ na jeden priichod sefazenymi hranami,
jen si u hran ddme pozor, aby maximéalné jeden z koncti byl
s pokladem a nebyl jiz pripojen jinam.

Michal ,vorner® Vaner

20-5-5 Roztrzity matematik

Mili resitelé a tesitelky, podle vysledkt praktické tulozky,
které pravé nemohu najit, jste si vSichni vedli skvéle. Ne-
bo si alespont myslim, Ze jste si vedli skvéle ...tedy urcité
alespon vétsina z vas . ..

Kazdopadné jsem si tu pro vas pripravil nastin reseni, abys-
te si udélali alesponn hrubou predstavu o tom, jak to u nas
chodi a na co si davat pozor. Na tvod bych rad zdiraznil, ze
s papiry se to nemé tak jednoduse, jak by se mohlo na prv-
ni pohled zdat. Jakmile na papir cokoli napisete, zacne zit
vlastnim zivotem a sam od sebe se presunuje. M4 tendenci
se schovavat pod jiné papiry, kdyz ho pravé potrebujete,
a naopak lezet na vrchu a prekazet, pokud zrovna hledate
néco jiného.

Ale to jsem trochu odbodil...ach ano — to feSeni. Nékde
jsem ho tu mél ptripravené. Kam se asi mohlo schovat? V za-
sadé ted muze byt kdekoli. Véfili byste, Ze jsem jednou nasel
svij ¢lanek dokonce az pod automatem na kavu? Opravdu
netusim, jak se tam dostal, protoze automat je na chodbé
pomérné daleko od mého kabinetu ...

Ale abych se vratil — problém, se kterym se kazdy den po-
tykam, se nazyva move-to-front transformace. Mtj kolega
z informatiky tvrdi, Ze se pouziva také pfi kompresi, ale
to mi prili§ nepomize. Jadro problému spociva v rychlém
nalezeni a odebrani i-tého papiru v poradi a jeho vlozeni
na zacatek tak, aby se spravné posunuly ostatni papiry.

Ptijdeme-li na to pfimo, nenarazime na zadné potize. VSech-
ny papiry si ulozime do pole tak, Ze i-ty papir se nachéazi
na indexu ¢. Nalezeni papiru mame zadarmo v konstant-
nim cCase. Papir odebereme a vSechny papiry, které jsou
pfed nim, posuneme o jednu pozici. Tim se nam vznikla
dira zaplni a naopak vytvofime diru na prvni pozici. Nyni
na zacatek vlozime odebrany papir a mame hotovo.

Tohle feseni mé linearni ¢asovou slozitost na kazdou operaci
(tzn. celkem O(N -k), kde N je pocet papiri a k podet ope-
raci), takZe se hodi k pferovnavani nékolika papirkii na stole
mého poradkumilovného kolegy, ale prohledani celého mého
kabinetu by zabralo vé¢nost ...



Dlouho jsem si s tim lamal hlavu, az mi kolega informa-
tik poradil lepsi feseni. Jak jsem se dozvédél, klicem jsou
stromy — tim nemyslim to, co mi roste pod okny, ale binar-
ni stromy. Je vhodné pouzit néjakou variantu vyvazovacich
stromit (AVL, Cerveno-cerné, ...), protoze jinak vase fe-
Seni rychle zdegeneruje na linearni spojovy seznam. Sam
se ve stromech prili§ nevyznam, takze pokud vas zajimaji
detaily, nahlédnéte do kucharky.

V kazdém vrcholu u bude ulozen poéet prvkil (oznacme
jej ¢(u)) v podstromé, ktery mé u jako koten, a také ¢islo
papiru, ktery je v tomto vrcholu ulozen.

Takovy strom postavime jednoduse. Na zacatku vime, ze
papiry jsou sefazeny od 1 do V. Kofen naseho stromu bude
reprezentovat prostiedni papir z daného intervalu. Levy a
pravy podstrom pak vygenerujeme rekurzivné. Pocet prvka
v kazdém podstromeé spocitame také snadno: staci v kazdém
vrcholu secist:

c(levého podstromu) + ¢(pravého podstromu) + 1.

Nyni se podivejme, jak rychle nalézt, co hleddme. Rek-
néme, Ze jsme ve vrcholu u a patrame po i-tém papiru
(oproti zadéni je budeme ¢islovat od nuly, to vyjde ele-
gantnéji). Podivdme se na podet prvki v levém podstromé
¢ = c(levyg syn u). Pokud je i < £, vime, Ze se hledany prvek
nachézi v levém podstromu, je-li ¢ = ¢, hledanym prvkem
je u sdm, a kone¢né v poslednim piipadé (i > ¢) se hleda-
ny papir nachazi v pravém stromu. Samoziejmé si musime
dat pozor, kdyz prechazime do pravého podstromu. Tam uz
nehleddme i-ty papir, ale papir s indexem 7 — ¢ — 1.

Odebrani samotného papiru pak probiha podle pravidel ma-
zani z bindrniho vyhleddvaciho stromu (viz kuchaika a téz
nize). Stejné tak musime po mazani provést vyvéazeni stro-
mu, které zavisi na tom, jaky typ stromu jsme pouzili (opét
viz kuchaika). Po mazani je nezbytné jesté opravit vSechny
hodnoty ¢(u) ve vrcholech, které lezely po cesté k hledané-
mu papiru.

Odebrany papir vlozime do stromu na nejlevéjsi pozici (te-
dy na prvni misto). Opé&t dodrzime pravidla pro vklddani
do stromu, opravime vSechny hodnoty c(u) po cesté a pro-
vedeme vyvazeni.

Nakonec potiebujeme jesté vypsat kone¢nou permutaci do-
kumentt. Stac¢i pouze projit a vypsat nas strom v poradi
in-order.

Casov4 slozitost uvedeného algoritmu je O(log N) na jednu
operaci, protoze hledani, mazani i vkladani trva u vyvazené-
ho bindrniho stromu logaritmicky dlouho. Pamétova slozi-
tost se ndm pritom nezhorsila. Sice spotfebujeme nékolikrat
vic paméti, ale asymptoticky ziistdvame stale na prijemné
slozitosti O(N).

Jeden student mi jesté tvrdil, Ze zna feseni v case O(kv/N),
ale viibec si nejsem jisty, jak by takové feseni mélo fungo-
vat, takze si muzete zkusit takové reSeni napsat za domaci
cviceni.

Na&s cas na konzultaci bohuzel vyprsel a ja se s vAmi musim
rozloucdit. Nékde jsem tu mél papir se seznamem dalSich
schiizek — ale kam jsem si ho sakra zalozil ...?7

Martin ,,Bobrik® Krulis

V programu si vyzkousime jednu méné tradi¢ni, ale moc
péknou odridu stromd, totiz BB-a stromy jiz letmo zmi-
néné v kucharce. Misto podle hloubky budou vyvazovany
podle véahy, ¢ili po¢tu vrcholi v podstromech. V dokona-
le vyvazeném stromu plati, ze se vaha levého a pravého

podstromu kazdého vrcholu lisi nejvyse o jednicku. My ne-
budeme tak pfisni: povolime, aby jeden podstrom mél az
dvakrat vétsi vahu nez druhy.

Vsimnéte si, ze toto pravidlo ndm stale zarucuje logarit-
mickou hloubku: oba synové vrcholu s vahou w maji vahy
nejvyse (2/3)w, jejich synové nejvyse (2/3)%w atd., takze
vahy stale klesaji exponencidlné. Hloubka stromu tedy bu-
de pfiblizné logs /5 1.

Kdyz do stromu pridame novy vrchol, a nebo naopak néjaky
smazeme, prepocitame vSechny vahy na cesté ze zménéné-
ho vrcholu do kofene (vS§imnéte si, ze to tak jako tak v na-
§i tloze potfebujeme). Pfitom budeme kontrolovat, jestli
vahy stale spliuji vyvazovaci podminku. Jakmile objevime
vrchol, ve kterém podminka neplati, nebudeme se snazit
vyvéZeni obnovit rotacemi (coZ by také §lo), ale podnik-
neme daleko razantnéjsi krok: cely podstrom rozebereme a
predélame na dokonale vyvéazeny.

Preskladani celého podstromu je samoziejmé ¢asové naroc-
né: trvd O(vdha podstromu) — inu, kdyz se kici les, 1étaji
tfisky —, ale ukéZeme, Ze nebudeme ,kacet* prilis casto,
takze se nam slozitost nepokazi.

Predstavme si na chvilku, Ze do stromu jenom vkladame.
Vyberme si néjaky podstrom a sledujme, co se s nim bude
dit. Nejprve je béhem nékterého kaceni postaven jako doko-
nale vyvéazeny a tehdy se vaha jeho levého a pravého syna
rovnaji (£1) néjakému &islu w. Pak do podstromu piiby-
vaji nové prvky a vyvazeni se postupné zhorsuje. Nakonec
se situace stane pfili§ nahnutou, a tak podstrom pokacime.
Vsimnéte si, Ze mezi vytvofenim podstromu a jeho poka-
cenim se musel jeden syn stat dvakrat t€zsim nez druhy,
takZe se muselo objevit alespon w novych prvka. Prebudo-
vani samo trva O(w), tudiz staci, aby na néj kazdy z w nové
vlozenych prvki ptispél ¢asem O(1). Kazdy prvek si takto
predplati vSechna pokdceni na cesté z néj do kofene (pfesné
tém prispivd), a tak celkové piispéje casem O(logn).

Magzani nam tuto analyzu trochu zkomplikuje, ovSem snad-
no nahlédneme, ze kdyz je povoleno jak vklddat, tak mazat,
nejrychlejsi zpisob, jak pokacet strom vahy 2w, je smazat
z jednoho jeho podstromu w/2 vrcholi a druhy podstrom
nechat na pokoji. (Na poc¢atku mély podstromy vahy w,
na konci m4 jeden w/2 a druhy stéle w.) Opét na to potie-
bujeme tfadové w operaci, takze ptivodni Gvaha s piispév-
kem O(logn) na operaci stale funguje.

Kolik ¢asu tedy spotifebujeme na jednu operaci? Inu, kdyz
mame smiilu a zrovna jsme zpiisobili jedno nebo vice kéceni,
operace muze trvat az n krokt. OvSem diky naSemu prin-
cipu ,,predplaceni si“ stédle plati, ze libovolnych k po sobé
jdoucich operaci trvd O(klogn), coz ndm pro FeSeni tlo-
hy tplné stac¢i. Tomu se obvykle fika, Ze kazda operace ma
amortizovanou ¢asovou sloZitost O(logn).

Stalo to trochu pocitani, ale zato jsme si usSetfili spoustu
programovani. Inu, i informatici jsou lini a nékdy i roztrziti.

Martin Mares

20-5-6 Hrady, hradky, hradla

a) Jak se pribézné parita mé chovat? Inu, pokud na vstu-
pu pfijde nula, parita se nijak neméni. Pokud naopak ptijde
jednicka, parita se zneguje. Jinymi slovy nova parita je XOR
staré parity s bitem na vstupu. Pak uz staci pridat klop-
ny obvod D, aby si paritu pamatoval a novou zapsal pfi
nabézné hrané hodinového signalu.



Jesté bychom méli domyslet, jakou hodnotu ma mit parita
na zacatku vypoctu. Za timto tcelem doplnime klopny ob-
vod D o vstup CLR (clear), ktery zpiisobi jeho vynulovéni,
a nechame na uzivateli, at na zacatku ,zatahé za reset* a
obvod zinicializuje. (Takovy vstup maji i opravdové klopné
obvody.)

Cely obvod bude tedy vypadat takto:

[RST/ l
D Q PAR
[CIK CLK Q

b) Ani ¢ita¢ nebude slozity. Nejnizsi bit dvojkového cita-
¢e pri kazdém ,tiku“ hodin svou hodnotu zneguje, jinjymi
slovy na jeho spocitani staci délicka frekvence zminéna v za-
déani. Dalsi bit v potradi se zméni praveé tehdy, kdyz nejnizsi
bit pfejde z jednicky do nuly, ¢ili kdyz nastane nabézna
hrana na negovaném vystupu zminéné délicky. Takze staci
na tento negovany vystup napojit dalsi délicku, a tak dale.

Obvod pro N-bitovy ¢ita¢ tedy bude sestavat z N klop-
nych obvodi D zapojenych jako délicky. Schéma pro N = 4
najdete nize, sem do tzkého sloupecku se neveslo.

Zbyvéa dodat snad jen to, Ze i u obvodu tohoto druhu mé
smysl zkoumat casovou slozitost — v tomto pfipadé dobu,
za kterou se obvod po tiku hodinového signalu ustali a vyda
stabilni vystup. U naseho ¢itace je to O(N) krokt (zména
musi ,,probublat“ az N D-¢ky). Sel by ale postavit i tak, aby
reagoval uz za O(log N) kroki, zkuste si to tieba o préazd-
nindch vymyslet. S pajeckou v ruce se s vami louci

Martin Mares

Uloha 20-5-2 — Piskorctv deratizator — program

program deratizace;

var
N, K : longint; {hodnoty ze zadani T
kouzel : array [0..N-1] of longint; {polet kouzel pot¥ebny k dosaZeni téchto stavii na konci dne}
odkud : array [0..N-1] of longint; {jaky byl idedlni v&erejSi polet, abychom se dostali sem }
jakpak : array [0..N-1] of longint; {jak &arod&jka zménila v&era podet, abychom se dostali sem }
skupiny : array [0..2,0..N-1] of longint; {skupiny po&td k prozkoumani }
plnost : array [0..2] of longint; {... jejich plnost }
vybirana: longint; {... a pravé vybirana skupina }

procedure vloz(skupina,copak:longint);
begin
skupiny [skupina,plnost [skupinal] :=copak;
inc(plnost [skupinal);
end;

procedure zkus_pridat(co,jak,nakouzel:longint);
var zitra,deratu,skupina:longint;
begin
zitra:=(co*3+jak) mod N;
deratu:=(co*3+jak) div N;
if kouzel[zitral<=nakouzel+deratu then exit;
kouzel [zitra] :=nakouzel+deratu;
odkud[zitra] :=co;
jakpak[zitra] :=jak;
vloz((vybiranatderatu) mod 3,zitra);
end;

var i,j:longint;

begin

read(N, K);

for i:=0 to N-1 do kouzel[i]:=K+1;

vybirana:=0;

for i:=-1 to +1 do begin
j:=(K+i) mod N;
kouzel[j]:=(K+i) div N;
odkud[j]:=K; jakpak[jl:=i;
vloz((vybiranat+kouzel[j]) mod 3,j);

end;

while (plnost[0]+plnost[1]+plnost[2]>0) do begin

{uloz tento postup ..

{Je tenhle tah zlep3eni?}

{kolik jich bude zitra veler?}
{kolik D-kouzel bude dalSi den?}

-3

{...a vloz ho do spravné skupiny}

{zatim nedosaZené stavy}

if plnost[vybiranal=0 then vybirana:=(vybirana+1) mod 3; {cyklit skupiny}
if plnost[vybiranal=0 then vybirana:=(vybirana+1) mod 3; {cyklit skupiny}

i:=skupiny[vybirana,plnost [vybirana]-1];
dec(plnost [vybirana]);
if i=0 then
begin
writeln(’Postup pozpatku:’);
while (odkud[i]<>K) do begin
j:=3*odkud[i]+jakpak[i];

{vybrat prvek}

{deratizovano!}

writeln(’rano ’,3*odkud[il,’, uprava ’,jakpak[il,’, deratizaci ’,j div N,’, vecer ’,i);
i:=odkud[i];

end;

writeln(’rano ’,K,’, uprava ’,jakpak[il,’, deratizaci ’,(K+jakpak[i]) div N,’, vecer ’,i);

- 5=



exit;
end;
for j:=-1 to 1 do zkus_pridat(i,j,kouzell[il);
end;
end.

Uloha 20-5-3 — Obrana pied draky — program

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <assert.h>

#include <math.h>

#define MAX_B 10000

#define DIST2(a,b) (((a).x-(b).x)*((a).x-(b).x)+((a).y-(b).y)*((a).y-(b).y))
#define EPS le-10

double N;
struct bod { double x; double y; } body[MAX_B]; int B;
struct udalost { double uhel; int bod; } ul[ 2*MAX_B]; int U;

int udalost_cmp_uhel(const void* a, const void* b) {
if (((struct udalost*)a)->uhel == ((struct udalost*)b)->uhel) return O;
return ((struct udalost*)a)->uhel < ((struct udalost*)b)->uhel ? -1 : 1;
}

int main(void) {
scanf ("%d%1f", &B, &N); assert(B>=1);
for (int i=0;i<B;i++) scanf ("%1f%1f", &bodyl[il.x, &bodyl[il.y);

int best=1; struct bod best_pos=body[0]; double best_uhel=0;
int body_uvnitr[2#B];

for (int i=0;U=0,i<B;i++) { // kazdj bod miZe byt na hranici
int act=1;
for (int j=0;j==i && j++,j<B;j++) { // spolitej udalosti ostatnich bodd

double d=DIST2(bodyl[i],body[jl); if (d>4*N*N) continue;

double uhel_zaklad=atan2(body[j].y-body[i].y,body[j]l.x-body[i].x);

if (uhel_zaklad<0) uhel_zaklad+=2%M_PI;

double uhel_zmena=acos(sqrt(d)/(2.0%N));

u[U] .bod=j; ul[U++].uhel=uhel_zaklad-uhel_zmena-EPS; // dvé udalosti, prvni vstup
u[U] .bod=j; ul[U++].uhel=uhel_zaklad+uhel_zmena+EPS; // a druhd vystup z kruZnice
if (u[U-2] .uhel< O ) ul[U-2] .uhel+=2%M_PI; // normalizace

if (u[U-1] .uhel>=2%M_PI) u[U-1].uhel-=2*M_PI;

act+=body_uvnitr[jl=u[U-1] .uhel<u[U-2] .uhel; // je bod uvnit¥ ve vychozi pozici?
}

gsort(u, U, sizeof(struct udalost), udalost_cmp_uhel);// setf¥id udalosti podle uhlu

for (int j=0;j<U;j++) { // projdi udalosti
act+=body_uvnitr[u[j].bod]?-1:1;
body_uvnitr[ulj].bod] "=1;
if (act>best) best=act, best_pos=body[il, best_uhel=u[j].uhel; //aktualizuj maximum
}
}

printf ("Temnj mék ziska %d temnjch kamenid, pokud zakouzli v (%g,%g)\n",
best, best_pos.x+cos(best_uhel)*N, best_pos.y+sin(best_uhel)*N) ;
return 0;

}

Uloha 20-5-4 — Draéi chodbicky — program

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

struct vrchol_t {
//Jak bohata je to jeskyné?
int poklad;
//UZ jsem to s né&&im propojil?
int spojeno;
//V tomto postavime dfu
int dfu_otec;
int dfu_vaha;
};

struct hrana_t {
//Indexy obou konct
int vrcholyl[2];
int delka;

1

static int mensi_hrana(const void *_1, const void *_2) {



return ((struct hrana_t *) _1)->delka - ((struct hrana_t *) _2)->delka;
}

static int dfu_find(struct vrchol_t vrcholy[], int v) {
if (vrcholy[v].dfu_otec == v)
return v;
else {
int result = dfu_find(vrcholy, vrcholy[v].dfu_otec);
vrcholy[v] .dfu_otec = result;//Zkomprimuj cestu
return result;
}
}

static void dfu_union(struct vrchol_t vrcholy[], int v1, int v2) {
if (vrcholy[v1] .dfu_vaha > vrcholy[v2].dfu_vaha)
dfu_union(vrcholy, v2, v1);//Zapojovat spravnym smerem
else {
vrcholy[v1l] .dfu_otec = v2;
vrcholy[v2] .dfu_vaha += vrcholy[vl].dfu_vaha;
}
}

int main(void) {
//N&jaké to nalteni
int vrcholu, hran;
scanf ("%d%d", &vrcholu, &hran);
struct vrchol_t vrcholy[vrcholu];
for(int i = 0; i < vrcholu; i++) {
scanf ("%d", &vrcholy[i].poklad);
vrcholy[i] .dfu_otec = ij;
vrcholy[i] .dfu_vaha = 1;
vrcholy[i] .spojeno = 0;
}
struct hrana_t hrany[hran];
for(int i = 0; i < hran; i++) {
scanf ("%d%d%d", &hrany[i].vrcholy[0],
&hrany[i] .vrcholy[1], &hrany[i].delka);
}
//Hrany jsou potfeba set¥idéné
gsort (hrany, hran, sizeof *hrany, mensi_hrana);
//Bereme jednotlivé hrany a vybirame, jestli je chceme
for(int i = 0; i < hran; i++) {
//Nespoj dvé s pokladem, pokud to neni specidlni p¥ipad
if (((vrcholy[hrany[i].vrcholy[0]1].poklad
&& vrcholy[hrany[i].vrcholy[1]].poklad)
&& (vrcholu != 2))
|| (vrcholy[hrany[i] .vrcholy[0]].poklad
&& vrcholy[hrany[i].vrcholy[0]].spojeno)
|l (vrcholy[hrany[i].vrcholy[1]].poklad
&& vrcholy[hrany[i].vrcholy[1]].spojeno))
continue;
int komponenty[] = {
dfu_find(vrcholy, hrany[i].vrcholy[0]),
dfu_find(vrcholy, hrany[i].vrcholy[11)};
if (komponenty[0] != komponenty[1]) {
printf("%d %d %d\n", hrany[i].vrcholy[O],
hrany[i].vrcholy[1], hrany[i].delka);
dfu_union(vrcholy, komponenty[0], komponenty[1]);
vrcholy[hrany[i] .vrcholy[0]].spojeno = 1;
vrcholy[hrany[i] .vrcholy[1]].spojeno = 1;
}
}
return O;

}

Uloha 20-5-5 — Roztrzity matematik — program

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

struct node { // Vrchol stromu

struct node *left, *right; // Synové

int id; // Cislo papiru

int weight; // Velikost (vaha) podstromu
};
static int weight(struct node *n)
{

return (n ? n->weight : 0); // Vaha stromu, prazdny ma 0
}



// Vytvofi ze stromu seznam, ‘right’ ukazuje na naslednika.
struct node *tree_to_list(struct node *n, struct node *tail)
{
if (!'n)
return tail;
n->right = tree_to_list(n->right, tail);
return tree_to_list(n->left, n);

}

// 0dpoji ‘count’ prvkid ze seznamu ‘*1lp’ a vytvo¥i z nich
// vyvazenj strom. Vrati ukazatel na kofen.
struct node *list_to_tree(struct node **lp, int count)
{

if (!count)

return NULL;

int half = (count-1)/2;

struct node *left = list_to_tree(lp, half);

struct node *root = *lp;

*1p = root->right;

root—->left = left;

root->right = list_to_tree(lp, count-1-half);

root->weight = count;

return root;

}

// Pfepo&ita vahy podle synd a pokud je strom p¥ilis
// vychyleny, p¥ebuduje ho.
struct node *reweight(struct node *n)
{
int 1w = weight(n->left);
int rv = weight(n->right);
n->weight = 1 + 1w + rw;
if (lwtrw > 1 && (lw > 2*rw || rw > 2x1w))
{
struct node *tmp = tree_to_list(n, NULL);
n = list_to_tree(&tmp, n->weight);
}
return n;

}

// Vlozi vrchol do stromu pfed vSechny ostatni.
struct node *add_start(struct node *root, struct node *new)
{
if ('root)
{
root = new;
new->left = new->right = NULL;
}
else
root->left = add_start(root->left, new);
return reweight(root);

}

// SmaZe k-tj nejmensi prvek ve stromu a vrati jak tento
// prvek (*kthp), tak novy ko¥en stromu.
struct node *del_kth(struct node *n, int k,

struct node **kthp)

{
if (k < weight(n->left))
{
// k-ty nejmensi je v levém podstromu
n->left = del_kth(n->left, k, kthp);
return reweight(n);
}
k -= weight(n->left);
if (k)
{
// k-ty nejmensi je v pravém podstromu
n->right = del_kth(n->right, k-1, kthp);
return reweight(n);
}
// Mam ho, pry¢ s nim. Ma jen jednoho syna?
*kthp = n;

if ('n->left)

return n->right;
if (!n->right)

return n->left;
// Ma dva => prohodim s maximem levého podstromu.
n->left = del_kth(n->left, n->left->weight-1, kthp);
int id = n->id;
n->id = (*kthp)->id;



}

(*kthp)->id = id;

return reweight(n);

// VypiSe vSechny hodnoty ve stromu.
void dump_tree(FILE *fo, struct node *root)

{

}

if (!root)

return;
dump_tree(fo, root->left);
fprintf(fo, "%d ", root->id);
dump_tree(fo, root->right);

int main(void)

{

FILE *fi = fopen("papiry.in", "r");
FILE *fo = fopen("papiry.out", "w");

int

N, K, op;

fscanf (fi, "%d%d", &N, &K);

// Vlozime vSechna lejstra do stromu.
struct node *root = NULL;

for

{

}

(int i=N; i>0; i--)

struct node *n = malloc(sizeof (*n));
n->id = i;
root = add_start(root, n);

// Vykonavame p¥ikazy ze vstupu.

for

{

}

(int i=1; i<=K; i++)

fscanf(fi, "%d", &op);

struct node *n;

root = del_kth(root, op-1, &n);
root = add_start(root, n);

// VypiSeme, jak to dopadlo.
dump_tree(fo, root);
fputc(’\n’, fo);

fclose(fo);

fclose(fi);

return 0;

Uloha 20-5-6 — Hrady, hradky, hradla — schéma ¢itace
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39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.

.—38.

Peter Ondraska

Filip Hlasek
Vlastimil Dort
Jan Michelfeit

Filip Stédronsky

Alena Skalova
Petr Maly
Libor Plucnar
Stépan Weber
Pavel Vesely
Trung Ha duc
Tomas Toufar
Vojtéch Tama
Petr Babicka
Stanislav Fort
Jan Skoda
Jitka Novotna
Lukas Kripner
Jakub Hrndcir
Radim Cajzl

Pavel Kratochvil

David Marek
Tomas Jakl
Adam Streck
Jan Matéjka
Milan Rybar
Jakub Kaplan
Jifl Setnicka
Roman Smrz
Jakub Suchy
Pavel Taufer
Jiti Zarevucky
Tomas Sykora
David Brazdil
Martin Vlach
Karel Tesar
Jif1 Kerestes
Petr Sokola
Vojtéch Kolar
Dominik Smrz

Jakub Cervenka

Martin Patera

Jan Z&k G HBrod
AlZzbéta Pechova
Miroslav Klimos

Jan Vanhara
Marek Necada
Petr Holasek

Nikolas Zigmund

Lukas Timko
Peter Uhnak
Peter Smatana

skola
SPSDubnica
GMikulasPL
GSpitalsPH
G HBrod
GMikulasPL
GNaVPlani
GSladNamPH
GPBezruce
GBudinkaPH
G Strakon
GMasarykPL
G Bilovec

G Jihlava

G SvétlaNS
G Tébor
GMikulasPL
G Bilovec

G Litvinov
GFXSaldyLI
G NMnMor
7ZSSvétla
SPS Zlin

G MTftebova
G Horice
GJiroveoCB
GJungmanLT
GJKTylaHK
G25bieznPH
GOhradniPH
GMikulasPL
GArcibisPH
SSInformFM
G VKlobou
G Zlin

G Jihlava
SPSEPlzeii
SPSEPlzeii
SPS Zlin

G Neratov
GOhradniPH
GSpitalsPH
GArabska

3
SPSSVsetin
G Bilovec

G Holesov

G Jihlava

G Pribor
ZSHavitov

G Tabor
GBBolzana
EkoGLabsBO

rocnik
4

1
2
4
1
4
4
3
3
3
2
4
4
3
0
1
3
2
1
1
0
4
4
4
3
3
4
1
4
1
2
3
4
3
4
2
2
4
3
0
2
2
6
3
3
3
4
4
1
0
2
3

sérii | 2051 2052 2053 205, 2055 2056
5 13 11 15 7
5 8 8 2 8
10 8 9 11 0 12
9
5 11 15 12
5
5 7 6
9 5 9 6
4 7
12 8
9
3
7
5 6
7
3
2
6
3
15 1 9
4
4
5 5 2 7 5
2 8
4
2
16
2 1 0 6
2
3 6
2 6
1
11
6
1
2
4
2
1
2 6 2
4
1
0,0
4
21
1
1 6
5
1
2
1
1

—10 —

série
48,2
40,6
40,6
0,0
38,0
0,0
17,7
221
9,1
8,0
0,0
0,0
0,0
8,9
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
8,3
0,0
0,0
26,5
8,0
0,0
0,0
0,0
12,5
0,0
9,8
7,4
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
13,0
0,0
0,0
24,1
0,0
0,0
0,0
10,6
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

celkem
224.4
173,5
146.,5
144,3
138,1
134,8
133,6
119,9
113,4
94,9
93,0
83,5
81,3
64,2
60,2
59,1
58,6
57,7
55,9
54,9
51,0
49,2
45,9
35,6
35,4
35,0
34,4
34,3
34,0
33,9
33,1
32,5
30,8
29,8
29,7
28,4
28,2
28,2
27,3
27,1
26,0
25,5

22,6
19,4
17,8
10,6
10,5
8,9
8,6
74
6,4



