PETR KRATOCHVIL A KOLEKTIV

Korespondenc¢ni seminar
Z programovani

XXI. ro¢nik — 2008/2009

matfyzpress

VYDAVATELSTVI
MATEMATICKO-FYZIKALNI FAKULTY
UNIVERZITY KARLOVY V PRAZE







PETR KRATOCHVIL A KOLEKTIV

Korespondencni seminar
7 programovani

XXI. ro¢nik — 2008/2009

matfyzpress
Praha 2009



Vydano pro vnitini potfebu fakulty.
Publikace neni uréena k prodeji.

ISBN 978-80-7378-099-9



Uvod Roénik dvacaty prvni, 2008/2009

Uvod

Korespondenéni semindf z programovani (dale jen KSP), jehoz dvacéty
prvni ro¢nik se vam dostava do rukou, patii k nejzndméjsim aktivitam porada-
nym MFF pro zajemce o informatiku a programovani z fad studentt stfednich
gkol. Resenim tiloh naseho seminaie ziskavaji stiedoskolaci praxi ve zdolavani
nejriznéjsich algoritmickych problémt, jakoz i hlubsi ndhled na mnohé disci-
pliny informatiky. Proto nékteré tlohy KSP svou obtiZnosti vysoko presahuji
ramec bézného stredoskolského vzdélani, a tudiz i pozadavky pfi pfijimacim
Fizeni na vysoké skoly. To ovSem viibec neznamend, ze nemé smysl takové pro-
blémy fesSit — pfi troSe premysleni neni pfilis obtizné néjaké (i kdyz nékdy ne
to nejlepsi) FeSeni nalézt. Nakonec — posudte sami.

KSP probiha tak, ze student od nas jednou za ¢as dostane postou zadani
obvykle Sesti dloh, v klidu doméciho krbu je (ne nutné vSechny, poéitaji se nej-
lepsi ¢tyti) vytesi, sva FeSeni v pfiméfené vzhledné podobé sepiSe a do uréeného
terminu zasle na nasi adresu (at uz fyzickou ¢ elektronickou). My je poté opra-
vime a spolu se vzorovymi feSenimi a vysledkovou listinou posleme pii vhodné
prilezitosti zpét na adresu studenta. Tento cyklus se nazyva série, resp. kolo.

Za jeden skolni rok obvykle probéhne pét sérii. Zavérecnym bonbdénkem je
pak pravidelné soustiedént nejlepsich Fesitelt seminafe, konané obvykle na za-
¢atku roc¢niku dalsiho a zahrnujici bohaty program c¢itajici jak aktivity ryze
odborné (pfednasky na rtznd zajimava témata apod.), tak aktivity ryze neod-
borné (kupiikladu hry a soutéze v pfirodé).

N4&s korespondencni seminaf neni ojedinélou aktivitou svého druhu — exis-
tuji korespondencni seminare z fyziky a matematiky pfi MFF, jakoz i jiné pro-
gramatorské semindfe (kupfikladu bratislavsky). Rozhodné si vSak nekonku-
rujeme, ba pravé naopak — kazdy seminaf nabizi néco trochu jiného, reSitelé
si mohou vybrat z bohaté nabidky tuloh a najdou se i takovi nadsSenci, kteri
Uspésné Tesi nékolik seminaid najednou.

Velice radi vam odpovime na libovolné dotazy jak ohledné studia informa-
tiky na nag$i fakulté, tak i stran jakychkoli informatickych ¢i programéatorskych
problémt. Jakykoli problém, jakakoli iniciativa ¢i nabidka ke spolupréaci je vi-
tana na adrese:

Korespondenéni seminai z programovani
KSVI MFF
Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1l

e-mail:  ksp@mff.cuni.cz
www:  hitp://ksp.mff.cuni.cz/
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/ / /
Zadani tuloh
V letosnim ro¢niku jsme se rozhodli pro lehce netradi¢ni formu ptibéhi,
které prokladaji jednotlivé tlozky a patii jiz k tradiénimu folkléru KSP. Na
rozdil od minulych dvou let jsme letos neméli pribéh jediny, ktery by spojoval
vSech pét sérii, ale pfedstavujeme vam pét riznych povidek z péti raznych zanri
od péti ruznych autort. Prvni povidku vam pfinasi reportér Michal Vaner.

Mili ¢tendri, timto clankem se s vami loucim. Pisi do casopisu KSP jiz prilis
dlouho a kazdy potrebuje trochu kariérniho ristu. Moznd bych vam ale mel
poskytnout alespori malé vysvétlend.

Neddvno se uvolnilo misto $éfredaktora. To byla skveéld prileZitost pro cloveka
znudéného béznou denni pract novindre (ziskdvdni informaci v terénu, nasazo-
vand Zivota, podpldcent, psani ¢ldnki, odpoviddni na stiZnosti a tak podobné)
Bohuzel, takovych lidi mdme v redakci mnoho, misto $efredaktora jen jedno.
Coz si zZddalo vgkon hodny nejlepsiho reportéra. Jak se rikd, bombu.

Po kratsim zkoumdni moznosti jsem se nerozhodl pro nic mensiho nez re-
portaz primo z pekla. Zabalil jsem dostatek papiru, tuzku, diktafon, prirucku
vymitdni ddbla pro viechny pFipady a vyrazil.

Jak jisté vi kazdy ctenar, do pekla se dd dostat dvéma zpusoby. Ten obuykly
je vsak jednosmérny a ponekud neprijemny, proto jsem vyuZil pekelnou brdanu.

Pro vyvolani pekelné brany je nuitné zapdlit oheri v ohnisti o obsahu 666
Ctverecnich centimetru. Nejjednodussi ohnisté je ve tvaru konvexniho mmnoho-
uhelniku, ovsem je trochu problém sprdvné trefit obsah.

21-1-1 Ohnisté 9 boda

Ohnisté je konvexni mnohothelnik. Na vstupu je zadané jako seznam jeho
vrcholt v kartézské soustavé (jejich z-ovd a y-ova soufadnice), sefazeny ve
sméru hodinovych rucicek.

Vasim tkolem je spocitat jeho obsah.

Priklad: Vrcholy: (0,0),(0,1),(1,0), obsah: 0.5

Format vstupu si zvolte libovolny, avsak souradnice jsou realna cisla.

Oherni se rozhotel, jd vhodil siru a brdna se oteviela. Sestoupil jsem po scho-
disti do néceho, co vypadalo jako temné rudé vymalované sklepeni s klenutym
stropem. Osvétleni zajistovaly plameny Slehajici ze spdr mezi kameny cerngmi
od sazi. PrestoZe mi v Zadném pripadé nebyla zima, béhal mi mrdz po zddech
a naskakovala husi kiZe. Moznd za to mohly divné zvuky vychdzejici ze vzdd-
leného konce chodby, moznd jen to, jak neobvykle tato ponékud strohd (byt
origindlni) vjzdoba piisobila.
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Sklepni chodba vyistila do prostorného sdlu. Moznd by se dalo Tici skladu,
nebot se po zemi a podél stén vdlely hromady polen, staré vidle, nékolik kotli,
a dokonce stary, moly proZrang, certi koZich.

Otocil jsem se a zjistil, Ze chodba za mnou zmizela. Misto ni se na okra-
ji skladu nachdzely ti stojany na kotle, 7ddné rezave, aby nebozi hrisnici méli
strach, Ze dostanou infekci. Napadlo mé, Ze bych se meél trochu maskovat a zmi-
zet, nez meé najdou hned tam, kudy jsem prisel, zajisté védi, kam se jim tvori
brany. Popadl jsem onen stary koZich, jedny vidle a vysel ze skladu.

Jen co jsem wvysel na chodbu, potkal jsem mladou certici. Jeji dlouhé cerné
vlasy krdasné ladily k ucesanému kozZichu. Usmdla se na mé. Nevim, co se ji
mohlo libit na mé, kdyz jsem nemél ani rohy, ani ocas a koZich jsem mél radné
vypelichany, ale urcité to byl usmev. Uprimne receno mé takovd véc vydésila.
Preci jen, jd jsem obycejny smrtelnik, ktery je na cerno v pekle a ona certice.
Krve by se ve meé nedorezal, kdyZ na mé promluvila:

,Koukdm, Ze preferujes stary typ vidli. Dneska uz s tim skoro nikdo neumt
zachdzet, ale je to $koda, vyvoldvaly mezi lidmi respekt. Osobné taky preferuji
puvodni model. Nesel by sis nekdy zahdzet?“

, Um, totiZ, jda, ehm, totiz, nemdm cas na. .. “, zacal jsem se vymlouvat a po-
kousel jsem se nendpadné zmizet za roh. Ale ve chvili, kdy si postéZovala, Ze
také nemd moc casu, Ze must planovat optimalizace kotli, probudily se ve mé
novindrské pudy. V kapse jsem zapnul diktafon a zacal se vyptdvat:

, Co jsou to optimalizace kotlu?“

»No, jak pordd strasi s tim globdlnim oteplovanim, tak je lepsi mit vsechny
pouZivané kotle pohromade, aby méne tepla unikalo nahoru na zem. No a jok
tak pribyvaji novi hiisnici a stat uZ jsou k nepouziti, tak je treba je obcas
presouvat.

»A to pomaha? Myslim jako s tim globdalnim oteplovanim ?“

»To netusim, nahoru k lidem chodi§ snad ty, ne? Ale podle mé je to uplny
nesmysl. Az tam na né jednou vlitneme, to teprve bude globdlni otepleni. A oni
st zatim délagi hlavu s néjakym stupném za 20 let.“

»A muzes nasim cte. .. ehm, muzes mi, prosim, prozradit, jok se takove opti-
malizace provadi? To nestaci prosté vzit hiisniky z jedné mistnosti a prestéhovat
je jinam?“

»A oni rovnou utecou, Zejo. Ti se must stéhovat po jednom, kvuli bezpecnosti.
A musi se to peclivé napldnovat, aby to trvalo co nejkratsi dobu. Ted zrovna tu
mam seznam, koho kam presunout. Klidné se podivej ...«

21-1-2 Optimalizace kotlua 10 bodu

Stejné jako v loniském ro¢niku i letos pro vas budeme ptipravovat praktické
tlozky. V kazdé sérii bude praveé jedna, a jak jste jiz asi uhodli, zrovna jste
narazili na prvni takovou.
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Na rozdil od béznych tlozek neni potieba k této iloze sepisovat jakykoli
popis nebo vysvétleni vaseho feSeni. Jedingm vasim cilem je odladit funkéni
program, ktery bude pfesné odpovidat specifikaci v zadani.

Zdrojovy kéd tohoto programu pak odevzdate do webové aplikace CodEx
(http://codex2.ms.mff.cuni.cz/ksp), kde za néj rovnou obdrzite body. Pokud
vam CodEx zadné body neda, nedostanete je ani od nas, takze vénujte zvysenou
pozornost tomu, co vam CodEx odpovédél. Na odevzdani méate vic pokust
(kolik pfesné se dozvite pfimo v CodExu) a do hodnoceni se vdm pak bude
pocitat nejlepsi pokus (maximum ziskanych bodi).

K feSeni praktické tlozky miZzete pouzivat jazyky Pascal, C, C++ a C+#.
Jiné jazyky bohuzel CodEx neumi. Pti psani si davejte pozor, abyste nepouziva-
li knihovny a techniky, které jsou zavislé na vasem kompilatoru nebo platformé
a které nejsou garantované normou pouzitého jazyka (napf. Pascalisté nesmi
pouzivat unitu Crt, naopak programétoii v C++ miizou pouzit knihovny STL).

Prihlasovaci jméno a heslo do CodExu je stejné jako do naseho webového
submitovatka. Pokud nemaéte zfizeny tucet v submitovatku, musite se nejprve
zaregistrovat. V pripadé€ potizi nas muzete kontaktovat na nasi e-mailové adrese
nebo na diskusnim féru http: //ksp.mff.cuni.cz/forum/codez/ .

vase ulozky odevzdavat.
Zadani:

Presouvani hiisnik mezi kotli neni snadné zalezitost. Kdyz si jeden neda
pozor, miZe se mu stat, ze nacpe do jednoho kotle hiisniky dva, nebo jesté hur,
Ze se mu hfisnici rozuteou. A Certi nemaji ¢asu nazbyt, takze potifebuji mit

presuny hotové co nejdfiv.

Ve vstupnim souboru kotle.in se na prvnim fadku nachéazi ¢islo NV, které
predstavuje pocet kotli. Na druhém fadku nasleduje N ¢isel oddélenych me-
zerami, kde i-té ¢islo k; popisuje -ty kotel (kotle ¢islujeme od 1). Pokud je
k; = 0, znamena to, ze je i-ty kotel prazdny. Naopak nenulové k; znameni,
Ze se v i-tém kotli vari hfisnik, kterého je potieba presunout do k;-tého kotle.
Specidlné pak pokud je k; = i, tak se v i-tém kotli nachazi nékdo, koho neni
tfeba presouvat.

V jednom okamziku lze presouvat jen jednoho hfisnika, a to z plného kotle
do prazdného (takze nikdy nesmi byt v zadném kotli vic nez jeden h¥isnik).
Celkovy pocet presunti musi byt minimélni mozny.

Své vysledky ulozte do souboru kotle.out, kde kazdy pfesun bude na samo-
statném Fadku jako dvojice ¢isel i a j (¢islo i je index kotle, odkud se pfesouvé,
a j je index, kam se pfesouvd).
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Priklad:
kotle.in

8
04108056

kotle.out

24
31
86
58
75

Rozloucil jsem se s certici a zasel za roh. Teprve tam jsem si vsiml, Ze si odnesla
moje vidle. Inu, co se da cekat od Certice, Tekl jsem si, Ze vidle stejné k nicemu
nepotrebuji, kdyz je to navic jesté stary typ, se kterym se pry Spatné zachdazi.

Opatrné jsem nakoukl za roh kiiZovatky a dobte jsem udélal. Dva certi v uhlo-
v€ cernych koZisich, pravdépodobné mistni porddkovd sluzba, prdve kontrolovali
tretiho. Poté, co zjistili, Ze md vSechny doklady v porddku, nechali ho jit. Jd
pochopitelné Zadné doklady nemél, takze jsem ani netouZil po setkdni s nimsi.

Poté, co odesli, jsem se jesté jednou rozhlédl a vydal se dalsi, plameny osvét-
lenou, chodbou. Za chvili se prede mnou objevila dalsi kriZovatka . . .

Jak se ukdzalo po asi hodiné bloudeni chodbami, mél jsem si zacit kreslit
pldny. Tento podzemni komplex je neuvéritelné rozsdhly. Kromé toho jsem se
vyhnul dalsim dveéma hlidkam a p7i obchdzent treti jsem vrazil do dvojice cCerti
nesouct pytel.

»Dadvej pozor, ty nemehlo! Co tu vlastné delds, kdyz nikoho neneses?“

Co na takovou otdzku tici. Vzmohl jsem se jen na to, Ze jsem se ztratil, coZ
byla ostatné pravda. Ten druhy cert, nejspis o néco mdlo méné otrdveny tim,
Ze na mé narazil, mi popsal cestu k nejblizsimu pldnu a oba dva vyrazili ddl se
svym ndkladem.
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Jak se ukdzalo, na plinu bylo zakresleno celé jedno podlazi. Zachyceny byly
sklady, mistnosti s kotli, ubytovny persondlu i administrativni mistnosti. Tak-
téz byl u kazZdé chodby naznacen smér, kterym se maji certi nesouct své obéti
pohybovat. Domyslel jsem si, Ze se budou nekde stykat a tam bude slavnd pekel-
nd vdha a prijimact kanceldr. Okamzité mé samoziejmé zacalo zajimat, kde se
takovd véc nachazi, abych tam cisté nahodou nezabloudil, jesté by mé prdvem
povaZovali za smrtelnika a rovnou mi poskytli svoje sluzby.

21-1-3 Prfijimaci kancelar 11 bodu

Vasim tkolem je najit na planu p¥ijimaci kancela¥. Plan (vstup programu)
obsahuje vyznaéné body (kfizovatky, kotelny, sklady a podobné) a chodby mezi
nimi. Kazda chodba ma stanoveny smér, ve kterém maji Certi chodit. Ptijima-
ci kancelar je vyznac¢né misto, do kterého se da dostat z libovolného jiného
vyznacného mista pii pouziti chodeb pouze v predepsaném sméru.

Vstup mutze byt zadany napiiklad takto: Na prvnim fadku jsou dvé cisla,
m a n. n udava pocet vyznacnych bodid, m pocet chodeb mezi nimi. Kazdy
z nasledujicich m rfadkt obsahuje dvé ¢isla, a; a b;. Takovy radek fika, zZe mista
a; a b; jsou spojena chodbou a ¢erti v ni maji chodit smérem od a; do b;.

Vyrazil jsem opacnym smérem, nez byla prijimaci kanceldr, a protoZe mé zaci-
nala premdhat inava, vesel jsem do nejbliZsich dveri a v kouté, ktery mi prisel
nejmeékct, usnul.

PJOOONG! Probudil mé neprijemny zvuk té€sné u ucha. Leknutim jsem se
narovnal a do néceho narazil hlavou. To néco byly cerstvé zapichnuté vidle.

,Co tady delas?!“ vyjel na me Cert, ktery je hodil: ,To je ndpad — chrapat
na cvicisti.“ Byl jsem tak ospaly, Ze mé nenapadla Zddnd vhodnd vymluva. Jak
jsem si tak protiral oci, cert si v§iml, Ze néco neni v porddku:

Ty nejsi cert!“ popadl mé. Nacvicenym chvatem si mé hodil na zdda a nesl
chodbou. ,A af té ant nenapadne se vzpouzet,“ dodal konverzacnim tdnem.
Vzhledem k tomu, Ze mesl v jedné ruce mé a v druhé€ vidle a na proni pohled
s tim nemél nejmensi problém, tak mé to vdaziné ani nenapadlo.

Vstoupil do malé mistnosti se stolem a ozndmil sedicimu: ,Séfe, mrknéte,
koho jsem chytil na cvicisti. Co s nim mdm deélat?“

»Hod mi ho tamhle do kouta, at Se na néj mizu podivat,“ zasislal ten sedici
cert, z jehoZ kvality chrupu se dalo soudit, Ze md svd nejlepsi léta ddvno za
sebou. Cert-nosi¢ mé upustil na zem a opustil mistnost.

wTakze, jd sem Nejvyssi Bejzebub. A co tu déjas ty?“

,Jd jsem reportér,“ odpovédél jsem po pravdé. Stejné uz odhalili, Ze mi chybi
rohy a tak podobne, takZe uz mi pravda nemohla nijak ubliZit.

»Hm, to je co?*
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»INo, chtél jsem si to tu prohlédnout a Tict ostatnim, jak to tu vypadd. Ostatni
jsou zvédavi a o pekle se toho zase tak moc nevi.“

»Pjohjidnout Zikds. .. “ mumlal si pod fousy, zatimco se prehraboval v hlubi-
ndch stolu: ,kam jen jsem ji stjcij?*

BUCH! Hodil na stul tézkou knihu, ¢imz shodil ze stolu néjaky instrument.
LSakja, uz Zase,“ usklibl se a zacal listovat v knize. ,Jepojtéj, kde jen Sem to
méj. .. d, tady € mdm. Hm, h¥ichii moé nemds, psisej j5i §dm. Hmm. Aje Zase
j$i meé pjobudij a jesté jsem si kvugji tobé jozZbij ZavjaZovaci Systém. ..«

»Mohl bych vdm ho opravit, af kvili mé nemdte Skodu,“ snazil jsem se za-
chrdnit situaci a predevsim sob€ krk. Nabidka ho zaujala a vysvétlil mi, Ze to,
co shodil ze stolu je zavlaZovaci systém pro jeho bonsaj. Ze nejvétsi problém je
vZdy se serizenim. Na bonsaji rostou listky v trsech, néktere trsy jsou pod sebou
a mnozstvi vody proudici z jednotlivijch hubic je treba prizpusobit poctu listki,
které rostou pod nima.

Zacal jsem tedy premyslet nad serizenim, zatimco Bezezub si sedl do kresla
a usnul.

21-1-4 Bonsaj 11 bodu

Bezezubova bonsaj se sklada z vétvicek, listkl a rozdvojek. Dole v kvétinaci
je rozdvojka. Z ni doleva i doprava vyristaji vétvicky dlouhé v/2 pod thlem
45°. Na konci téchto vétvicek jsou zase rozdvojky, ze kterych mohou vyristat
dvojice vétvicek pod thlem 45°. Jinymi slovy, je to binarni strom.

Listky rostou pouze na rozdvojkich (za rozdvojku je povazovano i misto
na konci vétvicky, ze které vyrtistd méné nez 2 dalsi vétvicky).

Takovou bonsaj lze popsat v tzv. preorderu. Vypsani stromu probiha tak,
7e ho vezmeme za kofen (rozdvojka, kterd se nachdzi nejnize) a vypiseme, kolik
je v ném listkt. Poté si predstavime, ze bychom obé vétvicky prefizli a ufiznuté
kusy prohlasily opét za stromy. Ty poté vypiSeme stejnym zptsobem (kofen,
ufiznout. .. ), napied levy, potom pravy.

Kdyz se stane, ze uz nemdme co ufiznout (vétvicka na nékterou stranu
neroste), vypiSeme misto poc¢tu listkil v tomto neexistujicim stromu ¢islo —1.

Protoze Bezezub je nedivérivy, k bonsaji nikoho nepusti a dal vam k dis-
pozici jen jeji popis v tomto formatu.

Jak jiz bylo fefeno (a lze si vSimnout z popisu bonsaje), 1\
nékteré trsy listkti se nachazeji nad sebou. Vasim tukolem je 1\
spocitat, kolik listku je v jednotlivych ,sloupeccich®, smérem 2 2
odleva doprava. \ /

Na obrazku vidite bonsaj, kterd odpovida popisu 4 3 2 —1 3\ /
—-1211-1-1-1-12 -1 —1. Spocitané sloupecky vyjdou 4
346 2.
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Bezezub si prohlizel zarizeni a pochvaloval si, jak dobve je serizené. Kdyz jsem
se zeptal, co tedy bude se mnou, zdéSené sebou trhl. Ocividné na mé zcela
zapommneél. Po chvili premysleni ale Tekl, Ze proti mé v predpisech nic nenasel,
takzZe se muzu po pekle volné pohybovat.

Opustil jsem tedy jeho kanceldr a premgyslel, koho z mistniho obyvatelstva
bych mohl vyzpovidat. Pritom jsem prochdzel jednou z mnoha chodeb, které se
tu vyskytuji, aniZ bych porddné tusil kam.

L, Brrlrlrlre ozvalo se ze dveri. Nakoukl jsem dovnitt a uvidél bar. ,Dneska
to nalejvds néjaky silny. Ale co uz, jesté jednu,“ objedndval cert s cervenym
nosem a rohy. ,Brriririr® hodil do sebe dalsi sklenicku a odvrdvoral ke stolu,
kde byli t7i dalst, podobné cervenorozi, ¢erti. Vytdhli karty a zacali je rozkladat
po stole.

Rozhlédl jsem se po ostatnich stolech, kde vyseddvali certi a certice v ruzném
stadiu spolecenskée vycerpanosti. Vidle meli vsichni odloZené u dveri a nalévali
do sebe néjakou Zlutocervenou tekutinu, ze ktere se koutilo a obcas vylétla jiskra.
Barman se pravé prehraboval nékde v policich, zatimco ocasem naléval dalsi
sklenicku Zlutocerveného moku.

Rozhodl jsem se pristoupit ke stolku karetnich hrdci: ,, Prominte, Ze vyrusuji,
muiu se vds zeptat, co je to za hru?“ Jeden z certi se otocil a zareagoval
otdzkou: , A ty jsi jako kdo? Kde mds vocas?“ Zacal jsem tedy vysvétlovat svou
situaci a po chvili zjistil, Ze s nimi sedim u stolu a v ruce drzim sklenicku
Zlutocerveného cehosi. Zatimco jsem neduveriveé pozoroval jiskry vylétajici ze
sklenice, a certi se bavili mym neduvérivym pohledem, jeden z nich mi vysvétlil
princip karetni hry. Nebo, alesporn se o to pokusil.

Co si pamatuji s jistotou, je, Ze karty byly rozdéleny do dvou skupin. Jedna
skupina, ta vétsi, byli certi, a druhd céertice. A zakladni pravidlo vyklddani bylo,
ze se nikdy nesmi vyloZit dvé Certice vedle sebe. Na dotaz pro¢ mi bylo Teceno,
Ze to by pak bylo opravdu peklo, kdyby se mohly na nebohé certy dohodnout.

A za kazdé vylozeni balicku byly néjaké body. ProtoZe jsem se ale nakonec
k ochutndni onoho jiskrictho ndpoje odhodlal a neziustalo u jednoho, tak si ne-
pamatuji, jak. Alespori by mé zajimalo, kolik moznijch zpusobt vyloZeni existuje.

21-1-5 Zapeklita karetni hra 8 bodu

Mame bali¢ek karet. V tomto bali¢ku se nachazi C certti a D dablic, pficemz
C > D. Ukolem je spocitat, kolika zptisoby lze balicek vylozit do fady tak,
7e z4dné dvé dablice nejsou vedle sebe. Jak ¢erti, tak dédblice jsou navzdjem
nerozlisitelni (tedy, ¢ert od erta a dablice od dablice).

Kdyz jsem se rdno s bolesti hlavy probudil, marné jsem vzpominal, kdy jsem
Sel spdt a kolik jsem toho vlastné vypil. O to vétsi Sok to byl, kdyZ jsem dostal
do rukou pytel a vidle. Rekli mi, %e jsem se s nimi véera vecer dohodl, e dnes

10



Zadani uloh 21-1-6

spolecné vyrazime (jen tak cviéné) na lov hrisniki. Certi byli étyri, vichni si
to zreyme pamatovali a jd s vidlemi zachdzet neumel, takZe mi ani nic jiného
nezbgyvalo.

Musim ale uznat, Ze to byla rozhodné lepsi prdce, nez sedét u pocitace a psdt
clanky do casopisu. TakZe jsem se rozhodl zménit zaméstnani a certi ma slibili,
zZe mé nauci zachdzet s vidlemi, létat, a Ze i ten ocas a rohy mi néjok zaridi.
Toto je mij posledni ¢lanek. Doufdam, Ze bude otistén, kdyz uz ho posildm postou
a nedostanu za né€j Zddny honordr.

Nevyhlasujte po mé pdtrdng.

Na brzkou shledanou

Vis Kadet Sluzebniki Pekelngch

21-1-6 Nejkratsi vyhrava 12 bodu

V minuljch ro¢nicich KSP jste na tomto misté potkavali seridl zabyvajici se
néjakym netradi¢nim zptisobem programovani — hradlovymi sitémi, logickymi
predikaty, funkcionélné, pravdépodobnostné, ... Pro letosni ro¢nik si pofidime
pomérné bézny programovaci jazyk, ale zatimco vétSinou nas zajima nejefek-
tivnéj§i program (tedy takovy, ktery spotfebuje co nejméné ¢asu a paméti),
tentokrat budeme hledat feseni, které je nejkratsi mozné.

V Pascalu nebo Cécku je ovSem délka programu pojem pomérné podivny,
protoze muzete do jednoho prikazu poskladat mnoho navzajem nepftili§ sou-
visejicich operaci — prikladem budiz tfeba jednotadkové feSeni ulohy 16-4-1,
které najdete v archivu KSP na webu. Proto si zavedeme svij vlastni jazyk,
ne nepodobny assembleru dnesnich procesorti, ve kterém budou jednotlivé in-
strukce vykonavat jen velice jednoduché operace. Jazyku budeme fikat RAPL
(Raw Abbreviated Programming Language).

Pamét naseho pomyslného poditace je tvorena 26 registry oznacenymi
a az z. Do kazdého z nich lze ulozit libovolné 32-bitové cislo, tedy celé cis-
znacenych A az Z. Kazdé z nich je indexovano 32-bitovymi ¢isly a jeho prvky
jsou opét 32-bitova ¢isla. Casto budeme pracovat s dvojkovymi zapisy éisel,
budeme je znacit tuénymi Cislicemi 0 a 1. Tedy 10 = 1010, 12 = 1100.

Program je tvofen posloupnosti instrukci. Téch je nékolik druhi. Nejdu-

operace (tfeba “4”), b a ¢ jsou hodnoty, se kterymi se tato operace provadi,
a a je misto v paméti, kam ulozit vysledek.

Operace jsou k dispozici tyto:

o Aritmetické operace +, -, *, / (celo¢iselné déleni) a % (zbytek po
déleni). Ty funguji tak, jak jsme zvykli, ovéem pokud se vysledek

11



Korespondenéni seminafr z programovani MFF 2008/2009

nevejde do 32-bitového ¢isla, jsou “piecnivajici” bity ofiznuty, jinymi
slovy poc¢itame modulo 232. Napiiklad 23! +231 =0a1—-2 =232 1.

® Bitové operace & (AND), | (OR) a ~ (XOR). Funguji Gplné stejné jako
v Pascalu nebo Cécku.

® Bitové posuvy << (posuv doleva) a >> (posuv doprava). Vysledkem
je Cislo vzniklé posunutim dvojkového zapisu ¢isla b o ¢ bitd doleva,
resp. doprava, s doplnénim nulami. Pfiklad: 1 << 5 = 100000 = 32,
12>>2=1100>>2=11=3.

® Bitova selekce Q, kterd vybere z ¢isla b bity lezici na pozicich, na kte-
rych jsou ve dvojkovém zapisu ¢isla ¢ jednicky, a ,,seSoupne” je k sobé.
Tedy pokud jsou dvojkové ¢islice ¢isla b tfeba vwzryz a ¢ = 10110, je
bQc = vxy. Priklad: 11111@10110=111, 10101 @10110 =110.

Hodnoty b a ¢, se kterymi operace pracuje, mohou byt budto ¢isla (32-bitové
konstanty), nebo registry a—z, ¢i pfipadné prvky poli indexované ¢islem nebo
registrem — ty budeme znacit A[i]. Totéz plati pro misto a, kam se ukladd
vysledek, pouze to nemuze byt Cislo. Za specidlni pfipad vypocetni instrukce
muzeme povazovat prifazeni “a = b”. (Vlastné ho nemusime zavadét, méli jsme
ho uz pfedtim, tieba ve formé instrukce a = b + 0, ale prakticka zkratka jisté
neuskodi.)

Dale potrebujeme 7idici instrukce, kterymi mizeme program veétvit a vy-
tvaret cykly. Bude to instrukce skoku “jump x”. Zde x je néjaké misto v progra-
mu (totiz konkrétni instrukce), na které chceme skocit. Uréime ho jednoduse:
pofadovym ¢islem instrukce od zad¢atku programu (prvni instrukce mé ¢islo 0,
druhd 1 atd.). Abychom nemuseli ¢isla instrukei ruéné pocitat, zavedeme nd-
vésti — pred kazdou instrukci mizeme napsat “ndvésti:” a tim si jeji pozici
pojmenovat. Instrukci skoku pak misto ¢isla instrukce povime jméno navésti.
Argument z instrukce jump muze byt obecné libovolnd hodnota, takZe pozici
instrukce mtzeme i ulozit do registru, pokud ndm to je k nééemu dobré.

Podminény skok vyvolame instrukci “if b7 ¢ = jump x”. Ta porovna dvé
hodnoty (relace ? mize byt =, <> (nerovna se), <, <=, > nebo >=) a pokud je
podminka splnéna, sko¢i na dané misto v programu. Porovnavané hodnoty b a ¢
mohou byt stejného druhu jako u vypocetnich instrukci.

Nakonec zavedeme jesté komunikacni instrukce. Mezi ty patifi instrukce
“read a”, kterd do a (registr nebo misto v poli) zapiSe ¢islo pfectené ze vstupu,
a “write b”, kterd hodnotu b (éislo, registr, misto v poli) zapiSe na vystup.

Program se vykonava od zacatku, tedy od nulté instrukce, a kon¢i posledni
instrukci, pripadné skokem za konec programu. Pfi spusténi programu jsou
ve vSech registrech i ve vSech polozkach poli ulozeny nuly.

Predvedeme si jednoduchy priklad. Bude to program, ktery vypise vSechna
¢isla od nuly do desitky:
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a=0
zZnovu: write a
a=a+1l
if a<11 => jump znovu
Tento program by Sel zkratit o jednu instrukci, totiz o inicializaci regis-
tru a, jelikoz mame zarucenu nulovost vSech registrti pfi spusténi programu.
Rozmyslete si, pro¢ na méné nez tii instrukce zkratit nejde.
Jesté si ukdzeme program, ktery precte ze vstupu posloupnost ¢isel ukon-
¢enou nulou a pak ji vypiSe pozpatku (véetné ptivodné koncové nuly):
zapis: i=i+1
read A[i]
if A[i]>0 => jump zapis
vypis: write A[il]
i=i-1
if i<>0 => jump vypis
Uloha: V prvnim dilu nageho serialu jsme si pro vas piichystali nasledujici
tlohu. Pro kazdou ze zadanych posloupnosti ¢isel napiste co nejkratsi program
(méfeno poctem instrukei), ktery tuto posloupnost vypise. Za koncem posloup-
nosti muze program vypisovat libovolna dalsi ¢isla.

a) 1,2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024

b) 0,1, 1,2, 3, 5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233

¢)3,1,4,1,59,2,6,5,3,5,89,7,9,3

d)0,1,0,1,2,3,2,3,0,1,0,1,2,3,2,3,4,5,4,5,6,7,6,7, 4,5, 4
5,6,7,6,1.

) b ) )

(Na tuto tlohu se muzete divat tfeba jako na trochu netradiéni formu IQ-
testu, piipadné na zptsob komprese dat.)

Vzorova tuloha

Jako bonus pridavame do této série malou ukazku, jak se d4 KSP resit.

Predstavme si asi takovouto tlohu. Mame zadané body v roviné, nékteré
z nich jsou spojeny tseckou (tedy, mame k dispozici seznam bodl a seznam
useéek). Body jsou v obecné poloze (to znamend, ze zadné t¥i nelezi v jedné
pifmee). Navic, zadné dvé tusecky se neprotinaji. Ukolem je spoéitat, kolik je
zde trojihelniki.

Reseni viditelné na prvni pohled by vypadalo asi takto: Kazdy trojihelnik
se sklada ze t¥i bodd, které jsou navzajem spojené. Vezmeme proto vsechny
trojice boda a u kazdé vyzkousime, jestli jsou propojené.

Budeme predpokladat, Zze body jsou ¢isla, kdyby ne, tak si je ocislujeme,
aby se nam s nimi lépe pracovalo.

Jak to provést? Vezmeme tii cykly, které budou prochizet ptes seznam
vrchold a zanofime je do sebe. To by ale vygenerovalo kazdou trojici celkem

13



Korespondenéni seminafr z programovani MFF 2008/2009

Sestkrat (s riznym pofadim bodt). Sice bychom mohli nakonec vydélit vysle-
dek Sesti, ale je to zbytecna prace. Proto radéji zaridime, aby se kazda trojice
objevila pravé jednou.

Zvolime si napfiiklad jeji podobu, ve které ¢isla bodd rostou (prvni je
nejmensi, posledni nejvétsi). Vnéjsi cyklus ndm ,voli* ¢islo prvniho bodu (fek-
néme 7). ProtoZze druhy bod bude mit ¢islo vétsi, nemé cenu dalsi, zanofeny,
cyklus zac¢inat od jednicky. Za¢neme ho od nejmensiho ¢isla, které dava smysl,
tedy od i + 1. Obdobny trik pouzijeme na vnitini cyklus.

Druhy problém je, jak nejrychleji zjistit, jestli jsou dva body spojené.
Na vstupu méame seznam usecek, prochazet ho cely by trvalo dlouho. Vytvorime
si proto tabulku (dvourozmérné pole). Oba indexy tohoto pole budou vrcholy
a v bunce i, j bude true pravé tehdy, kdyz jsou body i a j spojeny useckou.
Na zacatku vyplnime samé false a potom, priuchodem pies vSechny tsecky, za-
znamename, kde jsou. Zjistit, zda jsou dva body spojeny, je jednoduché, prosté
se podivame na spravné misto do tohoto pole. (Odborné se této tabulce ¥ik4
matice sousednosti.)

To, Ze tento algoritmus funguje, je zfejmé — kazdou trojici vygenerujeme
pravé jednou a u kazdé ovérime, jestli tvori trojuhelnik.

Pamétova slozitost je O(n?) (kde n je pocet bodil) — potiebujeme tabulku
velikosti n - n prvku.

Casové slozitost je O(n?). To lze nahlédnout naptiklad tak, Ze program ob-
sahuje tfi, do sebe vnotené, cykly, kazdy prochézi maximalné n prvki. Zpraco-
vani jedné trojice trva konstantné dlouho — podivame se na t¥i prvky v tabulce.

Takové feseni by jisté ziskalo né&jaké body (funguje a to dokonce v polyno-
midlnim ¢ase — netrva mu to zadnych O(2") ¢ O(n!)), ale kdybychom pomysleli
na maximum, museli bychom se jesté trochu zamyslet a prijit s nécim lepsim.

Tedy, jesté jednou se podivame, jak vypadé trojuhelnik. V§imneme si, ze
trojuhelnik je usecka, jejiz oba koncové body jsou spojené s jinym bodem.
A hned je na svété rychlejsi algoritmus. Misto prochazeni trojic vrcholit budeme
prochazet dvojice hrana-vrchol a zkoumat, jestli tvoti trojihelnik.

Provedeni bude obdobné, budou nam stacit cykly dva. Prvni projde vSech-
ny usecky a druhy uvnit¥ bude ke kazdé zkouset vsechny body.

Nyni ale bude trochu obtiznéjsi vymyslet, jak se vyhnout duplicitam. Staci
se malinko zamyslet a pfijdeme na to, ze vnitini cyklus staci startovat na cisle
o jedna vétsi, nez je vétsi z koncovych bodt tsecky.

Opét, algoritmus musi fungovat, nebot zkousi vSechny moznosti.

Pamétova slozitost je opst O(n?), prestoze si nyni musime navic pamatovat
jesté seznam tsecek, abychom pies né mohli prochazet. Ale pocet tsecek urcité
nebude vétsi, nez je O(n?) — kazda spojuje nékterou dvojici bodti, téchto dvojic

(n=1)
e oL,
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Casovd slozitost je O(n-m) za zkouseni viech moznosti (m je pocet tisecek).
Tentokrat ale nemtizeme zanedbat tvorbu tabulky. K tomu potiebujeme O(n?),
musime ji napfed vyprazdnit — v piipad€, ze by m bylo malé, napt. 0, pak by
to hrélo svoji roli. Tedy slozitost je O(m - n + n?).

Kdybychom chtéli, mtzeme zabrousit jesté trochu do matematiky, podivat
se na body a tsecky jako na rovinny graf a dokazat, ze m < 3n. To ndm umozni
ucinit odhad ¢asové slozitosti O(n?) — na kterém je jiz jasné vidét, ze jsme si
oproti minulému algoritmu pomohli.

Posledni véc, kterd zbyva udélat, je napsat program (¢tendf si miize procvi-
¢it za doméci ukol). Také bychom mohli véFit vlastnimu tsudku a spolehnout
se na to, Ze algoritmus je vymysleny dobfe a Ze organizator pochopi jak algo-
ritmus, tak zdtivodnéni spravnosti a ¢asové slozitosti jen z popisu.

Po autentické reportazi z pekla, ktera nas stala jednoho reportéra, jsme se
rozhodli drZet pfi zemi (resp. na zemi). Téma druhé série se ponese ve zname-
ni vérného popisu matfyzacké reality. Jak vypada bézny den matfyzdka, vam
popisi pfimo ti nejkvalifikovanéjsi — Jan Bulanek a Zbynék Falt.

Jdu temnym lesem, kdyZ tu najednou za sebou uslysim plizivé kroky. Neotdcim
se a pomalu zrychluji. Ale kroky se stdle blizi, a kdyz uz témer utikam, uslysim
hluboky hlas: , Definuj Lebesguetv integrdl!“ V tu chvili mi ztuhne krev v Zildch,
snazim se vykrucovat, ale hlas je neiustupny. Béhem vteriny mi pred ocima
probéhne cely miyj ctyrlety matfyzdcky Zivot a pomalu se s nim loucim . ..

,0-ou,“ ozve se ndhle, ,jdes dneska do skoly?“ Zvedam hlavu otlacenou od
klavesnice. Spolubydlici mi pise na ICQ.

,Jasné, Ze jdul“ odepisuji.

A tak mi zacindg dal$i vsedni den — den matfyzdka.

Vypiji dva dny starou kdvu, kterd chutnd spis jako polévka, jeZ byla v hrnku
pred ni, a pomalu se presunu k umyvadlu. Zbytkem kartdcku si vycistim zuby
a podivam se do zrcadla, jenZe hieben nikde. Tak aspon polituji vsechny, kteri
mé dnes uvidi. Holicimu strojku se jenom zasméji a jdu se oblékat. Déravée
ponozky, tenisky vylepsené o nékolik ergonomickych dér, tradicni ledvinka. KdyZ
ale zpoza postele vynddvdam své oblibené tricko, nestacim se divit. Kdysi krdsné
bilé, nyni hyri barvami. Ale asi nic divného, kdyz na néj néco tu a tam ukdpne.

21-2-1 Spinavé tricko 10 bodu

Takové tricko si lze predstavit jako obdélnik a skvrny si lze rovnéz predsta-
vit jako obdélniky riiznych barev, které se mohou vzajemné prekryvat. Pokud
se na jednom misté prekryva vice skvrn, je na tomto misté vidét pouze ta skvr-
na, kterd se na tricku objevila jako posledni. Vasim tkolem bude pro zadané
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skvrny spocitat, kolik které barvy se na tricku vyskytuje a kolik jesté zbylo
nezaspinéného tricka.

Na vstupu dostanete kladna celd ¢isla W a H, kterd predstavuji sitku
a vysku tricka. Levy dolni roh bude mit soufadnice [0,0] a pravy horni roh
soufadnice [W,H|. Déle dostanete ¢islo N, které pfedstavuje pocet skvrn, ty
jsou na vstupu zadavany presné v tom pofadi, v jakém se objevovaly na tric-
ku. Kazda skvrna je zadana péti kladnymi celymi ¢isly. Souradnicemi levého
dolniho rohu, soufadnicemi pravého horniho rohu a svou barvou. Barvy jsou
ocCislované od 1 do N.

Piiklad: Pro W =6, H =6, N = 3 a skvrny (1, 1, 5, 5, 2), (1, 2, 2, 3, 1)
a (4, 4, 6, 6, 3) bude vystup, Ze ¢istého tricka zlistalo 16 ¢tvere¢nich jednotek,
barva 1 zabird 1 jednotku, barva 2 zabira 14 jednotek a barva 3 se vyskytuje
na 4 jednotkéach.

Konecné mohu vyrazit z koleji, dobéhnout autobus a nestihnout tramvaj. Vsak
pojede dalsi a skola pockd. V tramwvaji se snazim vyresit domdct kol z diskrétni
matematiky. Jesté, Ze je tak jednoduchy. Ale i tak se postaral na celou cestu
o muyj typicky matfyzdacky nepritomny pohled, ktery se zmeénil aZ ve chvili, kdy
jsem o 4 zastdvky prejel Malostranské ndmeésti. Konecéné priyizdim ke skole.
Misto na predndsku ale smeéruji své kroky k rotundé, ve které je pocitacovd
laborator, abych se podival, kde Ze to vlastné mam predndsku. Zrovna jsem stdl
uprostred, kdyZ mé polil studeny pot. Ta nocéni mira méla byt varovdnim, nebot
na dnesek jsem mél od profesora uz po nékolikdté slibeno, Ze mé z té analyzy
vyzkousi, af chci nebo nechci. Tentokrdt ale jeho vijraz nasvédéoval tomu, Ze to
mysli smrtelné vazne . ..

21-2-2 Utk pred zkouskou 9 bodu

Rotunda méa tvar kruhu. Nas hrdina se nachéazi presné uprostied, zatimco
profesor na jeho obvodu. ProtoZe je podél stén rotundy mnoho skfini, stolt
a vychod, staci, aby se student dostal k libovolnému bodu na obvodu, odkud
jiZ muze utéct nebo se bezpecné schovat. Samoziejmé, Ze se zaroven na tomto
bodu nesmi vyskytovat i profesor (pak by se velmi tézko schovavalo a student
by byl okamzité vyzkousen). M4 to ale jeden hacek, matfyzak nezvykly pohybu
se pohybuje 4x pomaleji nez rozzlobeny profesor. Profesor se ale na druhou
stranu z nezndmého divodu boji priblizit ke stfedu, takze se pohybuje pouze
podél obvodu.

Najdéte strategii, jak se ma za téchto podminek student pohybovat, aby
profesorovi vzdy utekl, nebo dokazte, Ze mu utéct nelze. Profesor se muze po-
hybovat zcela libovolné, takze o jeho ,chytaci“ strategii nemutzete délat zadné
predpoklady.
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Ani nevim, jestli se mi podarilo utéct nebo ne. Kazdopddné mi z toho potadné
vyhladlo. Takhle se preci nemohu soustiedit. A tak jsem se odhodlal k zoufalému
¢inu. Vydal jsem se do menzy. BohuZel jsem vibec nebyl sam, kdo dostal hlad,
takze pred vydejnou byla obrovskd fronta.

21-2-3 Fronta 10 bodu

Matfyzaci jsou pysni na svou inteligenci a davaji to ostatnim najevo. Nej-
vice se tento problém projevuje, kdyz jsou matfyzaci nuceni tvorit fronty. Mat-
fyzak, ktery si o jiném matfyzakovi mysli, Ze je hloupéjsi, odmité stat ve fronté
za nim. Tim vzniké fada neprijemnych strkanic a Sarvatek.

Napiste program, ktery dostane seznam matfyzak a jejich ndzord na inte-
ligenci ostatnich. Vasim tkolem je matfyzaky usporfadat do posloupnosti tak,
aby vzdy platilo, Ze pokud povazuje matfyzak A kolegu B za hloupéjsiho, pak
musi v této posloupnosti stat A pred B. Samoziejmeé, Ze takové usporadani ne-
musi existovat. Napf. kdyz si vSichni mysli, Ze jsou chytfejsi nez vSichni ostatni.
V takovém pripadé oznamte, Ze usporadani nelze vytvorit.

Tato tdlozka je prakticka, coz znamend, ze FeSeni budete odevzdavat vy-
hradné formou odladéného zdrojového kédu. Presnéjsi zadani a formulaf na
odevzdani kédu naleznete na stejném misté jako v predchazejicich sériich —
v CodExu na adrese https://codex2.ms.mff.cuni.cz/ksp/. Nevite-li, co prak-
ticka tlozka je a jak presné postupovat, podivejte se do zadani tlohy 21-1-2
,Optimalizace kotlia“.

Jeste, ze to (jako ostatné vidy) vyslo tak, Ze jsem Sel na tadu proni, takZe jsem
mohl nerusené pokracovat ve studiu. Trihodinové zkouseni Unreal Tournamentu
v rdmci predmétu ,Vyvoj pocitacovych her” mi vZdycky slo a na rozdil od jingch
predmeéty jsem v ném vidél svou budoucnost. BohuZel nékdo vZdycky rozpoji
pracné vytvorenou sit, takZe pocitace musime kazZdy tyden sesitovdvat znovu
a znovu. A to zavdni nepiijemnou fyzickou praci.

21-2-4 Sitovani 8 bodu

Sesitovat pocitade neni zddna malickost. Nemaji totiz klasické sitové roz-
hrani. Kazdy podita¢ ma dvé zditky na sitovy kabel. Jednu vstupni a jednu
vystupni. Pokud tedy chcete dosahnout konektivity mezi vSemi pocitaci, musi
byt spojeny do kruhu, a to tak, ze kazdy kabel vede z vystupni zditky jed-
noho pocitace do vstupni zditky druhého pocitace. Navic jsou kabely Spatné
odstinéné, takze se nesmi nikde kfizit, aby se navzdjem nerusily.

Na vstupu dostanete ¢islo NV, které znaci pocet pocitacti v mistnosti. Nasle-
duje N radkt, pricemz i-ty fadek urcuje souradnice i-tého pocitace v mistnosti.
Vasim tkolem je najit poradi pocitact p1, pa, - . -, Pn, takové, Ze se v ném kazdy
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pocitac vyskytuje pravé jednou a tsecky (p1, p2),(p2, p3); - - -» (Pn—1,Pn); (Pn, P1)
se nikde neprotinaji. Pokud to neni mozné, vypiste, Ze feSeni neexistuje.

Napfiiklad pro N = 4 a soufadnice (0,0), (0,2), (1,1) a (=1, —2) miZze byt
vystupem tfeba (2,3,4,1).

Kdyz jsme po sedmi hodindch studia uznali, Ze uZ umime dost a Ze se mam
délaji mzZitky pred oc¢ima, vydal jsem se domi. Na kolejich na mé ale cekalo
neprijemné prekvapeni. Nase nddobi mi totiZ div neprislo otevrit dvere. UZ
jednou jsme se pokouseli tuto situaci teoreticky resit, ale ocividné bezuspésne.
Sice by se zddlo, Ze nejsnazsi je vSechno nddobi prosté umyt, ale na co bychom
pak studovali informatiku?

21-2-5 Nadobi 10 bodu

Umyvani nadobi je velice naro¢na ¢innost, takze lze umyt pouze jeden kus
za jeden den. Bohuzel ale plati, Ze kdyz néktery kus neumyjete do urcité doby,
nema smysl jej umyvat viibec a je mnohem ekonomic¢téjsi vyhodit jej a koupit
novy kus. Samoziejmé, Ze za ta léta uz studenti védi, kolik dni urcité kusy
vydrzi bez umyti, i kolik takovy kus stoji novy.

Vasim tkolem bude navrhnout optimalni systém umyvani naddobi takovy,
aby student musel za nakup nového nadobi zaplatit co nejméné. Na vstupu
dostanete ¢islo N, které predstavuje pocet kusti nadobi. Dale N dvojic ¢isel D;
a C;, coz znamena, ze i-ty kus vydrzi jesté D; dni a novy stoji C; korun.

Vypiste, v jakém pofadi se ma nddobi umyvat (jeden kus za jeden den)
tak, aby se umyly/koupily vSechny kusy a zaroveii ndklady na nadkup byly
minimalni.

Napfiiklad pro vstup N = 3 a dvojice (1,5), (1,4) a (2,3) je spravny vy-
stup (1,3,2). CoZ znamend, Ze umyjeme 1. a 3. kus. Druhy kus uz bohuzel
nestihneme umyt véas, a tak jej budeme muset koupit novy. VSimnéte si, ze
jakmile nestihneme druhy tkol, uz neni kam spéchat a radéji si udélame treti,
za ktery diky tomu nezaplatime pokutu. Naklady na ndkup nového nadobi jsou
4 koruny.

Konecéné si mohu do nového hrnku wvarit oblibenou cinskou polévku a jit se
podivat, kdo je online. No jo, noc bude jesté dlouhd. Navic je potreba zhlédnout
novy dil Simpsonovych. Po nékolika hodindch zacinam citit, Ze bych mel jit
spat. Ale co, jesté jeden dil urcité vydrzim ... Zzz

Jdu temnym lesem, kdyz tu najednou . ..
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Zadani uloh TFeti série

Dnes sdhneme do trochu jiného soudku. Po dvou vydafenych reportazich
jsme se rozhodli zafadit trochu oddychovéjsi téma. O par Fadkh nize se mi-
zete zakousnout do kratké sci-fi povidky s nadechem cyberpunku, kterou pro
vas pripravil Martin ,Bobriik“ Krulis. Méli jste nékdy sen, ktery vypadal jako
skutecny? Co kdyz to neni jen zdani a sen zacne zit vlastnim zivotem ...7

»,Zase jsem mél ten sen.“

,Opravdu? A ktery?“ pozvedl doktor oboci a ddl ¢mdral cosi do svého po-
zndmkového bloku. Sam nevim, jestli je to vlastnost vsech psychologi, nebo zda
to déla jen ten muj, ale obcas mdm pocit, Ze vam vubec nevénuji pozornost
a snazi se jen udrZovat konverzaci hloupymi dotazy.

»len o tech lidech,” Tekl jsem unavené. ,Vyspéld civilizace, utopickd spolec-
nost a tak ddale. UZ ani nevim, kdy se mi naposledy zddlo néco jiného.“

»A zdd se vam pokaZdé to samé, nebo pozorujete drobné rozdily?“ zeptal se
s dobre hrangm vyrazem neutuchajictho zdjmu.

,Je to pokaZdé ...trochu jiné. Skoro jako seridl — kaZdy sen je o nécem
novém, ale zdroveri stale o tom samém ... *“

* x *

Opét mi nerekl nic prevratného. Stdle ty samé Teci o prepracovdni a stresu.
Nemyslim, Ze by to byl zrovna mdj pripad. Jmenuji se Harold a tohle je miyj
Zivot. Pracuji na pozici fadového urednika v ucetni firmé. Prochazim formuldre
a pocitam mejruznéjsi statistiky. Muj Zivot je klidng a predvidatelny. Nejvét-
St vzrusent jsem zazil, kdyZ kolega z kanceldte ztratil sestvacku a celd sména
urednikiu mu ji pomdhala hledat. TakzZe jak jsem Tikal — s tim stresem se doktor
trochu netrefil.

Po ndvstéve ordinace mé éekala prace. Cely den probéhl poklidné — ostatné
jako kazdy jing den. Zddné vzruseni. Zddny stres. Kanceldr jsem opustil presné
v 17 hodin a zamiTil do podzemky. Byla osklivé preplnénd, ale takovy uZ je
Zivot. Stalo mé to zpozZdéni dlouh€ presné tri minuty a ctyricet pet vterin.

Doma nasledovala obvykld vecerni rutina. Nakrmit rybicky, vecere a televizni
zpravy na kandlu 6. Déldm to tak kazZdy den. Do postele jsem ulehl s rozectenou
knihou a pomalu se ukolébal ctenim.

* x *

Pohled na mésto byl nddherny. Tdhlo se od obzoru k obzoru a stribrné lesklé
viskove budovy splhaly k nebi. Kazdy den vyrostla alespori jedna novd. A mezi
nimi na riznych letovijch hladindch proplouvala vzndsedla. Uchvatny pohled,
a pritom nic neobvyklého. Beznd denni doprava. Lidé jedou do prdce, déti do
skoly . ..

V jedné nevyznamné budove na okraji mésta uvniti velikého sdlu mezitim
pobihali lidé v bilych plastich a kriceli na sebe nesrozumitelné véci. Podobali se
mravencum, kterym pravé nékdo slapl do mravenisté. Shlukovali se do skupinek
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a vds$nivé debatovali. Co chvili se zase rozprchli do véech smeéri a vytvorili nové
skupinky. Hluk silil a s nim i zoufalstvi pobihajicich lidi.

Mistnost profizl ostry piskavy zvuk. Vsichni jako na povel utichli a obrdtili
se k tecnickému pultu, ke kterému prdavé z davu vystoupil postarsi muz s plno-
vousem. Opatrné prejel ostatni nervoznim pohledem a napjatou atmosféru jesté
vylepsil vahavym odkaslanim.

,,Vazeni kolegové,“ zacal rozechvelym hlasem, ,neni o tom 7z nejmensich po-
chyb. Vsechny nase hypotézy se poturdily sérii nezdvislych experimenti, a tak
zbyvd jedin€ rozumné vysvétleni ...“ Na chvili se odmlcel, aby si osusil pot
z ¢ela, a pak pokracoval: ,Zijeme ve snu! Celd nase civilizace byla vytvorena
snem nekoho jiného! Navic nejsme schopni urcit, kdy tento sen —“

* * x

Probudil jsem se. Byly c¢tyri hodiny rdno a na okno tise bubnoval dést. Po-
sledni utrzky snu pomalu zahaloval mrak zapomnéni. O¢i se prodiraly tmou
a postupn€ rozezndvaly obrysy nabytku mého pokoje. Posadil jsem se na posteli
a snazil se uklidnit. Neslo to. Ubéhla skoro hodina a jd stdle nehybné sedel.
Hlavou se mi honily nejriznéjsi myslenky a pamét se snaZila sen usporddat.
Unava mé premdhala, ale strach mé driel vzhiru. Nakonec mé ukolébal dést
a ja spal aZ do rdna.

Budik zazvonil ve ¢turt na osm. Z rozespalosti mé probudila aZ studend spr-
cha spolecné s teplou kdvou a dvéma croissanty. Zacetl jsem se do ranmich
novin. Titulni stranu opét zdobil clanek o néjakém védeckém objevu. Oc¢i byly
zaméstndany ctenim, ale mou mysl ovlddaly vzpominky na muze v bilych plds-
tich, na jejich experimenty a teorie ... Z rozjimadani mé probral pohled na hodiny.
K certu, prolétlo mi hlavou. Ndsledovalo jesté mnoho slov. Nepéknych slov.

Do prdce jsem dorazil s velkym zpoZdénim. Stdlo mé to napomenuti nadri-
zen€ho a ostudu pred vsemi kolegy. Pruni zameskdni po tolika letech. Bohuzel
to nebyl jeding problém, ktery mé cekal. Mda mysl se potulovala kdesi daleko.
Soustredit se bylo extrémné tézké a prdce mi nesla od ruky. V poledne mé miyj
nadiizeny poslal domi, protoZe jsem za cel€ dopoledne nevyplnil jedinyg formuldr
spravne.

Doma ale také nebylo k vydrieni. Chodil jsem nervozné po svém byté sem
a tam. Unava mne prondsledovala a jd se ji snaZil unikat. Nakonec mé ale
prece jen premohla. Krdtky spdnek béhem dne nemuze uskodit. Natdhl jsem se
obleceny na postel a opatrné zavrel oci. Jen krdtké zdrimnuti. Jen tak krdtke,
aby se mi nic nemohlo zddt . ..

* x x

Pohled na mésto byl nadherny. Prdve zapadalo slunce a jeho odraz se zrcadlil
na lesklém povrchu budov. Vzduch se lehce tetelil a podtrhdval tak atmosféru
letniho vecera.
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Zadani uloh 21-3-1

,Mdme to! Mdame to!“ ozvalo se odkudsi. V malé pracovné jedné bezvyznam-
n€ budovy na kraji mésta se rozlétly dvere. Do nich se vritila postava mladého
muze v brylich a bilém plasti, ktery nad hlavou vitézoslavné mdval stosem pa-
PIT.

,Mdme co?“ podival se na néj postarsi muz, kterému ocividné ona pracovna
patrila.

,Prisli jsme na to, jak modifikovat memgramy! Tim miZeme posilat infor-
mace primo do mozku naseho Spdcel“

21-3-1 Koddovani memgramu 9 bodu

Memgram, tedy zaznam nesouci jednu myslenku, si mizeme predstavit jako
miizku obsahujici 8 x 8 poli. Kazdé pole miize nabyvat dvou hodnot — 0 a 1.
Védci se snazi memgramy modifikovat, aby pomoci nich mohli pfenaset své
informace. Otéazka je, kolik informace mizou zakédovat do jednoho memgramu.

Posilani informace probihd tak, Ze védci dostanou memgram, ktery ne-
se (z jejich pohledu) ndhodnou informaci — tj. nelze délat zadné piedpoklady
o tom, kde jsou jednicky a kde nuly. Tomuto memgramu mazou — ba co vic, do-
konce musi — zménit jeden bit (jednu jednicku pieklopi na nulu nebo obracens).
Mrizka se nesmi otacet, tzn. policka jsou jasné a jednoznacné ocislovana.

Piijemce (mozek Space) pak dostane upraveny memgram. Pfitom ale nevi,
jak vypadal ptvodni memgram, tedy ani ktery bit byl zménén. ProtoZe nas
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zajima maximalni velikost pfenasené informace, predpokladejte, Ze mozek umi
informaci rozkédovat, at je jakkoli zakédovana (zné komunikaéni protokol).

Pro lepsi predstavu si uvedme trivialni piiklad, na kterém si ukéZeme, jak
pfenést jeden bit. Reknéme, Ze hodnota tohoto bitu se bude pienaset na pozici
(1,1) a vSechna ostatni poli¢ka budou pro piijemce nepodstatni. Kdyz ptijde
memgram, podivame se na nasi pozici. Bud tam pfimo dostaneme hodnotu,
kterou chceme prenést, a pak zménime libovolny jiny bit (vZdy musime néco
zménit, tak sdhneme jinam, abychom si policko (1, 1) nerozbili). Pokud tam je
opa¢na hodnota, zménime policko (1, 1) a tim ho nastavime spravné. Pi{jemci
pak staci preéist toto policko, aby ziskal posilanou informaci.

Vasim tkolem je urcit, kolik nejvice bitti informace lze takto prenést v jed-
nom memgramu, a popsat, jak bude tato informace kédovana.

Pokud tlohu vyftesite i obecné pro memgram obsahujici libovolny pocet
(N) bitd, pfipadné pokud dokézete, Zze vase feSeni je nejlepsi mozné, bonusové
body vas jisté neminou.

» 1o vypadd zajimave,“ pokyval hlavou starsi muz, kdyZ procital papiry mladsiho
kolegy. ,A za jak dlouho miZe byt zafizent pripravené?“

,Kdyz budeme vsichni pracovat jen na tomto projektu, mohli bychom to stih-
nout uZ za pdr dni.“

»Hmm, to neni $patné. Ale pomyslel jste, pane kolego, na mozZnost, Ze se
mezitim Spdc¢ probudi?“

* % *

Probudil jsem se a posadil na posteli. Bylo pozdni odpoledne a venku se
zacinalo stmivat. Tyhle sny zacinaji byt ¢im ddl realistictéjsi. A také désivéjsi.
Musim prijit na jin€ myslenky! Kratkd prochdzka by mi mohla vycistit hlavu.
Oblékl jsem se a vyrazil.
prestoZe o sobé ddval podzim védet vtiravym chladem a vsudypritomnym za-
Zloutlym listim. Posadil jsem se na lavicku, pohodiné se oprel. Vecerni vdanek
mi lehce foukal do tvare. Bylo to prijemné osvézujici.

Kolem prosel muz v bilém pldsti. Snazil jsem se mu nevénovat pozornost.
KaZdy prece mize nosit bily pldast! V opacném sméru prosla dvojice lidi. Ta-
ké v bilych plastich. Vasnive diskutovali nad néjakymi dokumenty. Nedaleko se
zastavila Zena ve strednich letech. Byla zahalend do bilého pldsté a vencila ma-
lého bilého psa. Vypadal roztomile, ale néco na ném nebylo v poridku. Blizsi
pohled odhalil, Ze pes nent bily. Byl obleceny do bilého oblecku, ktery ndpadné
pripominal pldst. Kdo miiZe obléknout psa do nédeho takového?!

Mam snad vidiny, nebo se ti lidé okolo zbldaznili? Vydal jsem se smérem
domu a snazil se prilis nerozhliZet po lidech. Prepracovdnt, stres, to bude urcité
ono! Nic jiného to nemize byt.
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Zadani uloh 21-3-2

Tepla sprcha, nékolik prdsku na spani a rychle do postele. Prosté se z toho
vyspim a bude to! Uz Zddné sny o bilych pldstich. Usilovné jsem se snaZzil myslet
na jin€ véci a prasky pomalu zabraly ...

* % *

Na rozlehlé, syte zelené€ louce se pdsly ovce. Uprostied nich sedél baca a hrdl
na vlastnorucéné vyrezanou pistalku. Ovce klidné pFeZvykovaly trdvu a sem tam
se ozvalo zabedeni. Baca odloZil pistalku a odkudsi vytdhl diZku na mléko. Sedl
st na stolicku vedle nejbliZsi ovce a zacal ji dojit.

Néco nebylo v porddku. Ovce znervoznély a zacaly pobihat sem a tam. Hustd
bila vina na nich poskakovala a vldla. Jako by v nt byly jen oblecené a mohly
ji kdykoli shodit. Trdava se podivné leskla a jeji zelend barva vybledla a zménila
se na stribrnou. Jednotlivd stébla se prestala kyvat ve vétru a stdla vzprimené
kolmo k nebi jako vyskové budovy. Ouvce si stouply na zadni. Stdle pobihaly
kolem a vasnivé spolu diskutovaly becivymi hlasy. UZ na sobé nemély vinu — byly
to bilé plasté! Baca zmizel nezndmo kam a z louky se stala obrovskd prosvétlend
mistnost . ..

Jedna ovce — védec se pritocil k jinému a do vseobecného hluku témér zakricel:
,UZ to muZeme spustit?!“

,Témér! Pravé provddime kalibraci!* odpovédél mu rovnéz kiikem druhy ve-
dec.

Uprostred mistnosti stdl pristroj, ktery vypadal jako jaderny reaktor zkiizeny
s obrim kdavovarem. Okolo pobihala hromada véedcu v bilych pldstich, kteri usi-
lovné pracovali na riznijch cdstech pristroje. Trvalo notnou chvili, nez dokoncili
vSechny drobnosti.

,Jsme pripraveni!* zamdval jeden védec z vrcholu pristroje na kolegu u ovld-
dactho pultu. Ten mu zamdval nazpét a pomalu zatdhl za velkou pdku. Navzdory
vSem predpokladim pristroj mezacal ani hucet, ani blikat, jen mald kontrolka
signalizovala, Ze byl uveden do provozu. Védci z celé mistnosti se shromazdili
u informacni obrazovky, kde s napétim &ekali na pruni vysledky. Ciselné uka-
zatele se pohnuly a zacaly stoupat. Ozvalo se hromadné oddechnuti a cely dav
zacal optimisticky svitorit.

LVyborne! A ted uloZime nds svét do dlouhodobé paméti Spdce,“ zavelel nej-
starsi veédec. Ostatni se Tozprchli po nejblizsim okoli a zacali opét pilné pracovat.

21-3-2 Nadposloupnost 10 bodu

Védci se snazi ulozit informace o jejich svété do paméti Space. Problém
je, ze v paméti uz nékteré véci jsou a zadné nesmi zmizet — to by mohlo mit
nedozirné nasledky.

Paméf si predstavte jako uspoféddanou posloupnost vzpominek. Jednu
vzpominku budeme pro jednoduchost brat jako retézec. Zaroven je dana po-
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sloupnost vzpominek, které by védci radi do paméti ulozili. Nékteré vzpominky
se mizou prekryvat s témi, které uz v paméti jsou.

Cilem je najit nadposloupnost takovou, aby ptivodni pamét i nové vzpomin-
ky predstavovaly podposloupnosti této nadposloupnosti. Vzhledem k tomu, ze
pamét neni svou kapacitou neomezena, méla by byt nadposloupnost nejkratsi
mozna, aby se minimalizovalo riziko zapominani.

Priklad: V paméti je ,snidan&“,  prace“ a ,velefe“. Védci chtéji pfi-
dat ,veCefre“, ,sen“ a ,snidané&“. Jeden z moznych vysledkl je ,snidané&“,
,prace”, . velefe“, ,sen“ a ,snidang“. Vyskrtnutim snu a druhé snidané
dostaneme ptvodni pamét a vySkrtnutim prvni snidané a prace dostaneme
posloupnost, kterou by radi védci do paméti dostali.

Probudilo mé drnéent budiku. Musel jsem spdt opravdu tvrdé, protoze zvonil uz
nékolik minut v kuse. Hlava byla cistd a celym télem mi pulzovala energie. Byl
to nadherny pocit. Stacilo par minut, abych se osprchoval, nasnidal a vyrazil
do kanceldre.

Prdce mi sla od ruky. Formuldre, které se mi nahromadily za véerejsek, zmi-
zely jestée pred dopoledni poradou a chvili po poledni jsem mél splnéné vsechny
povinnosti na dnesni den.

»Dobrd prace, Harolde!* pochvdlil mé nadrizeny prede vsemi kolegy. ,Vidim,
Ze jsi prekonal tu véerejsi krizi.“

,Potreboval jsem se z toho jen potddné wvyspat,“ odpovédel jsem ledabyle
a pribral si dalsi formuldre navic od svyjch kolegii.

Prdce mé aplné pohltila. Cas ubihal a kanceldi se postupné vyprazdriovala.
Vyrusil mé aZ vrdtny, kdyz kontroloval, zda v budové nikdo nezbyl. To byl ale
produktivni den! Musel jsem udélat prdaci nejméné za pét lidi! Cesta domi byla
klidnéjsi nez obvykle. Podzemka byla poloprdzdnd. Aby také ne, v tuhle dobu.

Cekal mne pravidelny vecerns ritudl. Nakrmit rybicky, vecere a vecerni zprd-
vy. Muj prescas v prdci ale zpusobil, Ze zprdvy na kandlu 6 uz ddvno skoncily.
Na obrazovce pobihala néjakd zvitata, zatimco hlas na pozadi vyprdvél odbornée
pikantnosti z jejich Zivota. Zajimave, ale ne zas tolik. Vypnul jsem televizi a Sel
st ¢ist do postele.

* x *

Pohled na mésto byl nddherny. Vychdzelo slunce a spolecné s nim se pro-
bouzeli lidé. Proudy vzndsedel houstly a mésto pomalu oZivalo. Do jedné uz
ne tak bezvyznamné budovy na kraji mésta se sbihali védci. Predndska na té-
ma Snovych svéti se bude konat od deviti hodin ve Velké aule, informovaly
vsudypritomné plakdty.

Aula se plnila a s pribyjvajicim mnoZstvim lidi se zvySoval i hluk. Sepot se
brzy zménil v krik a v mistnosti nebylo slyset vlastniho slova. K tecnickému
pultu vystoupil starsi muz s plnovousem. Chuvili pockal, nez hluk v sdle utichl

24



Zadani uloh 21-3-3

na prijatelnou uroven, a zacal predndset.

Mluwil dlouze o nejriznéjsich vécech. Jak je mozné Zit ve snu a jaké filozofické
problémy jsou s tim spojené. Kolik takovych snovych svéti miZe existovat, jaok
jsou propojené a zda se dd mezi nimi cestovat. Zda mohou existovat snové svéty
vytvorené snem osoby, kterd je rovnéz uvéeznéna ve snu. Jak mohou snové svéty
ovliviiovat rediné svéty a naopak. A na zdvér upozornil posluchace na vdzny
problém.

»Jak jisté vsichni vite, jsme uvéznéni v mysli Spdce. Spusténim pristroje
na upravu memgrami se ndm podatilo zafizovat nasi existenci primo v jeho
paméti a podvédomi, takzZe nehrozi, Ze by na nds v blizké dobé zapomnél. Ale
stdle tu existuje jeden problém ... “ Prednadsejici se na chvili odmlcel, prohrdbl
st plnovous a promitl dalsi holograficky obrdzek. ,Co kdyZ naseho spdce potkd
reknéme mald mozkovd prihoda? Co kdyz ho zitra prejede cestou do prdce auto?
A 1 kdybychom meéli §tésti a nic z toho se nestalo, spdc je jen obycejny clovék.
Za néjakych padesdt, moznd Sedesdt let stejné zemie prirozenou smrti a nase
civilizace zanikne s nim.“

Posledni véta visela ve vzduchu a v aule se rozhostilo uplné ticho. Po chvili
se mezi posluchaci zvedla ruka tésné ndsledovand i jejim majitelem. Stoupl
st, rozhlédl se po okolnich posluchacich a pak se rozechvelym hlasem zeptal:
»A myslite, Ze s tim pujde néco udélat, pane profesore?“

, UpTimné teceno, nevim. Stdle nad tim baddme. Pravdépodobné je nasi jedi-
nou moznosti vytvorit tunel mezi redlnym a snovym svétem. Problém je, Ze by
st to vyZadalo obrovské mnoZstvi energie a také uplnou znalost topologie vsech
snovych svéti Spdce.“

Aula zacala tise Sumét vzrusengmi debatami. O chvili pozdéji se z davu zvedla
jindg ruka. ,Myslim, pane profesore, zZe bych pro vds mohl vyresit to druhé ... “

21-3-3 Topologie snu 10 bodu

Topologie snovych svétid je reprezentovana bindrnim stromem. Katedra
snového inzenyrstvi se pokusila zmapovat okolni svéty, ale zatim maji k dispo-
zici jen nedplna data.

Podarilo se jim ziskat tento strom vypsany v prefixové a infixové notaci.
Problém je, ze pro dalsi zpracovani by velice potfebovali mit strom vypsany
také v postfixové notaci.

Napiste algoritmus, ktery z prefixového a infixového vypisu sestavi vypis
postfixovy, pfipadné oznami, Ze ze zadanych dat nelze sestavit tento vypis jed-
noznacne.

Jednotlivé vrcholy jsou ve stromé oznaceny celymi nahodnymi ¢isly. Ozna-
¢eni je navic jednoznac¢né — tj. zddné dva vrcholy nemaji stejné ¢islo.

Priklad: Pro strom s prefixoviym vypisem 16 11 19 3 42 a infixovym
11 16 3 19 42 bude postfixovy vypis 11 3 42 19 16.

25



Korespondenéni seminafr z programovani MFF 2008/2009

Nasledugjicich néekolik dni bylo velmi zajimavych. Energie mne neopoustéla, a tak
jsem stravil v prdci i cely vikend. Mdyj pldn byl nasetrit néjakée prescasy a pak
si udélat dovolenou. Ale neslo to. Mozek byl prilis aktivni a neustdale potreboval
néco tesit. Kazdou noc se mi zddly tytéZz sny o vedcich usilovné pracujicich
na zarizent, které by je meélo dostat ven ze snu. Zacinalo mé to deésit. Opét
jsem navstivil svého psychologa a prevyprdvel mu své sny i to, co se se mnou
v posledni dobé deje . ..

Takze Tikdte, Ze oni — tedy jako v tom vasem snu — néco stavi?“ zeptal se
uZ asi po Cturté.

yAno. Jak jsem tikal, stavi néjaké zarizenti, které by je melo dostat ven ze
snu.

»Hm. Velmi zajimave,“ pokyval doktor hlavou a zamyslel se. ,,Myslim, Ze
byste je meél nechat, aby to dostavéli.”

»A nemohlo by to byt — ja nevim — nebezpecné?“

»Snad nemyslite, Ze by to mohlo byt skutecné,” usmdl se. ,Ten stroj symbo-
lizuje né€jakou véc ve vasem podveédomi, kterd cekd, aZ ji vyresite. Pomozte jim.
Mejte dobrou vili ten stroj dostavét. Jedineé tak vase podvédomsi vyresi problém,
ktery zrejmé mdte.“

Uzasné! Psychologové maji prosté na viechno vysvétleni. Cestou do price se
mi hlavou honily nejriznéjsi myslenky. Na jednu stranu mohl mit pravdu. Na
druhou stranu, co kdyz je ten sen skutecny. Nebo je také mozné€, Ze mi $plouchd
na magjdk! V duchu jsem se zasmdl té hloupé myslence, ale veselo mi nebylo.

Vecer jsem dal na radu psychologa. Od ted bude mou jedinou myslenkou pred
spanim dostavét ten zatraceny pristroj. At to stoji co to stoji.

* * *

Pohled na mésto byl nadherny, ale zdaleka uZ ne tak tchvatng. Byl to stdle
ten stejny pohled, ktery se vracel noc co noc. Budova na okraji mésta, ve které
védci pripravovali svij pristroj, byla stdle plnd a Zila c¢ilou kreativni praci. Prdvé
resili dalsi probléem . ..

, UZ se ndm podatilo rozmistit jednotlivé sny na ruzné frekvence, ale stdle
nemdme potrebny vykon, abychom je dokdzali vSechny pokryt,“ rikal prdvé jeden
védec druhému.

»A co kdybychom optimalizovali hierarchii sni?“

1o by mohlo jit, ale vyslednd struktura by musela mit co nejmenst pramer!*
prikyvl védec a zacal pocitat potrebné upravy.

21-3-4 Optimalizace stromu 11 bodu

Hierarchie, do které védci preusporadali jednotlivé sny, je vlastné strom.
Ale uZ nemusi byt nutné binarni a také neni zakofenény. Manipulace se sny je
velmi slozita, takze muzete jen jednu hranu odebrat a jednu hranu pridat. Vy-
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sledek musi byt opét souvisly strom a navic musi mit nejmensi mozny praimér.

Pro upfesnéni: Terminem primeér zde myslime pocet hran na cesté mezi
dvéma nejvzdalenéjsimi vrcholy grafu (v naSem piipadé stromu).

Priklad: Na nasledujicich obrazcich je uveden strom, ktery mame modifi-
kovat. Na prvnim obrazku je zvyraznéna hrana, kterou odebirame, na druhém
hrana, kterou jsme pridali. Pivodni strom mé prumér 5, po upravé se dosta-
neme na hodnotu 3.

»

.\

»To by mélo stacit,“ prikyvl postarsi védec, kdyz prosel vsechna cisla. ,,Zkont-
rolujte znovu vSechny systémy! Zbyvd neceld hodina do spusténil“

Zatizeni meélo tvar obrovského ovdlu. Po obvodu byly pridélany mohutné civ-
ky, ke kterym se tahly tlusté kabely. Pobihajict védci kontrolovali posledni detaily
pred pronim spusténim. Cas pomalu ubihal a jednotlivé tymy postupné potvrzo-
valy funkénost jednotlivijch systémi. Pripravy byly dokoncéeny a cekalo se pouze
na pokyn z nejvyssich mist. Pan profesor, ktery cely vijvoj 7idil, se postavil pred
shromdzdené vedce.

»Erperiment, ktery nyni provedeme, je velice nebezpecny. Pokud jsme nékde
udélali chybu, ten, kdo projde branou na druhou stranu, miuze skoncit kdekoli.
Treba v nejaké nocni mure, nebo jesté hur ... “ Shromdzdéni védci se podivali
jeden na druhého.

»Nemohu po nikom z vds chiit, aby takto riskoval svij Zivot,“ navdzal profe-
sor. ,,Proto jsem se rozhodl, Ze branou projdu sdm.“ Z hloucku pritomngch lidi
se ozvalo prekvapené zalapdni po dechu.

»Spustte to!“ zavelel profesor a otocil se k zarizeni. Ozvalo se hlasité cvaknuti
spinanych kontakti a hluboké bruceni transformdtori. Vzduch uwvniti ovdlu se
zacal vinit a tmavnout. Ve vzduchu byl citit silng elektrostaticky ndboj. Obraz
uvnitt portdlu se ustalil a skupinka védcu zirala do tmavé mistnosti. Uprostred
ni byla postel, ve které kdosi spal.
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Profesor pomalu vykrocil k ovalu. Naposledy se otocil a kyvl svgm kolegim
na pozdrav. Zhluboka se nadechl a jednim krokem prosel skrz. Obraz loZnice se
zavinil. Pak zacal rychle blednout, aZ zmizel docela . ..

Probudil jsem se a posadil se. U postele stdla postava. Oc¢i pomalu privykly
Seru a rozeznaly dlouhy pldst a plnovous ...

* % Kk

,Vzpomindte na ty védce z mého snu? Tak uzZ dostavéli to zafizent.“
,Opravdu? A mélo to na vds néjaky dcinek?“ zeptal se doktor.
»Myslim, Ze ano,” prikyvl jsem. ,KaZdopddné se mnou dnes prisel nekdo,

kdo by se s vami rdd sezndmil ... *“

21-3-5 Prakticka: Rozklad na souéty 10 bodu

V této sérii se ndm prakticka tloha nevesla do pfibéhu. Ale nebojte se, o to
lépe se vam bude fesit . ..

Tuto tlohu odevzdavejte vyhradné prostfednictvim webové aplikace CodEx
(https://codex2.ms.mff.cuni.cz/ksp/). Pokud jste s FeSenim zacali teprve v této
sérii a nevite, co to je CodEx, podivejte se tfeba na tlohu 21-1-2 , Optimalizace
kotlu*, ve které naleznete ivodni povidani o CodExu.

Zadani:

Na standardnim vstupu je zaddno ¢islo N (1 < N < 40). Vypiste na
standardni vystup vSechny moznosti, jak toto ¢islo rozlozit na soucet celych
kladnych ¢isel. Kazdy rozklad musi byt uveden na samostatném fadku, s¢itan-
ce vyjmenovany od nejmensiho k nejvétsimu a oddéleny znaménkem ,+“. Na
poradi fadkiu nezalezi.

Napriklad pro N =5 je jeden ze spravnych vystupt nasledujici:

1+1+1+1+1
1+1+1+2
1+1+3
1+2+2

1+4

2+3
5
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Zadani tloh Ctvrta série

Vétsina z vas jisté zna fantasy, ptipadné hry, ve kterych kazdy hraje jednu
postavu z onéch svéti. Zkusili jste si ale nékdy predstavit, jak by to vypadalo,
kdyby se karta obratila a elfové s trpasliky si zacali hrat na programatory?

V tmavém sklepé se mihotalo svétlo svicek. Privan si hrdl s jejich ohném a stiny
vrhaly podivuhodné tvary. Vsude vlddlo mrtvolné ticho, prerusované jen tichym
dijchanim, obasngm krysim zapisténim a ... zachiesténim kostek?

»Zase pétka? Nemizu mit jesté jeden pokus?“

»Ne, tady to mds v pravidlech — *KaZdy hrdc¢ si na zacdtku hry nahdzZe schop-
nosti postavy. HdZe se dvacetisténnou kostkou a jsou na to dva pokusy, z nichZ
st hrdé vybere ten lepsi’. Tak uZ prestarn knourat, af popojedem, nemdme na to
celou nocl“

LAle sila 52 Kdo to kdy vidél, aby mél trpaslik silu pét?“

,Ale to je jenom ve hie, Boendale, to jako nejses ty ... Koukni, jaké€ sis zvolil
povolani?“

Trpaslik se podival do svijch pozndmek. ,Haa-ker“, ozndmil po chvili.

»No vidis, hackri nejsou moc silni. Zato jsou ale hodné inteligentni,“ snazil
se Barun ddl presvédcovat hrace.

LAle jak jako udrzim svou sekyru, kdyz budu tak slabej?“ Nemélo to cenu . ..

* * x

Vsechno zacalo asi pred tydnem, kdyZ mezi starymi magickymi svazky svého
mistra nadel tu podivuhodnou knizku: CnH — Computers and Hackers. Zpocdtku
ji moc nechdpal, popisovala jakysi tuze zvldastni svet. Byl obydlen jenom lidmi,
kteri nejenze neovlddali magii, ale dokonce v ni ani nevérili! Misto toho v labo-
ratorich stvorili jakési podivné zarizent, takzvané Pocitace, které se pak naucili
ovlddat pomocti urcitych prikazi a tyto se pak staly neoddélitelnou soucdsti je-
jich svéta. Vypadalo to jako néjakd propaganda téch zatracenych alchymistu. Ti
se taky vrtali v ruznych strojich, misto aby se vénovali studiu magie. UZ uzZ se
chystal knizku zaklapnout, kdyzZ ho zaujal velky ndpis: ,Hra roku 2149 tretiho
véku! Doporucuje 9 z 10 elfu!* Ahd, takZe hra! No to jsem zvédavy, co na to
reknou Boendal s Mirielem . ..

* * x

»Takze projdeme si pravidla jesté jednou, jo? Na zacdtku hry si kaZdy hrdc
2volf povoldni. Reknéte mi poporadé, co jste si kdo zvolil.“

»Haa-ker,“ zamumlal mrzuté Boendal, jesté stdle zklamany z toho, Ze v her-
nim sveté s sebou nemuze nosit sekyru.

»Spravce site. Hele, a muzu mit na sobé alespon svoji modro-zelenou kosil-
ku?“ zeptal se s nadéji v hlase elf Miriel.

»Ne, tady jasné stoji — ‘Pro sprdvce sité je typické vytahané, mesic nepra-
né, kazdodenné nosené tricko se vzorem tucndka, pFipadné ddblika.” Hele, hraj
postavu, jo? Jinak ti strhnu body!“, sprdnul ho Barun. ,Tok jo, dalsi postava?“
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, Uaargh!*

,Coze?“

»UAARGH!“

L Rikd, Ze chce hrdt algebraického topologa,“ preklddal Miriel, ,hele, jd za to
nemuzu, Ze mné teta hodila na krk hlidani bratrance. To vi§, sehnat chivu pro
mladého trolla je dnes docela drahd zdlezitost ...«

»No jo, no jo, chdpu. Hele, tak jda zacnu. TakZe, nachdzite se ...treba na
predndsce ve skole — jste ted jesté jenom ucmové, jo? Sedite kaZdy u svého
Pocitace, kdyz tu najednou Boendalovi prijde imejl.

, Coze mi to prislo?“ zeptal se polekané Boendal.

»INéco jako dopis. Prosté zprava. KazZdopddné kdyz to otevres, tak zjistis, Ze
je to néjakd hra. Co udélas?“

»Tak si zahrajem, ne?“ navrhnul Miriel a Barun zacal vysvétlovat pravidla.

21-4-1 DIlazdéni Sachovnice 8 bodu

Hra je velice jednoducha. Hrac na
zacatku dostane ¢tvercovy planek, néco
jako Sachovnici, o hrané velikosti 2%V po-
licek. Jedno policko ale chybi (libovol-
né). Ukolem je pokryt Ssachovnici ttvary
podobnymi pismenu L slozenymi ze tii
kosticek. L-ka je povoleno otacet. Vasim
tkolem je nalézt algoritmus, jak pokryt
takovyhle planek, at je chybé&jici polic-
ko na libovolném misté. Na obrazku je
jedno z moznych pokryti pro N = 3.

»lak jo. Jakmile jste dohrdli, objevila se na obrazovce zprava: ‘Pravé jste splnili
kvalifikacni test na soutéZ o Nejlepsiho crackera roku 2009!°¢

1o jsem se pravé kvalifikoval na suSenku?“ vydésil se Boendal.

,Ach jo, na crackera, ne na krekr.“

»Fuul mit hlad!“ ozval se mlady troll a zacal kolem sebe mdchat rukama.

Miriel si povzdechl, zamaval rukama, zamrmlal si néco pod nosem a krysa
v rohu mistnosti zacala vonét pecenym masem. Fuul se po ni nedockavé vrhl,
pak se usadil a o pozndni veselejsi pozoroval zbytek druziny.

Barun se ujal slova: ,Tak co déldte dal?“
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21-4-2 Dosah kouzla 9 bodu

Kouzlit, to neni jen tak. Nejenze to vyzaduje hluboké védomosti a urcitou
davku energie, ale taky méa kazdé kouzlo sviij dosah ptisobnosti. Jaky dosah by
muselo mit Mirielovo kouzlo, aby spé&sné zaséhlo krysu, at by stdla v kterém-
koli rohu mistnosti? On sadm sedél taky v rohu mistnosti a sklep ma pudorys
konvexniho n-tthelniku. Na vstupu dostanete konvexni n-tthelnik (n vrcholt po-
psanych soufadnicemi [z, y]) a vasim tkolem je najit dva nejvzdalenéjsi vrcholy.

,Ne, porad to nechapu®, trval na svém Boendal.

»,Je to prosté takovd skrinka a k ni je pripojend jind skirinka a k ni jesté
jedna. Vidis, tady to je na obrdzku,“ Barun pichnul prstem do knizky. UZ pul
hodiny se snazil kamarddum vysvétlit, jak vlastné vypadd takovy pocitac a co
obndsi programovdni.

»lakze kdyz jako prastim do tady ty skrinky, tak na tamty se néco objevi?“

»No, v podstaté nejak tak,“ povzdechl si Barun.

,Hele, a co je tady ten ‘Robot’ %% vyzvidal ddl.

,Robot? To je takové mechanické zarizeni, které za tebe déld néjakou praci,“
vysvétloval Barun.

,INéco, co maka za mné? To zni hodné zajimavé . .. “ zalesklo se Boendalovi
v oku a pustil se do ¢tent pravidel.

* * x

Lok ty kabely zapojim tady!“ prohldsil vitézoslavné Boendal.

»No, kdyz myslis . .. Robot vstal, zacal tancovat po okoli, vyhdzel pdr hrnicki
od kafe ven z okna, pak zalil kytku a sam se vypnul,“ popsal situaci Barun.

»Pardda, uz to skoro funguje!* tésil se Boendal.

»Hm, moznd bychom to neméli jenom tak zkouset,” snazil se zapojit do de-
baty Miriel.

Ty se do toho neplet. Uz jenom pdr pokusti a budeme mit proniho Tobota
na zaplétani voust na svéeté! Nedovedes si predstavit, jakd je to otrava délat to
kaZdy den rucné ...«

21-4-3 Stavéni robota 10 bodu

Boendalova technika stavéni robota je vskutku originalni. Prosté si vybere
néjaké vstupy na zakladni desce, a ty pak pfipoji kabely ke zdroji. P¥i riizném
propojeni déla robot rizné véci. Boendala by zajimalo, kolik riznych véci do-

kaze robot délat, kdyz ma N vystupu a K kabeld. Nejjednodussi zpusob, jak

dany problém vyfesit, je spocitat kombinacni ¢islo (%), coz se da rozepsat jako

N-(N-1)-- (N - K+1)
K- (K—1)---- 1 .
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Nebude to ale tak jednoduché. Protoze v informatickém svété se obcas stava,
ze je cCislo tak velké, ze se nevejde do paméti, bude vasim tkolem spocitat
kombinacni ¢islo (I]\g) modulo M, tak, aby se vdm mezivypocet vzdy vesel do
pameéti. Na vstupu dostanete 3 ¢isla— IV, K a M a na standardni vystup vypiste
vysledek. Predpokladejte, ze 0 < K < N < 1000000 a1 < M < 10000.

Priklad 1: Vstup: 6 2 100 Vystup: 15

Priklad 2: Vstup: 1000 400 1270 Vystup: 1040

Tato tlozka je prakticka, coz znamend, ze TeSeni budete odevzdavat vy-
hradné formou odladéného zdrojového kédu. Presnéjsi zadani a formuldf na
odevzdani kédu naleznete jako vzdy v CodExu. Nevite-li, co prakticka tlozka
je a jak presné postupovat, podivejte se do zadani tlohy 21-1-2 , Optimalizace
kotla“.

»BUUM!, ozvalo se v $kolnt laboratori. Praveé jste znicili kus budovy. Z tohohle
bude poradny prusvih ... “ popisoval situaci Barun.

wTak zdrhdme, ne?“ navrhnul trpaslik.

»No, to teda nebylo moc rozumné. Stejné na vds prisli a ... jste podminéné
vylouceni. Jo, to by mohl byt adekvdtni trest,“ oznamil jim Barun.

»Hm,“ zamyslel sa Miriel, ,a kde jsou uloZeny $kolni zdznamy?“

,Myslim, Ze zdznamy jsou uloZeny vyhradné v elektronické podobée, na cent-
ralnim Skolnim pocitaci. Pro¢ se ptds?“

,Hehe, jsme preci néjaci hackii, nebo ne?“ usmdl se na Baruna elf.

* * x

»Napis tam ‘heslo’! To bude urcité fungovat!“ povzbuzoval Miriela Boendal,
,nebo ‘pds-vord’!“

Uz hodinu se snazili dostat na specidlni stranky skolniho systému, ale zatim
bez uspéchu.

,Hele, kdyz to nejde logicky, vem vétsi sekyru. Zkusime tam napsat postupné
vsSechna moznd hesla,” navrhnul Boendal.

»To zni dobre, ale netrvalo by to prilis dlouho?“ pochyboval Miriel.

»Hm ... Ale mohli bychom tam zkusit zadat kaZdé pdté mozné heslo, nebo
kazdé sedme.“

21-4-4 Heslo 10 bodu

Heslo, to je vlastné permutace néjakych znakd, z nichz se nékteré mizou
opakovat. Rekneme, Ze permutace p; je lexikograficky mensi neZ permutace ps,
pokud prvni znak, ve kterém se lisi (bréno zleva doprava), je na i-té pozici
a plati p1[i] < pa[i]. Piiklad: Mé&jme znaky 1, 2, 3 a 3. Pak jejich permuta-
ce 2133 je lexikograficky mensi nez permutace 2313. Permutace jsou sefazeny
lexikograficky, pokud jsou sefazeny od nejmensi po nejvétsi. Pokud vygeneruje-
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me v8echny mozné permutace uréitych znakt a sefadime je lexikograficky, pak
permutace o K vétsi nez zadana permutace je permutace na pozici o K veétsi.

Na vstupu dostanete permutaci cifer (cifry se mohou opakovat) a ¢islo K
a vasim tkolem je najit permutaci o K vétsi.

Priklad: Vstup: 1234 3 Vystup: 1423

(protoze po permutaci 1243 nésleduje permurace 1324, pak 1342, no a o 3
vétsi je permutace 1423).

, Gratuluju, tak jste se prdvé dostali do Skolniho informacniho systému! Na
obrazovce se objevily néjaké znaky — a vy jim vibec nerozumite. Vypadd to, Ze
stranka je Sifrovand,“ ozndmil druziné Barun. ,,Co udéldte?“

»Hm, asi by to chtélo néjak lip prostudovat ty znaky. Jak vypadaj?* zajimal
se Miriel.

»No, je to velice jednoduché,“ zalesklo se Barunovi v ocich a zacal popisovat
znaky Sifry . ..

21-4-5 Znaky 10 bodu

Znak je reprezentovan ¢tvercem o hrané délky N pixeld, ve kterém je presné
N pixeltl vybarvenych. Plati ale, ze v kazdém vodorovném, svislém i Sikmém
sméru je vybarveny maximalné jeden pixel. Miriel si ale vSimnul, Ze nékteré
¢tverce se opakuji a ze by se mu hodilo védét, kolik riznych znaku se to vliastné
v Siffe pouziva.

Na vstupu dostanete prirozend ¢isla N a K, a pak K C¢tverctt popsanych
vyse. Ctverce budou reprezentovany jako dvourozmérné pole integerti: 1 zna-
mena, Ze pixel je vybarveny, 0, Ze neni. Vasim tkolem je zjistit pocet unikatnich
¢tverci tak, aby vas algoritmus mél co nejmensi pamétové ndroky (redlné, nejen
asymptotické).

»Vyborne! Povedlo se vam rozlustit ty znaky a na obrazovce ctete ndpis ...«

, Miiiriéééli! Kde to zase vézis?! Vecere je uz hotovd a ty jsi jesté nenakrmil
drakall“

A jeje, mama,“ povzdechl si Miriel.

»Sakra, to mi pripomind, Ze bych mél taky pomalu jit. Slibil jsem brdchovi, Ze
mu pomuzu se skladanim hudby k jeho nejnovéejsimu hitu ‘Zlato, zlato, zlato!’.“

»Hm, tak pro dnesek asi konec. Dohrajem to nékdy pristé,“ usmdl se Barun
a uklidil kniZku k sobé do batohu.

A tak se druZina rozesla — Miriel el nakrmit draka, Boendal komponovat
hudbu a Fuul se vyvalovat v jeskynnim jezirku. A Barun? Hned druhy den si
sel k alchymistim pujcit par knizek. Pdr dni na to se nekolik sousedu stéZovalo
na hluk v okoli magické laboratore a asi za tyden byl spatien, jak za bourky
chyta blesky do velké cerné krabice . ..
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Skolni rok se pomalu chyli ke svému konci a ani my nejsme vyjimkou. Pii-
nasime vam letosni posledni, patou sérii, tentokrat z divérné znamého prostredi
— telenovelového svéta.

Pise se rok 2050. Konecné se podarilo rozpustit posledni zbytky ledovci a hladi-
ny svétovych ocedni se netrividlné zvedly. Hlavni mésto hlavniho telenovelového
stdtu se zacalo potykat s problémy. A prdvé v téchto ¢asech zacind pribéh naseho
hlavniho hrdiny Chulia.

21-5-1 Polomacené mrakodrapy 10 bodu

Na hlavni mésto naseho stdtu — Chuenos Aires — se vali pohroma. Chuli-
anovo rodné mésto, dfive tak prosperujici metropole nudlovitého tvaru, bude
brzy zatopeno stoupajici vodou z oceant. Ufednici vlady ted nutné potfebu-
ji védeét, kolik tisekt mésta si bude i béhem zaplav moci naladit pravidelnou
vecerni telenovelu.

Mésto Chuenos Aires si miZzeme piedstavit jako jednu dlouhou ulici, na
které je namackan mrakodrap vedle mrakodrapu. Mrakodrapy jsou tak natésno,
7e nemaji mezi sebou zadné mezery. Kazdy mrakodrap (s plochou stiechou)
ma kladnou celoc¢iselnou vysku mérenou v telemetrech nad mofem. Chodnik
ma vysku pravé 0 telemetrii nad morem.

Predpovéd pocasi hlasi, Ze zatim jsou v8echny mrakodrapy v poradku, ale
pocinaje dnem 1 se vyska more zdvihne o jeden telemetr denné. Postupem casu
se nékteré vézaky zatopi az po $picku a z hlavni ulice v Chuenos Aires zbudou
pouze souvislé tiseky mrakodrapi, které ¢ni nad hladinu. Kazdému takovému
tseku stacéi jedna anténa na pfijimani televize. Vasim tkolem je spocitat, kolik
antén bude v jednotlivych dnech potieba (tedy kolik zbude souvisljch blokd
mrakodrapii v onen den).

Tato tloha je prakticka, takZe blizsi informace o formatu vstupu programu
i ukazkovy priklad najdete v CodExu. Povidani o tom, jak se prakticka tloha
odevzdava, najdete napiiklad v zadani tlohy 21-1-2 ,,Optimalizace kotlu“.

Kdyz i nejuyssi mrakodrap v Chuenos Aires, ve kterém Chulio bydlel, zacal byt
tezko obyvatelny, protoZe jeho obyvatele museli kaZdé rdno vyhdnét z postele
zraloky, rozhodl se Chulio odjet na venkov, kde by zacal it novy Zivot.

A jak se rozhodl, tak udélal. Odesel z mésta a zacal pracovat na kdvové plan-
tazi. Tam se brzy sezndmil s krdsnou Ochechulinou. Zacali snit o tom, Ze se
jednou vezmou a sami budou vlastnit podobnou plantdz, kaZdé rano budou vstd-
vat se Sdlkem kdvy a usmévem nad dalsim dnem. BohuZel zloduch Choachym
jim kaZdé snéni zkazil, nebot je stdle budil pred rdnem a nutil pracovat.

Z Choachyma se stal ihlavni neptitel a Chulio s Ochechulinou zacali snovat
plan pomsty.
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Jejich pldn byl genidlni. Propracovany do nejmensiho detailu. Skoro. Neméli
na néj penize. A protoZe praci jesté nikdo nezbohatl, zacali vymyslet, jak na to.
Nastésti bankovni servery v té€ dobé ne zcela pldnované chlazené morskou vodou
vykazovaly o néco vyssi chybovost, a tak stacilo jen trocha Sikovnosti a investice
ve vysi 10 pesos k odlehceni kont nenasytnych bankéri.

21-5-2 Banky 10 bodu

Aby se podobné odleh¢ovani nekonalo pfili§ ¢asto, nebo pokud mozno uz
nikdy, pozadali vis nenasytni bankéri, abyste jim pomohli. Jak vlastné Chulio
zbohatnul? Banka obchoduje valutami a mé vypsané kurzy pro nékteré dvojice
mén. Banka je hodné a za sménu si neiuctuje zadny poplatek. Pokud ale neni
dostate¢né opatrna, muze se stat, ze vhodnou posloupnosti smén ziskate vice,
nez jste méli na zacatku. Vas program tedy dostane na vstupu sménny kurz
banky a mél by rozhodnout, zda je na jeho zdkladé mozné zbohatnout vyse
popsanym zptsobem.

Napfiiklad pro 4 mény a kurzy (zépis X — Y Z znamen4, Ze za 1 jednotku
mény X ziskdte Z jednotek mény Y):

1->2 0.8; 2->3 24; 2->1 0.8; 2->4 129; 1->4 0.08; 3->1 0.5

lze napf. posloupnosti vimén 1->2, 2->3 a 3->1 (za jednu jednotku mény 1
ziskate po této sérii vymeén 9,6 jednotek) na tkor banky vydélat. Takze v tuto
chvili by mél program odpovédét, ze sménny kurz je prodéleény. Pokud zadna
takova posloupnost neexistuje, va§ program by mél odpovédét, ze banka bude
opét 0 néco bohatsi.

Chulio s Ochechulinou skoupili celou plantdZ a mohli dokonat svij dokonale
zosnovany plin — Choachyma preradili na tu nejhorsi prdci: ochutndvac kd-
vy. Je jasné, zZe Choachymovi tato prdace nedovolila porddné se vyspat, takze
nedostatkem spanku psychicky naruseny Choachym zacal vymyslet svij pldn
pomsty.

Chulio a Ochechulina vedli stastny Zivot. Zcela se jim splnil sen. To ale ne-
trvalo dlouho. Bratr Chulia Chosé se dozvédél o Chuliové dspéchu a pricestoval
za nim. Hodny Chulio zameéstnal Chosého a poveril ho ukolem vybudovat vedle
plantdzi farmu pro dobytek.

21-5-3 Kravy 9 bodi

Navrhovat staje pro kravy neni viibec jednoduchy tikol. Navic mate-1i ome-
zené mnozstvi prostiedki. Chulitiv kravin se sklada z fady boxu stejnych roz-
meéra tésné vedle sebe. V kazdém boxu mize bydlet nejvyse jedna krava. Tyto
boxy jsou z jedné (stejné) strany vzdy oteviené. Vasim tikolem je rozmistit pfed
tyto boxy zavory tak, aby kazdy, ve kterém bydli krava, byl prehrazeny.
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Zavor ale méate k dispozici pouze urcity pocet. Nastésti kazda zavora miize
byt libovolné dlouhd a neni zakazano prehradit i boxy, ve kterych zadna krava
nebydli.

Navrhnéte algoritmus, ktery pro zadany kravin (pocet boxt a rozmisténi
krav v jednotlivych boxech) nalezne takové rozmisténi zévor, aby soucet je-
jich délek (jeden box ma sifku jeden telemetr) byl minimalni a vSechny boxy
s kravami byly piehrazeny. Pokud mé tloha vice feSeni, staci nalézt libovolné
z nich.

Priklad: Mé&jme kravin s 8 boxy, ¢islovanymi od 1 do 8. Kravy bydli v bo-
xech 1, 3, 5, 6 a 8 a k dispozici mame 3 zavory. Pak je jedno z optiméalnich
feSeni prehradit jednou zavorou boxy 1 az 3, druhou zévorou 5 az 6 a treti
zdvorou box 8. Celkova délka zavor tak bude 6 telemetrti, nebot prvni zavora
prehrazuje 3 boxy, druha 2 a treti pouze jeden.

Takto napriklad vypadaji boxy 1, 2 a 3:

| (G| | |
| (00) | | |
[ \/ | [ A |
/1 Il | I /1 |
I * /\-—/\ | | * /\---(o0) |
| | | i \/ |

Chosé€ byl ze zacdtku spokojeny, a tak mavrhoval stdje, obdéldval pastviny, ku-
poval dobytek a farma vzkvétala. JenZe brzy zacal pocitovat zdvist, protoZe drel
na svého bratra, ktery jenom popijel kdvu a trdvil ¢as s krdsnou Ochechulinou,
po které Chosé stdle vice touZil.

Ochechulinu to uvddélo do rozpaki, ale prilis se ndvrhim Chosého nebrdnila,
nebot narozdil od Chulia nemél hrb, mél obé ruce stejné dlouhé a také mél delst
... vlasy.

Ani Choachym béhem probdélych dni a noci nemarnil ¢as a stdle promgyslel
svug pldn pomsty. ProtoZe zbohatnout stejné jako Chulio jiz nebylo mozné, chtél
k pomsté vyuZit to, ceho mél nejvic. Sarm. Rozhodl se svést Chulia, ndsledné
jej obzalovat z obtéZovdni a potom prevzit vlddu nad farmou i Ochechulinou.

Pldn se mu podatil a Chulio skoncil se zlomenym srdcem u soudu. Zatimco
se Chulio pokousel proklickovat ve spleti zakonti, Choachym se¢ mohl pospichal
na farmu.

21-5-4 Zakony 12 bodu

Obhéjit se u soudu byva podobné jako vymotat se z hustého a temného
lesa. VSude kolem jsou stromy, totiz jednotlivé zakony, a ¢im tézsi prestupek jste
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spachali, tim obtiznéjsi je se mezi nimi prosmyknout a proniknout z pravniho
lesa zpét na svobodu.

Napiste program, ktery na vstupu dostane popis spleti zdkont a velikost va-
Seho prestupku. Program pak odpovi, zda je mozné se u soudu obhajit nebo ne.

Program dostane dvé ¢isla: pfirozené N a kladné realné R. Cislo N udava
pocet zakontd a R velikost vaseho hiichu. Dale dostane vase vychozi soufadnice
v lese X a Y a popis jednotlivych stromt (zdkonil). Kazdy strom je zadan
svymi soufadnicemi. VSechny soufadnice jsou realna cisla.

Hodnota R urcuje, jak nejvic se na cesté ven z lesa miuizete priblizit k libo-
volnému stromu. Pfedpokladejte, Ze stromy maji nulovy primér a jsou neko-
necné vysoké a ze vychozi pozice je vzdy korektni, neboli Ze na zacatku nejste
v kolizi s zddnym stromem.

Ulohu lze formulovat i tak, ze zjistujete zda se koule o poloméru R miize
vykulalet ven ze zadaného lesa.

A co znamend dostat se ven z lesa? Tfeba mit moznost dostat se do bodu
se soufadnicemi (00, 00).

Naptiklad pro N =8, R=1,1, X =0, Y = 0 a stromy (-2,1), (—1,2),
(1,2), (2,1), (2,-1), (1,-2), (0,—-2), (—2,—1) se z lesa dostat lze.

ProN=8 R=11,X =0,Y =0 astromy (—2,1), (-1,2), (1,2), (2,1),
(2,-1), (1,-2), (—1,-2), (—2,—1) se z lesa dostat nejde.

Choachym dorazil, prave kdyz vladu nad Ochechulinou prebiral Chosé, vyuZivaje
k tomu svijch dlouhych vlasu. Takové setkdni prosté muselo skoncit soubojem.
Chosé€ prokldl Choachyma svoji cestovni Savli.

21-5-5 Cestovni Savle 10 bodu

Urcité znate klasicky zednicky metr. Ten se skladd z nékolika segmenti.
Vzdy dva sousedni segmenty jsou spojeny pantem, takze je metr mozné rozlozit,
pokud méfime néjakou vzdalenost, nebo slozit, pokud ho prenasime. Presné
timto zptsobem funguje Chosého cestovni Savle. Jenom s tim rozdilem, ze délky
segmentl nejsou stejné.

Napiste program, ktery pro zadané délky jednotlivych segmentt Savle zjisti,
zda je mozné Savli poskladat do pouzdra zadané délky. Program dostane dvé
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pfirozena ¢isla N a L. Cislo N je rovno poétu segmentti Savle a L je délka
pouzdra. Nasleduje N prirozenych ¢isel, které postupné udavaji délky segmentii
Savle zleva doprava. Muzete predpokladat, ze N i L < 10000. Program by mél
odpovéd ,,Ano* nebo ,Ne“ podle toho, zda je mozné Savli slozit do pouzdra.

Napriklad pro N = 3, L = 6 a délky 6, 3,3 je mozné Savli poskladat. Pro
stejné N i L, ale pro délky 6, 3,4 savli poskladat nelze.

Mezitim se od soudu vrdtil Chulio. KdyZ se dozvédél, co se tu stalo, vyuZil
toho, Ze se Chosému stdle nedatilo sloZit Savli zpét do pouzdra a prokldl s ni
do konce ... aZ do konce 14223. dilu, kdy se ukdzalo, Ze predchozich 14221 dili
bylo jenom snem a Chulio s Ochechulinou se probouzi do dalstho pracovniho
dne na farmé.

—_ _ 7 D
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Programatorské kucharky

20-2-K Kucharka druhé série — Rozdél a panuj

Rozdél a panuj

Dnesni dil programatorské kuchaiky se bude zaby-
vat algoritmy zalozenymi na metodé€ Rozdél a panuj.
A tak by se sluSelo zacit tim, jakd je mysSlenka této
metody: Casto se setkdme s lohami, které lze snadno
rozdélit na néjaké mensi tlohy a z jejich vysledka za-
se snadno slozit vysledek pivodni velké tlohy. Pfitom
mensi lohy mtZeme Fesit opét tymZ algoritmem (zavo-
lame si ho rekurzivné), leda by jiz byly tak malické, Ze
dokazeme odpoveédét trivialné bez jakéhokoliv pocitani.
Zkratka jak fikali stafi fimsti cisafové: Divide et impera.
Uvedme si pro za¢atek jeden staronovy priklad:
Quicksort

QuickSort (alias QS) je algoritmus pro tfidéni posloupnosti prvki. Uz
o ném byla jednou fe¢ v ,tiidici kuchaice“ v druhé sérii 20. roéniku KSP.
Tentokrat se na néj podivame trochu podrobnéji a navic nam poslouzi jako
ingredience pro dalsi algoritmy.

QS v kazdém svém kroku zvoli néjaky prvek (budeme mu fikat pivot)
a prerovna prvky v posloupnosti tak, aby napravo od pivota byly pouze prvky
vétsi nez pivot a nalevo pouze mensi. Pokud se vyskytnou prvky rovné pivotu,
muzeme si dle libosti vybrat jak levou, tak pravou stranu posloupnosti, funké-
nost algoritmu to nijak neovlivni. Tento postup pak rekurzivné zopakujeme
zvlast pro prvky nalevo a zvlast pro prvky napravo od pivota, a tak ziskdme
setfidénou posloupnost.

Implementaci QS je mnoho a mimo jiné se lisi zpusobem volby pivota. My
si pfedvedeme jinou, neZ jsme ukazovali v tfidici kuchafce (hlavné proto, Ze
se ndm z ni pak budou snadno odvozovat dalsi algoritmy) a pro jednoduchost
budeme jako pivota volit posledni prvek zkoumaného tseku:

type Pole=array[1..MaxN] of Integer; {budeme t¥idit takovato pole}

{pferovnavaci procedura pro usek a[l..r]}

function prer(a:Pole; 1,r:Integer):Integer;

var i,j,x,q:Integer;

begin {pivotem se stane posledni prvek useku }
x:=alr]; {hodnota pivota }
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i=1-1; {al[i] bude vzdy posledni <= pivotovi }
for j:=1 to r-1 do {samotné prerovnavani }
if a[jl<=x then {pravé probiranjy prvek }
begin {mensi/rovny hodnoté pivota }
Inc(i); {pak zvys ukazatel }
q:=aljl; {a proved pferovnani prvku }
aljl:=alil;
alil:=q;
end;
q:=alr]l; {nakonec pfesuneme pivota za posledni <= }
alr]:=ali+1];
ali+1]:=q;
prer:=i+1; {vratime novou pozici pivota }
end;

{hlavni t¥idici procedura, t#¥idi all..rl}
procedure QuickSort(a:Pole; 1,r:Integer);
var m:Integer;

begin
if 1<r then {méme jesté co d&lat? }
begin
m:=prer(l,r); {pferovnej, m pozice pivota }
QuickSort(1,m-1); {set¥id prvky napravo }
QuickSort (m+1,r); {set¥id prvky nalevo }
end;
end;

Bohuzel volit pivota pravé takto je docela nesikovné, protoze se nam snadno
miZe stat, Ze si vybereme nejmensi nebo nejvétsi prvek v tseku (rozmyslete si,
jak by vypadala posloupnost, ve které to nastane pokazdé), takze dostaneme-li
posloupnost délky N, rozdélime ji na useky délek N — 1 a 1, nacez pokra-
Cujeme s usekem délky N — 1, ten rozdélime na N — 2 a 1, atd. Pfitom po-
kazdé na prerovnani spotiebujeme ¢as linearni s velikosti tiseku, celkem tedy
ON+ (N —=1)+ (N -2)+...+1)=O(N?).

Na druhou stranu pokud bychom si za pivota vybrali vidy medidn z pravé
probiranych prvka (tj. prvek, ktery by se v setfidéné posloupnosti nachazel
uprostted; pro sudy pocet prvki zvolime libovolny z obou prostfednich prvki),
dosahneme daleko lepsi slozitosti O(N log N). To dokazeme snadno:

Prerovnavaci ¢ast algoritmu bézi v ¢ase linedrnim vuci poctu prvka, které
mame prerovnat. V prvnim kroku QS pracujeme s celou posloupnosti, ¢ili pre-
rovname celkem N prvki. Nasleduje rekurzivni volani pro levou a pravou ¢ast
posloupnosti (obé dlouhé (N — 1)/2 + 1); pferovnavani v obou ¢astech dohro-
mady trvd opét O(N) a vzniknou tim ¢asti dlouhé nejvyse N/4. Zanotime-li
se v rekurzi do hloubky k, pracujeme s ¢astmi dlouhymi nejvyse N/2%, které
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dohromady daji nejvyse N (vSechny ¢asti dohromady daji prvky vstupni po-
sloupnosti bez téch, které jsme si uz zvolili jako pivoty). V hloubce [log, N]
uz jsou vSechny ¢asti nejvyse jednoprvkové, takze se rekurze zastavi. Celkem
tedy méame [log, N hladin (hloubek) a na kazdé z nich travime linedrni ¢as,
dohromady O(N log N).

V tomto dikazu jsme se ale dopustili jednoho podvodu: Zapomnéli jsme
na to, ze také musime medidn umét najit. Jak z této neptijemné situace ven?

® Naucit se pocitat medidn. Ale jak?

® Spokojit se se ,lZimedidnem“: Kdybychom si misto medidnu vybrali
libovolny prvek, ktery bude v setfidéné posloupnosti ,,v prostiedni
poloving“ (¢ili alesponi ¢tvrtina prvka bude vétsi a alespori ¢tvrtina
mensi nez on), ziskdme také slozitost O(N log N), nebot usek délky N
rozlozime na tseky, které budou mit délky nejvyse (1—1/4)- N, takze
na k-té hlading budou tseky délek nejvyse (1 — 1/4)% - N, ¢ili hla-
din bude maximalné log;_; 4, N = O(log N). Misto 1/4 by fungovala
i libovolna jin4 konstanta mezi nulou a jednickou, ale ani to nam
nepomuze k tomu, abychom uméli 1zimedian najit.

® Recyklovat pravidlo typu ,vezmi posledni prvek® a jen ho trochu vy-
lepsit. To bohuZel nebude fungovat, protoze pokud budeme pii vy-
béru pivota hledét jenom na konstantni pocet prvki, bude pomérné
snadné prijit na vstup, pro ktery toto pravidlo bude davat kvadra-
tickou slozitost, i kdyz obvykle ptijde dokazat, Ze takovych vstupu je
,malo“. [Také se tak ¢asto QS implementuje.]

e Volit pivota ndhodné ze vSech prvkid zkoumaného tseku. K néhod-
né volbé samoziejmé potfebujeme ndhodny generator a s témi je to
svizelné, ale zkusme na chvili véfit, ze jeden takovy mame nebo ale-
spon ze mame néco s podobnymi vlastnostmi. Jak ndm to pomiize?
Nahodné zvoleny pivot nebude sice pfesné uprostied, ale s pravdépo-
dobnosti 1/2 to bude 1zimedian, takZe po primérné dvou hladinach
se ke 1zimedidnu dopracujeme (rozmyslete si, proé, nebo nahlédnéte
do seridlu o pravdépodobnostnich algoritmech v 16. ro¢niku). Proto
Casova slozitost takovéhoto randomizovaného QS bude v pruméru 2-
krat vétsi, nez 1zimedidnového QS, ¢ili v primeéru také O(N log N).
Jednoduse Feéeno, zatimco fixni pravidlo ndm dalo dobry ¢as pro
prumeérny vstup, ale existovaly vstupy, na kterych bylo pomalé, ran-
domizovani nam dava dobry prumérny ¢as pro vSechny mozné vstupy.

Hledani k-tého nejmensiho prvku

Nad QuickSortem jsme zvitézili, ale soucasné jsme p¥i tom zjistili, Ze neu-
mime rychle najit median. To tak nemutzeme nechat, a proto rovnou zkusime
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vyFesit obecnéjsi problém: najit k-t nejmensi prvek (medidn dostdvéame pro
k= [N/2]).

Prvni feSeni této tlohy se nabizi samo. Nacteme posloupnost do pole, prv-
ky pole setfidime néjakym rychlym algoritmem a kyzeny k-ty nejmensi prvek
nalezneme na k-té pozici v nyni jiz setifidéném poli. Ma to vSak jeden hacek.
Pokud prvky, které mame na vstupu, umime pouze porovnat, pak nedosdhne-
me lepsi éasové slozitosti (a to ani v primérném pfipadé) nez O(Nlog N) —
rychleji prosté t¥idit nelze, dikaz muzete najit naptiklad v tfidici kuchafce.

O néco rychlejsi feseni je zalozeno na vySe zminéném algoritmu QuickSort
(Gasto se mu proto Fikd QuickSelect). Opét si vybereme pivota a posloupnost
rozdélime na prvky mensi nez pivot, pivota a prvky vétsi nez pivot (pro jedno-
duchost budeme ptedpokladat, ze zddné dva prvky posloupnosti nejsou stejné).
Pokud se pivot naléza na k-té pozici, je to hledany k-ty nejmensi prvek posloup-
nosti, protoze pravé k — 1 prvki je mensich. Zbyvaji dva pripady, kdy tomu
tak neni. PakliZze je pozice pivota v posloupnosti vétsi nez k, pak se hledany
prvek naléza nalevo od pivota a postaci rekurzivné najit k-ty nejmensi prvek
mezi prvky nalevo. V opac¢ném pripadé, kdy je pozice pivota mensi nez k, je
hledany prvek v posloupnosti napravo od pivota. Mezi témito prvky vSak nebu-
deme hledat k-ty nejmensi prvek, ale (k — p)-ty nejmensi prvek, kde p je pozice
pivota v posloupnosti.

Casovou slozitost rozebereme podobné jako u QuickSortu. Nesikovna volba
pivota dava opét v nejhorsim pripadé kvadratickou slozitost. Pokud bychom
naopak volili za pivota medidn, budeme nejprve prerovnavat N prvkd, pak
jich zbude nejvyse N/2, pak nejvyse N/4 atd., coZ dohromady déva slozitost
O(N+N/24 N/4+...41) = O(N). Pro 1zimedian dostaneme rovnéz linedrni
slozitost a opét stejné jako u QS mutzeme nahlédnout, Ze ndhodnou volbou
pivota dostaneme v prameéru stejny cas jako se lzimedianem.

Program bude velmi jednoduchy, vyuzijeme-li prerovnavaci proceduru od
QS:

function kty(var a:Pole; 1,r,k:Integer):Integer;

var x,z:Integer;

begin
x:=prer(a,l,r); {pferovnej, x je pozice pivota}
z:=x-1+1; {pozice pivota vzhledem k [1..rl}
if k=z then
kty:=alx] {k-tjy nejmensi je pivot}
else if k<z then
kty:=kty(a,1l,x-1,k) {k-tj nejmensi je nalevol}
else
kty:=kty(a,x+1,r ,k-z); {napravo}
end;
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k-ty nejmensi podruhé, tentokrat linearné a bez nahody

Existuje vSak algoritmus, ktery fesi nasi tilohu linearné, a to i v nejhorsim
pfipadé. Je zaloZeny na dabelském triku: zvolit vhodného pivota (jak ukdzeme,
bude to jeden ze lZzimediadnt) rekurzivnim voldnim téhoz algoritmu. Zafidime
to takto:

® Pokud jsme dostali méné nez 6 prvkl, pouzijeme néjaky trividlni
algoritmus, napriklad si posloupnost setfidime a vratime k-ty prvek
setfidéné posloupnosti.

® Rozdélime prvky posloupnosti na pétice; pokud neni pocet prvku
délitelny péti, posledni pétici nechdme nekompletni.

® Spocitame median kazdé pétice. To muzeme provést napriklad rekur-
zivnim zavolanim celého naseho algoritmu, ¢ili v disledku tfidénim.
(Také bychom si mohli pro 5 prvka zkonstruovat rozhodovaci strom
s nejmensim moznym poctem porovnani, coz je rychlejsi, ale jednak
pouze konstanta-krat, jednak je to daleko pracnéjsi.)

e Mame tedy N/5 medidnt. V nich rekurzivné najdeme medidn m
(oznac¢ime medidny pétic za novou posloupnost a na ni za¢neme opét
od prvniho bodu).

® Pferovname vstupni posloupnost po quicksortovsku a jako pivota po-
uzijeme prvek m. Po pferovnani je pivot, podobné jako v predchozim
algoritmu, na (z 4+ 1)-ni pozici v posloupnosti, kde z je podet prvka
s mensi hodnotou, nez ma pivot.

e Opét, podobné jako u predchoziho algoritmu, pokud je k = z+1, pak
je praveé pivot m k-tym nejmensim prvkem posloupnosti. V pfipadé,
ze tomu tak neni a k < z + 1, budeme hledat k-ty nejmensi prvek
mezi prvnimi z ¢leny posloupnosti, v opa¢ném ptipadé, kdy k > z+1,
budeme hledat (k—z+1)-ni nejmensi prvek mezi poslednimin — z — 1
prvky.

Receno s panem Pascalem:

{pferovnavaci funkce, kterd dostane hodnotu pivota jako parametr }
function prerp(var a:Pole;

1,r,m:Integer) :Integer;
var q,p:Integer;

begin {nalezneme pozici pivota}
p:=1;
while a[p]<>m do

inc(p);
q:=alpl; alpl:=alr]l; alr]l:=q; {pivota prohodime s poslednim prvkem}
prerp := prer(a,l,r); {a zavoléame pivodni pferovnavaci fcil}
end;

{hledéni k-tého nejmensiho prvku z a[l..r]}

43



Korespondenéni seminafr z programovani MFF 2008/2009
function kth(var a:Pole; 1,r,k:Integer):Integer;
var medp:Pole; {pole pro mediany pétic}
i,j,q,x,pocet,m,z:Integer;
begin
pocet:=r-1+1; {s kolika prvky pracujemel}
if pocet<=1 then {pouze jeden prvek?}
kth:=a[l] {vysledek nemiZe byt jinyl}
else if pocet<6 then begin {méné& nez 6 prvki}
QuickSort(a,l,r);
kth:=a[l+k-1];
end
else begin {mnoho prvkid, jde to tuhého}
{rozd&lime prvky do pétic}
q:=1; {zatim méme jednu pétici}
i:=1; {levy okraj prvni pétice}
ji=i+4; {pravy okraj prvni pé&tice}
while j<=r do begin {prochazime celé péticel}
QuickSort(a,i,j);
medp[q] :=a[i+2]; {median p&tice}
Inc(q); {zvys pocet pétic}
Inc(i,5); {nastav levy okraj pé&tice}
Inc(j,5); {nastav pravy okraj péticel}
end;

{pfipadnou neiplnou pétici miZeme ignorovat}
m:=kth(medp,1,9-1,q div 2); {najdeme median mediand pétic}
x:=prer(a,l,r,m); {pterovnej a zjisti, kde skon&il pivot}
z:1=x-1+1; {pozice vzhledem k [1..r]}
if k=z then

kth:=m {k-ty nejmen3i je pivot}
else if k<z then
kth:=kth(a,1l,x-1,k) {k-ty nejmensi nalevo}
else
kth:=kth(a,x+1,r,k-2z); {napravo}
end;
end;

Zbyva dokazat, Ze tato dvojita rekurze ma slibenou linearni slozitost. Zkus-
me se proto podivat, kolik prvkt posloupnosti po pferovnani je vétsich nez pr-
vek m. Vsech pétic je N/5 a alesporii polovina z nich (tedy N/10) ma medidn
mensi nez m. V kazdé takové pétici pak navic najdeme dva prvky mensi nez
medidn pétice, takze celkem existuje alesponlt 3/10 - N prvka mensich nez m.
Vétsich tedy mtize byt maximalné 7/10 - N. Symetricky ukdzeme, Ze i mensich

prvk mtze byt nejvyse 7/10- N.

Rozdéleni na pétice, hleddni medianti pétic a pferovnavani trva linearne,
tedy nejvyse c¢N kroku pro néjakou konstantu ¢ > 0. Pak uz algoritmus pouze
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dvakrat rekurzivné vold sam sebe: nejprve pro N/5 medidnt pétic, pak pro
< 7/10- N prvki pied/za pivotem. Pro celkovou ¢asovou slozitost (V) naseho
algoritmu tedy plati:

t(N) < eN + t(N/5) + t(7/10 - N).

Nyni zbyva tuto rekurzivni nerovnici vyresit, coz provedeme drobnym tisko-
kem: uhodneme, Ze vysledkem bude linedrni funkce, tedy ze t(N) = dN pro
néjaké d > 0. Dostaneme:

AN < (¢+1/5-d+7/10-d)- N.

To plati napf. pro d = 10¢, takze opravdu t(N) = O(N).
Nasobeni dlouhych cisel

Dalsim péknym prikladem na rozdélovani a panovani je nasobeni dlouhych
¢isel — tak dlouhych, ze se uz nevejdou do integeru, takze s nimi musime pocitat
po d&islicich (at uz v jakékoliv soustavé — ted zvolime desitkovou, ¢asto se hodi
tieba 256-kova). Klasickym ,8kolnim“ algoritmem pro nésobeni na papife to
zvlddneme na kvadraticky pocet operaci, zde si pfedvedeme efektivnéjsi zpisob.

Libovolné 2N-ciferné &islo muzeme zapsat jako 10V A+ B, kde A a B jsou
N-cifern. Soucin dvou takovych éisel pak bude (10VA + B) - (10¥C + D) =
= (102N AC+10"Y (AD+ BC)+ BD). S¢itat dokazeme v linedrnim ¢ase, nasobit
mocninou deseti také (dopiSeme pfislusny pocet nul na konec ¢isla), N-cifernd
¢isla budeme nésobit rekurzivnim zavolanim téhoz algoritmu. Pro ¢asovou slo-
Zitost tedy bude platit ¢(N) = ¢N +4¢(N/2). Nyni tuto rovnici miizeme snadno
vyfesit, ale ani to délat nebudeme, nebot nam vyjde, ze t(IN) ~ N2, ¢ili jsme
si oproti ptivodnimu algoritmu viitbec nepomohli.

Ptijde trik. Misto ¢tyf nasobeni ¢isel polovi¢ni délky nam budou stacit
jen tfi: spo¢teme AC, BD a (A+ B)-(C + D) = AC + AD + BC + BD,
pfi¢emz pokud od posledniho souéinu odeéteme AC a BD, dostaneme piesné
AD+ BC, které jsme pfedtim pocitali dvéma nasobenimi. Casova sloZitost nyni
bude t(N) = ¢ N +3¢(N/2). (Konstanta ¢’ je o néco vétsi nez ¢, protoze pfibylo
s¢itani a odcitani, ale stale je to konstanta. My si ovSsem zvolime jednotku ¢asu
tak, aby bylo ¢ = 1, a uSetfime si tak spoustu psani.)

Jak nasi rovnici vytresime? Zkusime ji dosadit do sebe samé a pozorovat,
co se bude dit:

t(N) = N +3(N/2 + 3t(N/4)) =
=N +3/2-N+9t(N/4) =
=N+3/2-N+9/4-N+27t(N/8)=... =
=N +3/2-N+...+31/2k"1. N 4 3F¢(N/2).
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Pokud zvolime k = log, N, vyjde N/2F = 1, ¢ili ¢(N/2%) = t(1) = d, kde d je
néjaké konstanta. To znamena, ze:

t(N)=N-(1+3/24+9/4+ ...+ (3/2)" 1) + 3"d.

Vyraz v zavorce je soucet prvnich k ¢leni geometrické fady s kvocientem 3/2,
éili ((3/2)F —1)/(3/2 —1) = O((3/2)%). Tato funkce vsak roste pomaleji nez
zbyly ¢len 3%d, takze ji klidné muZeme zanedbat a zabyvat se pouze onim
poslednim Elenem: 3F = 92Floga 3 — glogy n-logy 3 — (210g2n)10g2 3 — plogz3 o n1.58
Konstanta d se nam ,schova do O-cka“, takze algoritmus ma ¢asovou slozitost
piiblizné O(n!-5®). Existuji i rychlej§i algoritmy se slozitosti az O(nlogn), ale

v

Program si pro dnesek odpustime, Setiimet nase lesy.

Poznamky na ubrousku aneb Rozmyslete si

e Pfi hledani k-tého nejmensiho prvku jsme predpokladali, Ze vSechny
prvky jsou rtzné. Prohlédnéte si algoritmy pozorné a rozmyslete si,
Ze budou fungovat i bez toho. Opravdu?

® Proc jsme zvolili zrovna pétice? Jak by to dopadlo pro trojice? A jak
pro sedmice? Fungoval by takovy algoritmus? Byl by také linedrni?

® Ve vypoctu t(N) jsme si nedali pozor na netplné pétice a také jsme
predpokladali, ze pétic je sudy pocet. Ono se totiz nic zlého nemuze
stat. Jak se to snadno nahlédne? Pro¢ nestaci na za¢atku doplnit
vstup ,,nekoneény“ na délku, kterd je mocninou deseti?

e Kdybychom neuhodli, Ze ¢(N) je linedrni, jak by se na to dalo pFijit?

e Jesté jednou QS: Predstavte si, ze budujete bindrni vyhleddvaci strom
(viz kuchaika v 5. sérii minulého ro¢niku) vkladanim prvki v nadhod-
ném poradi. Obecné nemusi byt vyvazeny, ale v pruméru v ném pujde
vyhledavat v ¢ase O(log N). Zadny div: Stromy, které ndm vzniknou,
odpovidaji presné moznym prubéhim QuickSortu.

20-3-K Kucharka tfeti série — grafy

V dnesnim dilu kucharky si zavedeme zékladni pojmy z teorie grafi a uka-
zeme si, jak FeSit problém nalezeni minimélni kostry grafu. Také si popiSeme
datovou strukturu Disjoint-Find-Union (jeji ndzev je ¢asto zkracovan na DFU),
kterou sikovné pouZijeme pravé na feseni tohoto problému.

Grafy

Neorientovany graf je urfen mnozinou vrcholi V' a mnozinou hran F,
pri¢em?Z hrany jsou neusporddané dvojice vrcholi. Hrana e = {x,y} spojuje
vrcholy x a y. Vétsinou pozadujeme, aby hrany nespojovaly vrchol se sebou sa-
mym (takovym hrandm fkdme smycky) a aby mezi dvéma vrcholy nevedla vice
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nez jedna hrana (pokud toto neplati, mluvime o multigrafech). Neorientovany
graf vétsinou zobrazujeme jako body pospojované ¢arami.

Neorientovany graf a jeho kostra; multigraf

Podgrafem grafu G rozumime graf G, ktery vznikl z grafu G vynechdnim
nékterych (a nebo zadnych) hran a vrchold.

Casto nas zajima, zda se da z vrcholu z dojit po hranich do vrcholu y.
Ovsem slovo ,dojit* by mohlo byt trochu zavadéjici, proto si zavedeme par
pojmit:

® sled budeme fikat takové posloupnosti vrcholt a hran tvaru

V1, €1,V2,€2,...,En_1,Un, Z& €; = {v;,v;4+1} pro kazdé i. Sled je tedy
néjaka prochéazka po grafu. Délku sledu méfime poc¢tem hran v této
posloupnosti.

® tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy e; # e; pro i # j.
® cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, ¢ili v; # v; pro @ # j.
Vsimnéte si, ze se nemohou opakovat ani hrany.

Lehce nahlédneme, zZe pokud existuje sled z vrcholu z do y (v = z, v, = y),
pak také existuje cesta z vrcholu z do vrcholu y: Kazdy sled, ktery neni cestou,
obsahuje néjaky vrchol u dvakrat, necht u = v; = v;, 7 < j. Z takového sledu ale
mizeme vypustit posloupnost e;, vit1,...,€;-1,v; a dostat také sled spojujici
v1 a v,, Ktery je urcité kratsi nez puvodni sled. Tak mtizeme po konecném
poctu uprav dospét az ke sledu, ktery neobsahuje zadny vrchol dvakrat, tedy
k cesté.

Kruznici nazyvame cestu délky alesponi 3, ve které oproti definici plati
v1 = vy,. Nékdy se na cesty, tahy a kruznice v grafu také divame jako na pod-
grafy, které ziskame tak, Ze z grafu vypustime vSechny ostatni vrcholy a hrany.

Jesté si ukdzeme, ze pokud existuje cesta z vrcholu a do vrcholu b a z vrcho-
lu b do vrcholu ¢, pak také existuje cesta z vrcholu a do vrcholu c. To vyplyva
z faktu, ze existuje sled z vrcholu a do vrcholu ¢, ktery mizeme dostat napti-
klad tak, Ze spojime za sebe cesty z a do b a z b do ¢. A jak jsme si ukézali,
kdyz existuje sled z a do ¢, existuje i cesta z a do c.

V mnoha grafech (naptiklad v téch na predchozim obrazku) je kazdy vrchol
dosazitelny cestou z kazdého. Takovym grafim budeme fikat souvislé. Pokud
je graf nesouvisly, miazeme ho rozlozit na c¢asti, které jiz souvislé jsou a mezi
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kterymi nevedou zadné dalsi hrany. Takové podgrafy nazyvame komponentami
souvislosti.

Ted se podivejme na par grafi z piirody: Strom je souvisly graf, ktery ne-
obsahuje kruznici. List je vrchol, ze kterého vede pouze jedna hrana. Ukazeme,
ze kazdy strom s alesponi dvéma vrcholy ma nejméné dva listy. Pro¢ to? Staci
si najit nejdelsi cestu (pokud je takovych cest vice, zvolime libovolnou z nich).
Oba koncové vrcholy této cesty museji byt nutné listy: kdyby z nékterého z nich
vedla hrana, musela by vést do vrcholu, ktery na cesté jesté nelezi (jinak by
ve stromu byla kruznice), ale o takovou hranu bychom cestu mohli prodlouzit,
takze by ptvodni cesta nebyla nejdelsi.

Grafim bez kruznic budeme obecné fikat lesy, jelikoz kazda komponenta
souvislosti takového grafu je strom.

N

Les, jak ho vidi matematici

Neékdy se hodi jeden z vrcholi stromu prohlasit za koten, ¢imz jsme si
v kazdém vrcholu ur¢ili smér nahoru (ke kofeni — je to zvlastni, ale informatici
obvykle kresli stromy kofenem vzhiru) a doltt (od kofene). Souseda vrcholu
smérem nahoru pak nazyvame jeho otcem, sousedy smérem doli jeho syny.

Jesté se ndm bude hodit nahlédnout, ze strom s n vrcholy mé pravé n — 1
hran: Budeme postupovat matematickou indukci podle poctu vrcholtu stromu.
Strom s jednim vrcholem neobsahuje zddnou hranu. Pokud mame strom s n > 1
vrcholy, vezméme libovolny jeho list a odeberme ho ze stromu. Tim ziskame
opé&t strom (souvislost jsme porusit nemohli a kruZnici jsme také nevytvorili)
a jeho pocet vrcholia je o 1 mensi. Podle indukéniho predpokladu mé o jednu
hranu méné nez vrcholu. Nyni list ,,pfilepime* zpét, ¢imz zvysime pocet vrcholi
i hran o 1, a tvrzeni stale plati.

A nyni k slibovanym kostram. Mé&jme néjaky souvisly graf. Jeho kostrou
nazveme libovolny podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy a nejmensi pocet
hran takovy, aby kazdé dva vrcholy byly spojeny néjakou cestou. Vsimnéte si,
Ze kostra musi byt sama souvisld a navic neobsahuje zddnou kruznici (jinak
bychom mohli libovolnou hranu lezici na kruznici z kostry beze skody ode-
brat, ¢imz bychom ziskali mensi kostru, a to nam definice zakazuje.) Cili kazd4
kostra je strom. Na prvnim obrazku je kostra levého grafu zndzornéna silnymi
hranami.

Pokud kaZdou hranu grafu ohodnotime néjakou wvahou, coZ v naSem pii-
padé bude vzdy kladné ¢islo, dostaneme ohodnoceny graf. V takovych grafech
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pak obvykle hledame mezi vSemi kostrami kostru minimdini, coz je takova, pro
kterou je soucet vah jejich hran nejmensi mozny. Graf mize mit vice miniméal-
nich koster — napriklad jestlize jsou vSechny vahy hran jednicky, vSechny kostry
maji stejnou vdhu n — 1 (kde n je podet vrcholt grafu), a tedy jsou vSechny
minimélni. Pokud si graf pfedstavime jako mésta spojend silnicemi, problém
nalezeni minimalni kostry mtzeme vidét nasledovné: Chceme urcit silnice, kte-
ré se budou v zimé udrzovat sjizdné tak, aby soucet délek silnic, které je t¥eba
udrzovat, byl co nejmensi mozny a zaroven se stale bylo mozné prepravit mezi
kazdymi dvéma mésty.

Algoritmus pro hledani minimalni kostry

Algoritmus na hledani miniméalni kostry, ktery si pfedvedeme, je typickou
ukézkou tzv. hladového algoritmu. Nejprve setfidime hrany vzestupné podle je-
jich vahy. Kostru budeme postupné vytvaret pfidavanim hran od té s nejmensi
vahou tak, ze hranu do kostry pfiddme prévé tehdy, pokud spojuje dvé (proza-
tim) rtizné komponenty souvislosti vytvoreného podgrafu. Jinak fedeno, hranu
do vytvarené kostry pfidame, pokud v ni zatim neexistuje cesta mezi vrcholy,
které zkoumana hrana spojuje.

Je zfejmé, ze timto postupem ziskame kostru, tj. acyklicky podgraf grafu,
ktery je souvisly (pokud vstupni graf je souvisly, coz mlcky predpokladame).
Nez si ukdzeme, Ze nalezend kostra je opravdu minimélni, podivejme se na c¢a-
sovou slozitost naseho algoritmu: Pokud vstupni graf ma N vrcholt a M hran,
tak ivodni setfidéni hran vyzaduje ¢as O(M log M) (pouzijeme néktery z rych-
Iych t¥idicich algoritmi popsanych v jednom z minulych dilt kuchatrky) a poté
se pokusime pridat kazdou z M hran. V druhé ¢asti kucharky si ukdzeme da-
tovou strukturu, s jejiz pomoci bude M testl toho, zda mezi dvéma vrcholy
vede hrana, trvat nejvyse O(M log M). Celkova ¢asové slozitost naseho algorit-
mu je tedy O(M log N) (vimnéte si, ze log M < log N? = 2log N). Pamétfova
slozitost je linedrni vzhledem k poétu hran, tj. O(M).

Dukaz spravnosti hladového algoritmu

Zbyva dokézat, Ze nalezend kostra vstupniho grafu je minimélni. Bez Gjmy
na obecnosti muzeme predpokladat, ze vahy vSech hran grafu jsou navzajem
ruzné: Pokud tomu tak neni jiz na zac¢atku, pricteme k nékterym z hran, jejichz
vahy jsou duplicitni, velmi mala kladna cela ¢isla tak, aby poradi hran nalezené
nasim tfidicim algoritmem ziistalo zachovano. Tim se kostra nalezend hladovym
algoritmem nezméni a pokud bude tato kostra minimalni s modifikovanymi
vahami, bude minimalni i pro puvodni zadéani.

Oznacme si nyni T, kostru nalezenou hladovym algoritmem a Tiyin né-
jakou minimalni kostru. Co by se stalo, kdyby byly rtzné? Vime, Ze vSechny
kostry maji stejny pocet hran, takze musi existovat alespon jedna hrana e, kte-
rd je v Thig, ale neni v Tiin. Ze vSech takovych hran si vyberme tu, kterd mé
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nejmensi vahu, tedy kterou algoritmus pridal jako prvni. Kdyz se podivame
na stav algoritmu tésné pred pridanim e, vidime, ze sestrojil néjakou ¢astecnou
kostru F', kterd je jesté soucdsti jak Trin, tak Taig.

Pridejme nyni hranu e ke kostie Tiyi,. Tim vznikl podgraf vstupniho grafu,
ktery zjevné obsahuje néjakou kruznici C' — uz pied pfiddnim hrany e totiz Tiin
byla souvisla. Protoze kostra T, neobsahuje zadnou kruznici, na kruznici C
musi byt alespon jeda hrana e’, kterd neni v Tyig.

Vsimnéme si, ze hranu e’ nemohl algoritmus zpracovat pred hranou e:
hrana e’ neleZi v Ty, na zadném cyklu, takZe tim spis netvoii cyklus v F,
a kdyby ji algoritmus zpracoval, musel by ji pfidat do F', coz, jak vime, neucinil.
Z toho plyne, ze véha hrany e’ je vétsi nez vaha hrany e. KdyZz nyni z kostry Tiin
odebereme hranu e’ a pfiddme misto ni hranu e, musime opét dostat souvisly
podgraf (e a €’ preci lezely na spoleéné kruznici), tudiz kostru vstupniho grafu.
Jenze tato kostra mé celkové mensi vahu nez minimélni kostra T,i,, coz neni
mozné. Tim jsme dosli ke sporu, a proto Tinin a Tale nemohou byt riizné.

Disjoint-Find-Union

Datova struktura DFU slouzi k udrzovani rozkladu mnoziny na nékolik
disjunktnich podmnozin (éili takovych, ze zddné dvé nemaji spole¢ny prvek).
To znamend, Ze pomoci této struktury muazeme pro kazdé dva z ulozenych
prvki Fici, zda patii ¢i nepatii do stejné podmnoziny rozkladu.

V algoritmu hledani minimélni kostry budou prvky v DFU vrcholy zada-
ného grafu a budou nélezet do stejné podmnoziny rozkladu, pokud mezi nimi
v jiz vytvorené c¢asti kostry existuje cesta. Jinymi slovy podmnoziny v DFU
budou odpovidat komponentam souvislosti vytvarené kostry.

S reprezentovanym rozkladem umoznuje datova struktura DFU provadét
nasledujici dvé operace:

e find: Test, zda dva prvky lezi ve stejné podmnoziné rozkladu. Tato
operace bude v pfipadé naseho algoritmu odpovidat testu, zda dva
vrcholy lezi ve stejné komponenté souvislosti.

® union: Slouc¢eni dvou podmnozin do jedné. Tuto operaci v nasem al-
goritmu na hledani kostry provedeme vzdy, kdyz do vytvarené kostry
pridame hranu (tehdy spojime dvé rizné komponenty souvislosti do-
hromady).

Povézme si nejprve, jak budeme jednotlivé podmnoziny reprezentovat. Prv-
ky obsazené v jedné podmnoziné budou tvofit zakofenény strom. V tomto stro-
mé vSak povedou ukazatele (trochu nezvykle) od list ke kofeni. Operaci find
lze pak jednoduse implementovat tak, Ze pro oba zadané prvky nejprve nalez-
neme kofeny jejich stromi. Jsou-li tyto kofeny stejné, jsou prvky ve stejném
stromé, a tedy i ve stejné podmnoziné rozkladu. Naopak, jsou-li rtizné, jsou
zadané prvky v rtznych stromech, a tedy jsou i v rtiznych podmnozinach re-
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prezentovaného rozkladu. Operaci union provedeme tak, ze mezi kofeny stromu
reprezentujicich slu¢ované podmnoziny pridame ukazatel a tim tyto dva stromy
spojime dohromady.

Implementace dvou vysSe popsanych operaci, jak jsme se ji pravé popsali,
nasleduje. Pro jednoduchost mnozina, jejiz rozklad reprezentujeme, bude mno-
zina ¢isel od 1 do N. Rodice jednotlivych vrcholt stromu si pak pamatujeme
v poli parent, kde 0 znamend, ze prvek rodice nem4, tj. ze je kofenem svého
stromu. Funkce root(v) vrati kofen stromu, ktery obsahuje prvek v.

var parent:array[1l..N] of integer;

procedure init;
var i:integer;
begin
for i:=1 to N do parent[i]:=0;
end;

function root(v: integer):integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else root:=root(parent[v]);
end;

function find(v,w:integer) :boolean;
begin

find:=(root (v)=root(w));
end;

procedure union(v,w:integer);
begin

v:=root(v);

w:=root (w);

if v<>w then parent[v]:=w;
end;

S pravé predvedenou implementaci operaci find a union by se ale mohlo
stat, ze stromy odpovidajici podmnozindm budou vypadat jako ,hadi“ a pokud
budou obsahovat N prvkd, na nalezeni kofene bude potieba ¢as O(N).

Ke zrychleni prace DFU se pouzivaji dvé jednoduché vylepseni:

¢ union by rank: Kazdy prvek ma pfifazen rank. Na zacatku jsou ranky
vSech prvku rovny nule. Pfi provadéni operace union pripojime strom
s kofenem mensiho ranku ke kofeni stromu s vétsim rankem. Ranky
kofent stromti se v tomto pripadé neméni. Pokud kofeny obou stromt
maji stejny rank, pripojime je libovolné, ale rank korenu vysledného
stromu zvétsime o jedna.
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e path compression: Ve funkci root(v) pfepojime vSechny prvky na
cesté od prvku v ke kofeni rovnou na kofen, tj. zménime jejich rodice
na kofen daného stromu.

Nez si obé metody blize rozebereme, podivejme se, jak se zméni implemen-
tace funkci root a union:

var parent:array[1l..N] of integer;
rank:array[1..N] of integer;

procedure init;
var i:integer;

begin
for i:=1 to N do
begin
parent[i] :=0;
rank[i] :=0;
end;
end;

{zmena kvuli path compression}
function root(v: integer):integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else begin
parent [v] :=root (parent [v]) ;
root:=parent [v];
end;
end;

{stejna jako minule}
function find(v,w:integer) :boolean;
begin
find:=(root (v)=root(w));
end;

{zmena kvuli union by rank}
procedure union(v,w:integer);
begin
v:i=root(v);
w:=root(w);
if v=w then exit;
if rank[v]=rank[w] then
begin
parent [v] :=w;
rank [w] :=rank[w]+1;
end
else
if rank[v]<rank[w] then
parent [v] :=w
else
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parent [w] :=v;
end;

Zaméfme se nyni blize na metodu union by rank. Nejprve uc¢inime nasledu-
jici pozorovani: Pokud je prvek v s rankem r kofenem stromu v datové strukture
DFU, pak tento strom obsahuje alespon 2" prvki. Nase pozorovani dokazeme
indukei podle 7. Pro r = 0 tvrzeni zfejmé plati. Necht tedy r > 0. V okamziku,
kdy se rank prvku v méni z r — 1 na r, slucujeme dva stromy, jejichz kofeny
maji rank r — 1. Kazdy z téchto dvou stromti mé dle indukéniho pfedpokladu
alespoit 2”1 prvki, a tedy vysledny strom mé alespoti 2" prvkd, jak jsme po-
zadovali. Z naseho pozorovani ihned plyne, Ze rank kazdého prvku je nejvyse
logy N a prvki s rankem 7 je nejvyse N/2" (v§imnéme si, ze rank prvku v DFU
se neméni po okamziku, kdy dany prvek piestane byt kofen néjakého stromu).

Kdyz tedy provadime jen union by rank, je hloubka kazdého stromu v DFU
rovna ranku jeho korene, protoze rank korene se méni pravé tehdy, kdyz zvét-
Sujeme hloubku stromu o jedna. A protoze rank kazdého prvku je nanejvys
logy N, hloubka kazdého stromu v DFU je také nanejvys log, N. Potom ale
procedura root spotfebuje ¢as nejvyse O(log N), a tedy operace find a union
stihneme v ¢ase O(log N).

Amortizovana Casova sloZitost

Abychom mohli pokracovat dale, musime si vysvétlit, co je amortizovand
¢asova slozitost. Rekneme, Ze néjaka operace pracuje v amortizovaném case
O(t), pakliZe provedeni libovolnych k takovych operaci trva nejvyse O(kt). P¥i-
tom provedeni kterékoliv konkrétni z nich mize vyzadovat ¢as vétsi. Tento vétsi
Cas je pak v souctu kompenzovan kratsim casem, ktery spotfebovaly nékteré
predchozi operace.

Nejdiive si predvedme tento pojem na jednoduchém piikladé. Reknéme,
7Ze mame Cislo zapsané ve dvojkové soustavé. Pricist k tomuto ¢islu jednicku
jist& netrva konstantni ¢as, nebot zilezi na tom, kolik jednic¢ek se vyskytuje na
konci zadaného ¢isla. Pokud se nam ale povede ukazat, ze N priceni jednicky
k &islu, které je na poéatku nula, zabere ¢as O(N), pak muiZeme Fici, ze kazdé
takové pri¢teni trvalo amortizované O(1).

Jak tedy ukédZzeme, ze N pfic¢teni jednicky k ¢islu zabere ¢as O(N)? Pouzi-
jeme k tomu ,,penizkovou metodu“. Kazda operace nas bude stat jeden penizek
a pokud jich na N operaci pouzijeme jen O(N), bude tvrzeni dokdzano. Kazdé
jednicce, kterou chceme pricist, ddme dva penizky. V pribéhu celého pficita-
ni bude platit, Ze kazda jednicka ve dvojkovém zapisu ¢isla mé jeden penizek
(kdyz za¢neme jednicky pficitat k nule, tuto podminku splnime). Pfi¢itani bude
probihat tak, Ze pri¢itand jednicka se ,,podiva“ na nejnizsi bit (tj. ve dvojkovém
zapise na posledni cifru) zadaného ¢isla (to ji stoji jeden penizek). Pokud je to
nula, zméni ji na jednicku a da ji sviij zbyly penizek. Pokud to je jednicka, vez-
me si pri¢itana jednicka jeji penizek (¢ili uz mé zase dva), zméni zkoumanou
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jednicku na nulu a pokracuje u dalsiho bitu, atd. Takto splnime podminku,
ze kazda jednicka v dvojkovém zapisu c¢isla mé jeden penizek. Tedy N pri-
¢itani nas stoji 2N penizkd. Protoze pocet penizkidl utracenych béhem jedné
operace je umérny spotfebovanému casu, vidime, ze vSech N pri¢teni probéh-
ne v ¢ase O(N). Neni tézké si uvédomit, ze pficteni nékterych jednicek miize
trvat az O(log N), ale amortizovand ¢asova slozitost pficteni jedné jednicky je
konstantni.

Dokonéeni analyzy DFU

Pokud bychom provadéli pouze path compression a nikoliv union by rank,
dalo by se dokazat, ze kazd4 z operaci find a union vyzaduje amortizované ¢as
O(log N), kde N je poéet prvki. Toto tvrzeni nebudeme dokazovat, protoze tim
bychom si nijak oproti samotnému union by rank nepomohli. Pro¢ tedy vlastné
hovofime o obou vylepSenich? Inu proto, ze pfi pouziti obou metod soucasné
dosdhneme mnohem lepsiho amortizovaného ¢asu O(«(N)) na jednu opera-
ci find nebo union, kde a(N) je inverzni Ackermannova funkce. Jeji definici
miizete nalézt na konci kuchatky, zde jen poznamenejme, ze hodnota inverzni
Ackermannovy funkce «(N) je pro vSechny praktické hodnoty N nejvyse ¢tyfi.
Cili dosdhneme v podstaté amortizované konstantni ¢asovou slozitost na jednu
(libovolnou) operaci DFU.

Dokézat vySe zminény odhad ¢asové slozitosti funkci a(IV) je docela
@ tézké, my si zde pfedvedeme ponékud horsi, ale technicky vyrazné jed-
nodussi asovy odhad O((N + L)log* N), kde L je pocet provedenych operaci
find nebo union alog® N je tzv. iterovany logaritmus, jehoZ definice nésleduje.
Nejprve si definujeme funkci 2 7 k rekurzivnim pfedpisem:

270=1, 27k=2"0"1,

Mame tedy 2 71 =2,212=22=4,273=2%*=16,214 = 2! = 65536,
275 = 265936 atd. A kone¢né, iterovany logaritmus log* N é&isla N je nejmensi
prirozené ¢islo k takové, ze N < 2 1 k. Jina (ale ekvivalentni) definice itero-
vaného logaritmu je ta, Ze log™ N je nejmensi pocet, kolikrat musime ¢islo N
opakované zlogaritmovat, nez dostaneme hodnotu mensi nebo rovnu jedné.

Zbyva provést slibenou analyzu struktury DFU pii sou¢asném pouziti obou
metod union by rank a path compression. Prvky si rozdélime do skupin podle
jejich ranku: k-ta skupina prvka bude tvofena témi prvky, jejichz rank je mezi
(21 (k—1))+1a271 k. Napf. tfeti skupina obsahuje ty prvky, jejichz rank je
mezi 5 a 16. Prvky jsou tedy rozdéleny do 1 + log*log N = O(log® N) skupin.
Odhadnéme shora pocet prvki v k-té skupiné:

27k—27(k—1)

N N N 1
seiG—y+1 T 521 T 92101 ; 9
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< N 1= N
= 921(k—1) T 27k

Ted miizeme provést ¢asovou analyzu funkce root(v). Cas, ktery spotiebuje
funkce root(v), je piimo timérny délce cesty od prvku v ke kofeni stromu. Tato
cesta je pak nasledné rozpojena a vSechny prvky na ni jsou pfepojeny primo na
kofen stromu. Rozdélime rozpojené hrany této cesty na ty, které ,natctujeme*
tomuto volani funkce root(v), a ty, které zahrneme do faktoru O(N log™ N)
v dokazovaném ¢asovém odhadu. Do volani funkce root(v) zapo¢itdme ty hrany
cesty, které spojuji dva prvky, které jsou v ruznych skupinach. Takovych hran
je zfejmé nejvySe O(log* n) (vSimnéte si, Ze ranky prvkil na cesté z listu do
kofene tvofi rostouci posloupnost).

Uvazme prvek v v k-té skupiné, ktery jiz neni kofenem stromu. Pti kazdém
prepojeni rank rodi¢e prvku v vzroste. Tedy po 2 T k prepojenich je rodic¢
prvku v v (k + 1)-ni nebo vyssi skupiné. Pokud v je prvek v k-té skupiné, pak
hrana z néj na cesté do kofene nebude t¢tovana volani funkce root(v) nejvyse
(2 1 k)-krat. Protoze k-t4 skupina obsahuje nejvyse N/(2 1 k) prvkd, je pocet
takovych hran pro vSechny prvky této skupiny nejvySe N. A protoZe pocet
skupin je nejvyse O(log™ N), je celkovy pocet hran, které nejsou zapocitany
volanim funkce root(v), nejvyse O(N log* N). Protoze funkce root(v) je voldna
2L-krat, plyne ¢asovy odhad O((IV + L)log" N) z pravé dokdzanych tvrzeni.

Inverzni Ackermannova funkce «(N)

Ackermannovu funkci Ize definovat néasledujici konstrukei:
Ao(i) =i+1, Agga(i) = AL(i) pro k >0,
kde vyraz A} zastupuje slozeni i funkci A, napf. A1(3) = Ag(Ao(Ao(3))). Plati
tedy nasledujici rovnosti:
Ao(i) =i+1, Ay(i)=2i, Aq(i)=2"-4.

Jednoparametrovd Ackermannova funkce A(k) je pak rovna hodnoté Ag(2),
Gili A(2) = A2(2) = 8, A(3) = A3(2) = 21, A(4) = A4(2) ~ 2 1 2048 atd. ..
Hodnota inverzni Ackermannovy funkce a(N) je tedy nejmensi piirozené ¢islo k
takové, ze N < A(k) = Ai(2). Jak je vidét, ve vSech redlnych aplikacich plati,
7e a(N) < 4.

20-4-K Kucharka ¢tvrté série — halda a Dijsktruv algoritmus

V tomto dilu programéatorské kuchaiky si povime néco o hesovani. (V lite-
ratufe se také casto setkame s jinymi prepisy tohoto anglicko-ceského patvaru
(hashovani), ¢ vice ¢i méné zdafilymi pokusy se tomuto slovu zcela vyhnout
a misto ,he§“ pouzivat napiiklad termin asociativni pole.) Na he§ se mtZeme
divat jako na pole, které ale neindexujeme po sobé nasledujicimi prirozenymi
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¢isly, ale hodnotami néjakého jiného typu (Fetézci, velkymi €isly, apod.). Hod-
noté, kterou hes indexujeme, budeme rikat kli¢. K ¢emu nam takové pole miize
byt dobré?

e Aplikace typu slovnik — mame zadan seznam slov a jejich vyznami
a chceme k zadanému slovu rychle najit jeho vyznam. Vytvofime si
hes, kde klice budou slova a hodnoty jim prifazené budou preklady.

® Rozpoznéavéni klicovych slov (naptiklad v pfekladacich programova-
cich jazyki) — klice budou kli¢ovéa slova, hodnoty jim pfifazené v tom-
to prikladé moc vyznam nemaji, sta¢i nam védét, zda dané slovo
v hesi je.

® V néjaké malé ¢asti programu si u objektl, se kterymi pracujeme,
potifebujeme pamatovat néjakou informaci navic a nechceme kvuli
tomu do objektu pfidavat nové datové polozky (tfeba proto, aby nam
zbytetné nezabiraly pamét v ostatnich ¢astech programu). Klicem
hese budou pfislusné objekty.

e Potfebujeme najit v seznamu objekty, které jsou ,stejné* podle né-
jakého kritéria (napfiklad v seznamu osob ty, co se stejné jmenuji).
Kli¢em heSe je jméno. Postupné prochazime seznam a pro kazdou
polozku zjistujeme, zda uZ je v hesi uloZzena né&jaké osoba se stejnym
jménem. Pokud neni, aktualni polozku pridame do hese.

Pottebovali bychom tedy umét do hese pfidavat nové hodnoty, najit hod-

notu pro zadany kli¢ a pfipadné také umét z hese néjakou hodnotu smazat.

Samoziejmé pouzivat jako kli¢ libovolny typ, o kterém nic nevime (spe-
ciédlné ani to, co znamend, Ze dva objekty toho typu jsou stejné), dost dobie
nejde. Proto potifebujeme jesté hesovaci funkci — funkci, kterd objektu priradi
néjaké malé piirozené ¢islo 0 < z < K, kde K je velikost heSe (ta by méla od-
povidat poctu objekta N, které v ni chceme uchovavat; v praxi byva rozumné
udélat si he§ o velikosti zhruba K = 2N). Déale popsany postup funguje pro
libovolnou takovou funkci, nicméné aby také fungoval rychle, je potfeba, aby
hesovaci funkce byla dobfe zvolena. K tomu, co to znamend, si néco fekneme
nize, prozatim nam bude stacit predstava, ze tato funkce by méla rozdélovat
klice zhruba rovnomérné, tedy ze pravdépodobnost, ze dvéma klicim prifadi
stejnou hodnotu, by méla byt zhruba 1/K.

Idealni piipad by nastal, kdyby se ndm podafilo nalézt funkci, ktera by kaz-
dym dvéma kli¢im pfifazovala riznou hodnotu (i to se miZe podafit, pokud
mnozinu kli¢, které v hesi budou, zndme dopiedu — viz tfeba priklad s roz-
poznévénim kli¢ovych slov v prekladacich). Pak ndm staci pouZit jednoduché
pole velikosti K, jehoz prvky budou obsahovat jednak hodnotu klice, jednak
jemu prirazend data:

struct polozka_heSe

{
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int obsazeno;
typ_klice kli¢;
typ_hodnoty hodnota;
} hes[X];
A operace naprogramujeme ziejmym zpusobem:

void p¥idej (typ_klice k1lié&, typ_hodnoty hodnota)
{

unsigned index = heSovaci_funkce (klig);

// Kolize nejsou, €ili hes[index].obsazeno=0.
hes[index] .obsazeno = 1;

hes[index] .k1li¢ = klié&;

hes[index] .hodnota = hodnota;

}

int najdi (typ_kliée k1li&, typ_hodnoty *hodnota)
{

unsigned index = heSovaci_funkce (klig);

// Nic tu neni nebo je tu néco jiného.
if (!'he3[index].obsazeno ||
!stejny(k1li¢, hed[index].hodnota))
return 0O;

// Nasel jsem.
*hodnota = hes[index] .hodnota;
return 1;

}

Normaéalné samoziejmé takové Stésti mit nebudeme a vyskytnou se klice,
jimZ heSovaci funkce pfifadi stejnou hodnotu (¥iké se, Ze nastala kolize). Co
potom?

Jedno z TeSeni je zalozit si pro kazdou hodnotu hesovaci funkce seznam,
do kterého si ulozime vsechny prvky s touto hodnotou. Funkce pro vkladani
pak bude v pfipadé kolize prfidavat do seznamu, vyhleddvaci funkce si vzdy
spoc¢itd hodnotu hesovaci funkce a projde cely seznam pro tuto hodnotu. Tomu
se tika hesovdni se separovanymi Tetézci.

Jind moznost je v pfipadé kolize ulozit kolidujici hodnotu na prvni néasle-
dujici volné misto v poli (cyklicky, tj. dojdeme-li ke konci pole, pokrac¢ujeme
na zacatku). Samoziejmé pak musime i piislusné upravit hledani — snadno si
rozmyslime, Ze musime projit vSechny polozky od pozice, kterou ndm pora-
di heSovaci funkce, az po prvni nepouzitou polozku. Tento pristup se obvykle
nazyvé hesovdni se sristajicimi fetézci (protoze seznamy hodnot odpovidajici
riznym hodnotdm heSovaci funkce se nAm mohou spojit). Implementace pak
vypadéa takto:

void pf¥idej (typ_klige kli&,typ_hodnoty hodnota)
{
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unsigned index = heSovaci_funkce (klig);

while (hesZ[index].obsazeno)
{
index++;
if (index == K)
index = 0;

}

hes[index] .obsazeno = 1;
hes[index] .k1li¢ = klié&;
hes[index] .hodnota = hodnota;

}
int najdi (typ_kliée k1li&, typ_hodnoty *hodnota)
{

unsigned index = heSovaci_funkce (klig);

while (heZ[index].obsazeno)

{
if (stejny (k1i&, hes[index].k1ig)) o ,
{ w ' £ NAWE SOVANY
*hodnota = hes[index] .hodnota; 1 PRVEK
return 1;
}

VOLLA
Pouce

// N&co tu je,ale ne
// to, co hledam.
index++;

if (index == K)

index =

koLRE

}

// Nic tu neni.
return O;

}

Jaka je Casovéa slozitost tohoto postupu? V nejhorsim pripadé bude mit
vsech N objektt stejnou hodnotu hesovaci funkce. Hledani mtze v nejhorsim
preskakovat postupné vsechny, ¢ili slozitost v nejhorsim pripadé mize byt az
O(NT + H), kde T je ¢as pro porovnani dvou kli¢i a H je ¢as na spocteni he-
Sovaci funkce. Laicky Feceno, pro nalezeni jednoho prvku budeme muset projit
cely he§ (v linedrnim case).

Nicméné tohle se ndm obvykle nestane — pokud velikost pole bude dost
velkd (alespori dvojnasobek prvki hese) a zvolili jsme dobrou hesovaci funkci,
pak v primérném piipadé bude potieba udélat pouze konstantné mnoho po-
rovnani, tj. asova slozitost hleddni i pfiddvani bude jen O(T + H). A budeme-li
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schopni prvky hesovat i porovnavat v konstantnim ¢ase (coz napiiklad pro ¢isla
neni problém), ziskdme konstantni ¢asovou sloZitost obou operaci.

Mazdni prokd mize ptisobit mensi problémy (rozmyslete si, pro¢ nelze pros-
t€ nastavit u mazaného prvku ,obsazeno“ na 0). Pokud to potfebujeme délat,
bud musime pouZit separované fetézce (coz se mtze hodit i z jinych divodd,
ale je o trosku pracnéjsi), nebo pouzijeme nasledujici figl: kdyz budeme néja-
ky prvek mazat, najdeme ho a oznacime jako smazany. Nicméné pii hledani
néjakého jiného prvku se nemizeme zastavit na tomto smazaném prvku, ale
musime hledat i za nim. Ovsem pokud néjaky prvek pfidavame, mizeme jim
smazany prvek prepsat.

A jakou hesovaci funkci tedy pouzit? To je tak trochu magie a dobré he-
Sovaci funkce maji mimo jiné hlubokou souvislost s kryptografii a s generatory
pseudondhodnych ¢isel. Obvykle se déla to, ze se heSovany objekt rozlozi na
posloupnost ¢isel (tfeba ASCII kédid pismen v Fetézci), tato Cisla se néjakou
operaci ,sleji“ dohromady a vysledek se vezme modulo K. Operace na sléva-
ni se pouzivaji rizné, od jednoduchého xoru az tieba po komplikované vzorce
typu

#define mix(a,b,c) {

a-=b; a-=c; a"=(c>>13);
b-=c; b-=a; b =(a<< 8);
c-=a; c-=b; c =((b&Oxffffffff)>>13);
a-=b; a-=c; a"=((c&Oxffffffff)>>12);
b-=c; b-=a; b =(b " (a<<16)) & Oxffffffff;
c-=a; c-=b; c =(c =~ (b>> 5)) & Oxffffffff;
a-=b; a-=c; a =(a "~ (c>> 3)) & Oxffffffff;
b =(b ~ (a<<10)) & Oxffffffff;
c =(c ~ (b>>15)) & Oxffffffff;

b-=c; b-=a;

P g

c-=a; c-=b;

}

My se ale spokojime s méalem a ukaZzeme si jednoduchy zptisob, jak hesovat
Cisla a Tetézce. Pro ¢isla staci zvolit za velikost tabulky vhodné prvocdislo a kli¢
vymodulit timto prvocislem. (S hleddnim prvocisel si samoziejmé nemusime
délat starosti, v praxi dobre poslouzi tabulka nékolika prvocisel pfimo uvedena
Vv programu.)

Rozumnd funkce pro hesovani fetézct je tfeba:

unsigned hash_string (unsigned char *str)

{

unsigned r = 0;
unsigned char c;

while ((c = *str++) != 0)
r=r1r % 67 + ¢ - 113;

return r;
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Zde mtzeme pouzit vcelku libovolnou velikost tabulky, ktera nebude dé-
litelnd ¢isly 67 a 113. Sikovné je vybrat si napiiklad mocninu dvojky (coz
v pristim odstavci ocenime), ta bude s prvoéisly 67 a 113 zarucené nesoudélna.
Jen si musime dévat pozor, abychom nepouzili tak velkou hesovaci tabulku, Ze
by 67 umocnéno na obvyklou délku Fetézce bylo mensi nez velikost tabulky (&ili
by heSovaci funkce Casteji volila zac¢atek heSe nez konec). Tehdy ale staci misto
nagich ¢isel pouzit jina, vétsi prvocisla.

A co kdyz nestaci pevnd velikost hese? Pouzijeme ,nafukovaci“ hes. Na za-
¢atku si zvolime néjakou pevnou velikost, sledujeme pocet vlozenych prvku
a kdyz se jich zaplni vic nez polovina (nebo tfeba tfetina; mensi ¢islo znamena
vétsi rychlost [méné kolizi], ale vétsi pamétové plytvani), vytvorime novy hes
dvojnésobné velikosti (pfipadné zaokrouhlené na vyssi prvoéislo, pokud to nase
heSovaci funkce vyzaduje) a stary hes do néj prvek po prvku vlozime.

To na prvni pohled vypadé velice neefektivné, ale protoZe se po kazdém
nafouknuti he$ zvétsi na dvojnasobek, musi mezi preheSovanim na N prvki
a na 2N pribyt alesponn IV prvku, ¢ili prumérné provadime jedno preheSovani
na kazdy vlozeny prvek.

Pokud navic pouzivime mazani prvkt popsané vyse (u prvku si pamatuje-
me, Ze je smazany, ale stale zabird misto v hesi), nemtizeme pti mazani takového
prvku snizit pocet prvka v hesi, ale na druhou stranu pfi nafukovani mtzeme
takové prvky opravdu smazat (a konecné je odeéist z poétu obsazengch prvkit).

Par poznamek na zaveér:

® S hesovanim se separovanymi fetézci se zachazi podobné, nafukova-
ni také funguje a navic je snadno vidét, ze po vlozeni N nahodnych
prvka bude v kazdé piihradce (pfihradky odpovidaji hodnotdam he-
Sovaci funkce) priumérné N/K prvkd, ¢ili pro K velké fadové jako
N konstantné mnoho. Pro srastajici fetézce to pravda byt nemusi
(protoze jakmile jednou vznikne dlouhy fetézec, nové vloZzené prvky
maji sklony ,nalepovat se“ za néj), ale plati, Ze bude-li he§ naplnéna
nejvyse na polovinu, primérna délka kolizniho fetizku bude omeze-
na néjakou konstantou nezavislou na poctu prvki a velikosti hese.
Ditikaz si ovSsem radéji odpustime, neni iplné snadny.

® Bystry Ctendf si jisté vsiml, ze v pfipadé prvociselnych velikosti hese
jsme v dukazu casové slozitosti nafukovani trochu podvadéli — z he-
Se velikosti N preci piehesovavame do hese velikosti vétsi nez 2N.
Zachrani nas ale véta z teorie ¢isel, obvykle zvana Bertrandiv po-
stulat, ktera rika, ze mezi Cisly t a 2t se vzdy nachézi alespon jedno
prvocislo. Takze nova hes bude maximalné 4-krat vétsi, a tedy pocet
piehesovani na jedno vlozeni bude nadale omezen konstantou.
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20-5-K Kucharka paté série — vyhledavaci stromy

V posledni kuchafce tohoto ro¢niku se budeme
zabyvat prevazné rekurzi a dynamickym programovéa-
nim. O ¢em ze je Fe¢? Rekurzivni funkce je takova
funkce, kterd pri svém béhu vola sama sebe. Dyna-
mické programovani pak bude technika, kterou ¢asto
pujde z exponencialné pomalého rekurzivniho algorit-
mu vyrobit pé€kny polynomialni. Ale nepfedbihejme,
nejdrive se podivame na jednoduchy piiklad rekurze:

Fibonacciho ¢isla

Budeme pocitat n-té ¢islo Fibonacciho posloupnosti. To je posloupnost, je-
jiz prvni dva ¢leny jsou jednicky a kazdy dalsi ¢len je souctem dvou pfedchozich.
Zacina takto:

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 §9

Pro nalezeni n-tého ¢lenu (ten budeme znacit F},) si napiSeme rekurzivni funkci
Fibonacci(n), kterd bude postupovat presné podle definice: zeptd se sama
sebe rekurzivné, jaka jsou dvé predchozi ¢isla, a pak je sec¢te. Mozné vice fekne

program:
function Fibonacci(n: Integer): Integer;
begin
if n <= 2 then
Fibonacci := 1
else
Fibonacci := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
end;

To, jak funkce vol4 sama sebe, si miZzeme snadno nakreslit tfeba pro vy-

pocet Cisla Fy:

Vidime, ze program se rozvétvuje a tvoii strom volani. Vsimnéme si také,
ze nékteré podstromy jsou shodné. Zrejmeé to budou ty ¢asti, které reprezentuji
vypocet stejného Fibonacciho ¢isla — v nasem prikladé t¥eba tretiho.
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Pokusme se odhadnout ¢asovou slozitost T}, nasi funkce. Pron=1an =2
funkce skonéi hned, tedy v konstantnim (feknéme jednotkovém) ¢ase. Pro vys-
$1 n zavola sama sebe pro dva pfedchozi ¢leny plus jesté spotiebuje konstantni
Cas na s¢itani:

Ty > Tyn_1+ Ty 2+ const, aproto Ty, > F,.

Tedy na spocitani n-tého Fibonacciho ¢isla spotfebujeme Cas alesporn takovy,
kolik je ono ¢islo samo. Ale jak velké takové F;, vlastné je? MuZeme t¥eba vyuzit
toho, Ze:

Fo=F, 1+F, 2> 2'Fn—27

z ¢ehoz plyne:
F, >2"/2,

Funkce Fibonacci mé tedy exponencialni ¢asovou slozitost, coz neni nic vitané-
ho. OvSem jak jsme uz fekli, nékteré vypocty opakujeme stale dokola. Nenabizi
se proto nic snazsiho, nez si tyto mezivysledky ulozit a pak je vytahnout jako
povéstného kralika z klobouku s minimem namahy.

Bude nam k tomu stacit jednoduché pole P o n prvcich, na pocatku ini-
cializované nulami. Kdykoliv budeme chtit spocitat néktery ¢len, nejdfive se
podivame do pole, zda jsme ho jiz jednou nespocetli. A naopak jakmile hodno-
tu spocitame, hned si ji do pole poznamename:

var P: array[l..MaxN] of Integer;

function Fibonacci(n: Integer): Integer;

begin
if P[n] = O then
begin
if n <= 2 then
P[n] :=1
else
P[n] := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
end;
Fibonacci := P[n]
end;
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Podivejme se, jak vypada strom volani nyni:

Na kazdy c¢len posloupnosti se tentokrat ptame maximéalné dvakrat — k vy-
poctu ho potiebuji dva nasledujici ¢leny. To ale znamenad, Ze funkci Fibonacci
zavoldme maximéalné 2n-krat, ¢ili jsme touto jednoduchou tpravou zlepsili ex-
ponencialni slozitost na linearni.

Zdalo by se, ze abychom ziskali ¢as, museli jsme obétovat pamét, ale to
neni tak plné pravda. V prvnim piikladu sice nepouzivame zadné pole, ale pii
volédni funkce si musime zapamatovat nékteré udaje, jako je tfeba navratova
adresa, parametry funkce a jeji lokalni proménné, a na to samotné potiebujeme
urcité pamét linedrni s hloubkou vnofeni, v naSem pripadé tedy linearni s n.

Urcité vas uz také napadlo, ze n-té Fibonacciho ¢islo se da snadno spocitat
i bez rekurze. Staci prvky naseho pole P plnit od za¢atku — kdykoliv zndme
P[1] = Fi,..., F, = P[k], dokdzeme snadno spo¢itat i Plk + 1] = Fjy1:

function Fibonacci(n: Integer): Integer;

var

P: array[1..MaxN] of Integer;

I: Integer;
begin

P[1] := 1;

P[2] := 1;

for I := 3 to n do
P[I] := P[I-1] + P[I-2];
Fibonacci := P[n]

end;

Zopakujme si, co jsme postupné udélali: nejprve jsme vymysleli pomalou
rekurzivni funkci, tu jsme zrychlili zapamatovavanim si mezivysledkt a nakonec
jsme celou rekurzi ,obratili naruby“ a mezivysledky pocitali od nejmensiho
k nejvétsimu, aniz bychom se starali o to, jak se na né pavodni rekurze ptala.

V ptipadé Fibonacciho ¢isel je samoziejmé snadné prijit rovnou na ne-
rekurzivni FeSeni (a dokonce si vSimnout, Ze si sta¢i pamatovat jen posledni
dvé hodnoty a pamétovou sloZitost tak zredukovat na konstantni), ale zminé-
ny obecny postup zrychlovani rekurze nebo rovnou feseni tllohy od nejmensich
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podproblémii k tém nejvétsim — obvykle se mu #ika dynamické programovdni

vvvvvv

Problém batohu

Je ddno N ptredmétti o hmotnostech my,...,my (celo¢iselnych) a také
¢islo M (nosnost batohu). Ukolem je vybrat nékteré z predmétii tak, aby sou-
Cet jejich hmotnosti byl co nejvétsi, a pritom neptekrocil M. Pfedvedeme si
algoritmus, ktery tento problém fesi v ¢ase O(MN).

NA&s algoritmus bude pouzivat pomocné pole A[0...M] a jeho ¢innost bu-
de rozdélena do N krokt. Na konci k-tého kroku bude prvek A[i] nenulovy
pravé tehdy, jestlize z prvnich k predmétt 1ze vybrat predméty, jejichz soucet
hmotnosti je pfesné i. Pfed prvnim krokem (po nultém kroku), jsou vSechny
hodnoty Ali] pro ¢ > 0 nulové a A[0] ma néjakou nenulovou hodnotu, feknéme
—1. VSimnéme si, jak kroky algoritmu odpovidaji podiloham, které fesime:
v prvnim kroku vyfeSime podulohu tvofenou jen prvnim pfedmétem, ve dru-
hém kroku prvnimi dvéma predméty, pak prvnimi tfemi predméty, atd.

PopiSme si nyni k-ty krok algoritmu. Pole A budeme prochazet od konce,
tj. od i = M. Pokud je hodnota A[i] stale nulovd, ale hodnota A[i — my] je
nenulové, zménime hodnotu uloZenou v A[i] na k (pozdéji si vysvétlime, proé¢
zrovna na k). Nyni si rozmyslime, Ze po provedeni k-tého kroku odpovidaji ne-
nulové hodnoty v poli A hmotnostem podmnozin z prvnich £ predmétt. Pokud
je hodnota A[i] nenulové, pak bud byla nenulové pred k-tym krokem (a v tom
piipadé odpovidd hmotnosti néjaké podmnoziny prvnich k& — 1 pfedmétt) ane-
bo se stala nenulovou v k-tém kroku. Potom ale hodnota A[i — my] byla pfed
k-tym krokem nenulova, a tedy existuje podmnozina prvnich k — 1 pfedméti,
jejiz hmotnost je ¢ — my. Pfidanim k-tého predmétu k této podmnoziné vytvo-
fime podmnozinu predméttt hmotnosti presné i. Naopak, pokud lze vytvorit
podmnozinu X hmotnosti ¢ z prvnich k pfedméti, pak takovou podmnozinu
X 1ze bud vytvorit jen z prvnich k£ — 1 pfedmét, a tedy hodnota A[i] je nenu-
lova jiz pred k-tym krokem, anebo k-ty predmét je obsazen v takové mnoziné
X. Potom ale hodnota A[i — my] je nenulova pied k-tym krokem (hmotnost
podmnoziny X bez k-tého prvku je i — my) a hodnota A[i] se stane nenulovou
v k-tém kroku.

Po provedeni vSech N krokid odpovidaji nenulové hodnoty A[i] pfesné
hmotnostem podmnozin ze vSech predméti, co mame k dispozici. Specidlné
nejvétsi index ip takovy, ze hodnota Alig] je nenulovi, odpovidd hmotnosti
nejtézsi podmnoziny predméti, kterd neprekro¢i hmotnost M. Nalézt jednu
mnozinu této hmotnosti také neni obtizné: protoze v k-tém kroku jsme ménili
nulové hodnoty v poli A na hodnotu k, tak v A[ig] je uloZeno ¢islo jednoho
z predméti néjaké takové mnoziny, v Alig — m4[;,)] ¢islo dalsiho piedmétu,
atd. Zdrojovy kéd tohoto algoritmu lze nalézt nize.
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Casové slozitost algoritmu je O(N M), nebot se sklada z N kroki, z nichz
kazdy vyzaduje ¢as O(M). Paméfova slozitost ¢ini O(N + M), coz predstavuje
pamét potfebnou pro ulozeni pomocného pole A a hmotnosti danych pfedméti.

var N: word; { pocet pfedmétd }
M: word; { hmotnostni omezeni }
hmotnost: array[1..N] of word;
{ hmotnosti danjch pfedméttd }
A: array[0..M] of integer;
i, k: word;
begin
A[0] :=-1;
for i:=1 to M do A[i]:=0;
for k:=1 to N do
for i:=M downto hmotnost[k] do
if (A[i-hmotnost[k]]<>0) and (A[i]=0) then
A[i] :=k;
i:=M;
while A[i]=0 do i:=i-1;
writeln(’Maximalni hmotnost: ’,i);
write(’Pfedméty v mnoziné&:’);
while A[il<>-1 do
begin
write(’ ’,A[i]);
i:=i-hmotnost[A[i]];
end;
writeln;
end.

Na rozmyslenou: Pro¢ pole A prochézime pozadu a ne poptredu?

Nejkratsi cesty a Floydav-Warshalluv algoritmus

N4s dalsi priklad bude z oblasti grafovych algoritmt (o grafech se doctete
napiiklad v kuchafce tfeti série), ale zkusime si ho nejdiive ¥ici bez grafti:

Bylo-nebylo-je N mést. Mezi nékterymi dvojicemi mést vedou (obousmér-
né) silnice, jejichz (nezaporné) délky jsou dany na vstupu. Pfedpoklddame, Ze
silnice se jinde nez ve méstech nepotkavaji (pokud se kiizi, tak mimouroviio-
vé). Ukolem je spocitat nejkratsi vzdalenosti mezi véemi dvojicemi mést, tj.
délky nejkratsich cest mezi vSemi dvojicemi mést. Cestou rozumime posloup-
nost mést takovou, ze kazda dvé po sobé nasledujici mésta jsou spojené silnici,
a délka cesty je soucet délek silnic, které tato mésta spojuji. [V grafové termi-
nologii tedy méame dany ohodnoceny neorientovany graf a chceme zjistit délky
nejkratsich cest mezi v8emi dvojicemi jeho vrcholit.]

Plijdeme na to nasledovné: Vzdalenosti mezi mésty jsou na zacatku algo-
ritmu uloZeny ve dvourozmérném poli D, tj. DJ[i|[j] je vzdalenost z mésta 4
do mésta j. Pokud mezi mésty 7 a j nevede zadna silnice, bude DJi|[j] = oo
(v programu bude tato hodnota rovna néjakému dostateéné velkému éislu).
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V pribéhu vypoétu si budeme na pozici D[i][j] udrzovat délku nejkratsi dosud
nalezené cesty mezi mésty ¢ a j.

Algoritmus se sklddd z N fazi. Na konci k-té faze bude v DJi][j] uloZena
délka nejkrats$i cesty mezi mésty i a j, kterd muze prochazet skrz libovolna
z mést 1,..., k. V prubéhu k-té fize tedy staci vyzkouset, zda je mezi mésty i
a j kratsi stavajici cesta pfes mésta 1,...,k— 1, jejiz délka je uloZena v DIi][j],
anebo novéa cesta pres mésto k. Pokud nejkratsi cesta prochazi pres mésto k,
muzeme si ji rozdélit na nejkratsi cestu z ¢ do k a nejkratsi cestu z k do j. Délka
takové cesty je tedy rovna DIi|[k] + DIk][j]. TakZe pokud je soucet D[i][k] +
DIk][j] mensi nez stavajici hodnota D[i][j], nahradime hodnotu na pozici D[i][j]
timto souctem, jinak ji ponechame.

Z popisu algoritmu pfimo plyne, Ze po N-té fazi je na pozici D[i][j] ulo-
zena délka nejkratsi cesty z mésta i do mésta j. Protoze v kazdé z N fazi
algoritmu musime vyzkouSet vSechny dvojice ¢ a j, vyZzaduje kazda faze cas
O(N?). Celkova ¢asové slozitost naseho algoritmu tedy je O(N?3). Co se paméti
tye, vystacime si s polem D a to mé velikost O(N?). Program bude vypadat
nasledovneé:

var N:word; { po&et mést }
D:array[1..N] of array[1..N] of longint;
{ délky silnic mezi mésty, D[il[i]=0,
misto neexistujicich je "nekone&no" }
i,j,k:word;
begin
for k:=1 to N do
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
if D[il[k]1+D[k1[j] < D[il[j] then
D[i][j1:=D[il[k] + D[k1[jIl;
end.

Popisme si jesté, jak bychom postupovali, kdybychom kromé vzdalenosti
mezi mésty chtéli nalézt i nejkratsi cesty mezi nimi. To lze jednoduse vytesit
napiiklad tak, Ze si navic budeme udrzovat pomocné pole E[i][j] a do néj pfi
DI[i][j] (pfi zméné v k-té fazi je to &islo k). Mame-li pak vypsat nejkratsi cestu
z i do j, vypiSeme nejprve cestu z i do E[i][j] a pak cestu z Ei][j] do j. Tyto
cesty nalezneme stejnym (rekurzivnim) postupem.

Na rozmyslenou:

e Jak by algoritmus fungoval, kdyby silnice byly jednosmérné?

e Na prvni pohled nejprirozenéjsi hodnota, kterou bychom mohli pouzit
pro oo, je maxint. To ovSem nebude fungovat, protoze co+ oo pretece.
Staci maxint div 27
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e Hodnoty v poli si sice pfepisujeme pod rukama, takze by se nam
mohly poplést hodnoty z predchozi faze s témi z faze soucasné. Ale
zachrani nés to, Ze ¢isla, o kterd jde, vyjdou v obou fazich stejné.
Proc?

® Popis algoritmu vyslovené svadi k ,rejpnuti“: Jak vime, Ze spoje-
nim dvou cest, které provadime, vznikne zase cesta (tj. Ze se na ni
nemohou néjaké vrcholy opakovat)? Inu, to samoziejmé nevime, ale
v§imnéte si, Zze kdykoliv by to cesta nebyla, tak si ji nevybereme,
protoze ptivodni cesta bez vrcholu k£ bude vzdy kratsi nebo alespon
stejné dlouhd ... tedy alespon pokud se v nasi zemi nevyskytuje
cyklus zdporné délky. (Coz, pokud bychom chtéli byt pfesni, musime
pridat do pfedpokladi naseho algoritmu.)

® Pozor na poradi cykld — program vyslovené svadi k tomu, abychom
psali cyklus pro k jako vnitini ... jenZe pak samoziejmé nebude fun-
govat.

Nejdelsi spoleéna podposloupnost

Posledni piiklad dynamického programovani, ktery si predvedeme, se bude
tykat posloupnosti. Mé&jme dvé posloupnosti ¢isel A a B. Chceme najit jejich
nejdelsi spoleénou podposloupnost, tedy takovou posloupnost, kterou miizeme
ziskat z A i B odstranénim nékterych prvki. Napiiklad pro posloupnosti

A=233123223112
B=32213122331223

je jednou z nejdelsich spole¢nych podposloupnosti tato posloupnost:
C=23122312.

Jakym zptusobem muzeme takovou podposloupnost najit? Nejdfive nas asi
napadne vygenerovat vSechny podposloupnosti a ty pak porovnat. Jakmile si
ale spo¢itame, ze vSech podposloupnosti posloupnosti o délce n je 2" (kazdy
prvek nezévisle na ostatnich bud pouZijeme, nebo ne), najdeme radéji néjaké
rychlejsi feseni.

Zkusme vyuzit nasledujici myslenku: vyfesime tento problém pouze pro
prvni prvek posloupnosti A. Pak najdeme feseni pro prvni dva prvky A, pfiGemz
vyuzijeme predchozich vysledki. Takto pokracujeme pro prvni t¥i, ¢tyfi, ...az
n prvki.

Nejprve si rozmyslime, co vsechno si musime v kazdém kroku pamatovat,
abychom z toho dokézali spocist krok nasledujici. Ur¢ité ndm nebude stacit
pamatovat si pouze nejdelsi podposloupnost, jenze mnozina vsech spolec¢nych
podposloupnosti je uz zase moc velkd. Podivejme se tedy detailnéji, jak se
zméni tato mnozina p¥i pridéni dalsiho prvku k A: VSechny podposloupnosti,
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které v mnoziné byly, tam ztistanou a navic pfibude nékolik novych, koncicich
pravé pridanym prvkem. OvSem my si podposloupnosti pamatujeme proto,
abychom je ¢asem rozsitili na nejdelsi spole¢nou podposloupnost, takze pokud
zname néjaké dvé stejné dlouhé podposloupnosti P a @ koncici nové pridanym
prvkem v A a vime, Ze P kon¢i v B dfive nez @, staci si z nich pamatovat
pouze P, jelikoz v libovolném rozsifeni @-cka mizeme () vymeénit za P a ziskat
tim stejné dlouhou spole¢nou podposloupnost.

Proto si sta¢i pro jiz zpracovanych a prvki posloupnosti A pamatovat pro
kazdou délku ! tu ze spoleénych podposloupnosti A[l...a] a B délky I, kterd
v B kon¢i na nejlevéj$im mozném misté, a dokonce nam bude stacit si misto
celé podposloupnosti ulozit jen pozici jejiho konce v B. K tomu pouzijeme
dvojrozmérné pole Dja,l].

Jesté si dovolime jedno malé pozorovani: Koncové pozice ulozené v poli D
se zvétsSuji s rostouci délkou podposloupnosti, ¢ili Dla,l] < D[a,l + 1], protoze
posloupnosti délky [+ 1 nejsou ni¢im jinym nez rozsifenimi posloupnosti délky [
o 1 prvek.

Ted jiz vypocet samotny: Pokud uZ zndme cely a-ty Ffddek pole D, mi-
Zeme z néj ziskat (a + 1)-ni fadek. Projdeme postupné posloupnost B. Kdyz
najdeme v B prvek Ala+ 1] (ten pravé pfidavany do A), mtizeme rozsirit vSech-
ny podposloupnosti koncici pfed aktualni pozici v B. Nas bude zajimat pouze
ta nejdelsi z nich, protoze rozsifenim vsech kratsich ziskdme posloupnost, je-
jiz koncova pozice je vétsi nez koncova pozice nékteré posloupnosti, kterou jiz
zname. Rozsifime tedy tu nejdelsi podposloupnost a ulozime ji misto ptivodni
podposloupnosti. Toto provedeme pro kazdy vyskyt nového prvku v posloup-
nosti B. V8imnéte si, Ze nemusime prochazet pole s podposloupnostmi stale od
zacatku, ale mizeme se v ném posouvat od nejmensi délky k nejvetsi.

D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 - - - - - - - - - - =
215 - - - = - = - - = =
3 1.5 9 - —-— - - - - - = =
4 1 4 6 11 - —-— — — — - - =
5 1 2 5 7 12 - - - - - = =
6 1.2 3 7 9 14 - - — - - =
v 1 2 3 7 8 12 - - - - - =
8§ 1.2 3 7 8 12 13 - — — — —
9 1 2 3 5 8 9 13 14 - — — -
001 2 3 4 6 9 11 14 - - — —
1 1 2 3 4 6 9 11 14 - — — —
121 2 3 4 6 7 11 12 - — — —
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Takhle vypadéa zaplnéné pole hodnotami pfi feSeni problému s posloupnost-
mi z naseho piikladu. Radky jsou pozice v A, sloupce délky podposloupnosti.

Zbyva popsat, jak z téchto dat zvladneme rekonstruovat hledanou nejdelsi
spole¢nou podposloupnost (NSP). Ukéazeme si to na nasem piikladu: jelikoz
posledni nenulové ¢islo na poslednim fadku je ve 12. sloupci, ma hledand NSP
délku 12. D[12,8] = 12 ¥ik4, Ze posledni pismeno NSP je na pozici 12 v po-
sloupnosti B. Jeho pozici v posloupnosti A uréuje nejvyssi fadek, ve kterém
se tato hodnota také vyskytuje, v nasem pripadé je to fadek 12. Druhé pis-
meno tedy budeme uréovat z D[11, 7], t¥eti z D[9, 6], atd. Jednou z hledanych
podposloupnosti je:

poslupnost: 2 3 1 2 2 3 1 2
indexyvA: 1 2 4 5 7 9 10 12
indexyvB: 2 5 6 7 8 9 11 12

Jesté trochu konkrétnéji:

program Podposloupnost;
var
A, B, C: array[0..MaxN - 1] of Integer;
LA, LB, LC: Integer; { Délky posloupnosti }
D: array[0..MaxN, 1..MaxN] of Integer;
I, J, L, T: Integer;
begin

if LA > LB then { A bude krat3i z obou }

begin
C := A;
A := B;
B :=C;
T := LA;
LA := LB;
LB := T;
end;

for I := 1 to LA do
D[O, I] := LB;

L :=0;
for I := 1 to LA do
begin
for J := 1 to LA do
D[I, J] := D[I-1, JI;

L :=1;
for J := 0 to LB-1 do
if B[J] = A[I-1] then
begin
while D[I-1, L] < J do Inc(L);
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if D[I, L] >= J then

D[I, L] := J;
end;
end;
LC :=L;
J := LA;
for I := LC downto 1 do
begin

while D[J-1, I] = D[J, I] do Dec(J);
ClI-1] := A[J-1];
Dec(J);

end;

end.

ni vypocet hodnot v poli, ktery se sklada ze dvou hlavnich cyklt o délce L(A)
a L(B), coz jsou délky posloupnosti A a B. Vnofeny cyklus while probé&hne
celkem maximélné L(A)-krat a ¢asovou slozitost ndm nezhorsi. Mazeme tedy
Fict, ze ¢asova slozitost je O(L(A) - L(B)). Posloupnosti jsme si prohodili tak,
aby prvni byla ta kratsi, protoze pak je maximéalni délka spole¢né podposloup-
nosti i pocet krok algoritmu roven délce kratsi posloupnosti a tedy i velikost
pole s daty je kvadrat této délky. Pamétovou slozitost odhadneme O(N? + M),
kde N je délka kratsi posloupnosti a M té delsi.

Na rozmyslenou: Proc¢ jsme si z vice posloupnosti zapamatovali zrovna tu, ktera
v B kon¢i nejlevéjsim moZnym prvkem?
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Vzorova reseni

21-1-1 Ohnisté Roman Smrz

Ukéazalo se, ze dostat se do pekla pro vétsinu z vas nijak velky problém
nebude (nakonec, problém to nemusi byt ani pro ty ostatni ...). Ohnisté
si totiz muzeme, jak jste si témér vSichni v8imli, snadno rozdélit na n — 2
trojuhelnikti — jelikoz jsou jeho vrcholy na vstupu zadany postupné ve smé-
ru hodinovych ruciéek (oznacme je A, As, ..., A,), miZeme vzit trojihelniky
1411421437 A1A3A4, ey Al, An—h An

Zbyva uz jen urcit obsahy jednotlivych trojuhelnikt a ty nasledné poscitat.
K tomu mnozi z vas pouzili Herontiv vzorec vyuzivajici délek stran trojihelnika
(ty mbizeme zjistit pomoci Pythagorovy véty).

O néco elegantnéjsi (bez pouzivani odmocnin v programu) je vyuziti vek-
torového soucinu: mame-li body A, Ba C avektoryu =B—Aav=C—A,je
absolutni hodnota jejich vektorového souc¢inu rovna dvojnasobku obsahu troja-
helnika ABC' (jelikoZ poc¢itdme v roving, polozime a3 = b3 = ¢3 = ug = vz = 0);
mame tedy:

UX’U:(’U,Q'O—O"UQ,O'Ul—TM'0,U1U2—U2’U1):
= (0,0,’(1,11}2 —uzvl)

Odkud jiz snadno zjistime kyzeny obsah trojihelnika (ke stejnému vzorci
lze dospét také vyuzitim determinantu matice):

1. . 1
SaaBc = §|u x U] = 5\/02 + 02 + (ugvg — ugvy)? =

1
= §|(b1 —a1)(c2 —az) — (b2 — az)(c1 — a1)]

Spocitani obsahu kazdého z trojuhelniki zvladneme v konstantnim case,
a jelikoz je jich celkem linedrné s poétem vrchold, je i ¢asova slozitost O(N).
Jednotlivé obsahy lze zjistovat postupné pfi na¢itani vstupu, ktery (s vyjimkou
prvniho vrcholu) jiz na nic dalstho nepotiebujeme, takze si vysta¢ime s kon-
stantni paméti.

#include <stdio.h>
#include <math.h>

int main(void) {

int n;
float obsah = 0.0;
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float al, a2, bl, b2, cl, c2; // soufadnice boddi A, B a C
// na&teme polet vrchold a soufadnice prvnich dvou:
scanf ("%d", &n);
scanf ("4EAE%ERE", &al, &a2, &cl, &c2);
// pro nasledujici vrcholy jiz poéitame obsahy trojihelniki:
for (int i = 2; i < n; i++) {

bl = cl; b2 = c2;

scanf ("%f%f", &cl, &c2);

obsah += fabs((bl-al)*(c2-a2) - (b2-a2)*(cl-al))/2.0;
}
printf ("%f\n", obsah);
return 0O;

}

21-1-2 Optimalizace kotla Martin ,,Bobrik* Krulis & CodEx

S Muzu?

, Muzes. “

, Drzig?«

,Drzim.“

»9poustejl“

L,Opoustim. “

»Mads ho?“

»Mdam!“

,Tady dobry! Na tadé je kotel ¢islo 421954 ... ¢

Jak jste méli moznost si na vlastni kiizi vyzkouset, pfesouvani h¥isnikd mezi
kotli opravdu neni snadné zalezitost. Pozor si musime davat hned na nékolik
véci:

Zkusime na to jit nejprve primocaie. Projdeme si celé pole kotld a pro-
vedeme presuny téch hrisniku, jejichz cilové policko je volné. Tohle budeme
opakovat tak dlouho, dokud nebudou vSichni na svych mistech. Kazdého hiis-
nika presouvame pravé jednou, a to pfimo na misto, kde se ma nachéazet, takze
na prvni pohled je algoritmus konecny a vraci korektni vystup.

Ale ouha, co kdyZ se ndm hfi$nici zrovna sejdou napf. takto: H¥i$nik z kot-
le 1 musi do 2, hfiSnik z 2 musi do 3 a konecné z 3 je potifeba provést presun
do 1. Tyto 3 presuny tvori cyklus a nas vyse uvedeny algoritmus na né nebude
fungovat. Pokazdé, kdyZ bychom chtéli pfesunout nékterého z vyse uvedenych
hiisnikd, bude v jeho cilovém kotli trinit jiny hfisnik. Musime na to tedy ji-
nak ....

Ze zadani je jasné, Ze alesporl jeden kotel musi byt volny (jinak by neslo
s hiisniky viibec pohnout). Zkusime tedy vyuZit tohoto garantovaného volného
kotle. Postupné budeme brat hrisniky na pfesun. Pokud je cilovy kotel volny,
neni s presunem zadny problém. Pokud je ale obsazeny, pfesuneme prekdzejiciho
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hiisnika do libovolného volného kotle a tim se ndm uvolni cilovy kotel, takze
miizeme opét presun provést. Vsimnéte si, ze pokud je zadani korektni, nikdy
nepiesouvame nikoho, kdo je jiz na svém cilovém misté. V kazdém kroku tedy
snizime pocet hfisnikad, ktefi jesté nejsou na svém misté, o 1 a algoritmus je
tedy opét konecény (korektnost je ziejma).

Ted jiz mame FeSeni, které bude fungovat, ale musime se zamyslet, zda
spliiuje pozadavek na minimalni pocet presuni. Jak uz jisté tusite — nespliiuje.
Predstavme si, Ze mame presunout hiisnika z kotle 1 do 2, z kotle 2 do 3 az 3
do 4, pricemz kotel 4 je prazdny. Budeme-li postupovat pfesné podle naseho
algoritmu, budeme nejprve presouvat hiisnika 1. Jenze kotel 2 je obsazen, takze
je potieba nejprve presunout 2 do 4, abychom si kotel uvolnili. Déle chceme
umistit druhého hiisnika do spravného kotle (¢. 3), jenze ten je jako na potvoru
opét obsazen a musi byt uvolnén. Sami si rozmyslete, Ze toto poradi si vyzada
celkem 5 presunt. Pritom bychom to ale urcité zvladli jen na 3 presuny: 3 do
4,2do3aldo?2.

Jak je vidét, nestaci nam primocary algoritmus, ale potfebujeme néjaky,
ktery zohledni planovani, abychom nic nepresouvali zbytecné. V idedlnim pripa-
dé tedy budeme presouvat hfisniky pfimo do jejich cilovych kotlt bez meziskla-
dovani. Problém nastava s cykly. Kdyz narazime na cyklus, musime jej nejdiiv
rozbit (jednoho hiisnika z néj presuneme do meziskladisté). Tim z néj vznikne
cesta, kterou snadno vyreSime, a nasledné pfesuneme htisnika z meziskladu na
jeho cilové misto.

Cestou budeme rozumét posloupnost presunt k;, kdy se k;-ty hiisnik pte-
souvd do kotle ¢islo k;y1 a posledni (k,-ty) hiisnik se pfesouva do volného
kotle. Cesty budeme zpracovavat tak, ze je celé projdeme az na konec a presu-
ny budeme provadét od posledniho k prvnimu.

Ve finale zbyva tuto myslenku jiz jen naprogramovat. Pokud si nejste jisti,
jak na to, podivejte se na priloZzeny program. Pfi trose snahy pii implementaci
lze docilit ¢asové i pamétové slozitosti O(INV).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

int N = 0; // Po&et kotld.
int *data; // Udaje o presunech (pozn: pole ma

// o jeden prvek vic a indexujeme jej od 1).
int free_place = 0; // Index posledniho nalezeného volného kotle

// (pro dolasné odkladani h¥isnikd).

// Naite data ze vstupniho souboru do pole "data".
void load_data() {

FILE *fp = fopen("kotle.in", "r");

fscanf (fp, "%d\n", &N);

data = (int*)malloc(sizeof(int) * (N+1));
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for(int i = 1; i <= N; i++)
fscanf (fp, "%d", data + i);
fclose(fp);
}
// Nalezne nejblizsi volny kotel, kterj lze pouzit jako doasné odkladisté
// p¥i rozbijeni cykld.
inline int get_free_place() {
if ((free_place == 0) || (datal[free_place] != 0)) {
free_place = 1;
while((free_place <= N) && (datal[free_place] != 0))
free_place++;
if (free_place > N) exit(1); // Tohle se nesmi podle zadani stat.
}
return free_place;

}

// Nalezne cestu nebo cyklus v presunech polinaje kotlem "from" a zaroveii
// v poli data obrati ukazatele pfesunu (tj. misto toho, kam se md h¥iZnik
// ptesunout z daného kotle, bude u kotle uloZeno, ze kterého kotle se ma
// h¥isnik p¥esunout do né&j). Funkce vraci index posledniho prvku cesty
// (pokud je stejny, jako "from", pak je to cyklus).
int find_path(int from) {

if ((datalfrom] == from) || (datalfrom] == 0))

return 0O;

int next = datal[from];
datal[from] = 0;

while(data[next] !'= 0) {
int tmp = datalnext];
data[next] = from;

from = next;
next = tmp;
}
data[next] = from;
return next;

}

// Zpracuje cestu, kterda byla nalezena pomoci find_path
// a vypiSe vysledky o presunech do souboru fp.
void process_path(int from, FILE *fp) {
while(datal[from] != 0) {
fprintf (fp, "%d %d\n", datal[from], from);
int tmp = datal[from];
data[from] = from;
from = tmp;

}

int main(int argc, char **argv) {
load_data();
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FILE *fp = fopen("kotle.out", "w");

for(int i = 1; i <= N; i++) {

// Kdyz narazime na volné pole, zapamatujeme si jej,
// abychom uSet¥ili préci funkci get_free_place().
if (data[i] == 0) free_place = i;

if ((datal[i] == 0) || (data[i]l == i)) continue;

// Nalezneme posledni prvek cesty/cyklu a cestu si pFipravime.
int last = find_path(i);

int tmpPlace = 0;
if (last == i) {
// Pokud je to cyklus, musime ho nejd¥iv rozbit
// (odlozit si jednoho h¥iZnika do&asné stranou).
tmpPlace = get_free_place();
fprintf (fp, "%d %d\n", datal[i], tmpPlace);
last = datalil;
datal[i] = 0;
} else
free_place = i;

// Zpracujeme cestu a vypiSeme pfesuny.
process_path(last, fp);

if (tmpPlace) {

// Pokud mame h¥isnika uloZeného stranou, tak si ho pfesuneme na spravné misto.

fprintf (fp, "%d %d\n", tmpPlace, i);
datal[i] = i;

}
fclose(fp);
return 0O;
}
21-1-3 Prfijimaci kancelar Pavel Klavik

Takovy plan pekla byl urcité pekelné zapeklity a nebohému reportérovi

zamotal na nemalou chvilku hlavu. Tu v8ak nezamotal jenom jemu, ale i ne-
jednomu fesiteli. Co by to bylo za peklo, kdyby pfijimaci kanceldf musela byt
jenom na jednom misté? Ptijimajicich kancelafi miize byt samoziejmé vic. A co
kdyby na néas Certi usili podvod a v pekle zaddna kancelaf viibec nebyla? S obo-
jim se musi pocitat a vétSina feSeni si na tomto vylamala zuby. Nebo snad
rfadky kédu? Nelze ¢init zadné predpoklady o nécem, co v zadani nebylo uve-
deno! Neéktera dalsi feSeni byla natolik pomald, Ze pokud reportér neumfel,
prohledava peklo dodnes . ..
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Ukéazeme si postup, jak rychle a snadno prelstit peklo. Nejprve si malicko
preformulujeme zadani. Peklo bude orientovany graf, mistnosti budou vrcho-
ly a chodby mezi nimi hrany. Nyni oto¢ime orientaci vSech hran. Ptijimaci
kancelaf bude misto, z kterého existuje cesta do vsech ostatnich vrchold grafu.

Jednoduché feseni nas urcité napadne hned. Pro kazdy vrchol ovéfime, zda
je prijimaci kanceld¥. Spustime z néj prohleddvdni do hloubky. To je algoritmus,
ktery nam pro urcity vrchol zjisti, do kterych vrcholt z néj vede cesta. Fungu-
je tak, Ze postupné prochézi a znackuje vrcholy. Na zacatku mame oznaceny
jenom vychozi vrchol. Pokud pfijdeme do neoznac¢eného vrcholu, ozna¢ime ho
a rekurentné spustime prohledavani pro jeho sousedy. Po skonceni béhu algorit-
mu budou oznaceny vSechny dostupné vrcholy. Blizsi informace o prohledavani
do hloubky naleznete v kuchatce Grafy 20-3.

Pokud jsme oznacili tplné vSechny vrcholy grafu, vyhrali jsme a nalezli
pfijimaci kancelaf. Pokud zadny takovy vrchol v grafu neni, pak ani nemt-
Ze existovat pfijimaci kancelaf. Jedno prohledavani ndm pro graf s N vrcholy
a M hranami zabere ¢as O(N + M) (kazdy vrchol a kazdou hranu navstivi-
me jednou) a musime ho zavolat pro kazdy vrchol z N vrchold, tedy celkem
O(N?+ NM), coz ndm pro bézné grafy (kde M > N) dava O(NM). V paméti
si potfebujeme udrzovat cely graf, pamétova slozitost bude O(M + N). Toto
feSeni je spravné, ale nikoho svoji rychlosti neoslni.

K rychlejsimu algoritmu nam pomuze nasledujici pozorovani. Pokud z libo-
volného vrcholu existuje cesta do pfijimaci kancelare, pak i on sdm je pfijimaci
kancelar. Pro¢? Protoze se z néj muzeme dostat do prijimaci kancelafe a z ni
poté do vSech vrchola grafu, tedy muzeme se dostat kamkoliv. Ale to neni
nic jiného nez definice pfijimaci kancelare. Tedy pokud spustime prohledavani
z néjakého vrcholu, ktery neni pfijimaci kancelaf, ani libovolny z navstivenych
vrchold nebude pfijimaci kancelaf. Z nich jiz nemusime poustét prohledavani,
coZ nam usetii spoustu ¢asu, bohuzel asymptoticky mame porad O(N M).

Co kdybychom zkusili pfi dalsich prohledavanich jiz neprochéazet vrcholy,
které jsme navstivili pfi predchazejicich prohledavanich? Budou nas zajimat
pouze nové vrcholy, do kterych jsme schopni se dostat. Pokud nam stale bu-
dou néjaké chybét, urcité zadny z navstivenych vrchold neni pfijimaci kancelar.
Takto redukujeme pocet nenavstivenych vrcholtl, az po ¢ase nalezneme vrchol
v, z kterého spustime prohledavani naposled. Vsechny vrcholy jsme tedy na-
vstivili bud pfi poslednim prohledavéni, nebo nékdy diive. Pokud je v grafu
prijimaci kancelaf, pak je to urcité vrchol v. Pro¢? Nemiize to byt zadny vrchol
z predchoziho prochézeni, protoze z néj neexistuje cesta napriklad do vrcholu
v. A pokud by to byl néjaky jiny vrchol z posledniho prohledavani, pak by také
v byla prijimaci kancela¥, vyuzijeme vyse ukdzaného poznatku, nebot z v do ni
vede cesta. Na druhou stranu v viitbec nemusi byt pfijimaci kancelar, mize exis-
tovat vrchol z predchozich prohledavani, do kterého se z v nemuZzeme dostat.
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V takovém piipadé v grafu neexistuje piijimaci kancelaf. ReSeni je jednoduché:
Prosté pro v ovérime, zda prijimaci kancelafi skute¢né je. Projdeme z néj zno-
vu cely graf. Pokud navstivime vSechny vrcholy, je v pfijimaci kancelaf, jinak
v pekle zadna neni. Na obrazku jsou vyznaceny vrcholy, z kterych jsme spus-
tili prohledavani, a spolu s nimi v jedné bubliné vsechny vrcholy, které jsme
navstivili pfi jednom prohledavani.

© Peklo

Prvni faze algoritmu pobézi v ¢ase O(M + N), nebotf na kazdy vrchol
a hranu se podivame jednou. Druhd ovéfovaci faze pobézi ve stejné sloZitosti
O(M + N), tedy dohromady dostavame O(M + N). Rychleji tento problém ani
vyfesit nelze, tolik ¢asu potfebujeme na nacteni vstupti. Pamétova slozitost
zUstava porad stejnd O(M + N).

Rada z vas si v§imla, Ze pokud by peklo bylo souvislé a byl v ném pravé
@ jeden vrchol, do kterého nevede zadna hrana, potom by to urcité byla pri-
jimaci kancelafr. Naproti tomu pokud by takové vrcholy byly dva, pak pfijimaci
kancelar nemtze v pekle existovat. Toto FeSeni vSak selze, pokud je pfijima-
cich kancelaii v grafu vice, protoze nebude existovat vrchol, do kterého nevede
zadné hrana. UkéZeme si, Ze i z na prvni pohled (po)chybné myslenky se da
ledacos vytézit a vytvorit funkéni feSeni.

Pokud jsou pfijimaci kancelafe dvé, musi lezet v silné souvislé komponenteé.
Co je to silné souvisla komponenta orientovaného grafu? Podobné jako u kla-
sického grafu je to maximalni mnozina vrcholi takové, Ze mezi kazdymi dvéma
vrcholy existuje orientovand cesta (kterd je navic vzdy celd uvniti komponen-
ty). Kazdy orientovany graf lze rozlozit na komponenty. Z hlediska hled4ni
prijimajici kancelafe se vSechny vrcholy komponenty chovaji podobné. Proto
muZzeme vytvorit kopii grafu, kazdou komponentu nahradit jednim vrcholem
a zachovat hrany napti¢ komponentami. Takové véci se Fika kontrakce kompo-
nenty, kterou si muzete také predstavit tak, ze vSechny vrcholy komponenty
natlac¢ime k sobé, ¢imZ nam splynou v jeden, hrany napfi¢ ndm zistanou. Vy-
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sledné kopie je acyklicka a sta¢i ndm podivat se na stupné jednotlivych vrchold.
Zde musi existovat alespon jeden vrchol, do kterého nevede zadné hrana, tedy
projde nam vyse uvedeny test.

Posledni problém, ktery musime vytesit, je, jak hledat silné souvislé kompo-
nenty. Existuje pékny rychly algoritmus zaloZeny na prohledavani do hloubky,
ktery funguje stejné jako vySe uvedené feSeni v ¢ase O(N + M). Jeho detaily
zde vypustime, avSak zvidavy Ctenar si ho muze zkusit vymyslet. Napovime,
Ze se pouzije pruchod grafem do hloubky, poté se oto¢i orientace hran a spusti
se druhy prtichod do hloubky.

#include <stdio.h>
#define MAXN 1000
#define MAXM 1000

struct hrana {
struct hrana* dalsi; // dalsi prvek
int cil; // cilovy vrchol

};

struct vrchol {
int oznacen;
struct hrana* hrany; // spojov§j seznam na hrany

};

// po&et vrchold, hran, ozna&enjch vrchold
int N, M, poslednij;

struct vrchol v[MAXN]; // pole vrchold
struct hrana e[MAXM]; // pole hran

void projdi(int num);

int main(void) {
// naiteme vstup
scanf ("%d %d", &N, &M);
// inicializace vrcholt
for (int i = 0; i < N; i++) {
v[i] .oznacen = 0;
v[i] .hrany = NULL;

78



Vzorova reSeni 21-1-3

for (int i = 0; i < M; i++) { // &teme hrany
int start, cil;
// uloZzime v opa&ném sméru
scanf ("}d %d", &start, &cil);
e[i].cil = start;
// pridame hranu k vrcholu
e[i] .dalsi = v[cil].hrany;
v[cil] .hrany = &el[il;

for (int i = 0; i < N; i++) { // prochdzime vrcholy
if (v[i].oznacen == 0) {
posledni = ij;

projdi(i);

}
// otestujeme, zda "posledni" je kancelaf
for (int i = 0; i < N; i++)

v[i] .oznacen = 0;
projdi(posledni);
int je_kancelar = 1;
for (int i = 0; i < N; i++)

if (v[i].oznacen == 0)

je_kancelar = 0;

if (je_kancelar) // vypiSeme vysledek
printf ("P¥ijimaci kancela¥ je %d.\n",
posledni);

else printf("V pekle neni p¥ijimaci kanceléa#!\n");

void projdi(int num) {
v[num] .oznacen = 1; // oznaéime vrchol
struct hrana* hr = v[num].hrany;
// projdeme vZechny hrany z vrcholu
while (hr != NULL) {
if (v[hr->cil].oznacen == 0)
projdi(hr->cil);
hr = hr->dalsi;
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21-1-4 Bonsaj Martin B6hm

Mnohé z (h)fesiteld napadlo si bonsaj prosté postavit, béhem stavéni zjistit
jeji sitku a nakonec ji jednou projit a ulozit si vysledky. To je samoziejmé feseni
spravné, slozitost takového feSeni je linedrni — sestaveni trva linearné dlouho
k velikosti vstupu a paméti zabereme rovnéz jen tolik, kolik ma bonsaj/strom
rozdvojek.

Jaké je asymptoticky optimalni feSeni? Vstup jisté musime projit cely, tedy
Casové slozitost lepsi nez O(N) nebude. Pamétova slozitost je linedrni jakbys-
met — staci uvazit bonsaj typu 2 2 2 -1 2 -1 2 -1 -1 -1 -1, kde si musime
pamatovat hodnoty alespori N/2 prvkt. Vidime, Ze postaveni bonsaje bylo fe-
Seni snadné, ale také spravné.

O konstantu chytiejsi feseni dostaneme tak, ze si uvédomime, Ze bonsaj
nepotiebujeme stavét, stac¢i nam ji projit pfimo v preorderu a chytfe si ukladat
presuny mezi sloupecky. Idealni struktura na uchovavani poctu listkti v jednot-
livych sloupedcich je obousmérny spojovy seznam, nebot jej miZeme rozsifovat
na obou stranach. Abychom se v hustych vétvickach bonsaje neztratili, musime
si také pamatovat cestu, kudy jsme do aktualné zkoumané rozdvojky prisli. Na
to muzeme vyuzit zasobniku nebo také rekurze.

program Bonsaj;

{ Obousmérny spojovy seznam }
type odksez = “sez;

sez = record

vlevo: odksez;

vpravo: odksez;

listku: Integer;
end;

type smer = (Doleva, Doprava);

procedure zpracuj(predchozi: odksez; s: smer);
{ Rekurzivni zpracovani rozdvojek bonsaje:
predchozi je predchozi rozdvojka,
s je smér, ve kterém se koukame. }
var pocet: Integer;
var novy: odksez;

begin;
read(pocet) ;
if pocet <> -1 then begin;
if( s = Doleva) then begin;
if predchozi”.vlevo = nil then begin;
{ Divéme se doleva, ale vlevo prvek
spojového seznamu chybi. }

new(novy) ;
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novy~.vpravo := predchozi;
predchozi”.vlevo := novy;
end else novy := predchozi”.vlevo;

end else begin;
if predchozi”.vpravo = nil then begin;
new(novy) ;
novy~.vlevo := predchozij;
predchozi”.vpravo := novy;
end else novy := predchozi”.vpravo;
end;

novy~.listku := novy~.listku + pocet;

zpracuj (novy, Doleva);
zpracuj (novy, Doprava);
end;
end;

var pocet: Integer;
var koren: odksez;
var pocatek: odksez;
begin;
{ Zpracuj vstup, kofen zvlast. }
read(pocet) ;
if (pocet <> -1) then begin;
new(koren) ;
koren~.listku := pocet;
zpracuj (koren, Doleva);
zpracuj (koren, Doprava);

{ Pfejdi na nejlevéjsi prvek seznamu. }
pocatek := koren;

while pocatek”.vlevo <> nil do

pocatek := pocatek”.vlevo;

{ Vypis. }

while(pocatek <> nil) do begin;
write(pocatek”.listku);
write(’ ?);
pocatek := pocatek”.vpravo;

end;

end;
end.

21-1-4
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21-1-5 Zapeklita karetni hra Josef Spak

Ze jde o tlohu z kombinatoriky, napadne kdekoho. Ale aby §lo feseni hladce
od ruky, je potieba to vzit ze spravného konce. Nejprve rozlozime do tfady
vSechny navzajem nerozlisitelné certy. Mezi kazdymi dvéma Certy, na zacatku
a na konci fady je misto, kam mutZeme polozit nejvyse jednu déblici, celkem
C +1. Ted spoéitdme, kolika zpiisoby si miizeme vybrat mista, na kters dablice
po jedné polozime. Program tedy bude pocitat kombinac¢ni ¢islo (C%- 1). Taky
mizeme uvazovat mista, na kterd cCertice nepolozime — (CJCFED). Vysledek je
stejny, ale dopo¢itdme se ho rychleji, pokud je dablic vic nez (C + 1)/2.

Jak ale efektivné spocitat kombinac¢ni ¢islo? Pocitat dva faktoridly a pak
je délit sice bude fungovat, ale pro vétsi pocty karet si nevystacime s velikosti
datového typu (obycejnd kapesni kalkulacka nezvladé vic nez 69!, a i na to uz
potiebuje pocditat s mantisou a exponentem). Vysledek bude celé ¢islo, zkusme
tedy zlomek s faktoridly néjak preusporddat a stfidavé nésobit a délit. Kom-
bina¢ni ¢islo (7)) se spocte jako n!/[k!(n — k)!]. Po vykraceni n! a (n-k)! si
zlomek rozepiSeme:

n-(n—1)-...-(n—k+1)
1-2-...-k
V ¢itateli jsou po sobé jdouci pfirozené ¢isla, takze lze zlomek pocitat postupné
takto:

n (n—1) (n—2) (n—k+1)

1 2 3 k
Sta¢i si v§imnout, Ze po kazdém vyndsobeni a vydéleni (jedné iteraci) jsme
spocitali n&jaké kombinacni éislo — (1), (5), --- (}), takie mezivysledky jsou

vS8echny celoc¢iselné. Na to nam staci proménnéd, do které se vejde k-krat vétsi
¢islo nez vysledek, kde k je min(D,C + 1 — D).
Casové slozitost je O(C — D), pamétova O(1).

#include <stdio.h>
int main() {
int C, D, n, k;
unsigned long X = 1;
scanf ("%d %d", &C, &D);
n=C0C+1;
// vybereme men3i k pro vypocet kombinalniho &isla
k=M< (€C+1-D)?D:C+1-D;

for (int i = 1; i <= k; ++i) {
X*=mn- (1 - 1);
X /= i;

}

printf("%d", X);
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21-1-6 Nejkratsi vyhrava Martin Mares & Milan Straka

Reseni naseho IQ-testu se sesla slusna hromadka, ale néktera z nich pou-
zivala jazyk RAPL az prili§ vynalézavé a domgyslela si do néj instrukce, které

vvvvvv

nime rovnou, aby se nenachytali ostatni:

e Argument instrukce write miZe byt pouze ¢islo, proménné nebo pr-
vek pole, urcité ne vyraz s operatory.

® Podminit lze jenom instrukci skoku, konstrukce typu if a=0 => a=1
je nekorektni.

a) Posloupnost mocnin dvojky je mozné vypsat na 4 instrukce jednoduchou
modifikaci pfikladu ze zadani:
a=1
znovu: write a
a=ax2
jump znovu
b) Spravné jste poznali, Ze se jednd o zacatek Fibonacciho posloupnosti,
v niz je kazdé ¢islo souctem dvou predchozich. Staci tedy, abychom si v regist-
ru a pamatovali aktudlni ¢islo a v registru b ¢islo pfedchozi (budeme si pFitom
predstavovat, ze pfed pocatec¢ni nulou je jednicka). Dostaneme tak jednoduchy
program na 6 instrukci:

b=1
zase: write a
c=a+b # nasledujici
b=a # predchozi <- aktualni
a=c # aktualni <- nasledujici

jump zase

Kli¢ku s pomocnou proménnou c si ale mizeme usettit jednoduchym trikem
a program tak zkratit na 5 instrukci:
b=1
zase: write a
a=at+b
b=a-b
jump zase
c) Jak vypsat prvnich 16 ¢&islic éisla 7?7 Naprogramovat opravdovy vy-
pocet m neni Gplné snadné a urcité to nestihneme za méné nez 16 instrukci,
které by ndm stacily na program typu write 3; write 1; ... (mimochodem,
opravdu jsme dostali nékolik delsich feseni). Kdyz tedy neumime 7 spodcitat,
vymyslime, jak tabulku jeho éislic reprezentovat co nejkompaktnéji. VSimnéme
si, ze do 32 bitu se vejde libovolné deviticiferné desitkové ¢islo, takze ndm staci
vzit si dvé konstanty 31415926 a 53589793 a vypsat je po Cislicich. Toho se
drzi i na$ program na 7 instrukct, jen ¢isla rozklada na ¢islice od konce:
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a=62951413
loooop: b=a}10 # mod 10 = posl. &islice
write b
a=a/10 # o Cislici zkratime
if a<>0 => jump loooop
a=39798535

jump loooop
Existuje ovSem jesté jeden efektivnéjsi zpusob: Najdeme dvé éisla, jejichz
podil se dostatecné presné priblizi k m, a tento podil vypiSeme po dcislicich.
Prekvapivé, s 32-bitovym cCitatelem a jmenovatelem mizeme ziskat pravé 16
¢islic m, konkrétné zlomkem 165707 065/52 746 197. (Tohle je opravdu néhoda,
i kdyZ nam to asi nebudete véfit. Opravdu jsme zadani schvalné nenaraficili tak,
aby to vyslo. My sami jsme na tento zpusob pfisli diky inspiraci od Alexandra
Mansurova, ktery ho ale sdm vzépéti zavrhl):
a=165707065
jedeme: b=a/52746197
write b
a=a’52746197
a=ax*x10
jump jedeme
d) Toto byl takovy maly test, jak pozorné jste ¢etli seznam instrukci RA-
pLu. Jestlipak jste si vSimli operace @, kterd pocita bitovou selekci? A jestlipak
jste si také vsimli, ze ¢isla v nasi ¢tvrté posloupnosti jsou presné ¢isla 1, 2, 3, 4,
., ze kterych jsou ovSem vyselectované jenom bity na sudych pozicich? Po-
kud ne, honem si bézte zopakovat instrukéni sadu; pokud ano, zde je program
na 4 instrukce:

preqap: b=a@85 # 01010101 dvojkové
write b
a=a+l
jump preqap

21-2-1 Spinavé tri¢ko Zbynék Falt & Petr Kratochvil

Uk4Zeme dvé feseni problému: jednodussi v ¢ase O(N?3) a o néco rychlejsi
v ¢ase O(N?log N). Za¢neme tim jednodussim :-)

Skvrnu si ulozime jako z-ové soufadnice svislych hran a y-ové souradnice
vodorovnych hran. V kazdém okamziku si budeme pamatovat spojovy seznam
skvrn, které se na tricku nachéazeji. Na zacatku je seznam prazdny; kdyz nacte-
me ze vstupu dalsi skvrnu, pridame ji do seznamu. Navic se podivame, jestli
nam nova skvrna nepiekryla néjakou starsi skvrnu — v takovém pripadé starou
skvrnu nahradime seznamem jejich zbylych neptrekrytych casti.

Ze se dvé skvrny prekryvaji, pozname snadno: piekryvaji se jejich priméty
na vodorovnou, nebo na svislou osu.

Nyni vyfesime rozpadavani staré skvrny, kterou prekryla nova.
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® Pokud zasahuje stard skvrna nad novou, ufizneme z ni vrsek — to
je obdélnik, ktery mé vSechny soufadnice stejné jako stard skvrna,
kromé dolni hrany (ta bude rovna horni hrané nové skvrny).

e Pokud zasahuje stara skvrna pod novou, podobnym zptsobem ufiz-
neme spodek (pouzijeme soufadnice staré skvrny, jen horni hrana
bude rovna dolni hrané nové skvrny).

® Pokud stara skvrna zasahuje i nalevo od nové, ufizneme levy kus
z toho, co ze staré skvrny zbylo po nasem pripadném predchozim
fezani.

e A nakonec ufizneme pravy kus, pokud to ptjde. Tim ziskdme aZ
Ctyfi zbylé kusy, na které se stara skvrna rozpadla, protoze ji z ¢asti
(nebo zcela) pfekryla skvrna nova. Tyto nové skvrny pfipojime do
spojového seznamu misto skvrny staré.

Zatim to vypada, Ze casova slozitost naseho algoritmu muze byt dost vy-
sokd, protoze muze vznikat velké mnozstvich malych ,rozpadnutych® skvrn.
MizZeme si vS§imnout, ze po provedeni vSech rozpad bude pocet skvrn nejvyse
O(N?). Kdy# totiz protahneme kazdou hranu kazdé skvrny pres celé tricko,
rozdélime ho nejvyse na (2N — 1)? obdélniktt (2N svislymi a 2N vodorovny-
mi Fezy), z nichz zadny se jiz nemutzZe nijak rozpadnout. Kazdou novou skvrnu
porovnidvame s az O(N?) predchozimi, takze ¢asové sloZitost neni horsi nez
O(N3).

A nyni jak to udélat rychleji:

Nejdrive si zadani tlohy trochu upravme: Nebudeme pocitat pocet jedno-
tek, které zabiraji jednotlivé barvy, nybrz pro kazdou skvrnu budeme pocitat
pocet jednotek, na kterych je tato skvrna vidét.

Neni tézké si rozmyslet, ze pokud vyfesime takto upravenou ulohu, tak
nalezeni Feseni puvodniho zadani je trividlni: Staci pro kazdou barvu secist
pocet jednotek, které zabiraji skvrny dané barvy. A to je z algoritmického
hlediska nezajimava zalezitost.

Nyni k samotnému feseni. Prvni myslenka, kterd urcité kazdého okamzité
napadne, spo¢iva ve vytvoreni dvojrozmérného pole velikosti (W —1) x (H —1),
které bude predstavovat tricko. Poté se postupné zpracovavaji jednotlivé skvrny
a prislusné policka v poli se oznacuji ¢islem této skvrny. Nakonec staci pole
projit a jednoduse spocitat vysledek.

Jakou slozitost by mélo toto feSeni? Vzhledem k tomu, Ze kazdé skvrna
muze byt az velikosti O(W - H), tak ¢asova slozitost by byla O(N - W - H) a
pamétovd O(W - H + N). To je pomérné hodné. Navic uz pro pomérné mald
W a H muzeme velmi brzy narazit na velikost fyzické operacni paméti.

Co kdyz rozdélime plochu tricka na oblasti, které jsou ohrani¢eny piimka-
mi, které prochazeji hranami jednotlivych skvrn? Urcité plati, ze kazda takto
vznikla oblast bude obsahovat stejna cisla. Navic proto, ze kazda skvrna pri-
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spéje nejvyse Ctyimi primkami, tak celkovy pocet téchto oblasti bude pouze
O(N?).

Ve skute¢nosti tedy staci pole velikosti O(N?), ve kterém lze simulovat
predchozi trividlni algoritmus. Jaka bude ¢asové slozitost tohoto postupu? Pro
kazdou skvrnu musime urcit, v jakych oblastech se nachézi. I kdybychom toto
zvladli rychle, tak kazda skvrna se mize skladat az z O(N?) oblasti, takze
¢asova slozitost je minimalné O(N?), coz je sice lepsi, ale stale to neni ono.

Neefektivita piredchoziho postupu je ukryta v tom, Ze kazdou oblast mu-
Zeme a7z O(N)-krat preéislovat. Co kdybychom ale nezpracovavali postupné
jednotlivé skvrny, ale jednotlivé oblasti? Napiiklad zdola nahoru a zleva do-
prava. Pak by si stacilo pribézné udrzovat seznam skvrn, které se v aktualni
oblasti vyskytuji, a z nich vzdy vybrat tu, kterd se objevila nejpozdéji (to lze
provést v ¢ase O(log N)), a oblasti pfitadit jeji ¢islo.

Zbyva tedy vytesit, jak onen seznam udrzovat. Mozné feSeni je pamatovat
si pro kazdy vodorovny pruh oblasti mnozinu skvrn, které se v tomto pruhu
vyskytuji a tuto mnozinu pak projit ,zleva doprava® a pribézné si pamatovat,
které skvrny se v aktudalni oblasti vyskytuji.

Udrzovat onu mnozinu skvrn je jednoduché. Pokud ji mame vytvorenou pro
jeden pruh, tak je totiz snadné ptejit na pruh nasledujici. Staci odebrat vsechny
skvrny, které se v tomto pruhu jiz nevyskytuji a naopak pridat skvrny, které se
v tomto pruhu nové objevily. Najit takové skvrny lze snadno, pokud si predem
vytvorime seznam vSech hornich a dolnich hran, ktery je set¥idéné vzestupné
podle soufadnice y. Pak kdyz narazime na dolni hranu, tak pfislusnou skvrnu
do seznamu pridame. V pripadé horni hrany skvrnu odebereme.

Naprosto stejnym zptsobem pak zpracujeme jeden pruh. Ze skvrn v pri-
slusné mnoziné vytvorime seznam levych a pravych hran, ktery setfidime podle
osy T a tento seznam pak jednoduse projdeme. Pokud narazime na levou hranu,
pak se v nasledujici oblasti tato skvrna vyskytuje, pokud na hranu levou, tak
se prislusné oblasti skvrna prestala vyskytovat. Seznam aktualnich skvrn pak
budeme udrzovat v haldé, abychom mohli vzdy rychle nalézt skvrnu, ktera se
v aktualni oblasti vyskytla nejpozdéji (je na vrchu).

Neni tézké si rozmyslet, ze tento seznam neni tieba stale tiidit. Je mozné
udrzovat jej stale setfidény. Aby se pak 1épe vkladalo doprostied, je vhodné jej
reprezentovat spojovym seznamem. Déale neni tézké prijit na to, Ze zadné pole
velikosti O(N?) vlastné nepotiebujeme, nebot je mozné rovnou pii priichodu
seznamem pocitat vysledek.

Jakd je Gasové sloZitost algoritmu? Nejdfive nacteme vstup, to trva O(N),
nasledovné setfidime seznam dolnich a hornich hran skvrn, coz lze zvladnout
v O(N - log N), poté tento seznam projdeme tak, ze kazdou hranu zatiidi-
me/odebereme do/ze seznamu skvrn v aktudlnim pruhu, coz trvd O(N). Tento
seznam pak prochdzime, pfi¢emz kazdy bod vlozime/odebereme do/z haldy
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O(log N).
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Dohromady tedy O(N)+O(N -log N)+O(N)-(O(N)+O(N)-O(log N)) =
O(N? -log N). Pamétova slozitost je pak O(N).

Algoritmus je implementovany v jazyku C++, nebot ten obsahuje knihovny
pro pohodlnou praci se zminénymi datovymi strukturami. Aby byl program
jednodussi, je tricko povazovano za jednu velkou skvrnu s barvou 0. Samotny
pfevod na puvodni zadani je pak udélan neefektivné, ale ve vysledné ¢asové
slozitosti se to jiz neprojevi.

[FFRRFRR Rk kR k- Pomale 81 verze kkkkkkskkkkskkkkkkkkokkkkokkokkok ok /

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define min(a,b) ((a)<(b)7(a): (b))
#define max(a,b) ((a)>(b)7(a): (b))

// je prunik dvou intervalu neprazdny?
#define prunik(xl, xp, yl, yp) \
(((x1 <= y1 && xp > y1) || (yl <= x1 && yp > x1))?1:0)

typedef struct skvrna {
int levy, pravy, horni, dolni; // okraje skvrny
int barva;
// ukazatel na dalsi skrvnu ve spojovem seznamu
struct skvrna *dalsi;

} SKVRNA;

// udaje o skrvne

// rozpadne starou skvrnu a misto ni vytvori spojovy seznam rozpadlych casti
void rozpad(SKVRNA *nova, SKVRNA *stara) {
SKVRNA #*seznam, *konec; // spojovy seznam vzniklych casti; konec seznamu

if (!prunik(stara->levy, stara->pravy, nova->levy, nova->pravy)

|| !'prunik(stara->dolni, stara->horni, nova->dolni, nova->horni))
// pokud se skvrny neprekryvaji, nemame co delat

return;

// na zacatek seznamu dame starou skvrnu

seznam = konec = (SKVRNA *)malloc(sizeof (SKVRNA));
*seznam = *stara;
seznam—->dalsi = NULL;

if (stara->horni > nova->hormni) { // urizneme horni kus

}

konec->dalsi

= (SKVRNA *)malloc(sizeof (SKVRNA));

konec = konec->dalsi;

konec->horni
konec->dolni

konec->levy =

konec->pravy
konec->barva
konec->dalsi

= stara->horni;

= nova->horni;
stara->levy;

= stara->pravy;

= stara->barva;

= NULL;

if (stara->dolni < nova->dolni) { // urizneme spodek
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konec->dalsi = (SKVRNA *)malloc(sizeof (SKVRNA));
konec = konec->dalsi;

konec->horni = nova->dolni;

konec->dolni = stara->dolni;

konec->levy = stara->levy;

konec->pravy = stara->pravy;

konec->barva = stara->barva;

konec->dalsi = NULL;

2008/2009

}

if (stara->levy < nova->levy) { // urizneme levy kus
konec->dalsi = (SKVRNA *)malloc(sizeof (SKVRNA));
konec = konec->dalsi;
konec->horni = min(nova->horni, stara->horni);
konec->dolni = max(nova->dolni, stara->dolni);
konec->levy = stara->levy;
konec->pravy = nova->levy;
konec->barva = stara->barva;
konec->dalsi = NULL;

}

if (stara->pravy > nova->pravy) { // urizneme pravy kus
konec->dalsi = (SKVRNA *)malloc(sizeof (SKVRNA));
konec = konec->dalsi;
konec->horni = min(nova->horni, stara->horni);
konec->dolni = max(nova->dolni, stara->dolni);
konec->levy = nova->pravy;
konec->pravy = stara->pravy;
konec->barva = stara->barva;
konec->dalsi = NULL;

}

// napojime seznam na puvodni pokracovani
konec->dalsi = stara->dalsi;

// a vynechame rozpadnutou skvrnu
*stara = *(seznam->dalsi);

}

int main(void) {
int N; // pocet skvrn
int W, H; // rozmery tricka
int *plocha; // plochy jednotlivych barev
SKVRNA *skvrny = NULL; // spojovy seznam skvrn
SKVRNA *skvrny_kon; // ukazatel na konec seznamu

scanf ("/d/%d%d", &N, &W, &H);
plocha = (int *)malloc((N+1)#*sizeof (int));
for (int i=0; i<N; i++) {

if (skvrny == NULL) { // pridame novou skvrnu na konec seznamu

skvrny = (SKVRNA *)malloc(sizeof (SKVRNA));
skvrny_kon = skvrny;
} else {

skvrny_kon->dalsi = (SKVRNA *)malloc(sizeof (SKVRNA));

skvrny_kon = skvrny_kon->dalsi;
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for

int

fo

}

}
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scanf ("d%d%d%d%d", &skvrny_kon->levy, &skvrny_kon->dolni,
&skvrny_kon->pravy, &skvrny_kon->horni, &skvrny_kon->barva);

skvrny_kon->dalsi = NULL;

// projdeme seznam skvrn a provedeme rozpady

for (SKVRNA *stara = skvrny; stara != skvrny_kon;

stara = stara->dalsi) {

rozpad(skvrny_kon, stara);

}

(int i=1; i<=N; i++)

plochal[i] = 0;
for (SKVRNA *s

plochal[s-
ciste = WxH;

= skvrny; s != NULL; s = s->dalsi)
>barva] += (s->pravy-s->levy) * (s->horni-s->dolni);

r (int i=1; i<=N; i++) {
printf("Barva Jd zabira na tricku %d jednotek plochy.\n",

ciste -=

i, plochalil);
plochalil;

printf("Cisteho tricka zustalo %d jednotek.\n", ciste);

re

}

turn O;

[FFxkkkRkkkkkkkkkkkkk Rychle 81 FeSeni skkkskkikkkikkkikkkkkkkkkrkk/

#include
#include
#include
#include
#include

#define
#define
#define
#define

<cstdio>
<vector>
<algorithm>
<set>
<list>

HORNI 1
DOLNI 2
LEVA 1

PRAVA 2

using namespace std;

struct vhrana_t {
int radek;
int lsloupec;

int psloupec;
int typ;

int f

lek;

// vodorovna hrana skvrny

// dolni nebo horni
// &islo fleku, kterému tato hrana pFisluSi

vhrana_t(int _radek, int _lsloupec, int _psloupec, int _typ, int _flek)
: radek(_radek), lsloupec(_lsloupec), psloupec(_psloupec),

typ(_typ), flek(_flek) {}

bool operator<(const vhrana_t &hrana) const { // t¥idime od zdola nahoru
return radek<hrana.radek;

}
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1
struct shrana_t { // svisla hrana skvrny
int sloupec;
int typ; // leva nebo prava
int flek; // &islo fleku, kterému tato hrana p¥islusi
shrana_t(int _sloupec, int _typ, int _flek)
: sloupec(_sloupec), typ(_typ), flek(_flek) {}
bool operator<(const shrana_t &hrana) const { // t¥idime zleva doprava
return sloupec<hrana.sloupec;
}
1

int main() {

90

int W,H,N;
scanf ("%d%d%d" ,&W,&H,&N) ;

vector<vhrana_t> vhrany; // seznam vSech vodorovnjch hran
vector<int> barvy(N+1); // pro pfevod &isla fleku na jeho barvu
vector<int> obsahy(N+1,0); // poet jednotek zabiranjch fleky

// plocha tri&ka je povaZovana za nulty flek
vhrany . push_back(vhrana_t(0,0,W,DOLNI,0));
vhrany.push_back(vhrana_t (H,0,W,HORNI,0)) ;
barvy [0]=0;

for (int i=1;i<=N;i++) {
int 1dr, 1lds, phr, phs, barva;

scanf ("d%d%d%d%d" ,&1ds,&1dr,&phs, &phr ,&barva) ;
vhrany.push_back(vhrana_t (1dr,lds,phs,DOLNI,i));
vhrany.push_back(vhrana_t (phr,1ds,phs,HORNI,i));
barvy[i]=barva;

}

sort (vhrany.begin() ,vhrany.end());

list<shrana_t> shrany;

vector<vhrana_t>::iterator vhrana;

int vpozice=-1;

// prochazime vodorovné hrany zdola nahoru

for (vhrana=vhrany.begin();vhrana!=vhrany.end();++vhrana) {

list<shrana_t>::iterator shrana;

if (vpozice>=0) { // pokud se nejedna o prvni hranu
int vyska=vhrana->radek-vpozice; // vyska vodorovného pruhu
int spozice=-1;
set<int> halda; // ze standarni haldy nelze odebirat libovolné prvky

// prochézime svislé hrany zleva doprava
for (shrana=shrany.begin();shrana!=shrany.end();++shrana) {
if (spozice>=0)
// *halda.rbegin() je maximalni prvek v haldé&
obsahy[*halda.rbegin()] +=(shrana->sloupec-spozice)*vyska;
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if (shrana->typ == LEVA) // ptesné podle popisu Feseni
halda.insert(shrana->flek) ;

else
halda.erase(shrana->flek);

spozice=shrana->sloupec;

}
}
if (vhrana->typ == DOLNI) { // pfesné podle popisu FeSeni
list<shrana_t> pomoc;
pomoc.push_back(shrana_t (vhrana->1sloupec,LEVA,vhrana->flek)) ;
pomoc.push_back(shrana_t (vhrana->psloupec,PRAVA,vhrana->flek));
shrany.merge (pomoc) ; // zat¥idime svislé hrany do mnoZiny
} else {
for (shrana=shrany.begin();shrana!=shrany.end();++shrana)
// odstranime p¥isludné hrany z mnoZiny
while (shrana->flek==vhrana->flek)
shrana=shrany.erase(shrana) ;
}

vpozice=vhrana->radek;

}
printf ("Cistého tri&ka zdstalo %d jednotek\n", obsahy[0]);

for (int i=1;i<=N;i++) // neefektivni zpisob, ale &asovou slozitost nezhor3i
if (barvy[i]!=0) {
int barva=barvy[il];
int celkem=0;
for (int j=i;j<=N;j++)
if (barvy[jl==barva) {
celkem+=obsahy[j];

barvy[j]=0;
}
printf("Barva Jd zabira %d jednotek\n",barva,celkem);
}
return 0O;
}
21-2-2 Utk pred zkouskou Pavel Klavik

Analyza je velice komplikovana véc a jak se ukézalo, hrozici zkouska za-
motala nejednomu fesiteli hlavu. Pfitom uplachnout je otazkou zivota a smrti!
Dosla feseni by sla rozdélit do dvou skupin. V prvni skupiné byla feSeni, kte-
r4 tvrdila, ze at bude matfyzak snazit sebevic, nedokéaze se zkousce vyhnout.
Bohuzel argumentace byla vedena zptisobem: ,,Nenasel jsem feSeni, proto ne-
existuje!“ Takovy postup je zcela chybny. O tom svéddéi i to, ze druhd skupina
fesitelt objevila zptsob, jak uplachnout a zkousce se vyhnout. UkaZeme si, jak
vyzrat nad profesorem analyzy!

Oznacme si r polomér rotundy. Pfedpokladejme, Ze profesor bézi rychlosti
4 za casovou jednotku a student pouze 1. Pokud se student nachéazi hodné
blizko stfedu rotundy S, je schopen obihat po mensi kruznici (se stfedem .5)
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rychleji nez profesor po obvodu. Jeho thlova rychlost je vétsi nez profesorova.
Jaky je maximélni polomér, ktery mensi kruznice mize mit? Délka obvodu
roste linedrné s polomérem. Pokud je jeji polomér roven /4, bude béhat stejné
rychle jako profesor. Pokud bude (byt jen o malinko) mensi, bude béhat rychleji.

Nyni si predstavme, Ze bychom byli kousek od stiedu a navic profesor
by byl pfesné na opacném konci rotundy (stfed S by lezel na tuseéce mezi
ndmi a profesorem). R4di bychom se vydali pfimo ke kraji rotundy, tedy na
opacnou stranu, nez stoji profesor. Jak daleko od stfedu musime byt, abychom
mu upldchli? Necht jsme ve vzdélenosti s. Profesor dobéhne na druhou stranu
za ¢as mr /4, zatimco nam to zabere ¢as r — s. Tedy pokud r — s < @r/4, podaii
se nam uplachnout.

profesor
7‘ @

Pro lepsi predstavu se podivejte na obrazek. Existuje vzdalenost od stredu,
ktera splnuje obé vyse uvedené nerovnosti soucasné, ta je vyznacena Sedym
pasem. Muzeme provést nejprve prvni krok, dostat se na opacnou stranu nez
profesor. Poté provedeme druhy krok a ute¢eme profesorovi, jak je naznaceno
na obrazku sipkami. Af se profesor pohybuje jakkoli, nemiize ndm v ani jednom
kroku zabranit. Pfed zkouskou jsme $tastné zachranéni!

21-2-3 Fronta
Martin Bshm & Martin ,,Bobfik* Krulis & CodEx

Jak je vidét z doslych feSeni, néktefi z vas jsou rozeni matfyzaci a v tlacenici
matfyzackého Zivota nebudou mit Zadné problémy. DoSlo i par rozpaditych
FeSeni, ale jejich autofi nemusi véset hlavu — ne vzdy je na Skodu stat ve fronté
druhy. Nyni se spolecné podivejme, jak se méla tloha fesit.

Zatimco se matfyzéaci ve fronté dohaduji, pfedbihaji a strkaji, zkusme si
jejich situaci matematicky popsat. Matfyzaci sami pifedstavuji mnozinu a pokud
jsou vztahy mezi nimi rozumné (tj. neexistuje v nich cyklus), mtiZzeme hovotit
dokonce o &dstecné usporddané mnoziné (zkracens CUM ). CUM se velice dobie
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reprezentuje orientovanym grafem, kde vrcholy jsou prvky mnoziny a hrany
predstavuji vztahy (napf. pokud si a mysli, Ze je chytiejsi neZ b, pak existuje
hrana z a do b).

V naSem piikladu hleddme tplné (linedrni) usporadéani ¢asteéné usporada-
né mnoziny. Podivame-li se na problém z hlediska grafu, kterym reprezentujeme
CUM, potiebujeme zavést ¢islovani w, takové, Ze vem vrcholiim je pfifazeno
jedinecéné ¢islo z rozsahu 1 az N (N je pocet vrcholit) a pokud vede hrana z a
do b, pak je w(a) < w(b).

Postup, ktery nam vyrobi takové ocislovani, se nazyva topologické tride-
nt a je velmi dobfe popsan v fadé ucebnic programovani. Existuji dva znamé
a velmi jednoduché algoritmy, které fesi tento problém. Prvni z nich je zalo-
Zeny na odtrhavani vrcholt, ze kterych uz nevede zadna hrana, a naleznete jej
podrobné popsany v knize Algoritmy a programovaci techniky. Druhy, ktery
vyuziva prohledani grafu do hloubky, najdete v nasi kuchafce na téma grafy.
Oba zvlddnou najit uspofadani vrcholi v éase O(N + M), kde N je podet
vrcholt a M je pocet hran.

Shodou okolnosti je zde uvedena ¢asova slozitost také dolnim odhadem,
protoze kazdy vrchol musime oéislovat (O(N)) a kazdou hranu musime vzit
v tvahu (O(M)), jinak nemlZeme zarucit, Ze jsme ovéfili vSechny podminky
na usporadani.

Nebot jsou programatoti pékni leno$i, ukdzeme vam ten druhy, ktery je
o hrosi chlup kratsi. A jak tento algoritmus funguje? Vybereme si néktery
jeSté neprosly vrchol v a spustime na néj prohledavani do hloubky. Po chvilce
duméni odhalime, Ze pokud oéislujeme nejdiive vSechny potomky (z hlediska
prichodu DFS) a a7 nakonec sebe, dostaneme topologické usporadani zac¢inajici
vrcholem v. Cislovani ale musime provadét ,odzadu“ — tj. od éisla N smérem
doli. Zbydou-li ndm jesté nékteré neproslé vrcholy, tak je opét zpracujeme
pomoci DFS a ¢islovani ndm je zatadi jesté pied vrchol v.

Abychom vytesili i okrajové ptipady, zbyva jesté rozhodnout, kdy zadné
usporadani neexistuje. To se stane pravé tehdy, kdyz je v grafu alesponi jeden
orientovany cyklus. Nastésti jej odhalime jednoduse pfi priichodu do hloubky.
Pokud pri prohledavani dojdeme do vrcholu, ktery je stale jesté ,otevieny“
(DFS s nim jesté neskonéilo), musi nutné existovat orientovana kruznice obsa-
hujici tento vrchol. Zadand mnozina pak nemuze byt nijak usporadana, takze
nam nezbyva, nez oznamit vysledek a skondit.

Technické detaily implementace muzete prozkoumat ve vzorovém feSeni.
Timto se s vami louc¢i dvojka Martint a jeden CodEx.

program fronta;

const max = 20000;

type pole = array [1..max] of integer;
dpole = “pole;
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matfyzak = record
znamych: integer;
znami: dpole; {seznam 1lidi ve fronté&, které matfyzak znal}
aktivni: integer; {informace o tom, je-1li matfyzak jiZz odbyty &i nel}
end;
{pole matfyzakd / graf, reprezentovany vrcholy se seznamy sousedi}
matfyzaci = array[1l..max] of matfyzak;
var usporadani: pole; mela: matfyzaci;
vpozice: integer; {prvni volnd pozice v poli uspofadanil}
kruznice: integer;
{prichod do hloubky, vrati O pokud je vse OK,
1 pokud byla nalezena or. kruZnice}
procedure DFS( v: integer);
var n,i: integer;

begin;
n := 0;
melal[v].aktivni := 1;
if vpozice > max then exit;
for i := 1 to melalv].znamych do begin;
{ detekovana kruZnice }
if melal[ melal[v].znami"[i] ].aktivni = 1 then kruznice := 1
{ vrchol jiz hotov }
else if melal mela[v].znami"[i] ].aktivni = 2 then continue
else DFS(melalv].znami~[i]);
if kruznice = 1 then exit;
end;
{jsme-1i tu, kruZnice nebyla nalezena}
usporadani [vpozice] := v; {deaktivuj vrchol a uloZz jej do uspofadani}
vpozice := vpozice + 1;
melal[v].aktivni := 2;
end;

var pocet,z,m: integer;
begin;
read(pocet); {vstup}
for m := 1 to pocet do begin;
mela[m].aktivni := 0;
read(mela[m] .znamych) ;
getmem(mela[m] .znami, mela[m].znamych * sizeof (integer));
for z := 1 to mela[m].znamych do begin;
read(mela[m] .znami"~ [z]);
end; end;
vpozice := 1; {spusténi}
kruznice := 0;
for m := 1 to pocet do begin;
if mela[m].aktivni = O then DFS(m);
if (kruznice = 1) or (vpozice > max) then break;

end;
if kruznice = 1 then write(’no’) else {v§ystup}
for z := pocet downto 1 do write(usporadanil[z],’ ’);
writeln;
end.
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21-2-4 Sitovani Pavel Cizek

Lze soudit, ze v&tsing Fesiteld se podafilo dostat sif alespon do stavu, aby
mohli odeslat feSeni. Bohuzel jsem ale pfi opravovani mél pocit, Ze Casto se
tak stalo jen diky vhodnému rozlozeni poéitact (obvykle se stavalo, ze VaSe
programy vygenerovaly néjakou posloupnost i v pfipadé, Ze FeSeni neexistovalo).

Uspésni Fesitelé obvykle pouzivali algoritmus zaloZeny na porovnavani thli
mezi jednotlivymi poéitaci. Konkrétné vybrali jeden (napf. nejlevéjsi a pokud
jich je vic, tak nejspodnéjsi z nich) pocita¢ Y a ostatni set¥idili dle Ghlu, ktery
svirala jejich spojnice s Y s néjakym pevnym smérem (obvykle kladnou poloo-
sou z). Pokud se sesly 2 pocitace na stejném thlu, rozhodovala vzdélenost od
Y. V tomto poradi pocitace zapojili a Y zafadili mezi prvni a posledni v se-
tfidéné posloupnosti. Snadno se nahlédne, ze takto vygenerovana spojnice se
nekiizi (Bud poéitade A; a A;+1 maji stejny thel vzhledem k Y a pak, diky
setfidéni dle vzdalenosti, neni zadny pocita¢ X se stejnym tthlem a vzdalenosti
|A;Y| < |XY]| < |Ai+1Y], nebo maji thel rtzny, ale pak zifejmé thly mezi A;
a A;y1 protne generovana spojnice jen jednou, a to pravé na dratu vedoucim
z A; do A;;+1. Podobné to dopadne i pro draty vedouci z poéitace V).

Nicméné ukazeme si zde jiny pristup k problému. Idea je takova, Ze vezme-
me spojnici nejlevéjsiho a nejpravéjsiho pocitace a spojime pocitace nad a pod
touto piimkou zvlast. Najdeme tedy nejlevéjsi (a nejvyssi v pripadé, ze je vice
pocitacl s nejmensi x soufadnici) poéita¢ L a nejpravéjsi (a nejnizsi, pokud
jich je vice) poéita¢ P. Pak roztfidime zbylé pocitace na ty, co jsou Nad, Pod
a Na pfimce [—P (na ilustrativnim obrazku bilé, Sedé, resp. svétle Sedé). Pokud
budou vSechny poéitace na této spojnici, tak zfejmé FeSeni neexistuje (pfimé
spojeni PL p¥i névratu se protne s draty vedoucimi opa¢né). Jinak lze sit udé-
lat, jen si musime dat pozor, co provedeme s pocitac¢i Na spojnici — kdyz Nad
i Pod spojnici jsou néjaké pocitace, je jedno, jestli je pridame k cesté z L do
P (tedy k pocita¢iim Nad spojnici) nebo k cesté z P do L (tedy k pocita-
¢am Pod spojnici) (na ilustraci jsme pocita¢e Na spojnici pridali k poéita¢im
Pod spojnici). Pokud ale Nad (analogicky Pod) spojnici nejsou zadné pocitace
a poéitade Na spojnici bychom pfidali na cestu z P do L (z L do P) dostali
bychom protnuti pravé v bodech, které jsou Na spojnici. Proto musime v tom-
to piipadé poéitace Na spojnici uvazovat jako kdyby byly Nad (Pod) spojnici
(Nad' = Nad U Na ,resp. Pod' = Pod U Na).
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Nakonec uz jen zbyva sefadit pocitace Nad spojnici a Pod spojnici tak, aby
vytvorily cestu, kterd se nebude protinat. Na to ale staci setfidit pocitace dle
soufadnice x vzestupné a v pfipadé, ze se se nachézi vic pocitacti na stejném
sloupci, tak dle y sestupné (jak dopadne setfidéni je na obrdzku naznadeno
Sipkami). Takto vznikl4 spojnice se nevraci ve sméru x a p¥i stejném z pouziva
tfidéni dle y a proto opét nedojde k protnuti. Podobn4 situace nastane u L (P)
diky volbé nejvyssiho (nejnizsiho) pocitade s minimalni (maximdlni) « soufad-
nici. ,,Kruznici® z pocitact pak vytvorime spojenim L, setfidénych pocitacii
Nad, P a obracenim setfidénych pocitac¢t Pod.

const Presnost = 1E-6; <{Pfesnost pro praci s redlnymi &isly}
{Cisla li%ici se o méné neZ tuto konstantu povaZujeme za stejna}

type
PPocitac = “TPocitac;
TPocitac = record
X,Y:real;
Poradi:integer;
Dalsi:PPocitac;
end;

var
Pocitace:PPocitac;
Nejlevejsi,Nejpravejsi:PPocitac;
NadSpojnici,PodSpojnici,NaSpojnici:PPocitac;

procedure Nacti;
{Na¢teni vstupu a urceni nejlevejSiho a nejpravéjsiho po&itale (z pohledu X)}
var N,i:integer;
Novy:PPocitac;
begin
readln(N); {polet poc&ita&i}
Pocitace:=nil;
if N <> O then begin {nalteni do lineadrniho spojového seznamu}
new(Novy) ;
readln(Novy~.X,Novy~.Y);
Novy~.Poradi:=1;
Novy~.Dalsi:=nil;
Nejlevejsi:=Novy;
Nejpravejsi:=Novy; {prvni po&ita& je zvlast kvili inicializaci}
Pocitace:=Novy;
for i:=2 to N do begin
new(Novy) ;
readln(Novy~.X,Novy~.Y);
if (Novy~.X > Nejpravejsi~.X) or
((Novy~.X = Nejpravejsi~.X) and (Novy~.Y < Nejpravejsi~.Y))
then Nejpravejsi:=Novy;
if (Novy~.X < Nejlevejsi~.X) or
((Novy~.X = Nejlevejsi~.X) and (Novy~.Y > Nejlevejsi~.Y))
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then Nejlevejsi:=Novy;
Novy~.Poradi:=ij;
Novy~.Dalsi:=Pocitace;
Pocitace:=Novy;
end;
end;
end;

procedure Rozdel;
{Rozd&li po&itale podle relativni polohy
vzhledem k spojnici nejlevéjSiho a nejpravéjsiho}
var Zpracovavany:PPocitac;
ZSlozkaVektorovehoSoucinu:real;
{vektor popisujici smér spojnice nejlevéjsiho a nejpravéjsiho politace}
VektX,VektY:real;
{vektor popisujici smér spojnice nejlevéjsiho a zpracovavaného bodu}
ZpracVektX,ZpracVektY:real;
begin
NadSpojnici:=nil;
PodSpojnici:=nil;
NaSpojnici:=nil;
VektX:=Nejpravejsi~.X - Nejlevejsi~.X;
VektY:=Nejpravejsi~.Y - Nejlevejsi~.Y;
while Pocitace <> nil do begin
Zpracovavany:=Pocitace;
Pocitace:=Pocitace”.Dalsi; {vyfazeni zpracovavaného politale ze seznamu}
if (Zpracovavany=Nejlevejsi) or (Zpracovavany=Nejpravejsi) then continue;
{tyto 2 se zpracovavaji zvlast}
ZpracVektX:=Zpracovavany~.X - Nejlevejsi~.X;
ZpracVektY:=Zpracovavany~.Y - Nejlevejsi~.Y;
ZSlozkaVektorovehoSoucinu:=VektX * ZpracVektY - VektY * ZpracVektX;
if abs(ZSlozkaVektorovehoSoucinu) < Presnost then begin {lezi na spojnici}
Zpracovavany~.Dalsi:=NaSpojnici;
NaSpojnici:=Zpracovavany;
end else if ZSlozkaVektorovehoSoucinu > O then begin {leZi nad spojnici}
Zpracovavany~ .Dalsi:=NadSpojnici;
NadSpojnici:=Zpracovavany;
end else begin {lezi pod spojnici}
Zpracovavany~.Dalsi:=PodSpojnici;
PodSpojnici:=Zpracovavany;
end;
end;
end;

function Merge(Seznaml,Seznam2:PPocitac) :PPocitac;
{dva setfizené seznamy slije - pivodni seznamy jsou bé&hem procesu znilenyl}
var Prvni,Posledni:PPocitac;
function Porovnej(Pocitacl,Pocitac2:PPocitac):boolean;
{porovna polohy dvou po&itacl a vraci true,
pokud ma byt Pocitacl zat¥izen jako prvni}
begin
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Porovnej:=(Pocitacl”™.X < Pocitac2”.X)
or ((Pocitacl~.X = Pocitac2~.X) and (Pocitacl~.Y > Pocitac2".Y));
{zde si miZeme dovolit mezi redlnymi &isly test na rovnost
- zaokrouhlovaci chyby, které vzniknou pfi nacitani, budou u stejnjych
hodnot na vstupu stejné, a tedy rovnost bude doopravdy platit}
end;
begin
if (Seznaml = nil) then Merge:=Seznam2 {v p¥ipadé&, Ze je jedna posloupnost
prazdna, je sliti trivialni}
else if (Seznam2 = nil) then Merge:=Seznamil
else begin
if Porovnej(Seznaml,Seznam2) then begin
{nejd¥ive zjistime, &im bude vysledna posloupnost zalinatl}
Prvni:=Seznami;
Seznaml:=Seznaml”.Dalsi;
end else begin
Prvni:=Seznam2;
Seznam?2:=Seznam2~.Dalsi;
end;
{Konec funkce (az po ptrifazeni vjsledku) jen slije zbytek seznami.}
{Je zde implementovéna nerekurzivni varianta.
Rekurzivni by byla vyrazné krat3i.}
{ Prvni~.Dalsi:=Merge(Seznaml,Seznam2); }
Posledni:=Prvni;
while (Seznaml<>nil) and (Seznam2<>nil) do begin {a pak slijeme zbytek}
if Porovnej(Seznaml,Seznam2) then begin
Posledni”.Dalsi:=Seznaml;
Posledni:=Seznaml;
Seznaml :=Seznaml”.Dalsi;
end else begin
Posledni”.Dalsi:=Seznam2;
Posledni:=Seznam2;
Seznam2:=Seznam2”.Dalsi;
end;
end;
if (Seznaml = nil) then Posledni”.Dalsi:=Seznam2
else Posledni”.Dalsi:=Seznaml;
Merge:=Prvni;
end;
end;

function MergeSort(Seznam:PPocitac):PPocitac;
{dostane seznam a vrati ho set¥izeny}
var Seznaml,Seznam2,Swap:PPocitac;
begin
if (Seznam = nil) then MergeSort:=nil
else if (Seznam”.Dalsi = nil) then MergeSort:=Seznam {koncové podminky}
else begin
Seznaml:=nil;Seznam2:=nil;
while Seznam<>nil do begin {rozd&li seznam na poloviny
- sudé a liché prvky zvlast}

98



Vzorova reSeni 21-2-4

Swap:=Seznam”.Dalsi;
Seznam™.Dalsi:=Seznamil;
Seznaml :=Seznam2;
Seznam?2:=Seznam;
Seznam:=Swap;
end;
Seznaml :=MergeSort (Seznamil) ; {set¥izeni polovin}
Seznam?2:=MergeSort (Seznam?2) ;
MergeSort:=Merge(Seznaml,Seznam2); {a merge setfizenjch posloupnosti}
end;
end;

procedure Vypis(Seznam:PPocitac);
begin
while (Seznam<>nil) do begin
write(Seznam”.Poradi,’ ’);
Seznam:=Seznam”.Dalsi;
end;
end;

function Obrat(Seznam:PPocitac) :PPocitac;
var ObracenySeznam,Dalsi:PPocitac;
begin
ObracenySeznam:=nil;
while Seznam<>nil do begin
Dalsi:=Seznam”.Dalsi;
Seznam”.Dalsi:=0bracenySeznam;
ObracenySeznam:=Seznam;
Seznam:=Dalsi;
end;
Obrat :=0bracenySeznam;
end;

begin
Nacti;
if Pocitace = nil then begin
writeln; {neni co vypisovat - O po&itacu}
end else if Pocitace”.Dalsi = nil then begin
writeln(’1’); {jedinny poé&ital ... takZe neni p¥ili§ co FeSit}
end else begin
Rozdel;
if (NadSpojnici = nil) and (PodSpojnici = nil) then
writeln(’ReSeni neexistuje.’) {vSechny po&itace lezi na spojnicil}
else begin
NadSpojnici:=MergeSort(NadSpojnici); {set¥izeni jednotlivjch seznami}
PodSpojnici:=MergeSort (PodSpojnici) ;
NaSpojnici:=MergeSort(NaSpojnici);
if (NadSpojnici = nil) then NadSpojnici:=NaSpojnici
else PodSpojnici:=Merge(NaSpojnici,PodSpojnici);
{pfidani bodli na spojnici k p¥islusné strané}
write(Nejlevejsi~.Poradi,’ ’);
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Vypis(NadSpojnici) ;
write(Nejpravejsi~.Poradi,’ ’);
PodSpojnici:=0brat (PodSpojnici) ;
Vypis(PodSpojnici);
writeln;
end;
end;

end.

21-2-5 Nadobi Pavel Klavik & Kristyna Stodolova

Pohled na talife a hrnky evokuje u vétSiny matfyzadkd myslenku na jidlo
a nasledné kruceni v bfise. Proto neni divu, Ze danou problematiku fesi pomoci
hladového algoritmu. Hladovy algoritmus (angl. greedy) vybira v kazdém kroku
to aktualné nejlepsi feseni. Ne vzdycky se dobere toho optiméalniho, ale v tom-
to ptripadé funguje. Rozhodovéani o tom, ktery kus nddobi kdy umyt, probiha
odzadu (tj. ode dne, do kterého ,prezije“ to nejtrvanlivéjsi). Pro kazdy den
se vezmou vSechny kusy nadobi, které do néj vydrzi, a zaroven jejich umyvani
jesté nebylo napldnovano na pozdéji. Z nich se hladové vybere ten nejcennéjsi
a naplanuje se na tento den k umyti. Takto nalezneme néjaké reseni, ale jesté
nemusi byt Gplné jasné, ze je skutecné optimalni. Zkusme si to tedy dokazat.

K dokéazani spravnosti pouzijeme techniku, kterd ndm muze pomoci i se
spoustou jinych algoritmi, které postupné konstruuji optimalni feseni. Ze za-
¢atku algoritmus bézel spravné. Nerozhodli jsme totiz jesté o umyti jediného
kusu, proto nase rozhodnuti nemohlo byt Spatné. Poté algoritmus provadél jed-
notlivé kroky a nakonec vydal néjaky vysledek. Pfedpokladejme pro spor, ze
by vysledek byl spatné, tedy nebyl by optiméalni. Potom musel existovat néjaky
krok, kdy se algoritmus poprvé rozhodl spatné, tedy rozhodl umyt kus nadobi
A, ktery se nevyskytoval v Zzddném optimalnim feSeni. Vezméme si tedy jedno
z optiméalnich feseni, které vyhovovalo vSem rozhodnutim provedenym v pred-
chéazejicich krocich, a v daném kroku umyva kus B. Ukazeme, ze z tohoto feseni
dokéZeme vyrobit jiné optimalni feSeni, které umyva kus A, to by byl jisté spor.
Pokud optimalni feseni umyvalo kus A v néjakém dalsim kroku, pouze proho-
dime poradi umyvani A a B. Pokud neni nikde umyvéani A napldnovéno, tak
umyjeme misto B kus A. Plati vSak, Ze cena kusu A je alespoii tak velké jako
cena B. Nové vytvorené feseni je optimalni a zaroven omyva ve Spatném kroku
A, coZ je spor.

Jesté jedna drobna poznamka na okraj: co kdybychom k feSeni pouzili
hladovy algoritmus, ale rozhodovali o umyvani v opacném potadi od prvniho
dne. Takové FeSeni by nefungovalo, naptiklad pro vstup (2,2) a (1,1). Muzete
si vyzkousSet jako malé cvi¢eni nalézt misto, ve kterém by vyse uvedeny diikaz
nezafungoval.
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Co se tyce implementace, nejprve si nddobi utfidime sestupné podle tr-
vanlivost napf. pomoci QuickSortu v éase O(N log N). Vybér nejdrazsiho kusu
udélame haldou, usporadanou dle ceny. Do té vzdy pridame kusy, které vydr-
7i do aktualné zkoumaného dne, z vrchu odebereme ten nejdrazsi a dame ho
k myti. V haldé dokaZzeme délat operace vkladani i odebirdni v ¢ase O(log N) na
prvek, coz ndm dohromady dava O(N log N), tedy i slozitost celého algoritmu
je O(Nlog N). Plany, co umyt v jednotlivé dny, si udrzujeme v poli. ProtoZe
nékteré kusy mohou mit obrovskou trvanlivost ve srovnani s /N, maximalni po-
¢et dni, které nas zajimaji, je minimum z N a maximalni trvanlivosti. Dalsi
dny uz stejné budeme mit cely dfez volny!

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <limits.h>

#define MAX 1000

#define SWAP(A,B,tmp) tmp = A; A = B; B = tmp;

struct nadobi { // jeden kus nadobi
int id, t, c, umyt; // &islo; trvanlivost; cena; zda mame naplanovano umyti
};
struct nadobi kusy[MAX]; // informace o kusech nadobi
int halda[MAX*2] ,hpocet=0,dny[MAX],pdni;
// halda; pocet prvkid; plany na jednotlivé dny; pocet dni
int N,tmp; // pocet kusid; proménnd pro swap

int halda_pridej_prvek(int index) { // pfidani prvku do haldy

halda[++hpocet] = index; // dame na konec

haldal[hpocet*2] = haldal[hpocet*2+1] = 0;

int i = hpocet;

// probubléme prvek nahoru na spravné misto

while (i > 1 && kusy[halda[i/2]].c < kusy[haldal[il].c) {
SWAP (haldal[i/2], haldal[il, tmp);
i/=2;

}

int halda_odeber_maximum() { // odebréni prvku z haldy
if (hpocet == 0)
return 0;
int ret = halda[1]; // vymaZeme a prohodime s poslednim prvek
halda[1] = haldalhpocet];
haldal[hpocet--1 = 0;

int i = 1; // posledni prvek bublame dolt, dokud neni spravné
while (kusy[halda[il].c < kusy[halda[i*2]].c
|| kusyl[haldal[i]].c < kusy[haldal[i*2+1]].c) {
// prohodime s potomkem, ktery ma vét3i cenu
if (kusy[halda[i*2]].c > kusy[haldal[i*2+1]].c) {
SWAP(haldal[i], halda[i*2], tmp);
i = ix2;
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}

else {
SWAP (halda[i], halda[i*2+1], tmp);
i= ix2+1;

}

}
return ret;

}

// porovnavaci funkce pro gsort

int porovnej(const void * a, const void * b) {
int ta = ((struct nadobix*) a)->t;
int tb = ((struct nadobi*) b)->t;
if (ta < tb) return -1;
else if (ta == tb) return O;
else return 1;

}

int main() {
scanf ("%d", &N);

// na&teme jednotlivé kusy

for (int i = 1; i <= N; i++) {
scanf ("/d %d", &kusyl[il.t, &kusyl[il.c);
kusy[i].id = i;

}

kusy[0].c = INT_MIN; // O. kus plni funkci zaraZky

// ut¥idime podle trvanlivosti (nejtrvanlivéjsi na konec)
gsort (&kusy[1], N, sizeof(struct nadobi), porovnej);

int i = N; // prochazime dny a ur&ujeme kusy k umyti
pdni = N < kusy[N].t ? N : kusy[N].t;
for (int t = pdni; t > 0; t--) { // zalneme od minima dny/max. trvanlivost
while (kusy[i]l.t >= t) // pfidame nové kusy nadobi
halda_pridej_prvek(i--);

dny[t] = halda_odeber_maximum(); // vezmeme hladové nejcenn&jsi
kusy[dny[t]] .umyt = 1;
}

// vypiSeme vysledek
for (int i = 1; i <= pdni; i++)
if (dnyl[il)
printf("%d ", kusy[dny[il].id);
for (int i = 1; i <= N; i++)
if ('kusy[i].umyt)
printf("%d ", kusy[il);
printf("\n");
return 0;
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21-2-6 Nejkratsi opét vyhrava Martin Mares & Milan Straka

Uloha prvni s jednim chybéjicim &islem vam neéinila velké problémy. V za-
sadé se objevila feseni dvé. Prvni vyuzivalo funkce xor. Tato funkce totiz spl-
nuje x ~ x = 0, takze xory dvou stejnych cisel se vyrusi. Navic pfi xorovani
nezalezi na poradi, takze feseni je nasnadé: pokud zxorujeme vSechna Ccisla
1..N a vSechna éisla A[0]..A[N —2], vysledek je pfesné chybéjici ¢islo. To proto,
ze chybéjici ¢islo jsme xorovali jednou a vSechna ostatni ¢isla dvakrat. Pokud
chceme mit FeSeni co nejkratsi, jesté si uvédomime, ze A[N — 1] = 0. Ziskdme
tak nasledujici program o péti instrukcich:

dalsi: x = x ~ A[i] # zde se xoruje A[0]..A[N-1]
i=1i+1
x=x"1i # zde se xoruje 1..N
if i < N => jump dalsi
write x

Druhé feseni prvni tlohy pouzivd misto xoru séitani a odc¢itani. Pokud
k jedné proménné pri¢teme vSechna ¢isla 1..N a odeéteme ¢isla A[0]..A[N — 2],
dostaneme chybéjici ¢islo. Zde se ale nékteii fesitelé zarazili — pokud je N > 231,
tak N+(N—1) > 232 a p¥i s¢itani dojde k pieteceni! A p¥i ode¢étani zrovna tak!
Velmi dobte, drahy Watsone, ale i kdyz dojde k preteceni, pordd budeme mit
vysledek spoéitany modulo 232. Takova piesnost ndm ovSem staci, protoze chy-
béjici ¢islo < N < 232, Ziskdme tedy alternativni feSeni opét o péti instrukcich:

dalsi: x = x - A[i] # zde se od&ita A[0]..A[N-1]
i=1i+1
x=x+1i # zde se pric¢ita 1..N
if i < N => jump dalsi
write x

Jesté jedna poznamka. Néktefi pokrodili matematici vyuzivali faktu, ze
14+...4 N = N(N +1)/2. JenomZe program S = N+1; S = S*N; S = S/2
nespoéita vysledek modulo 232, ale jenom modulo 23'. Problém je v déleni —
pokud méate v S = N(N — 1) modulo 232, tak po provedeni S/2 je v S hodnota
N(N —1)/2 modulo 23'. Takovy program tedy nefunguje spravné.

Nyni k feseni druhé tlohy. Radi bychom néjak aplikovali nase feSeni ulohy
prvni. To bychom mohli, pokud bychom dokazali ¢isla 1..INV rozdélit do dvou
skupin, aby v kazdé bylo pravé jedno chybéjici ¢islo. Pak by stacilo pouzit
xorovaci feSeni na kazdou skupinu zvI4st.

Nejprve zxorujeme vSechna ¢isla 1..N a A[0]..A[N —3|. Tim dostaneme xor
obou chybéjicich ¢isel. Tato hodnota ma jednotkové bity tam, kde se chybéjici
¢isla 1igi. Necht je tedy b-ty bit této hodnoty jednickovy. Chybé&jici ¢isla se
lisi v b-tém bitu. Pokud rozdélime éisla 1..N a A[0]..A[N — 3] do dvou skupin
podle toho, jakou maji hodnotu b-tého bitu, bude v kazdé skupiné pravé jedno
chybéjici ¢islo. Jedno z nich pak dostaneme tak, Ze zxorujeme vSechny hodnoty
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1..N a A[0]..A[N — 3] s nulovym bitem b, a druhé tak, Ze zxorujeme hodnoty
s jednickovym bitem b.

Nyni jak to provést na co nejméné instrukci. Nejprve musime v xoru chy-
béjicich ¢isel najit jeden z jeho jednickovych biti. Ozna¢me xor chybéjicich
Cisel jako x a zapiSme ho ve dvojkové soustaveé:

x bbbbbbb1000

dvojkovy doplnék x, tj —z bbbbbbb1000
x&(—x) 0000001000

Vidime, Ze x & (-x) ma nastaveny jediny bit, a to nejnizsi bit, ktery je nastaven
vV T.

Zbyva vytesit posledni detail. Jak rozdélit hodnoty podle néjakého bitu?
Pokud je v b nastaven jeden bit, miuzeme pouzit bitovou selekci, protoze x @ b je
presné hodnota tohoto bitu, 0 nebo 1. Touto hodnotou pak mitiZzeme indexovat
pole X, takZe nemusime pouzivat instrukci skoku a chybéjici ¢isla budou v X [0]
a X[1].

Pouzitim vsSech téchto trikd dostaneme program o 14 instrukcich:

alpha: x = x ~ A[i] # zde se xoruje A[0]..A[N-1]
i=i+1
x=x "1 # zde se xoruje 1..N

if i < N => jump alpha

# nyni je v x xor chybé&jicich ¢isel

y=0-x
b=x&y
# v b je nastaven jediny bit,
# a to takovy, kde se chyb&jici ¢isla 1isi

beta: i=A[jl@epD # A[j]l je ve skup. i (0 &i 1)
X[il = X[il =~ A[j] # xoruj A[j] ve skupiné i
j=ivt
i=j@eb # j je ve skupin& i (0 &i 1)
X[i] = X[i] "~ j # xoruj &isla j ve skupiné i

if j < N => jump beta
write X[0]
write X[1]
Nekteri Tesitelé se pokusili fesit druhou ulohu tak, ze pouzili s¢itaci feSeni
a spocitali si soucet chybéjicich ¢isel. Z tohoto souctu spocitali priameér chybé-
jicich ¢isel. Nakonec rozdélili ¢isla 1..N a A[0]..A[N — 3] na ¢isla mensi nebo
rovnd prameéru a vétsi nez prumér. Takto také rozdélili ¢isla do svou skupin,
z nichz kazdéa obsahuje jedno chybéjici ¢islo. Problém je jenom s presnosti —
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pokud zname soudet chybéjicich &isel modulo 232, tak primeér, tj. soucet déle-
no dvéma, zndme jenom modulo 23!, takze algoritmus bez oSetieni pFetékani
nefunguje.

21-3-1 Koédovani memgramua Petr Kratochvil

Nejprve vytresime jednoduchy pfipad, kdy ma memgram 4 policka, a pak
se pustime do pripadu pro obecné .

V tabulce se 4 policky lze pfenést 2 bity nasledujicim zptsobem: Prvni
bit informace bude xor hodnot v prvnim Fadku (tedy pocet jedni¢ek v prvnim
fadku), druhym bitem bude xor hodnot v prvnim sloupci. Kdyz dostaneme
memgram v néjakém konkrétnim stavu, podivame se, které bity jsou nastave-
ny jinak, nez jak je chceme odeslat. Prvni bit
opravime zménou na policku b, druhy opra- a b
vime prevracenim hodnoty policka ¢ a pokud L. bit = axorb
jsou S$patné oba, stac¢i zménit policko a. A po-
kud jsou oba bity nastaveny spravné, zménime C
policko d, které nema na zpravu zadny vliv.

Vice nez 2 bity ale v této malé tabulce pfenést nelze: jsou totiz 4 mozné
zpravy (4 mozné kombinace hodnot posilanych 2 bitd), a my muZzeme provést
jen 4 rizné akce (zménit jedno ze 4 policek). P¥i pfendseni vice bit by bylo
moznych zprav vice, ale my dokdzeme rozlisit jen 4.

Tento dtkaz lze snadno rozsifit pro obecny pripad, kdy ma tabulka N po-
licek. Umime provést pouze N ruznych akci, tedy umime poslat nejvyse N ruz-
nych zprav, coz odpovida log, N pfenesenym bitiim informace.

A jak bude vypadat pfenos informace vétsimi tabulkami? Nechame se in-
spirovat pfipadem N = 2: Najdeme v tabulce log, N mnozin policek, kazda
bude nést jeden bit informace v podobé xoru hodnot na vSech svych polic¢kach.
A navic potfebujeme, aby pro kazdou (i pradzdnou) mnoZinu biti existovalo
v tabulce policko, jehoz zména zplsobi zménu pravé téchto vybranych bitt
(a zadnych jinych). Pak totiz budeme moci opravit libovolnou kombinaci biti,
které budou v ndhodné nastaveném memgramu Spatné.

Staci tedy, kdyz o kazdém policku Fekneme, do kterych mnozin patii (kte-
ré bity ovlivni jeho zména). Takovou informaci o jednom policku si mutZeme
predstavit jako ¢islo ve dvojkové soustavé — i-t4 Cislice bude 1, pokud dané
policko lezi v i-té mnoZiné (ovliviiuje i-ty bit zpravy), jinak bude 0. Aby byly
mnoziny spravné rozdéleny (a bylo mozné opravit libovolnou kombinaci bitit),
musi v tabulce existovat vsechna ¢&isla od 0 do 2'°82% — 1 = N — 1. To lze
ale zaridit jednoduse, prosté policka poporadé ocislujeme ¢isly 0 az N — 1. Po
prevodu téchto ¢isel do dvojkové soustavy pro kazdé policka zjistime, které bity
ovliviiuje, a miZeme jit vesele kédovat :-)

d 2. bit = axorc
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V konkrétnim pripadé, kdy tabulka méa velikost 8 x 8, je mozné prenést
log, 64 = 6 bitt informace a 1épe to uz nejde.

21-3-2 Nadposloupnost Pavel Machek

Nadposloupnost ziejmé hodné lidi odradila svoji komplikovanosti; ten zby-
tek asponi zmatla. Cast problému byla v tom, 7e sny byly zadany jako stringy
a TeSeni se snazila pracovat s nimi opravdu efektivné.

Necht L je délka obou posloupnosti ve znacich a N je délka obou posloup-
nosti ve slovech.

Reseni pouzivajici jednoduché stremp mé slozitost O(L?). S pouzitim trie
se d4 vyrobit feseni v dase O(N? + L), které je ale zbyte¢né komplikované, a da
se predpokladat, Ze slova stejné budou kratka.

Jak takové feseni bude fungovat? Bylo by mozné pouzit kuchaiku na hle-
dani spolec¢né podposloupnosti, a potom mezi jeji prvky naskladat prebytecna
slova.

Ale pifimé feSeni je mozna nazornéjsi: Budeme si pamatovat nejlepsi feseni
pro prvnich N slov z origindlnich vzpominek a prvnich M slov z pfidavanych
vzpominek (pole best/bestlen/bestbeg). Nejlepsi feseni pro N/M zjistime
na zékladé jiz spoéitanych feSeni prol...N —1/1...M — 1.

Pokud slovo je spole¢né v obou sekvencich, tak nejlepsi feseni bude pridat
do vystupu tuto vzpominku, jinak méme na vybér mezi feSenim pro n — 1/m
a pfidat originalni vzpominku a feSenim pro n,m — 1 a pridat vkladanou vzpo-
minku.

Casové slozitost bude O(L?), pamétova by byla O(L + N?), kdybychom
ovSem pouzivali dynamickou alokaci.

S diky CTU Open Contestu 2008 a Josefu Cibulkovi.

#include <stdio.h>
#include <string.h>
#include <stdlib.h>
#define MAXW 2100
#define MAXLEN 1000
typedef struct Words {
char *w;
int sentence;
int pos;
} Words;

/* Vstupni texty */

char word[2] [MAXW+2] [MAXLEN+2] ;

int n,n0,ni;

Words w[2xMAXW+2];

int numseq[2] [MAXW+2], diffwcnt;

/* 0 == slovo spolelné obéma sekvencim,
1 == pouzijeme originalni vzpominku,
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2 == pouZijeme novou vzpominku */

int best [MAXW+2] [MAXW+2];
int bestlen[MAXW+2] [MAXW+2];
int bestbeg[MAXW+2] [MAXW+2] ;

int main(void)

{

int i,j,tmp;
/* Nacteme originalni vzpominky */
for(i=0;; i++) {
scanf (" %s ", word[0][i]);
if (word[0] [i] [0]==’.") break;
wlil .w = word[0][i];
w[i] .sentence = 0;
w[i] .pos = i;
}
n0 = i;
if (n0==0) return O0;
/* Nacteme vkladané vzpominky */
for(i=0;; i++) {
scanf (" %s ", word[1]1[il);
if (word[1] [i] [0]==’.’) break;
w[no+il] .w = word[1][i];
w[nO+i] .sentence = 1;
w[noO+i] .pos = ij;

}
nl = 1i;
n=n0+nl;

diffwcnt=0;

for(i=0;i<n;i++) {
if (i>0 && strcemp(wli].w, w[i-1].w)) diffwcnt++;
numseq[w[i] .sentence] [w[i] .pos] = diffwent;

}

for(i=0;i<n0;i++) { bestlen[i][n1] = nO0-i;
bestbegl[il [n1] = numseq[0][il; best[il [n1]

for(i=0;i<n1;i++) { bestlen[nO][i] = ni-i;
bestbeg[n0] [i] = numseq[1][il; best[n0l[il = 2; }

bestlen[nO] [n1] = 0; bestbeg[n0O] [n1] = 0; best[n0][nl1] = -1;

1; }

for(i=n0-1;i>=0;i--)
for(j=ni1-1;j>=0;j--) {
if (numseq[0] [i]==numseq[1][j1) {
bestlen[i] [j] = 1+bestlen[i+1][j+1];
bestbegl[i] [j] numseq [0] [i];
best[il[j]1 = 0;
continue;

}
if (bestlen[i+1][j] < bestlen[i] [j+1] ||
(bestlen[i+1] [j] == bestlen[i] [j+1]

21-3-2
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&& numseq[0] [i] < numseq[1]1[j])) {
bestlen[i] [j] = bestlen[i+1][jI+1;

bestbeg[il [j1 =
best[i][j] = 1;
} else {

numseq [0] [1] ;

bestlen[i] [j] = bestlen[i] [j+1]1+1;

bestbeg[il [j] =
best[i][j] = 2;
} }
i=0; j=0;
while(1) {
tmp = best[i][j];

numseq[1] [j1;

if (tmp==0 || tmp==1) printf("Ys ", word[0][il);
if (tmp==2) printf("%s ", word[1][jl);

if (tmp==-1) break;
if (bmp==0 || tmp==2) j++;
if (bmp==0 || tmp==1) i++;
}
printf(".\n");
return 0;

}

21-3-3 Topologie snu

Pavel Klavik

Skoro vSechna dosla feSeni se ispésné vy-
poradala s problémem a snovi inzenyti mohli
byt nadmiru spokojeni. Jak uz to ale byva, né-
ktera byla pomalejsi a jina o malicko rychlejsi.
Udélejme si malou vychazku do lesa a podi-
vejme se na stromy poradné.

Jakpak vypada prefixovy, infixovy a po-
stfixovy zapis? Na obrazku mame strom s ko-
fenem x a podstromy A a B. T¥i zépisy jsou
uvedeny pod nim.

Kofenem stromu je x, které se nachazi na
prvni pozici v prefixovém zapisu. Naproti to-
mu v infixovém zapisu oddéluje prvky levého
podstromu a prvky pravého podstromu. Na-
vic k témto dvéma podstromim mame i jejich

A B
z prefix A ‘ prefix B ‘
‘ infix A ‘ T ‘ infix B ‘
‘ postfix A ‘ infix B ‘ T ‘

prefixové zapisy. Tim jsme problém rozdélili na dva a miZeme pouZit pro stro-
my typicky postup r0zdél a panuj. Pro stromy se hodi obzvlast, nebof pro
né je rozdéleni na mensi podproblémy naprosto prirozené, mame podstromy

a elementarni podproblémy mohou byt listy.

Nalezneme kofen x v infixovém zapisu, tfeba tak, Ze projdeme vSechny
prvky, a problém rozdélime na dva podstromy, které budeme fesit rekurzivné.
Rekurze se zastavi v listech, pro které jsou vSechny tii zapisy stejné. Strom
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si nemusime vytvaret v paméti, ale mizeme postfixovy zapis rovnou vypiso-
vat. Jaka je ¢asova slozitost? V kazdém kroku si potiebujeme vyhledat kotfen
v infixovém zapisu. Na to potfebujeme linearni ¢as v délce iseku. Pokud bude
strom vyvaZeny, dostaneme celkovy ¢as O(N log V), v nejhorsim piipadé vsak
O(N?). Analyza je velice podobna jako u QuickSortu.

Pokud bychom chtéli zrychlit vyse popsany algoritmus, potFebovali bychom
zrychlit vyhledavani kofentd v infixovém zapisu. Mohli bychom si pro kazdy pr-
vek stromu pfedpocitat, kde pfesné se v infixovém poli nachazi. Pro to neni
potieba konstruovat zadné komplikované struktury, stac¢i nam si ke kazdé hod-
noté v infixovém zapisu jesté pamatovat jeji pozici a poté infixovy zapis uttidit.
Vyhledavat pak miazeme pomoci ptleni intervalu. S timto zrychlenim dosdhne-
me Gasové slozitosti O(N log N) v nejhor$im piipadé. Podafi se nam to vyFesit
jesté rychleji? Co kdybychom se na véc podivali z jiného Ghlu?

Co v pfedchozim algoritmu stélo tolik ¢asu? Linedrni ¢as O(N) stoji pro-
chézeni a vypisovani prvki, tady zjevné algoritmus nezrychlime. Velice drahé je
vsak vyhledavani v infixovém zapisu, zkusime se obejit bez néj. Vzdy jsme nej-
prve problém rozdélili na dva mensi a pak je fesili. Co kdybychom s rozdélenim
pockali, tedy nejprve pustili feSeni na levy podstromu a az v prubéhu zjistili,
kde se nachazi kofen v infixu. Jak toho ale dosdhnout? V infixovém seznamu
se postupné budeme posouvat. Na zacatku ukazujeme na jeho prvni prvek.
Prefixovy seznam prochazime. Ve chvili, kdy narazime v prefixovém seznamu
na prvek z infixového, vime, Ze jeho levy podstrom mame vyfeSeny. V infixu
se posuneme na dalsi prvek a zbyva vytesit pravy podstrom. KdyZ narazime
na rodice o jedna vySe, vime, Ze i pravy podstrom je vyfeSeny, protoZze jsme
vyresili levy podstrom umistény vys. Takto rekurentné dokdzeme vypsat strom
v linedrnim ¢ase O(N).

#include <stdio.h>
#define MAX 1000

int N, prefix_pos = 0, infix_pos = 0; // po&et prvkid; pozice v prefixu a infixu
int prefix[MAX], infix[MAX]; // prefixovy a infixovy zapis

void vypisuj_postfix(int rodic) // rekurzivni vypis

{
if (infix[infix_pos] == rodic || prefix_pos >= N)
return;
int hodnota = prefix[prefix_pos++]; // kofen podstromu
vypisuj_postfix(hodnota); // vypiSeme levj podstrom
infix_pos++; // posuneme se v infixu
vypisuj_postfix(rodic); // vypiSeme pravyj podstrom
printf("%d ", hodnota); // nakonec vypiSeme samotny kofen
}
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int main()
{

scanf ("/d", &N); // nalteme zapisy

for (int i = 0; i < N; i++) scanf("%d", &prefix[il);

for (int i = 0; i < N; i++) scanf("%d", &infix[i]);

vypisuj_postfix(-1); // vypiSeme postfixovy zapis

return 0O;
}

21-3-4 Optimalizace stromu

Michal ,,vorner*“ Vaner
Vyberme si dva nejvzdalenéjsi vrcholy a a b v neoptimalizovaném stromé 7T'.
Mezi nimi vede néjaka cesta P, jejiz délka je rovna praméru stromu d(7T).
Pokud je optimalizace ispésnd a zoptimalizovany strom 7’ mé mensi pri-
mér, potom musi existovat i kratsi cesta mezi a a b. A protoZe T’ je strom, P jiz
existovat nemiize, tedy jsme pri optimalizaci museli odebrat nékterou hranu e
z P.

Po odebréani hrany e (ale pfed pfidanim nové) vznikly dva stromy, fikejme

jim t¥eba A a B. Kazdy z nich obsahuje jeden z vrcholii a a b, necht jsme si je
tedy pojmenovali tak, aby a € Aabe B.

Dale si oznaéme ¢ a d konce hrany e ve stromech A a B.
Na pomoc tém, kteri se ztraceji ve znaceni, je zde obrazek.

// N
\
/ e ¢v
/ S
/ / ‘\
/ / \
/ / \
® a / 1
\
c \
e S
t=d
A

B
Nyni si v kazdém stromu najdeme st¥ed (pro A to bude s, pro B t). Stfed

bude takovy vrchol, Ze cesta do nejvzdalenéjsiho vrcholu téhoz stromu bude
nejmensi mozna. Je zfejmé, ze pokud jsme jiz spravné zvolili hranu e, tak spo-
jenim s a t ziskdme optimalni strom 7" — kdybychom zvolili ngjaky vrchol, ktery
ma k nékterému vrcholu ve svém stromé dale, vznikne tim delsi cesta. Lze si
v§imnout, Ze s, resp. t, lze umistit doprostied nejdelsi cesty v A, resp. B (pokud
jsou prostiedky dva pii sudém poctu vrcholil na cesté, pak 1ze vybrat libovolny
z nich). Kdyby totiz vzdalenost do nékterého vrcholu byla vétsi nez polovina
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této cesty, 1ze cestu prodlouzit a neni tudiz nejdelsi. Naopak, alespori polovinu
ur¢ité bude potiebovat libovolny vrchol na této cesté (k tomu vzdalenéjsimu
konci cesty).

Rozmysleme si tedy, jak spravné vybrat hranu e. Uz vime, ze se musi
nachdzet na cesté P. Jaky bude prumér grafu po optimalizaci? Nova nejdelsi
cesta bud povede pfes nové pfidanou hranu, pak jeji délka bude:

SARnicy

Tato vznikne spojenim cesty z s do nejvzdalenéjSiho vrcholu v A, nové
hrany a cesty z t do nejvzdalenéjsiho vrcholu v B.

Dalsi moznost je, Ze nejdelsi cesta je uvnitf jednoho malého stromu, tedy
d(A) nebo d(B) je vétsi, nez nejdelsi spojend cesta. Na tento piipad néktefi
fesitelé zapomnéli.

Jini si tlohu zjednodusili tak, ze odebirali prostfedni hranu cesty. To, bo-
huzel, také nefunguje (protipiikladem budiz cesta o 12 vrcholech).

Jak tedy najdeme spravnou hranu? JednodusSe, vyzkousime vSechny na
cesté P. U kazdé hrany si spoc¢itdme priméry stromu, které by vznikly, kdyz
bychom ji odebrali. Z nich spocitame nejdelsi cestu, kterad v celém stromé poté
povede. Nakonec vybereme nejlepsi hranu a odebereme.

Potiebujeme tedy najit napred nejdelsi cestu stromu. Strom si zakorenime
a projdeme ho do hloubky. V kazdém vrcholu vzdy spocitdme hodnoty pro cely
jeho podstrom, za pouziti jiz spocitanych hodnot ze vSech syna.

Budeme pocitat délku nejdelsi cesty v celém podstromu a délku nejdelsi
cesty, kterd konci v kofeni aktualniho podstromu. V listech je situace jedno-
duché, obé cesty maji délku 0. Pokud ma vrchol syny, pro spoc¢itani nejdelsi
konéici v ném vezme ,nejlepsi nabidku“ od syni — nejdelsi, koncici v nékterém
synovi. Tu poté prodlouzi o 1 hranu. Nejdelsi v podstromu bude bud nejdelsi
v podstromu nékterého syna a nebo spojeni dvou nejdelsich koncicich v synech.
Je tfeba jesté oSetfit, kdyZ je syn jen jeden (pak je druhd nabidka nulova).

Nakonec si vysledek vyzvedneme v kofeni.

Protoze potifebujeme nejen délku cesty, ale i cestu samotnou, budeme si
pamatovat vzdy néktery vrchol nejdelsi cesty v podstromu (nejjednodussi bude
si pamatovat ten nejblize ke kofeni) a v kazdém vrcholu cesty si pamatovat,
kam je tfeba pokracovat. Pak Ize cestu jednoduse zrekonstruovat.

Pro¢ to bude fungovat? Dokazeme indukci. Ze jsou informace pravdivé v
listech, je zfejmé. To, Ze nejdelsi cesta koncici do tohoto vrcholu je prodlouze-
nim jedné z nejdelsich cest v listech, je také vidét. A nejdelsi cesta v podstromu
bud prochazi kofenem vrcholu, pak se skldda ze dvou koné¢icich v ném, a ne-
bo neprochazi. V takovém piipadé€ ale musi byt uvnitf né€kterého synovského
podstromu.
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Nyni mame tedy cestu, jak z ni vybrat spravnou hranu? Potiebujeme znat
prumér kazdého ,zajimavého* stromu (vzniklého odebranim nékteré hrany ces-
ty P). VSimneme si, Ze délka nejdelsi cesty v podstromu je pramér tohoto pod-
stromu. Kdybychom tedy vybirali kofeny podstromi pii vypoctu nejdelsi cesty
tak, Ze lezi na cesté P, dostali bychom vzdy jeden ze stromt odebranim hrany
otec-syn.

Napred tedy najdeme cestu P. Poté strom zakorenime, tentokrat ve vrcholu
a a prohleddme znovu. Cesta P vede z a (kofene) do nékterého z listt. Tedy
dostaneme vSechny zajimavé stromy obsahujici b. Poté udélame jesté jednou
totéz, ale opacné — zakofenime v b.

Poté projdeme hodnoty a odebereme spravnou hranu. Nyni potfebujeme
najit stfedy zbylych stromi. Ty ale, jak jsme si jiz vsimli, lezi uprostfed nejdel-
Sich cest téchto stromu. Nejdelsi cesty téchto stromd mame jiz spocitané, tudiz
stfedy dostaneme zadarmo.

Casova sloZitost je linedrni. V kazdém vrcholu provedeme konstantné mno-
ho operaci. Tedy, pokud porovnavani nabizenych hodnot budeme povazovat
jesté za zpracovani kazdého syna (kazdy bude s nejlepsi a 2. nejlepsi nabidkou
porovnavan jen jednou, ve svém otci). Pamétova slozitost je také linearni, vice
nez linedrné mnoho paméti v linedrnim case nestihneme spotiebovat.

Je ale potfeba si dat pozor pfi nacitani a pokud je v ném potfeba t¥idit
(napf. hrany podle zdrojového vrcholu), tak pouzit pfihradkové tfidéni, aby
nam to slozitost nezhorsilo.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>

// Pfrednaltend, nezpracovand polovina hrany
struct edge_raw {
unsigned vertex, index;

};

// Jeden vrchol
struct vertex {
// Prvni hrana tohoto vrcholu. Dal3i nasleduji za ni,
// az do prvni hrany nasledujiciho vrcholu
unsigned edges;
// Spo&itané nejdel3i cesty
struct longest {
// Nejdel8i vedouci tudy, nejdelSi celkova
unsigned local, subtree;
// Vrchol, kterjm prochdzi nejdelsi cesta v tomto podgrafu
unsigned vertex;
// Sousedi v cesté&, kterd prochézi tudy
unsigned neighbors[2];
} longest[2];
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};

// Po&et vrchold

static unsigned tree_size;

// Pfednadtené hrany

static struct edge_raw (*edges_raw) [2];
// Graf

static struct vertex *vertices;

static unsigned *edges;

// Najde nejdel$i cestu v podstromu s kofenem index a nevraci se do parent
// Vysledky uklada do longest[result]
static void path_search(unsigned index, unsigned parent, unsigned result) {
// Pfipad, kdy nic hezkého nebylo nalezeno
unsigned longest_subtree = 0, subtree_vertex = index;
unsigned longest_neigh[3];
unsigned local_lengths[3] = {};
// Hrany vedouci ze mé
for(unsigned i = vertices[index].edges; i < vertices[index + 1].edges; i ++) {
unsigned vertex = edges[il;

if (vertex == parent) // Odsud jsem pfiSel
continue;

if (vertex == tree_size) // Tahle hrana tu neni (je "vypnuta")
continue;

// Prohledat tento podstrom
path_search(vertex, index, result);
// Je to zajimavé? Je tam néco dostate&né dlouhého?
if (vertices[vertex].longest[result].subtree > longest_subtree) {
subtree_vertex = vertices[vertex].longest[result].vertex;
longest_subtree = vertices[vertex].longest[result].subtree;
}
for(int j = 1; j >= 0; j --)
if (vertices[vertex] .longest [result].local + 1 >= local_lengths[j]) {
longest_neigh[j + 1] = longest_neigh([j];
local_lengths[j + 1] = local_lengths[j];
longest_neigh[j] = vertex;
local_lengths[j] = vertices[vertex].longest[result].local + 1;
L
// Vyplnit sebe z toho, co se spolitalo
memcpy (vertices[index] .longest [result] .neighbors, longest_neigh,
2 x sizeof *longest_neigh);
vertices[index] .longest [result] .local = local_lengths[0];
// Nejdelsi prochazi skrz mé
if (local_lengths[0] + local_lengths[1] > longest_subtree) {
vertices[index] .longest [result].subtree =
local_lengths[0] + local_lengths[1];
vertices[index] .longest[result].vertex = index;
} else { // Nejdelsi v né&kterém podstromu
vertices[index].longest [result].subtree = longest_subtree;
vertices[index] .longest [result] .vertex = subtree_vertex;

)
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// Vytahne nejdelSi cestu v subtree z grafu do output

2008/2009

static void path_fill(unsigned subtree, unsigned result, unsigned *output) {

// Najdi nejvy88i vrchol na cesté

unsigned vertex = vertices[subtree].longest[result].vertex;
unsigned length = vertices[subtree].longest[result].subtree;

unsigned index = vertices[vertex].longest[result].local;
// Umisti ho na spravné misto

output [index] = vertex;

// Projdi oba konce cesty odsud

for(unsigned i = 0, pos = vertices[vertex].longest[result].neighbors[0];

i < index;

i ++, pos = vertices[pos].longest[result].neighbors[0])

output [index - 1 - i] = pos;

for(unsigned i = index+1, pos = vertices[vertex].longest[result].neighbors[1];

i <= length;

i ++, pos = vertices[vertex].longest[result].neighbors[0])

output [i] = pos;
}

int main(int argc, char *argv([]) {
// Jen otravné nacitani souboru
FILE *f = fopen("optstro.in", "rt");
fscanf (f, "%zu", &tree_size);
if (tree_size < 2)
{
fprintf (stderr, "Nemd hrany, nelze optimalizovat\n");
return EXIT_FAILURE;
}
// Jeden navic - zarazka
vertices = malloc((tree_size + 1) * sizeof *vertices);
for(unsigned i = 0; i < tree_size; i ++)
vertices[i] .edges = 0;
// 0 jednu hranu méné neZ vrchold
edges_raw = malloc((tree_size - 1) * sizeof *edges_raw);
// Na&ist hrany, spolitat, kolik pat¥i kterému vrcholu
for(unsigned i = 0; i < tree_size - 1; i ++)
// Kazda hrana ma 2 konce, uloZme si je
for(unsigned j = 0; j < 2; j ++) {
fscanf (f, "%zu", &edges_rawl[i] [j].vertex);

edges_raw[i] [j].vertex --; // Soubor je od 1, v programu indexujeme od O
edges_raw[i] [j].index = vertices[edges_raw[i] [j].vertex].edges ++;
}
fclose(f);

// Zatadit hrany, kam pat¥i, pfipravit vrcholy

unsigned current_pos = 0;

for(unsigned i = 0; i <= tree_size; i ++) {
unsigned size = vertices[i].edges;
vertices[i] .edges = current_pos;
current_pos += size;

}

// Kazda hrana je tu 2% - jednou tam, jednou zpét
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edges = malloc((tree_size - 1) * 2 * sizeof *edges);
for(unsigned i = 0; i < tree_size - 1; i ++)
for(unsigned j = 0; j < 2; j ++)
edges[vertices[edges_raw[il [j].vertex].edges + edges_raw[il[j].index]
= edges_raw[i] [1 - j].vertex;
// Nerozt¥idéné hrany uZ nejsou potfeba
free(edges_raw) ;

// Ted to zajimavé. Najdeme si nejdel3i cestu.

// Zavolat rekurzivni fci. zakofemnénou v 0. vrcholu a s neexistujicim rodicem
path_search(0, tree_size, 0);

// Vyplnit cestu

unsigned path_len = vertices[0].longest[0].subtree;

unsigned *path = malloc((path_len + 1) * sizeof *path);
path_£il1(0, 0, path);

// Co jsou konce cesty? Budeme z nich znovu hledat.

unsigned a = path[0], b = path[path_len];

// Spoiitat velikosti cest ve zbyljch stromech

path_search(a, tree_size, 0);

path_search(b, tree_size, 1);

// Ktera hrana je ta nejlepsi?

unsigned best;

unsigned best_val = tree_size + 1; // Néco dostatelné velkého
for(unsigned i = 0; i < path_len; i ++)

{
unsigned left = vertices[path[i]].longest[1].subtree;
unsigned right = vertices[path[i + 1]].longest[0].subtree;
unsigned trough = (left + 1) / 2 + (right + 1) / 2 + 1;
unsigned total = (left > right) 7 left : right;
total = (total > trough) 7 total : trough;
// Tahle hrana je lepSi
if (total < best_val)
{
best_val = total;
best = i;
}
}

// Na&ist nejlepsi hranu
unsigned e[] = { path[best], path[best + 1] };
free(path); // Zbytek cesty neni potf¥eba
printf ("Odebrat: %zu-%zu\n", e[0] + 1, e[1] + 1);
// PouZit uZ spo&itané cesty k nalezeni stf¥edid, spojit
for(unsigned i = 0; i < 2; i ++) {
unsigned path_len_short = vertices[e[i]].longest[1 - i].subtree;
unsigned *path_short = malloc((path_len_short + 1) * sizeof *path_short);
// Zkopirovat cestu (mebyla by pot¥eba cela,
// ale takto je to méné prace a miZe se hodit p¥i ladéni)
path_fill(e[i]l, 1 - i, path_short);
// Nagist novou, optimalné&jsi hranu
e[i] = path_short[path_len_short / 2];
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free(path_short);
}
printf ("P¥idat: %zu-%zu\n", e[0] + 1, e[1] + 1);
// Zruiit graf
free(edges);
free(vertices);
return EXIT_SUCCESS;
}

21-3-5 Rozklad na soucty
Martin Bshm & Martin ,,Bobfik* Krulis & CodEx

Nejeden feSitel se nyni pravem raduje z velkého souctu svych bodi, nebot
tato ulozka byla pouze jednoduchym cvi¢enim na rekurzi. Klicové bylo vhod-
né rozmyslet, v jakém poradi vytvaret jednotlivé soucty, aby se ndm zadny
neopakoval vickrat.

Jeden z moznych zptsobt je generovat soucty usporadané vzdy do mono-
ténni posloupnosti. V nasem prikladu vytvarime nerostouci posloupnost, kterou
pak vypiSeme v opatném pofadi (diky tomu je vypiSseme dokonce ve stejném
pofadi jako v zadéni, i kdyZ to neni nezbytné nutné). Zbyva prozradit technicky
detail, jak jednoduse vytvaret usporadané posloupnosti s¢itanci. Zavedeme si
pri generovani maximalni ¢islo m a vsechny zkouSené s¢itance pak budou pouze
z rozsahu 1 az m. Kdyz pak s¢itanec na pozici ¢ ma hodnotou &, nechame zbylé
s¢itance (na pozicich ¢ + 1 a vysSich) generovat s parametrem m = k, takze
nasledujici s¢itance budou nejvys tak velké, jako ten na pozici 7. Nyni staci
jen presypat nase tvahy do néjakého programovaciho jazyka, trochu zamichat
avoila ...

Na zavér bychom radi poznamenali, Ze néktefi vykutaleni fesitelé se sna-
zili optimalizovat svlij program vlozenim ptedpocitanych vysledkt pfimo do
zdrojového kédu. Po nacteni vstupu pak pouze vypsali pfislusnou mnozinu vy-
sledki. To je sice naprosto legitimni a v nékterych situacich i velmi rozumna
optimaliza¢ni technika, avsak v tomto pripadé neni nikterak uzite¢na. Nejpo-
malejSim mistem této ulohy je beztak vypsani vystupu a casové limity byly
dostatecné velké, abyste mohli pouzit rekurzi. Nam nezbyjva nez pochvalit tuto
invenci a zaroven upozornit, ze jsme nastavili omezeni na maximalni velikost

vy

odevzdavaného feseni (na 128k B), takZe pristé jiz tato technika nepiijde pouzit.

program Rozklad;
const MAX_N = 40;
var
{ Globalni pole, do kterého si rekurze pfipravuje séitance. }
scitance: array [1..MAX_N] of integer;

{ Rozlozi &islo n na s&itance, mezi kterymi jsou jen &isla od 1 do max. }
{ Cislo i predstavuje po&et jiZ hotovyjch &isel v poli scitance. }
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procedure rozloz(n, i, max: integer);
var
j: integer;
begin
if n = 0 then begin
{ Mame pfipraveny vSechny s&itance, vypiSeme je (konec rekurze). }
for j := i downto 1 do begin
if j < i then write(’+’);
write(scitance[jl);
end;
writeln;
end else begin
{ Provedeme dalsi krok rekurze. }

if n < max then max := n;
for j := 1 to max do begin
scitance[i+1] := j;
rozloz(n-j, i+1, j);
end;
end;
end;
var

n: integer;

begin
read(n);
rozloz(n, 0, n);
end.
21-3-6 Pan Cowmess Martin Mares & Milan Straka

Nejprve rozlustéme, co program pana Cowmesse délal. Cislo zadané v regis-
tru x nejprve zapsal ve dvojkové soustavé pomoci pravé 32 cifer. Pak opakované
hledal pary tvorené nulou a jednickou a prepisoval je na pary dvojek. Nakonec
zkontroloval, jestli byly vSechny ¢islice prepsané, a podle toho odpovédél. Ji-
nymi slovy testoval, zda je v dvojkovém zépisu ¢isla praveé 16 jednicek. Pouzit
na tak trividlni dlohu celych 21 instrukci je skuteé¢né naprosta nehoraznost.

MizZeme napsat daleko jednodussi program, ktery bude pfi pfevodu do
dvojkové soustavy rovnou pocitat jednicky:

jupiii: a=x%2

b=b+a

x=x/2

if x<>0 => jump jupiii
if b<>16 => jump ooops
y=1

ooops:
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Krasnych 6 instrukci by si zaslouzilo potlesk, ale vaviinovy vénec jesté ne.
Stadi jich totiz pouhd polovina. Dopomiize ndm k tomu stary dobry operator
bitové selekce, ktery nam uz nejednou necekané zamichal karty.

Pokud spocitdme x@x, ziskame cislo, které obsahuje tytéz jednicky co x,
jenZe ,sklepané doprava.“ Pak uz jen toto ¢islo porovname s éislem 65535 (16
jednicek umisténych tplné vpravo) a mame vyhrano:

a=x0x
if a<>65535 => jump oooops
y=1

0000psS:

Po tomto skandalnim odhaleni jiz zbyva jen popiat panu Cowmessovi, aby
mu jeho zdkaznici sniZili odménu na polovic za kazdou prebytecnou instrukei :)

21-4-1 Dlazdéni sachovnice Pavel Klavik

,Pravé jste splnili kvalifikacni test na soutéz o Nejlepsiho crackera roku
2009!“ Podobnou zpravu by obdrzela vétsina fesiteld této tlohy. Naopak to, co
misty pokulhévalo, byl popis feSeni. Pojdme se tedy na cely problém Sachovnice
podivat poradné.

Kazdou $achovnici o rozméru 2V 1ze pokryt L-ky bez jednoho libovolného
policka a budeme to dokazovat matematickou indukci. Pro N = 1 mame Sa-
chovnici 2 X 2 a tu snadno vyplnim jednim L-kem. Pro NV > 1 celou Sachovnici
rozdélime na étvrtiny (o strané 2V 1) a radi bychom vyuzili indukéniho pred-
pokladu. V jedné ctvrtiné se nachazi chybéjici policko a tuto ¢tvrtinu umime
z predpokladu celou vyplnit L-ky. Zbyva nadm jesté vyplnit zbyvajici t¥i ¢tvr-
tiny. Abychom mohli nasadit indukéni predpoklad, musime z kazdé ctvrtiny
vybrat jedno policko, které nevyplnime. Pokud vybereme tfi rohova policka,
jak je naznaceno na obrazku, jsme je schopni zaplnit jednim L-kem. Zbytek
kazdé ¢tvrtiny potom umime vyplnit z indukéniho predpokladu. Tim jsme na-
lezli vyplnéni celé Sachovnice o velikosti 2%V a diikaz je dokonéen.

Dutkaz nam fiké, jak vytvorit rekurzivni algoritmus,
ktery bude vyplnéni pfimo hledat. Stacilo by napsat re-
< kurzivni funkci, kterd by dostala velikost Sachovnice a po-
§ zici vykousnutého policka a vratila pokryti L-kami. Ca-
18 sova slozitost algoritmu je pocet poli¢ek Sachovnice, tedy
O(22Y) a rychleji to ani nejde, protoze pozici presné tolika
L-ek musime popsat. Psat vSak do TeSeni pfimo program
nebylo zapotiebi.
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21-4-2 Dosah kouzla
Michal ,,vorner* Vaner & Jan ,Moskyt“ Matéjka

Vazeni Ctenafri, tésné pred redakéni uzavérkou rocenky jsme zjistili, Ze na-
sledujici feseni je chybné a pro nékteré vstupy vraci nespravny vystup. Presto
jsme se rozhodli jej zafadit v pivodnim znéni, nicméné ani o to (snad uz)
spravné nebudete ochuzeni — nasleduje hned za nim.

Uloha je zcela ziejma. Prosté ke kazdému vrcholu projdu vSechny ostatni
a spocitam vzdalenosti. Z nich vybrat nejvétsi je cvic¢eni prvni hodiny progra-
movani. Casové slozitost je zcela o¢ividng O(n?).

Ale moment, 9 bodi za dva jednoduché cykly v sobé? To by se KSP do-
pustilo urazky na cti vSech fesitelt. To pajde lépe.

Toto fesSeni by urc¢ité fungovalo na libovolnou mnozinu bodu. Tak proc¢ je
zadany sklep konvexni? Vsimneme si, ze kdyZ se posadime do jednoho vybra-
ného rohu k Mirielovi, od nas doleva vybéhne krysa a pobézi po obvodu, tak se
bude napted stale vzdalovat, nez dobéhne do nejvzdalenéjsiho rohu, a potom uz
se zase bude pouze priblizovat. Jinymi slovy, posloupnost vzdalenosti vrcholi
je v prvni ¢asti rostouci a v druhé klesajici.

Jak takové véci vyuzit? Mohli bychom pouzit néco, co az napadné pripo-
mind bindrni vyhleddvani v setfidéném poli. Mame néjaky interval (na zacatku
je to cela posloupnost vrcholi n-thelniku bez jednoho, ve kterém sedime). Vy-
bereme si vzdy prostfedni, tim interval rozdélime na dvé ¢asti. Z kazdé ¢asti si
vybereme jeden vzorek a vezmeme tu, kde vyjde vzdédlenost vétsi (v té se bude
nachdzet nejvétsi). Pokud se ndm vzdélenosti vzorkid rovnaji, pak interval ne-
muzeme rozpulit podle prostfedniho, ale urcité bude nejvétsi mezi nimi. Pokud
budeme brat vzorky ve vzdalenosti 1/4 od kraji, pak interval také zmensime
na polovinu.

Pokud takto nalezneme nejvzdalenéjsi vrcholy pro kazdy vrchol, zlepsime
si asovou slozitost na O(n - logn). S tim se ale jesté nespokojime.

Kdyz mame spocitany nejvzdalenéjsi vrchol od vrcholu, ve kterém pravé
sedime a presedneme si o jeden vrchol po sméru hodinovych rudicek (trochu
obtizné pfedstava na dobu, kdy byly hodiny pfesypaci), co se stane s nejvzda-
lenéjsim vrcholem? Bud bude stale na tom samém misté, nebo se posune také
po sméru hodinovych ruciéek (nevime ale, jak daleko). A vida, to pfimo nabadéa
k tomu na tom zalozit algoritmus.

Na zacatku tedy néjak sezeneme nejvzdalenéjsi vrchol k prvnimu vrcholu.
Poté si (n — 1)x ,pfesedneme”. Tim jakoby jednou obéhneme celé sklepeni.
Prestoze nevime, jak daleko se pti kazdém presunu pohne nejvzdalenéjsi vrchol,
po celém kolecku ur¢ité skonéi na stejném misté a nikdy nas nepfedbéhne (to by
nas musel dohnat a vrchol sdm sobé nejvzdalenégjsi byt nemtize). Tedy, obéhne
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celé sklepeni také pravé jednou. Toto obihani mé tedy slozitost O(n). Pokud
stihneme spocitat nejvzdéalenéjsi vrchol v éase O(n), tak jsme vyhrali. Rychleji
to uz urcité nepujde, nacteni vstupu nam zabere alespon takovéto mnozstvi
casu.
Co se tyée pamétové slozitosti, staéi ndim pamatovat si jednotlivé vrcholy.
Jesté si Ize vSimnout, Ze si pfi porovndvani mizeme zcela odpustit odmoc-
tiovani, nebot odmocnina z kladnych &sel je rostouc, a tedy v/a < Vb < a < b.

program kouzlo;

const max = 1000;
{ Sklep s vice vrcholy uZz je prakticky kruhovy }

type
tcoord = record
X, y: real;
end;
tcorners = array[0..max-1] of tcoord;

var
n: integer;
corners: tcorners;
f: text;
best, bestLoc: real;
bestPos, bestPairl, bestPair2: integer;
i: integer;

function dist2(i, j: integer): real;

begin
dist2 := (corners[i].x - cormers[j].x) * (corners[i].x
- corners[j].x) + (corners[i].y - cormers([j]l.y)
* (corners[i].y - corners[jl.y);

end;

begin

{ Trocha na&itani }

assign(f, ’kouzlo.in’);

reset (f);

n := 0;

while not seekeof(f) do begin
read(f, corners[n].x, corners[n].y);
inc(n);

end;

close(f);

{ Zatim nic nenalezeno }

bestPos := 1;

best := 0;

{ Ke vSem najdeme ten nejlepsi}

for i := 0 to n - 1 do begin
bestLoc := dist2(i, bestPos mod n);
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{ Posouvame tak dlouho, dokud se to zlep3uje }
while dist2(i, (bestPos + 1) mod n) > bestLoc do
begin inc(bestPos);

bestLoc := dist2(i, bestPos mod n);
end;
{ Zlepsilo se celkové? }
if bestLoc > best then begin

bestPairl := i;
bestPair2 := bestPos mod n;
best := bestLoc;
end;
end;
{ Vypsat }

writeln(’[’, corners[bestPairil].x, ’,’,
corners [bestPair1] .y, ’], [’, corners[bestPair2].x,
’,?, corners[bestPair2].y, ’]1%);
end.

Pro¢ predchozi feSeni neni spravné: Predstavme si elipsu s vysokou ex-
centricitou (laicky feceno ,pofadné spliclou®) a po jejim obvodu rovnomérné
rozlozené vétsi mnozstvi bodl. Pak zjevné pro nékteré body existuji dvé lokalni
maxima vzdélenosti, a tedy hned prvni tvrzeni (posloupnost vzdalenosti bod
nejprve stale roste a pak stale klesd) je mylné.

Po nékolika bezesnych nocich se ndAm povedlo nalézt i protipriklad k samot-
nému feseni, ktery sestava z 16 bodd a chova se tak, ze ,,podrzi“ koncovy bod
thlopricky, kdyz se blizime druhym koncem k nejdelsi thlopticce, a drzi ho,
dokud ji nemineme. Takto ,obejdeme® nejdelsi ithlopficku. Jeho konstrukce je
dosti netrivialni, nicméné docela intuitivni, a ponechavame na ¢tenari, aby si
to v pripadé zdjmu sdm vyzkousel. Béhem jeho tvorby jsme vyuzili i nasledujici
pozorovani:

¢ Oznaé¢me BUNO (bez ijmy na obecnosti) nejdelsi thlopiicku PQ a
R, S sousedni body bodu P. Ozna¢me og a og osy usecek PR a PS.
Pak urcité bod @ lezi v poloroviné og R (jinak by byl dale od bodu R
nez P) a v poloroviné 0gS (stejny pfipad). Tedy bod @ lezi v rovinné
vyse€i uréené témito dvéma polorovinami.

e Dalsi zajimavé (a samoziejmé platné) tvrzeni ¥iké, Ze pokud existu-
ji v posloupnosti vzdélenosti ostatnich vrcholti od jednoho bodu A
lokalni maxima, pak body mezi dvéma sousednimi maximy muzeme
s klidnym srdcem ignorovat. Oznacime-li dvé sousedni maxima AK
a AL a néjaky vrchol mezi K a L jako M, pak osa KM a osa LM
se urcité protinaji az ,za“ bodem M, takze v prislusné vyseci neni
zadny vrchol naseho konvexniho mnohothelnika.
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e Zaroven pokud jsme uz néjaky vrchol zpracovali (nalezli a ulozili
kandidatku na nejdelsi thlop#icku v ném konéici), nemusime se jim
jiz. dale zabyvat a téz ho miiZzeme smazat.

Spravné feseni vypada trochu jinak, nicméné je taktéz linearni.

Predstavme si, Zze zadany mnohothelnik valime po pfimce a zajima nas, jak
vysoko maximalné zasadhne, kde uz miize byt strop. Zjevné nezasdhne vys, nez
je délka jeho nejdelsi ahlopticky, ale niz také ne, abychom nenabourali nejdelsi
thloprickou do stropu.

Nuze, jak valit? Vedme dvé rovnobézky tak, ze kazda z nich ma s mnoho-
thelnikem spole¢ny pravé jeden bod A;, resp. A; (uzaviraji mnohothelnik mezi
sebe), a otafejme s nimi okolo téchto bodl, dokud néktera nesplyne se stranou
mnohotihelnika. Necht je to BUNO A;A;,1, nadéle tedy budeme otécet okolo
bodl Ajt+1, A; a preznaCenim se dostavame do vychozi situace. Jakmile jsme
otocili pfimky o 180°, prosli jsme nutné okolo nejdelsi thlopficky, takze nam
jiz jen staci vybrat spravnou dvojici A;, A; ...

Velky dik patii Pavlu Veselému za obétavé hledani protiptikladt a Micha-
elu Shamosovi, profesoru Carnegie Mellon University, ktery feseni na tomto
principu publikoval v roce 1978 ve své doktorské praci.

21-4-3 Stavéni robota
Martin Bohm & Martin ,,Bobfik“ Krulis & CodEx

Netrpaslicka nebyla jen velikost Boendalova cisla, ale i obtiznost této tilohy.
Provolejme t¥ikrat slava tém fesiteltim, ktefi se namoceni do algebry nezalekli,
a pojdme si osvétlit FeSeni.

Jak si jisté pamatujete, cilem bylo spocitat kombinaéni ¢islo (%), respektive
jeho zbytek po déleni ¢islem R. Standardni metody na pocitani kombinac¢nich
¢isel zde selhavaji — konstrukce dynamickym programovanim by trvala prilis
dlouho a rekurentni definice kombinacnich ¢isel by potiebovala dlouha cisla,
ktera v povolenych jazycich k dispozici nemame. Je tedy tfeba zkusit vyuzit
déleni modulo, které bychom tak jako tak museli provést.

Vezméme si hledané kombinacni ¢islo (%) Mozna uz ze skoly vite, ze kom-
binac¢ni ¢islo se da také zapsat jako H/K!, kde H je soucin K klesajicich ¢isel
od N do N — K + 1. Re¢eno jazykem matematikovym:

H=N-(N-1)-(N=2)-...-(N- K +1)
U

(¥) -
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Tento zapis je pro kombinacni ¢isla prirozenéjsi, nebot vystihuje 1épe jejich
podstatu — kombina¢ni ¢islo je pocet K-tic, které mizeme vybrat z N prvkd,
pokud neuvazujeme opakovéni. A pfesné tak pocitd i vzorec H/K!. Nejprve
vybereme prvni prvek K-tice, na to mame N moznosti, pak zvolime druhy,
to mdme N — 1 mozZnosti (ten prvni znovu vybrat nemtizeme) a tak dile, az
vybereme posledni, K-ty, na néj mame N — K + 1 moznosti. Nicméné timto
vybérem jsme si porusili druhé pravidlo — nékteré K-tice se nam tam opakuji.
My ale vime, které a kolikrat. Timto tahanim prvkt jsme vybrali kazdou K-
tici pravé tolikrat, kolik je zpiehdzeni (permutaci) K prvkt. Naptiklad pokud
trojice (1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1). Abychom vSechny tyto pfipa-
dy zahodili, postac¢i nam celé ¢islo H vydélit poétem permutaci na K prvkd,
a jak vsichni vi, téch je K.

Nam se tenhle zapis bude hodit, protoze déleni modulo se chové hezky pfi
s¢itani a nasobeni. Bota nas bude tlacit jen tehdy, kdyz budeme chtit spocist
H/K!, nebot celo¢iselné déleni pii operacich se zbytky k dispozici neméame.
Budeme si jej muset ,,odsimulovat®.

Pujdeme na to pres prvociselné reprezentace, kterych se kazdy nabazil na
zakladni Skole — rozlozime zadané kombinacni ¢islo na mocniny prvocisel. Za-
¢neme zlehka, rozkladem souc¢inu H. Nejprve si najdeme Eratosthenovym sitem
vSechna prvocisla od 1 do N. U ¢isel slozenych v tomto rozsahu si jesté pozna-
¢ime, jaké nejvétsi prvocislo je déli (to ndm sito udéla takika samo).

S prvocisly po ruce jiz miZzeme rozkladat. Budeme si udrzovat aktualni
rozklad ¢isla (ktery nemusi byt prvoéiselny, naptiklad 360 = 72 - 5), set¥idény
podle zékladd. Tento rozklad si budeme pamatovat v poli, kde hodnota Z-tého
prvku je rovna exponentu E takovému, ze ZF je piftomno v nasem rozkladu.
Tento seznam rozkladd budeme postupné drolit na mensi kousky.

Vezméme nejvétsi neprobrany zédklad Z a odpovidajici exponent E. Je-li
Z ¢islo slozené, pak se podivame do sita a najdeme nejvétsi prvocislo P, které
Z déli. Tim se nadm rozlozi ZF na PF . (Z/P)F. Obé é&isla jsou mensi nez Z,
pridame je tedy s odpovidajicim exponentem do rozkladu a pokracujeme dale.
Je-li Z prvoéislo, pak mohu tento zéklad a exponent vzit jako hotovy (a pfejdu
k mensimu zakladu).

Pro nas priklad bude rozklad probihat takto:

360 =72"-5' =24'.5' .3 =8' . 5" . 37 =
=5'.4".3%. 2" =5'.3%.2%

Pouziti téchto netplnych rozkladt se nam velice hodi — algoritmus totiz
miize rozlozit libovolné ¢islo zadané soucinem — a presné takové je H, které
rozlozit potfebujeme. Nyni pfisel ¢as vyfesit déleni ¢islem K!. To miuZeme udé-
lat chytrym trikem — uz dopfedu vime, Ze vysledek bude celoCiselny. Za¢néme
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tedy s nasledujicim rozkladem:

<g) =N (N-D' o (N-K4+ 1)K (K -1 2

Rozklad je to korektni a algoritmus ndm uréité neporusi, nebot jakmile budeme
rozkladat ¢isla mensi nez K, uz jsme rozlozili vSechna vétsi nez K, a tedy (diky
celoéiselnosti vysledku) nikde nemtizeme narazit na zdporny exponent.

Maéme rozloZeno, co dal? Ted si trochu zapoc¢itame. Jak jsme fekli uz vy-
Se, pri operacich modulo miZeme pouzivat s¢itani a nasobeni, jak jsme zvykli.
Tedy pokud chceme spocist (%) a uz zname jeho prvociselny rozklad, budeme
délit modulo ne celé ¢islo, ale jednotlivé mocniny prvocisel, a mezivysledky vy-
nasobime dohromady. Na konci jesté nesmime zapomenout cely soucin vydélit
modulo R, protoze béhem nésobeni se ndm mohlo stat, ze jsme z modulo R
utekli.

Matematik by to napsal takto: Pokud si zapiSeme prvociselny rozklad (%)
jako pilt - pol2 - ... - pile, pak plati:

N
( K) =il = () () (%) (modR)

Fajn, presli jsme kopec, preplavali feku a nyni nam zbyva se poprat s tim,
méme-li velkou mocninu prvoéisla p' (jesté stale se nam cely vysledek neve-
jde do integeru), jak rychle spocitat jeji zbytek modulo R. Nastésti vime, ze
exponent [ naseho prvoéisla bude relativné maly (to, Ze exponent zavisi nejvy-
e linedarné na N, mizeme vypozorovat napiiklad z rovnice Eszo (J]Z ) =2N).
Mizeme si tedy dovolit napiiklad pfepocitani v O(log, V). To udélame tak, ze
rozlozime [ na soucet mocnin dvojky, kde se kazda vyskytuje nejvyse jednou
(rozmyslete si, Zze kazdé ¢islo lze rozlozit na takovy soucet). Nyni méame éislo
ve tvaru p2"+2 22" kde 0 < a < b < ed... < z < log, P. To si podle
starych dobrych aritmetickych pravidel prepiseme na p2” - p2b ---p? a miZzeme
pristoupit k pocitani. Jako obvykle u toho vyuzijeme faktu, ze zbytek soucinu
modulo dvou ¢isel je roven soucinu zbytku jednotlivych ¢isel.

Zac¢neme od 0, p' mod R uloZime jako zaklad. Pak v kazdém kroku pfistou-
pime k dalsi mocniné. Nejprve si ovéfime, jestli tato mocnina zrovna v nasem
rozkladu figuruje, a pokud ano, c1slo kterym mame prinasobit vysledek, vypo-
¢itdme snadno z predchoziho: p?* = p? p2a7 .

A tim jsme hotovi! Ukézali jsme si, jak spocitat modulo mocninu velkého
prvocisla, tyto vysledky vynasobime dohromady pro kazdé prvocislo, které se
ucastnilo rozkladu kombinac¢niho ¢isla, a celkovy sou¢in vypiSeme na vystup
(nezapomeneme v pritbéhu délit modulo R, aby nam vysledek nepfetekl).

Zbyvé prohodit par slov o asové a pamétové slozitosti. Na rozklad na pr-
vocisla jsme potfebovali dvé pole o IV prvcich, zbytek se da zvladnout jen s par
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integery. Pamétové naroky jsou tedy O(N). Co se tyce narokt ¢asovych, bylo
by tfeba spocitat, jak rychle probéhlo hledani prvocisel Eratosthenovym sitem.
To zde nebudeme dokazovat, pouze poznamenejme, zZe je to O(N loglog N).
Co se tyce druhé ¢asti algoritmu, bude asymptoticky alespoii O(N log V). Na
optimalitu si ndroky nedélame, nebot u teorie ¢isel skoro vzdy plati, Ze miZeme
nasadit lepsi sito a dosdhneme asymptoticky lepsiho vypoctu.

Dik patii Zbyrtikovi Faltd za vzorové feSeni!

program robot;

var
sito : array [ 1..1000000 ] of longint;
N, K, M : longint;
i, j : longint;
vysledek : longint;
{rozklad[i] odpovidd nejvétsimu
exponentu z takovému, Ze i“z d&li (N nad K).}
rozklad : array [ 1..1000000 ] of longint;
mocnina : longint;
begin

readln(N,K,M);

for i:=2 to N do begin
sito[i] :=0;
rozklad[i] :=0;
end;

{Jednoduché zrychleni.}
if K > N-K then
K:=N-K;

{Eratostenovo sito, které navic polita
nejvétsi prvocislo délici kazdé sloZené
¢islo.}

for i:=2 to N do begin

if sito[i]=0 then begin
Jji=ix2;
while j<=N do begin
sito[jl:=1;
ji=iti;
end;
end;
end;

{Kombinaéniislo je soulin &isel od
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N-K+1 do N ...}
for i:=N-K+1 to N do
inc(rozklad[il);

{...délen k! }
for i:=2 to K do
dec(rozklad[i]);

vysledek:=1;
for i:=N downto 2 do begin
if sito[i]=0 then begin
mocnina:=i mod M;
while rozklad[i]<>0 do begin
{Nejvys8i &islo rozkladu je prvoé&islo,}
{zpracujeme je. RozloZime exponent na
soucet mocnin dvojky a ty spocitame
prostym mocnénim modulo M.}

if rozklad[i] mod 2 = 1 then
vysledek:=(vysledek*mocnina) mod M;
{Zkus vysSininu.
mocnina:=(mocnina*mocnina) mod M;
rozklad[i] :=rozklad[i] div 2;
end;
end else begin
{Nejvyssi &islo rozkladu je &islo sloZené.}
rozklad[sito[i]] :=rozklad[sito[i]]+rozklad[i];
rozklad[i div sitol[il]:=rozklad[i div sitol[il]
+rozklad[i];
end;
end;

writeln(vysledek) ;
end.

21-4-4 Heslo Roman Smrz

K dané permutaci s prvky, které se mohou opakovat, 1ze nalézt nasledujici
v linedrnim case s jeji délkou (staci najit nejdelsi nerostouci konec, cifru pred
nim prohodit s nejblizsi vyssi z onoho konce a ten pak obrétit); K-nasobné
zopakovani tohoto postupu vede k feSeni tlohy, le¢ v éase O(KN), pficemz
K by mohlo byt pomérné velké i pro mald N, takze se pokusme o rychlejsi
algoritmus.

Kdybychom chtéli najit K-tou permutaci v lexikografickém uspotfadani od
zacatku (tedy ne od néjaké dané na vstupu), vezmeme si nejprve tu nejnizsi
(cifry usporadané vzestupné) a podivame se, za jak dlouho se zméni prvni cifra.
Ziejmé se pred tim musi vystfidat vSechny permutace, které na ni zacinaji,
a téch je tolik, kolik je permutaci zbyvajicich cifer (ozna¢me tento pocet P).
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(P + 1)-ni permutace tedy vypada tak, Ze na prvnim misté je druhd nejmensi
cifra a zbytek je opét setfidény vzestupné (rozmyslete si, Ze od prvni permutace
se lisi jen prohozenim dvou cifer).

Pokud je K < P, cifru na prvnim misté ménit nepotfebujeme a jen zopa-
kujeme tyz postup pro permutaci zbylych ¢isel. V opa¢ném piipadé zaménime
prvni cifru s nejblizsi vyssi, od K odec¢teme P, jakoZto pocet permutaci, kte-
ré jsme preskodili, a opét miZzeme postupovat stejné (podivat se, jestli dalsim
zménou na prvnim misté K ,nepresko¢ime®, a bud piislusné prohozeni udélat,
nebo jit na dalsi pozici) dokud K nesnizime na 0.

Popsany postup vSak funguje, jen kdyz mame za cifrou, s niz pravé pra-
cujeme, cifry sefazené. VSimnéme si ale, ze stejné lze cifry i snizovat: pokud
mame permutaci zacinajici na néjakou cifru, za niz jsou cifry jiz usporadané,
muZzeme tu prvni prohodit s nejblizsi nizsi, ¢imz se dostaneme zpét o pocet
permutaci na téchto cifrach bez té, kterou jsme dali na zacatek.

Pujdeme tedy odzadu a cifru na kazdé pozici budeme postupné vyménovat
za mensi az na tu nejnizsi s tim, Ze cifry za ni jsou vzdy sefazené (na zacatku
— pro pozici na konci — to plati trivialné a po skonceni Gprav tuto podminku
ziejmé rozsifime i na aktudlni pozici); zaroven budeme prislusné zvySovat K.
Ve chvili, kdy K bude mensi nez poc¢et permutaci od aktualni pozice do konce,
znamena to, Ze cifry nalevo ménit uz nepotfebujeme a staci jen najit K-tou
permutaci na cifrach, které jsme prosli.

Abychom vzdy nejblizsi vyssi cifru k té aktualni nasli rychle, misto ,pie-
skladaného“ konce si budeme pamatovat pocty jednotlivych cifer, které jsme
vidéli, coz také staci k tomu, abychom védéli, jak ma vypadat.

Zbyva si uz jen rozmyslet, jak zjistovat pocéty permutaci. Jelikoz se cifry
mohou opakovat, musime N! jesté vydélit faktoridly poctu jednotlivych cifer.
Pocitat to pokazdé celé by stalo pfili§ ¢asu, ale nastésti vzdy potfebujeme jen
drobnou tupravu, pokud do permutace délky n pridavame néjakou cifru ¢, pocet
permutaci sta¢i vyndsobit (n + 1) a vydélit novym poétem cifer ¢; analogicky
pak pro odebirani a vymeénovéani cifer.

Kromé nacteni vstupu projdeme celou permutaci nejvyse dvakrat a pro
kazdou pozici potfebujeme jen konstantni ¢as, takze ¢asova slozitost je O(N),
stejné tak i pamétova. To ovSem za predpokladu, ze ¢isla, se kterymi budeme
pracovat, budou dostateéné maléd na to, abychom ¢as spotfebovany na jednotli-
vé operace mohli za konstantni povazovat. Nicméné, jak bylo naznaceno v vo-
du, po¢ty permutaci mohou byt pomérné velké; v pripadé permutaci deseti cifer
by jich mohlo byt O(10") a na potiebné vypocty s takovymito ¢isly by byl nut-
ny éas O(log 10V) = O(N), coz by vedlo na celkovou ¢asovou slozitost O(N?).
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#include <stdio.h>

int n, k;

int heslo[N_MAX]; // cela permutace

int pocty[10]; // po&ty jednotlivjch cifer v podpermutaci
// od aktualni pozice do konce

int poc_perm = 1; // po&et podpermutaci, které mohou vytvoF¥it

// cifry zaznamenané v poli ’pocty’
int main(void)
{
scanf ("%d%d\n", &n, &k);
for (int i = 0; i < n; i++) heslo[i] = getchar()-’0’;

int i;
for (i = n-1; k >= poc_perm; i--) {

// kazdou cifru postupné vyméfiujeme za men3i
for (int j = heslo[i]l-1; j >= 0; j--) {
if (poctyl[jl) {
poc_perm *= pocty[jl--;
poc_perm /= ++pocty[heslo[i]];

k += poc_perm;
heslo[i] = j;

}

// ... a nakonec roz§ifime podpermutaci i o aktualni pozici
poc_perm *= n-ij;
poc_perm /= ++poctyl[heslo[il];

}

for (i++; i < n; i++) {
// najdeme nejnizsi dostupnou cifru ...
heslo[i] = 0;
while (!poctyl[heslo[i]]) heslo[i]++;

// ... tu odebereme z podpermutace
poc_perm *= poctyl[heslo[i]]--;
poc_perm /= n-ij;

// ... a poté se ji budeme poukouSet postupné zvySovat
for (int j = heslo[il+1; j < 10 && k >= poc_perm; j++) {
if (poctyl[jl) {
k -= poc_perm;
poc_perm *= pocty[jl--;
poc_perm /= ++pocty[heslo[i]];
heslo[i] = j;
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for (int i = 0; i < n; i++) putchar(heslo[i]+’07);
putchar(’\n’);

return 0O;

21-4-5 Znaky Petr Onderka

Ulohu vyfesime jednoduchym algoritmem: v kazdém kroku pieéteme jeden
znak ze vstupu, prevedeme ho do néjaké vhodné reprezentace a postupné ho
porovname se vSemi dosud prectenymi jedine¢nymi znaky. Pokud se neshoduje
s zaddnym z nich, pfidame ho do seznamu. Protoze nam v této tloze jde hlavné
o pamétovou narocnost, soustiedime se na to, jak reprezentovat znaky v paméti
co nejuspornéji.

Vzhledem k tomu, ze v kazdém rfadku znaku je vybarveny pravé jeden pixel,
nabizi se feseni ukladat znak jako posloupnost IV ¢isel s hodnotami 1... N, kde
1. ¢islo udava, v kolikatém sloupci i. fadku je vybarveny pixel. Kolik bit bude
jeden takovyto znak zabirat? Na kazdy fadek potfebujeme [logy N b, na cely
znak tedy N -[log, N b. Abychom takovéto velikosti opravdu dosahli, nemize-
me ukladat kazdy radek do samostatného prvku pole, ale budeme znak v této
reprezentaci chapat jako posloupnost bitt, které rozdélime po osmi a ulozime
do pole bytt. Na konci pole pak zbude az sedm nevyuzitych bitl, ale s tim uz
nic neudélame. Casova slozitost tohoto feseni je O(K - (N? + KN)), protoze
kazdy z K znakil nejdiive nadtu v ¢ase O(N?) a pak porovnam s az K pie-
¢tenymi znaky fadek po radku. Lepsi casové slozitosti by slo dosdhnout treba
pouzitim binarniho vyhledavani, ale o ¢as ndm tentokrat moc nejde.

K dosazeni mensi pamétové ndro¢nosti mizeme vyuzit toho, ze kazdé &islo
sloupce se v zapisu znaku vyskytuje jen jednou. Hodnota pro kazdy radek tak
nebude urcovat, v kolikatém sloupci ze vSech moznych je vybarveny pixel, ale
budeme brat v tivahu jen povolené sloupce, tedy ty, ve kterych jesté neni zadny
vybarveny pixel. Kdyz zapiSu kazdy fadek jako dvojici ¢islo sloupce / maximal-
ni ¢&islo sloupce, tak znak s N = 5 a zapisem 2/5, 5/5, 3/5, 1/5, 4/5 (zabiraji-
cd 15 b) miZu s vywztim vySe zminéného postupu zapsat jako
2/5, 4/4, 2/3, 1/2, 1/1 (8 b). Je vidét, ze na ulozeni pfedposledniho Fad-
ku staci jeden bit a pro posledni faddek je to dokonce nula biti. Na zapsani
jednoho znaku tak potfebujeme Zij\;l [logo(N —4)] b= Zivzl [log,i| b.

Zatim jsme jesSté nevyuzili toho, Ze na kazdé diagonale je vybarveny nej-
vyse jeden pixel. Pouzijeme stejny postup jako v predchozim piipadé, jenom
pro kazdy radek budou povolené ty pixely, pro které sloupec a obé diagonaly,
na kterych lezi, neobsahuji zatim zadny pixel. VysSe uvedeny znak tak mutizeme
prepsat jako 2/5, 2/2, 2/2, 1/1, 1/1 (5 b). Celkova velikost takto zapsaného
znaku muze byt rizna i pro dva znaky se stejnym N.
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Casova slozitost téchto dvou FeSeni, vyuzivajicich povolené sloupce, je
O(K - (N? + KN?)) = O(K2N?). Zhorseni oproti prvni varianté je zptisobené
tim, Ze pfi porovnavani znakt musime navic pro kazdy radek znaku ze seznamu
uz pre¢tenych projit seznamy povolenych sloupci, abychom zjistili, kolik biti
mame precist pfi ¢teni nasledujiciho fadku.

Dalsi moznosti, jak jesté snizit paméfové ndroky, je pouziti trie, ale my
zkusime néco jiného: feseni, které ma jesté mensi pamétové naroky, ale na dru-
hou stranu zase velkou ¢asovou slozitost. Jeho mysSlenka je velice jednoducha:
vSechny mozné znaky si ocislujeme a pro kazdy znak si budeme pamatovat
jen jeho ¢islo. Pokud je moznych znaka M, tak kazdy z nich bude zabirat
[logs M| b. Jeden znak ani do méné bit zapsat nejde, protoze pak by moz-
nych zapisi bylo méné nez rtiznych znakt. Kdyz ted do seznamu prectenych
jedine¢nych znakt ukladdme primo ¢isla, mohli bychom, podobné jak jsme to
uz délali, pocitat s tim, ze ¢islo, které se v seznamu uz vyskytlo, tam znovu
nebude. Jde to ale lip. Tentokrat nam totiz nezalezi na poradi a tak si mizeme
tento seznam udrzovat setfidény. Kdyz v seznamu najdu ¢islo x, tak vim, ze
za nim musi nasledovat ¢islo mezi x + 1 a M, takze na jeho ulozeni bude stacit
[logo (M —x)] b. Jinou variantou, jak si pfectené znaky ukladat, je posloupnost
M bith, kde i-ty bit urcuje, jestli jsem uz precetl znak s ¢islem i. Rozumnym
kompromisem mezi témito dvéma Fesenimi je pouzit ze zaCatku seznam znakt
a jakmile jeho velikost pirekro¢i M biti, prejit na druhou variantu.

Jak ale vlastné urcime ¢islo znaku, ktery dostaneme na vstupu? Snadno,
prochézime postupné vSechny permutace N ¢isel a pokud nékterd z nich vy-
hovuje definici znaku, zapocitame ji. Pokud narazime na tu z nich, ktera je
shodnd se zpracovavanym znakem, zndme jeho ¢islo. Jesté pied prectenim prv-
niho znaku ze vstupu ale musime podobnym zpiisobem projit vSechny znaky,
abychom védéli, kolik jich je celkem a kolik bitd tak budeme potfebovat na
jeden znak.

A nakonec ¢asova slozitost: O(NN!+ K(NN!+ N!)) = O(KNN!). Na za-
¢atku totiz spocitame véechny mozné znaky a pak pro kazdy znak na vstupu
uré¢ime jeho ¢islo a v pripadé prvni varianty jej porovname s uz prectenymi
unikatnimi znaky, kterych nemtize byt vic nez N!. Takto velka casova slozitost
samoziejmé zpusobi praktickou nepouzitelnost popsaného algoritmu uz i pro
relativné mala N.

#include <stdlib.h>
#include <stdio.h>

#include <stdint.h>
#include <stdbool.h>

// znak reprezentovanyj polem ¥adkd, pro kazdy fadek

// je hodnotou &islo vybrveného sloupce
struct znak { unsigned * radky; };
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struct bitove_pole {
uint8_t * bity;
// aktudlni pozice p¥i prichodu, pozicel urluje byte, pozice2 bit v bytu
unsigned pozicel, pozice2;
// po&et plné obsazenjch bytl, obsazenjch bitd v poslednim bytu
unsigned obsazenol, obsazeno2;
unsigned alokovano; // alokovanjch byti

}

unsigned N, K;
struct bitove_pole prectene; // seznam pfeltenjch znaki

unsigned log_2(unsigned x) { // spo¢ita ceil(log_2(x))
x=x - 1;
unsigned result = 0;
while (x > 0)
{
result++;
x >>= 1;
}
return result;

}

// vrati &islo zadaného znaku;
// je-1li zadany znak vét3i neZ nejvétsi platny znak, vrati pocet moZnjch znakd
// prochazi postupné permutace ¥adkl a porovnava se zadanym znakem
unsigned cislo_znaku(struct znak z) {

struct znak generovany;

generovany.radky = malloc(sizeof (&generovany.radky) * N);

// sloupce a diagondly zakizané v aktudlnim Fadku

bool * sloupce = calloc(N, sizeof(bool));

bool * diagl = calloc(2 * N - 1, sizeof(bool));

bool * diag2 = calloc(2 * N - 1, sizeof(bool));

generovany.radky[0] = 0;

unsigned shodnych_radku = O;

unsigned nalezenych_znaku =

unsigned i = 0;

bool konec = false;

while (!konec) {

unsigned j = generovany.radky[il;
if (j >= N) { // prosli jsme cely Fadek
if (i == 0)
konec = true; // pro3li jsme vSechny znaky
else { // vracime se o Fadek vys

0;

i

j = generovany.radkyl[il;
sloupce[j] = false;
diagil[i+j] = false;
diag2[N+i-j] = false;
generovany.radky [i]++;
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}
// jde umistit pixel
else if (!sloupcel[j]l && !'diagil[i+j] && 'diag2[N+i-jl) {
if (z.radky[i] == j && i == shodnych_radku)
shodnych_radku++;
if (1 == N - 1) { // posledni fadek
if (shodnych_radku == N)
konec = true; // na8li jsme shodny znak
// nasli jsme dal8i (neshodny) znak, vracime se o Fadek vys
else {
nalezenych_znaku++;
i--3
j = generovany.radkyl[i];
sloupce[j] = false;
diagl[i+j] = false;
diag2[N+i-j] = false;
generovany.radky [i]++;

}
} else { // jdeme o tadek niz
sloupcel[j] = true;

diagi[i+j] = true;
diag2[N+i-j] = true;
i++;
generovany.radky[i] = 0;
}
} else

generovany.radky[i]++; // zkusime dalSi sloupec v Ffadku
}
free(generovany.radky) ;
free(sloupce);
free(diagl);
free(diag2);
return nalezenych_znaku;

}

void nacti_znak(struct znak * z) { // do z uloZi znak naéteny ze vstupu
unsigned x;
for (unsigned i = 0; i < Nj; i++)
for (unsigned j = 0; j < N; j++)
{
scanf ("%u", &x);
if (x == 1)
z->radky[i] = j;

}

// ur&uje, jestli je3té& jsou v bitovém poli p n&jaké nepfeltené bity
bool jde_cist_bity(struct bitove_pole * p) {
return (p->pozicel < p->obsazenol) ||
((p->pozicel == p->obsazenol) && (p->pozice2 < p->obsazeno2));
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}

// pfeite n bitd z bitového pole
unsigned cti_bity(struct bitove_pole * p, unsigned n) {
unsigned result = 0;
unsigned precteno = 0;
while (precteno < n) {
if (n - precteno >= 8 - p->pozice2) // ctu do konce bytu
{
result |= (p—>bity[p->pozicel] >> p->pozice2) << precteno;
precteno += 8 - p->pozice2;
p—->pozicel++;
p->pozice2 = 0;
} else {
result |= ((p->bity[p->pozicel] >> p->pozice2) &
((1 << (n-precteno)) - 1)) << precteno;
p—>pozice2 += n - precteno;
precteno += n - precteno;

}
}
return result;
}
// ptelte z bitového pole &islo z {a, ..., b}

unsigned cti_z_intervalu(struct bitove_pole * p, unsigned a, unsigned b) {
return a + cti_bity(p, log_2(b-a+1));
}

// zapiSe na konec bitového pole n bitd uloZenych v parametru x
void zapis_bity(struct bitove_pole * p, unsigned x, unsigned n) {
if ((p->alokovano - p->obsazenol) * 8 - p->obsazeno2 < n) {
// musime zv&tZit pole
p—>alokovano = p->alokovano + (n -
((p—>alokovano - p->obsazenol) * 8 - p->obsazeno2) + 7)/8;
// +7 kvili zaokrouhleni nahoru
p->bity = (uint8_t *)realloc(p->bity, p->alokovano);
}
unsigned zapsano = 0;
while (zapsano < n) {
if (p->obsazeno2 == 0)
// vynuluju nové p¥idélenou pamét
p->bity[p->obsazenol] = 0;
if (n - zapsano < 8 - p->obsazeno2) {
p->bity[p->obsazenol] |= (x >> zapsano) << p->obsazeno2;
p->obsazeno2 += n - zapsano;
zapsano += n - zapsano;
} else {
p—>bity[p->obsazenol] |= ((x >> zapsano) &
((1 << (8 - p->obsazeno2)) - 1)) << p->obsazeno2;
zapsano += 8 - p->obsazeno2;
p->obsazenol++;
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p->obsazeno2 = 0;

}

// zapiSe x na konec p, vime, Ze x je z {a, ..., b}
void zapis_z_intervalu(struct bitove_pole * p,
unsigned x, unsigned a, unsigned b) {
zapis_bity(p, x - a, log_2(b-a+1));
}

// p¥ida do bitového pole hodnotu x, M je maximalni hodnota

// zachovava set¥idénost, takZe musime pFepsat celé pole,
// abychom mohli vloZit novou hodnotu

2008/2009

void zapis_cislo(struct bitove_pole * p, unsigned x, unsigned M) {

struct bitove_pole nove;
nove.alokovano = p->alokovano;
nove.bity = malloc(nove.alokovano);
nove.obsazenol = nove.obsazeno2 = 0;
bool zapsano = false;
unsigned min = O;
p->pozicel = p->pozice2 = 0;
while (jde_cist_bity(p)) {
unsigned ¢ = cti_z_intervalu(p, min, M);
if (!zapsano && x < c) {
zapis_z_intervalu(&nove, x, min, M);
min = x + 1;
zapsano = true;
}
zapis_z_intervalu(&nove, c, min, M);
min = ¢ + 1;
}
if (!zapsano)
zapis_z_intervalu(&nove, x, min, M);

free(p->bity);
*p = nove;

}

bool get_bit(uint8_t * p, unsigned i) { // pFe&te bit na pozici

return (pli / 8] & (1 << (1 % 8))) != 0;
}

// zapiSe bit x na pozici i v poli bytd

void set_bit(uint8_t * p, unsigned i, bool x) {
if (x) pli /8] I= (1 << (i % 8));
else p[i / 8] &= (1 << (i % 8));

}

i z pole bytid

// hlavni funkce programu, vraci poCet jedineénjych znakd na vstupu

unsigned jedinecnych_znaku(void) {
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prectene.bity = NULL;
prectene.alokovano = prectene.obsazenol = prectene.obsazeno2 = 0;
unsigned znaku = 0;
bool zpusob2 = false;
scanf ("%u %u", &N, &K);
struct znak z;
z.radky = (unsigned *)malloc(N * sizeof(&z.radky));
for (unsigned i = 0; i < N; i++)
z.radky[i] = N;
unsigned M = cislo_znaku(z);
unsigned logM = log_2(M);
for (unsigned i = 0; i < K; i++) {
nacti_znak(&z);
unsigned c¢ = cislo_znaku(z);
if (!zpusob2) {
// pouZijeme prvni zplisob: seznam pfeétenjch znakl, uloZenjch pod svyjm Eislem
prectene.pozicel = prectene.pozice2 = 0;
unsigned min = 0;
bool nalezeno = false;
while (!nalezeno && jde_cist_bity(&prectene)) {
unsigned c2 = cti_z_intervalu(&prectene, min, M);

if (c2 == ¢)
nalezeno = true;
else
min = c2 + 1;
}
if (!'nalezeno) {
znaku++;
zapis_cislo(&prectene, c, M);
}

if (prectene.alokovano >= (M + 7) / 8) {
// pfejdeme na druhy zpisob
zpusob2 = true;
uint8_t * bity = (uint8_t *)calloc((M + 7) / 8, 1);
prectene.pozicel = prectene.pozice2 = 0;
unsigned min = 0;
while (jde_cist_bity(&prectene)) {
unsigned ¢ = cti_z_intervalu(&prectene, min, M);
set_bit(bity, c, true);
min = ¢ + 1;
}
free(prectene.bity);
prectene.bity = bity;
}
} else {
// pouzivéme druhy zplsob: pole bitt, kdyZz je i. bit 1,
// tak jsme uz né&kdy pfecetli znak s &islem i
if (!get_bit(prectene.bity, c)) {
znaku++;
set_bit(prectene.bity, c, true);
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}
¥
free(z.radky);
free(prectene.bity);
return znaku;

}

int main(void) {
printf ("%u", jedinecnych_znaku());
return O;

}

21-4-6 Nejtézsi dislo Martin Mares & Milan Straka

My

Zacneme podulohou b), nebot nejtézsi ¢islo bylo nakonec prekvapivé leh-
ké :-) Stadi si totiz vzpomenout na trik z feSeni Pana Cowmesse (tloha 21-3-6):
pomoci x@x ,sklepeme® vsechny jednicky v ¢isle smérem k nejnizSimu radu.
Pak si jesté vSimneme toho, Ze ¢islo a je t€z8i nez Cislo b praveé tehdy, kdyz a@a
je vetsi nez b@b, a Feseni je nasnadé:

sem: a = A[n] @ A[n]
if a<=m => goto tam
m=a
y = Aln]

tam: n =n-1

if n>0 => goto sem

Program pro n cisel pouzije 4n + 2m instrukei, kde m fika, kolikrat se
béhem prochazeni pole zvysi vaha c¢isla. To se muze stat nejvyse 32-krat, takze
mutizeme pocet instrukci odhadnout shora vyrazem 4n + 64.

Toto FeSeni miZeme jesté zrychlit (diky, Jitko!), kdyZ si uvédomime, Ze
si misto hodnoty zatim nejtézsiho ¢isla a jeho sklepané verze sta¢i pamatovat
pozici takového ¢isla ve vstupu:

sem: B[n] = A[n] @ A[n]
if B[n]<=B[m] => goto tam
m=n

tam: n = n-1

if n>0 => goto sem
y = Blm]
Tak pocet provedenych instrukci snizime na 4n +m + 1 < 4n + 33.
Podtloha a), tedy zvazeni jednoho ¢isla, byla naopak lehce prekvapiva :-)
Nejrychlejsi znAmy program ma totiz ptiblizné 2-10° instrukei, z nichZ se oviem
pro kazdy vstup provede nejvyse pét.
Jak funguje? Nejprve si zadané ¢islo sklepeme a pak rozebereme 33 pri-
padi, které mohou nastat. To bychom pfimocafe zvladli 32 podminkami nebo
pomoci ptleni intervalu 6 podminkami. Ale my radéji nepouzijeme podminku
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zaddnou: Vyuzijeme toho, ze parametr instrukce skoku muze byt nejen konkrét-
ni ¢islo (¢i navésti), ale také obsah registru, a jednim skokem se piesuneme
na spravné misto v programu, které pouze vrati vysledek. Vypadat to bude
takto (v zévorkéch jsou napsdny adresy instrukei):

()] z = x0x

(€D z = z+4

(2) jump z

(3) w = 32 // pri z=2732-1
(4) jump hotovo // pti z=0

(5) w=1 // p¥i z=1

(6) jump hotovo

(n w=2 // pti z=3

(8) jump hotovo

(11) w=3 // pEi z=7

jump hotovo

(2731+3) w = 31 // p¥i z=231-1

hotovo:

(Vsimnéte si, ze x0x stéale potfebujeme, protoze kdybychom chtéli rozebrat
aplné viechny piipady, nevesel by se program do 232 instrukci, které dovedeme
adresovat.)

Jako zakusek pridavame jesté feseni, které si vystaci s 12 instrukcemi bez
jediného skoku. Konstanty zacinajici Ob jsou dvojkové. Zkuste ptijit na to, proc¢
funguje:

y = x & 0b10101010101010101010101010101010
x = x & 0b01010101010101010101010101010101
y=y>>1
X=x+y
y = x & 0b00110000110000110000110000110000
z = x & 0b00001100001100001100001100001100
x = x & 0b11000011000011000011000011000011
y=y> 4
z =2z > 2
xX=x+y
X=X+ z
w=2x % 63

21-5-1 Polomacené mrakodrapy
Martin Bohm & Martin ,,Bobfik“ Krulis & CodEx

Ocekavali jsme vice spravnych feseni — na rozdil od minulé dlohy si tato
tloha zadala spiSe selsky rozum nez algebraické triky.

7 lohy bylo patrné, Ze vSechna maxima byla pfili§ velka na to, aby mélo
trivialni kvadratické feseni jakoukoli Sanci. Stejné tak rozsah velikosti vézak
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a rozsah dnt, na které mohl byt polozen dotaz, byl pfilis velky, nez aby s nim
slo délat cokoli rozumného.

Nicméné si lze vSimnout, Ze zde pracujeme jen s tisicinou polozek z celého
rozsahu. Zkusime si tu mnozinu tedy predzpracovat, aby se nam s ni lépe
pracovalo.

Zpusob, ktery si popiSeme, vyuziva zajimavého panelakového pozorovani:
jediné budovy, které zvysuji nebo snizuji pocet ostruvka ve mésté, jsou ty, které
jsou lokalnimi extrémy“ — jinak feceno, jsou to takové budovy, jejichz oba
sousedé jsou bud zéaroven vétsi nebo mensi nez ona sama. Kdyz totiz uvdzime
posloupnost rostoucich (nebo klesajicich) panelak, voda je postupné zaplavuje
jeden po druhém a pocet ostrovi se nezméni. Navic si vSimneme, Ze ,vrsek“ po
zatopeni od poctu ostrivki odecte sdm sebe (pravé se zatopil), zatimco ,,idoli
po zatopeni oddéli svou levou a pravou ¢ast, a tedy jeden ostruvek pribude.

Vyska budovy presné urcuje den, kdy se pri¢te nebo odecte jednicka z vy-
sledku. Zjistit o kazdém domé, zda je ,,vrskem“ ¢i ,udolim“, zvladneme jednim
prichodem vstupnimi daty. Pfi tomto prichodu si tedy rovnou budeme ukla-
dat neuspofddané dvojice (Den, Zména), kde Den bude vyska domu, ktery
prochazime a Zména bude +1 nebo —1, podle toho, jakého typu byl onen dém.

Nyni za¢neme ze vstupu nacitat (velice prihodné setfidéné) dny a budeme
podle +1 a —1 upravovat aktudlni hodnotu. Abychom toto mohli délat rych-
le, staéi si nase pomocnd data set¥idit podle hodnoty Den vzestupné (postaci
i rychly kvadraticky algoritmus jako Quicksort) a pak obé& pole prochazet naraz.

Paméti nam stacilo linedrné mnoho, dokonce jsme vyuzili jen jedno pole
celych ¢isel (+1 bit, ale ten bychom dovedli zakédovat i dovnit¥) o velikosti
N. Pokud jsme nepouzili zadné ,nefér“ praktiky jako prihradkové tiidéni, pak
nam cely algoritmus seb&hl v ¢ase O(N log N), respektive O(N?) (s rychlym
kvadratickym t¥idénim).

Na zavér doporucujeme vSem fFesitelim praktickych tloh, pokud pouzivate
libovolny jazyk vyjma Pascalu, pak tento jazyk obsahuje zabudovanou tfidici
knihovnu, ktera pro velkou vétSinu vstupti bude alespon tak rychla jako libovol-
ny algoritmus, ktery napiSete. Kdyz ji budete pouzivat (v praktickych tlohach),
tak nic nezkazite a navic si uSetfite spoustu pismenek a potencidlnich chyb.

21-5-2 Banky Petr Onderka

7 doslych feseni je zfejmé, Ze vetSina FeSiteld nema rada chamtivé bankére.
Znacné Cast z vas se je pokousela zmast nespravnymi vysledky. Nékteri prav-
dépodobné méli v planu zopakovat Chulitiv trik, a tak bance nabidli velmi liné
programy, aby méli dostatek ¢asu na piipravu a provedeni svych pland. A jen
par jedinct prekonalo svou nevoli viéi finanénikim a pfedvedli nejen funkéni,
ale i rozumné rychlé algoritmy. A jak Ze vibec nasel diru v systému Chulio?
Podivejte se sami:
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Systém pfevodid mén je vlastné orientovany ohodnoceny graf. Jednotli-
vé mény jsou vrcholy a pokud mezi dvéma ménami existuje prevodni kurz c,
tak mezi odpovidajicimi vrcholy existuje orientovand hrana s ohodnocenim c.
Posloupnost prevodu, ktera je pro banku prodéleéna, odpovida v grafu oriento-
vanému cyklu s hranami eq, es, ..., eg, ve kterém je souc¢in ohodnoceni téchto
hran vétsi nez jedna, tedy

cler) -cleg) - --- cleg) > 1.

Zadana uloha se dost podoba tloze hledani cyklu, ktery mé soucet ohodno-
ceni hran zaporny, pro kterou je znamy rychly algoritmus. Na ni nasi tlohu
prevedeme tak, ze vyse uvedenou nerovnici zlogaritmujeme a vynasobime —1:

—log(c(er) - clea) - -+ - cleg)) < —logl,
(—loge(er)) + (—logce(e)) + - -+ (—loge(er)) < 0.

Kazdou hranu e tedy misto c(e), coz je pfevodni kurz mezi odpovidajicimi
ménami, ohodnotime — log¢(e). Toto nové ohodnoceni budeme pro zjednodu-
Seni nasledujiciho textu nazyvat délkou hrany a délka sledu pak bude soucet
délek jeho jednotlivych hran. (Sled je posloupnost vrchold takové, Ze mezi sou-
sednimi vrcholy sledu vede v grafu hrana ve spravném sméru. Na rozdil od
cesty se v ném mohou opakovat jak vrcholy, tak hrany.)

V upraveném grafu zjistujeme, jestli tam existuje cyklus (sled, ktery ma
prvni a posledni vrchol stejny) zaporné délky. Jak na to? Pouzijeme Bellman-
Fordiv algoritmus, ktery hleda nejkratsi sledy z néjakého vrcholu v do vSech
ostatnich. Funguje tak, ze si pro kazdy vrchol pamatuje délku zatim nejkratsiho
nalezeného sledu z u do néj. V kazdém kroku pro kazdou hranu vw uréi, jestli
neni soucet délky zatim nejkratsiho nalezeného sledu z u do v a délky hrany vw
mensi nez zatim nejkratsi nalezeny sled z « do w. Pokud ano, tak ji na tuto délku
snizi. Na zacatku nastavime vzdalenost v na nulu a vsech ostatnich vrcholi
na oo.

Po provedeni i-tého kroku budeme znat pro kazdy vrchol délku nejkratsiho
sledu obsahujiciho nejvyse ¢ hran z u do tohoto vrcholu. Pokud z vrcholu
neni dosazitelny zadny cyklus zaporné délky, tak nejpozdéji po n — 1 krocich
(n je pocet vrcholi grafu) najde algoritmus pro kazdy vrchol nejkratsi sled
z u (kazdy z téchto sled bude cesta) a pokud provedeme jesté n-ty krok, tak
probéhne ,naprazdno“, tj. nenajde zadny novy kratsi sled. Pokud graf obsahuje
cyklus zédporné délky dosazitelny z u, tak v kazdém kroku (a tedy i v n-tém)
najde néjaky novy kratsi sled.

Zbyva jesté vymyslet, ktery vrchol zvolime za pocatecni vrchol u. Vzhledem
k tomu, Ze nemusi existovat zadny vrchol, ze kterého by byly dosazitelné vsech-
ny ostatni, bude u novy vrchol, ze kterého povedou hrany do vSech ostatnich,
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jejich délku zvolime tfeba nulovou. Protoze do nového vrcholu nevedou zadné
hrany, nepiidali jsme do grafu zadny cyklus a vysledek jsme tedy nezménili.
Kromé prvniho kroku miizu hrany vedouci z u a tedy i samotny vrchol u, ig-
norovat, protoze urcité nezpusobi zménu vzdélenosti zadného vrcholu. Naopak
v prvnim kroku staci poc¢itat jen s hranami vedoucimi z u. Protoze po prvnim
kroku budou mit vSechny vrcholy vzdalenost nulovou, nemusim v programu
ani vrchol u ani hrany z néj vedouci nijak reprezentovat a stac¢i jen nastavit
vzdalenost vSech vrcholt na nulu.

Nakonec si uvédomime, Ze prevod kurzt na délky, ktery jsme provedli na
zacatku, je vlastné zbyteény a mtzeme tedy pocitat piimo s kurzy. Pro kazdy
vrchol si budeme pamatovat prozatim nejlepsi (maximéalni) kurzovy souéin na
sledu z u a kurzovy soucin ve vrcholu w budeme upravovat, pokud je mensi
nez soucin kurzového soucinu vrcholu v a kurzu hrany vw. Kurz na hranach
z u muZeme nastavit tfeba na jednicku (a ve zkracené podobé prvniho kroku
tedy nastavit v8em vrcholiim kurzovy soucin na jednicku).

V prvnim kroku jen nastavime hodnotu kurzového soucinu vsem vrcho-
lam. V kazdém dalsim kroku projdeme vSechny hrany a pro kazdou provedeme
O(1) operaci. Celkova ¢asova slozitost tedy je O(n 4+ nm) = O(nm), kde n je
pocet vrcholi a m je pocet hran v grafu. V paméti mame informace o kazdé
hrané a kurzovy soucin kazdého vrcholu, takze pamétova slozitost je O(n+m).

program banky;

const
MaxN = 182;
MaxM = 32942;
type

tkurz = record
odkud, kam : Integer;
kurz : Real;

end;

var
meny : array [1..MaxN] of real;
kurzy : array [1..MaxM] of tkurz;
men, kurzu : integer;
i, j : integer;
novaHodnota : real;
zmena : boolean;

begin
read(men, kurzu);
for i := 1 to kurzu do begin

with kurzy[i] do
read(odkud, kam, kurz);
end;
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for i := 1 to men do
meny[i] := 1;

for i := 1 to men do begin
zmena := false;
for j := 1 to kurzu do begin

novaHodnota := meny[kurzy[j].odkud] * kurzy[j].kurz;
if (novaHodnota > meny[kurzy[j].kam]) then begin
meny [kurzy[j] .kam] := novaHodnota;
zmena := true
end
end;
if not zmena then break
end;

if zmena then
writeln(’Existuje pro banku prod&le&na posloupnost.’)
else
writeln(’Banka nikdy neprod&la (pokud nep¥ijde krize).’)
end.

21-5-3 Kravy Maria Vamosova

Nasim tkolem je prehradit vSechny kravy v kraviné Z zévorami, aby soucet
jejich délek byl minimélni. Na tento problém se d& koukat dvéma zptisoby.

Prvni zptsob: Na zacatek si predstavme, ze pred kazdou kravou je jedna
zéavora o délce jeden telemetr. Pokud je pocet pouzitych zavor rovny nebo
mensi zadanému ¢islu Z, jsme s problémem hotovi. Pokud jsme ale pouzili vic
zavor, nez mizeme, musime nékteré sousedni zavory ,spojit*, ¢imz se ndm snizi
pocet pouzitych zavor o jedna. Protoze soucet délek zavor ma byt minimalni,
spojujeme vzdy co nejkratsi tisek mezi kravami, az bude pocet pouzitych zavor
rovny Z.

Proc¢ tento zpusob funguje? V prvni fadé si musime uvédomit, ze kazda
krava musi byt ohrazena. Takze pokud jsme méli dostatek zavor, je nase zaca-
tecni rozmisténi urcité minimalni. Pokud ale dostatek zavor nemame, musime
nutné jednou zavorou prehradit vice krav. No a jedné zavory se zbavime tak,
Ze spojime dvé sousedni zavory, ¢imz ale prehradime taky mezeru mezi nimi.
Proto je nejvyhodnéjsi v kazdém kroku spojit zavory s co nejkratsi mezerou
mezi sebou (mezera mezi sousedicimi zdvorami ma délku 0).

Druhy zptisob: Na problém se ale mtuzeme divat i z jiného hlediska. Méjme
na zacatku jednu dlouhou zavoru pres cely kravin. Na zacatek ofezeme kus
ptred prvni a po posledni kravé. Pak uz jen zbyva najit Z — 1 nejdelsich mezer
mezi kravami a kdyz je ,vyfrezeme®, zbyde ndm Z zavor, jejichz celkova délka
je urcité minimalni.
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Proc i tento zptsob funguje? Zac¢ateCni ohrazeni je urcité korektni. Taky
orezani kusu pfed prvni a za posledni kravou feseni nepokazi. Takze mame
v8echny kravy ohrazené, ale je mozné, ze nam zbyly néjaké zavory. Z jedné
zévory udélam dvé tak, ze z ni ,,vyfezu“ néjaky kus ze sttedu. A aby byl soucet
délek novych dvou zavor minimalni, musim vyfezat co nejvétsi kus. Tento kus
ale nesmi obsahovat zddnou kravu, protoze by uz nebyla ohrazena. Takze se
snazim najit co nejvétsi kus, ktery neobsahuje zadnou kravu, coz je presné to,
7e se snazim najit co nejveétsi mezeru mezi kravami, ktera jesté nebyla vyfezana.
Protoze mam Z zavor, tak si muzu dovolit vyfezat az Z-1 kusi, a tyto kusy
musi byt co nejvetsi.

Necht vstup vypadé nasledovné: Na zacatek jsou mezerami oddélena &isla
N K Z, a pak nasleduje K c¢isel, které znaci pozice krav v kraviné. Pro jedno-
duchost at jsou pozice sefazeny vzestupné. Takze ted ndm jenom zbyvé najit
K — Z nejkratsich, pfipadné Z — 1 nejdelSich mezer mezi kravami. Rozeberme
tfeba hledani Z — 1 nejvétsich. To mtuzeme udélat nékolika zpusoby:

® Vsechny mezery setfidit podle velikosti a vybrat Z — 1 nejvétsich.
Tento zpusob ma pri pouziti tfidictho algoritmu QuickSort ¢asovou
slozitost O(K log K') a pamétovou O(K). Vice informaci o QuickSor-
tu naleznete v Kuchafce 21-2 Rozdél a panuj.

e Postupné nacitat pozice krav, vzdy spoc€ist mezeru a za pouziti struk-
tury halda vybrat Z — 1 nejvétsich. Halda je binarni strom, kde pro
kazdy prvek plati, Ze je mensi nez jeho naslednici. Pro vice podrob-
nosti viz Kuchatrka 20-4 Halda, heapsort a Dijsktriv algoritmus.
Strucné se algoritmus d& popsat nasledovné: Na zacatek zatfidime
prvnich Z — 1 mezer do haldy. Pak vzdy, kdyZ nacteme novy neobyd-
leny tsek, porovname jeho délku s minimem na vrcholu haldy. Kdyz
je délka mensi nebo rovna, tsek zahodime, protoze ostatni délky tse-
ki v haldé jsou zjevné taky vétsi nebo rovny. Kdyz je ale soucasny
tsek delsi nez minimum v haldé, tohle minimum vyhodime a zaradi-
me novy prvek do struktury. Na konci ndm ztstane halda, ve které
mame Z — 1 nejvétsich tsekit mezi kravami. Tento algoritmus bézi
v Casové slozitosti O(K log Z) a pamétové O(Z).

® Nejrychlejsi zptsob — pouzijeme algoritmus na hleddni K-tého nej-
mensiho prvku z Kuchaiky 21-2 Rozdél a panuj. V nasem pripadé
jenom oto¢ime nerovnosti a budeme hledat (Z — 1)-ni nejvétsi prvek.
Tenhle algoritmus ndm béhem pocitani generuje rovnou vSechny vétsi
prvky, které sice nejsou vzajemné setfidéné, ale to nam nijak nevadi.
Tento algoritmus mé ¢asovou i pamétovou slozitost O(K).
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21-5-4 Zakony Roman Smrz

Ze spleti zakont a soudnich pii by se ti z vés, co se o to pokusili, nako-
nec vymotali, le¢ vétsinou by Chosému nechali dostatek ¢asu na sloZeni savle
a museli by k ujasnéni sporu o farmu (a Ochechulinu) vyuZit jingch prostiedku.

Pfi feseni tlohy si nejdfive mizeme vSimnout, ze ji 1ze pfeformulovat jesté
tak, Ze z lesa chceme dostat libovolné (nekoneéné) malou kouli (tedy vlastné
bod), ale mezi dvojice zédkont, které si jsou blize nez 2R, postavime zed. Mame
tedy zadéany vrcholy grafu, jen potifebujeme zjistit, mezi kterymi vedou hrany,
a nakonec se podivat, zda je nase vychozi pozice uvniti néjakého cyklu.

Pokud bychom se spokojili s kvadratickym ¢asem, sta¢i pro nalezeni hran
jednoduse vyzkouset vSechny dvojice vrcholt. Neprijemné je, Ze rychleji to ani
nejde, nebot az kvadraticky muze byt pocet hran, které chceme najit; procez
nezbyvéa nez si graf trochu upravit.

Pro jednoduchost budeme déale predpokladat, ze po¢atecni pozice je v bodé
(0,0) a zadany polomér roven 2 (jinymi slovy, pfepoc¢itdme soufadnice tak, aby
to platilo). Rozdélime si celou rovinu na étverce se stranou 2 tak, aby pocatek
lezel v rohu néjakého z nich. Body uvniti kazdého z téchto bloki jsou pak vzdy
v8echny spojené hranou (tvoii Gplny podgraf) a miizeme je slouéit do jednoho
se soufadnicemi stfedu ¢tverce. Musime si jen dat pozor, kdyz takto slucujeme
hrany, které prochazeji kolem pocatku z rtiznych stran (pfesnéji to mizou byt
ty, které protinaji kladnou poloosu y, a ty ostatni); v takovém pfipadé zfejmé
z lesa zakond uniknou nemuzeme. Nicméné to vyfesime pozdéji a prozatim
predpokladejme, ze k tomu nedojde.

Novy graf ma az N vrchold (s celo¢iselnymi lichymi soufadnicemi; bloky
ale podle nich indexovat nemiZeme, nebot kombinaci soufadnic mize byt az
kvadraticky, proto je podle soufadnic budeme mit jen lexikograficky usporddané
a v pripadé potreby bindrnim pilenim v logaritmickém case najdeme blok
pro dané soufadnice, nebo zjistime, Ze tam zadny neni; to bude potfeba jen
konstantné-krat pro kazdy blok), ale kazdy vrchol miZe mit nejvyse 24 sousedi,
Hrana mezi dvéma bloky vede pravé, kdyz z nich lze vybrat dva vrcholy (kazdy
z jednoho), mezi nimiz je vzdalenost mensi nez 4.

Méme tedy vzdy dvé mnoziny bodt (A a B) oddélené néjakou piimkou
(bez Gjmy na obecnosti to budiZ osa y) a chceme najit dva body takové, Ze je-
jich vzdalenost je nejmensi mozna. V§imnéme si, ze podivame-li se na prisecik
jejich spojnice a osy y, musi mu byt oba body bliz nez libovolny jiny z jejich
skupiny. Pro kazdy bod na ose y si tedy urc¢ime, ktery bod z A a ktery z B je mu
nejblize. To udélame tak, Ze si body ve skupiné setfidime podle y-ové soutradni-
ce a v tomto pofadi je budeme pridavat a hledané tidaje postupné upravovat:
na zacatku mame jeden bod, ktery je nejblize vSsem bodtim osy y; kdykoli pti-
dame dalsi, podivame se, kterym bodum osy y bude blize nez bod predchozi
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(t¥eba tak, Ze najdeme priisecik osy jejich spojnice s osou y), a pokud na ten
uz zaddné nezbudou, odstranime jej a porovname novy bod s jeho dalsim pred-
chtidcem atd., jinak pokracujeme pridavanim. Po setfidéni ndm na toto staci
line4drni ¢as, nebot kazdy bod jednou pridame a porovnavame s predchidcem
bez odstranovani a nejvyse jednou odstranime. Pak uz zbyva jen projit osu y
a pro kazdy bod porovname dvojici bodd, které jsou mu z kazdé ze skupin
nejblize (pfesnéji, projdeme ji po usecich, kde se tato dvojice neméni). Pokud
najdeme néjakou dvojici, kterd je blize nez 2R, zapamatujeme si navic, jestli
protina kladnou poloosu y.

Spojeni bloku (—=1,—1) s (1,1) a (—=1,1) s (1,—1) — to jsou jedina, kte-
rd mohou sdruzovat hrany vedouci z rtznych stran kolem pocatku — vytresime
specidlné: budeme chtit védét nejen, jestli jsou spojeny, ale také z jaké strany
(pfipadné Ze z obou) to spojeni vede. Opét méme dvé mnoziny A a B a body
v nich setfidéné podle néjaké ze souradnic. Pokud je néktera prazdna nebo obé
jednoprvkové, je feSeni trivialni, jinak si vybereme néjaky bod m a rozdélime
obé mnoziny na body, které (kdyz si je pfedstavime jako vektory) maji smérnici
mensi nez m (mnoziny A; a By) a ty zbylé (A2 a By). Zfejmé dvojice A1—Ba
muze byt spojena jen jednim typem hran, obdobné As—Bs; kterym a jestli spo-
jené jsou, muzeme zjistit vySe popsanym zpusobem v linedrnim case. Nalezeni
spojeni mezi A1—B; a As—Bs je pak puvodni problém na mensich mnoZinach.
Aby se ndm rekurze zastavila brzy, konkrétné po O(log N) iteracich, potiebu-
jeme dané mnoziny rozdélovat rovnomérné, nejlépe pulit, k tomu je potieba,
aby m byl medidnem nékteré z nich v usporadani podle smérnic; ten miZzeme
nalézt v linedrnim case (jak na to se lze doéist v letosni kuchafce ze druhé
série), takze cely postup zabere ¢as O(N log N).

Nakonec uz jen zbyva projit cely vytvoreny graf a podivat se, zda je po-
¢atek uvnitt néjakého cyklu v ném. Zjistit, zda je néjaky bod vnitinim bodem
polygonu, lze tfeba tak, ze posleme ,paprsek” z tohoto bodu libovolnym smé-
rem a spocitame, kolik hran tuto polopfimku protne — pokud jich bude lichy
pocet, je bod uvnit#, jinak vné. Tim paprskem bude kladné poloosa y, priise-
¢iky s niz uz méme ptredpocitané. Za¢neme v libovolném vrcholu (bloku), graf
budeme prochazet do hloubky a pfitom si pocitat, kolikrat jsme paprsek protli,
jakmile narazime na vrchol, ktery jsme uz vidéli (tedy cyklus), jednoduchym
rozdilem téchto hodnot z této a predchozi navstévy zjistime, zda se pocatek
nachézi uvnitf mnohotthelniku z hran cyklu. Nemusime si ani pamatovat pocty
prusecéikt s paprskem, nebot nas zajima jen parita.

Nalezeni hran grafu blokid véetné potfebného t¥idéni zvladneme v case
O(Nlog N) a na jeho prohledani sta¢i ¢as linedrni a linearni je i velikost spo-
tfebované paméti.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
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#include <stdbool.h>

#include <limits.h>

#include <math.h>

#define N_MAX 100000

int n;

struct bod {
float s[2]; /* soufadnice bodu v rovin& */
int b[2]; /* soufadnice bloku, do né&jz pat¥i */
int blok;

} body [N_MAX];

struct {
int s[2]; /* souradnice */
int bodu; /* po&et bodld v bloku */

unsigned char hrany[5][5];

/* se kterymi z moZnjch 24 blokl sousedi */
bool navstiveno;

/* zda byl jiz navstiven p¥i prochazeni */
bool pruseciku;

/* pocet priselikid s "paprskem" na cesté

* od po&ate&niho vrcholu (bloku) sem */
} bloky[N_MAX];

/* dvé porovnavaci funkce pro gsort */
int porovnat_bloky(const void *va, const void *vb)
{
const struct bod *a = va, *b = vb;
return a->b[1] == b->b[1] 7
a->b[0] - b->b[0] : a->b[1] - b->b[1];
}
int por_sour; /* porovnavanad soufadnice */
int porovnat_sour(const void *va, const void *vb)
{
const struct bod *a = va, *b = vb;
return (a->s[por_sour]>b->s[por_sour]) -
(a->s [por_sour]<b->s[por_sour]) ;

}

/* Najdeme prvni bod v bloku o danjch soufadnicich
* pomoci binarniho vyhledavani; index tohoto bodu
* bude zaroveili slouzit jako index celého bloku */

int najit_blok(int bx, int by)

{

int min = 0, max = n-1;

while (min != max) {
int i = (min+max)/2;
if (body[il.b[1] < by) min = i+1;
else if (body[i].b[1] > by) max = i;
else if (body[il.b[0] < bx) min = i+1;
else max = i;

21-5-4
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if (body[min] .b[0] == bx && body[min].b[1] == by)
return min;
return -1;

/* Funkce dostane ukazatele na dvé skupiny bodi,

podet bodl v kazdé z nich, x-ovou soufadnici pFimky

rovnobézné s osou x, kterd skupiny rozdéluje; vrati

1 pokud najde dvojici, ktera je od sebe vzdalena

méné nez 4 a neprotind kladnou poloosu y,

2 pokud ji protina, jinak 0. Pokud je s = 1, poCitéame
* se soufadnicemi prohozenymi oproti popisu. */

unsigned char spojene(struct bod *ba, struct bod *bb,

int na, int nb, int s, float x)

* X ¥ X *

{
static int pred[2] [N_MAX], nasl[2] [N_MAX];
/* pfedek a naslednik daného bodu */
static float zacatek[2] [N_MAX];
/* y-ova soufadnice, od niZ je
* bod rozdélujici p¥imce nejbliz */
struct bod *skup[2] = { ba, bb };
int vell[2] = { na, nb };
float a, b, c, y;
for (int t = 0; t < 2; t++) {
pred[t] [0] = nasl[t][0] = n;
zacatek[t] [0] = -INFINITY;
for (int i = 1; i < vell[t]; i++) {
pred[t][i] = i-1; nasl[t][i] = n;
for (int j = i-1; ; j = pred[t]l[j]) {
/* najdeme osu spojnice danou rovnici ax+by+c=0 */

a = skup[t][i]l.s[s] - skup[t][jl.s[s];
b = skup[t][i].s[!s] - skup[t]l[j].s[!s];
c = - (a*x(skup[t][i].s[s]+skup[t][j].s[s])/2) -

(b*(skup[t] [i].s[!s]l+skup[t] [j].s[!'s]1)/2);
y = -(cta*x)/b;
/* priseCik osy a rozdélujici pfimky */
if (y < zacatek[t][j]1) {
/* JestliZe pfedchozi bod neni nikde nejblizsi
* rozdélujici p¥imce, odstranime jej, */
pred[t] [i] = pred[t][j];
nasl[t] [pred[t] [i]] = i;
} else {
/* jinak si zapamatujeme,
* odkud je nejblizsi souasny */
zacatek[t] [i] = y;
break;

}
}
for (int 1 = 0, j = 0; 1 < na && j < nb; ) {
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float dx = skupl[0][i].s[s] - skup[1][j].s[s];
float dy = skup[0][il.s[!s] - skup[1]1[jl.s[!s];
if (dx*dx + dy*dy < 16) {
if (/% Jsou 1li body na riznjch strandch osy y */
((skup[0] [i].s[0]1>0) !'= (skup[1][j]l.s[0]1>0)) &&
/* a plati (a_y-b_y) * a_x / (a_x-a_y) < a_y,
* tedy smérnice vektoru a-b je mensSi nez
* smérnice vektoru a-0 pro kladnd a_x
* a vét81i pro zapornd a_x, */
((skup[0] [i].s[1]-skup[1] [j].s[1])
* (skup[0] [i].s[0])
/ (skup[0] [i].s[0]-skup[1][j].s[0])
< skup[0][i]l.s[1])
) return 1;
/* protinad jejich spojnice kladnou poloosu y. */
return 2;

/* Posuneme se na dal%i bod bud ve skupiné A, nebo B,
* podle toho, kterj se méni d¥iv */
if (nasl1[0][i] !'=n) {
if (nasl[1]1[j] !'=n) {
if (zacatek[nasl[0][i]] < zacatek[nas1[1][j]])
i = nasl[0][i];
else j = nasl[1]1[j];
} else i = nasl[0][i];
} else {
if (nasl[1][j] != n)
j = nasl[1][j];
else return O;

}
return 0O;

}

/* pomocné pole pro dofasné skupiny bodid */
struct bod buf [N_MAX*2];
int bi = 0;
/* Funkce hledd hrany mezi skupinami bodt, které mohou byt
* spojeny obé&ma typy hran. Vrati 1 p¥i nalezeni pouze
* kladnou poloosu y neprotinajicich spojeni, 2 najde-1i
* jen ty, které ji protinaji, 3, pokud najde obé&,
* a jinak 0 */
unsigned char spojene_kolem_pocatku(struct bod *a,
struct bod *b, int na, int nb)
{
if (!nb || 'na) return 0;
if (na == 1 & nb == 1)
return spojene (a, b, na, nb, 0, 0);
/* Pro jednoduchost zde zvolime medidn smérnic
* (tedy spiSe pivot, protoZe to ve vét3in& pF¥ipadd
* median nebude) nahodné&, coz dopadne dobfe v primérném

21-5-4
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* pripadé, jak najit medidn spolehlivé v linearnim case
* se doétete v kucha¥ce ze druhé série. */
int median;
float med_smer;
if (na > nb) {
median = rand()%na;
med_smer = al[median].s[1]/a[median].s[0];
} else {
median = rand()’nb;
med_smer = b[median].s[1]/b[median].s[0];
}
/* Rozdé&leni na &asti a rekurze */
int ma = bi;
for (int i = 0; i < na; i++)
if (med_smer >= al[i].s[1]/ali].s[0])
buf [bi++] = alil;
int mb = bi;
for (int i = 0; < naj; i++)
if (med_smer alil.s[1]/a[i]l.s[0])
buf [bi++] = alil;
int mc = bi;
for (int i = 0; i < nb; i++)
if (med_smer >= b[i].s[1]1/b[i].s[0])
buf [bi++] = b[il;
int md = bi;
for (int i = 0; i < nb; i++)
if (med_smer < b[i].s[1]/b[i].s[0])
buf [bi++] = b[il;
unsigned char vysledek =
spojene(buf+ma, buf+md, mb-ma, bi-md, 1, 0) |
spojene(buf+mb, buf+mc, mc-mb, md-mc, 1, 0) |
spojene_kolem_pocatku(buf+ma, buf+mc, mb-ma, md-mc) |
spojene_kolem_pocatku(buf+mb, buf+md, mc-mb, bi-md) ;

A B

bi = ma;
return vysledek;

}

/* Projde graf blokl a rozhodne, jestli je pocatek uvnit¥
* néjakého polygonu tvofeného hranami cyklu */
bool projit_graf(int a, bool pruseciku) {
if (bloky[a].navstiveno)
return bloky[a].pruseciku != pruseciku;
bloky[a] .navstiveno = true;
for (int i = 0; i < 5; i++) {
for (int j = 0; j < 5; j++) {
if (!blokyl[al].hrany[i]l[j]) continue;
if (bloky[al .hrany[il[j]l == 3) return true;
if (projit_graf(najit_blok(blokyl[a].s[0]+2xj-4,
blokyl[a].s[1]+2*i-4),
pruseciku != (blokyl[a].hrany[i] [j1&1)))
return true;
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}
}
return false;
}
int main(void)
{

/* Na&teme vstup a set¥idime body do skupin podle blokdi,
* do nichZ patfi; jednotlivé skupiny pak lexikograficky
* podle soufadnic */

float r, pocl[2];

scanf ("/d%f%f%E", &n, &r, poc, poc+l);

for (int i = 0; i < n; i++) {

for (int s = 0; s < 2; s++) {
scanf ("%f", body[i].s+s);
body[il.s[s] -= pocl[s]; bodylil.s[s] /= r/2;
body[i].b[s] = (int) (body[i].s[s]/2)*2
+ (bodyl[il.sls] <0 ? -1 : 1);
}

}

body [n] .b[0] = body[n].b[1] = INT_MAX;

/* zarazka, kterd zjednoduSi podminky dale */
gsort(body, n, sizeof (¥body), porovnat_bloky);

/* Nejprve budeme hledat spojeni s dvéma bloky napravo
* postupné od kazZdého bloku, takZe body uvnit¥ bloku
* potfebujeme mit sefazené podle y-ové soufadnice */

por_sour = 1;

for (int i = 0, j =1; j <=n; j+t) {

body[j-1] .blok = ij;
if (body[i].b[0] != body[jl.b[0] ||
body[il.b[1] != body[jl.b[1]1) {
bloky[i].s[0] = body[il.b[0];
bloky[i].s[1] = bodyl[il.b[1];
bloky[i] .bodu = j-ij;
gsort(body+i, j-i, sizeof (*body), porovnat_sour);
for (int dx = -2; dx; dx++) {
int ii = najit_blok(body[il.b[0]+2*dx,
body[i]l.b[1]);

if (ii < 0) continue;
bloky[i] .hrany[2] [2+dx] =
bloky[ii] .hrany[2] [2-dx] =
spojene(body+i, body+ii, bloky[i].bodu,
bloky[ii] .bodu, 0, bloky[il.s[0]-1);

[
1
(SN

}
}
/* Ted budeme u kazdého bloku hledat spojeni se zbyvajicimi
* 10 bloky nad nim, k tomu set¥idime body podle x */
por_sour = 0;
for (int i =0, j =1; j <=n; j++) {
if (body[il.b[0] != bodyl[jl.b[0] ||

21-5-4
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body[il.b[1] != body[jl1.b[11) {
gsort(body+i, j-i, sizeof (*body), porovnat_sour);
for (int dy = -2; dy; dy++) {
for (int dx = -2; dx <= 2; dx++) {
int ii = najit_blok(body[i].b[0]+2*dx,
body[i] .b[1]+2*dy) ;
if (ii < 0) continue;
bloky[i] .hrany[2+dy] [2+dx] =
bloky[ii] .hrany[2-dy] [2-dx] =
/* Hledame-1i hranu vedouci "pfes" polatek, */

(bloky[il.s[1] == 1 && dy == -1) &&
((bloky[i]l.s[0] == -1 && dx == 1) ||
(bloky[i]l.s[0] == 1 && dx == -1)) ?

/* zavolame specidlni funkci, */
spojene_kolem_pocatku(
body+i, body+ii,
bloky[i] .bodu,
bloky[iil .bodu)
/* jinak standardni */
spojene(body+i, body+ii,
bloky[i] .bodu,
bloky[ii] .bodu, 1,
bloky[il.s[1]1-1);

[
1
.

}
for (int i = 0; i < n; i++) {
if (!blokyl[i].navstiveno && projit_graf(i, 0)) {
printf("Nelze se obhajit.\n");
return 0O;

}
printf("Je moZné se obhajit.\n");
return O;

}

21-5-5 Cestovni Savle David Marek

Takova cestovni Savle je pékné zapeklita zalezitost, pti skladani si totiz
nemuizeme byt jisti, jestli zrovna tento dilek uz mame slozit, anebo ho jesté
nechat narovnany.

Méjme pouzdro délky L a do né&j bychom chtéli slozit $avli z N dilt. Re-
Seni, které asi napadne kazdého, je vidy zkusit obé moznosti. Dilek nejdiive
zkusime slozit a pfesuneme se na zbylé dilky. Kdyz se nam je zadnym zptso-
bem nepovede slozit do pouzdra, tak se vratime, ptivodni dilek zkusime nechat
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narovnany a opé€t stejny postup pouzijeme na zbylé dilky. Pokud ani tato ces-
ta nevede k cili, pak Savli nejde slozit. Algoritmus ma ovSem exponencidlni
¢asovou slozitost O(27).

Naivni algoritmus je exponencialni, protoze se v ném spousta kroki opa-
kuje. To z této tlohy déla problém typicky pro feseni pomoci dynamického
programovani. Pustme se tedy do ngj. Témé&ri vSe, co budeme potiebovat, je
pole délky L + 1. To bude po k-té fazi obsahovat znacky pravé tam, kde vsude
miuze prvnich k dilkt konéit.

Fazi vypoctu tak bude celkem N. V kazdé budeme zpracovavat jeden dilek.
Projdeme celé pole a od mista, kde by mohl konéit dilek pfedchozi (tzn. v poli na
indexu ¢ mame znacku) zkusime pfidat dilek novy. Na poc¢atku mame znacku ve
v8ech prvcich pole, protoze umisténi zacatku prvniho dilku neni ni¢im omezeno.
Konec nové pridaného dilku pak muze byt na indexech i—d a i+d, kde d je jeho
délka. Samoziejmé, ze novy konec musi byt v mezich pole. Povede-li se naim
najit alespon jeden mozny konec pro vSechny dilky, tak vime, Ze Savli slozit jde.

Pokud bychom pouzivali pouze jedno pole, budou se nam plést nové pridané
znacky se znackami z minulé faze. Je tedy nutné mit pole dvé. Z jednoho budeme
C¢ist a do druhého si budeme pripravovat znacky pro dalsi fazi. Po kazdé fazi pole
navzajem vyménime. Dobry napad je také mit pro kazdou fazi jinou znacku
(napt. ¢islo féze), diky tomu nebudeme muset pied kazdou fazi druhé pole
nulovat.

Pro kazdy dilek projdeme celé pole, takze zjisténi, jestli Savle slozit jde,
bude mit ¢asovou slozitost O(N - L) a pamétova slozitost bude O(L).

#include <stdio.h>
#define MAXL 10001
int pouzdro[2] [MAXL];

int main() {
int pocet_segmentu, velikost_pouzdra;
int i, j, segment, zmena, aktualni, dalsi;
scanf ("/d %d", &pocet_segmentu, &velikost_pouzdra);

/* Napoprvé vynulujeme pole */

for (i = 0; i <= velikost_pouzdra; i++) {
pouzdro[0] [i] = 0;

¥

aktualni = 0; dalsi = 1;

for (i = 0; i < pocet_segmentu; i++) {
/* Nemusime naéitat vstup hned na zalatku */
scanf ("/d", &segment);
/* Musime si pamatovat,
* jestli jsme dalSi dil nékam umistili */
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zmena = 0;

for (j = 0; j <= velikost_pouzdra; j++) {
/* Pokud jsme narazili na znaéku,
* tak zkusime p¥idat dal$i dil =/
if (pouzdrol[aktualni] [j] == i) {
/* P¥idavany dil nesmi vyé&nivat
* z pouzdra na jedné strané */
if (j - segment >= 0) {
/* Do pouzdra pro pi¥isti tah
* pfidame znacku konce */
pouzdro[dalsi] [j - segment] = i+1;
zmena = 1;
¥
/* P¥idavany dil nesmi vyé&nivat
* ani na druhé strané */
if (j + segment <= velikost_pouzdra) {
pouzdro[dalsi] [j + segment] = i+1;
zmena = 1;

}
/* Prohodime pole pouzdra */
j = aktualni; aktualni = dalsi; dalsi = j;

/* Pokud segment nikam nepfidéme,
* tak se Savle neda slozit */
if (zmena == 0) {
printf ("Tuto Savli do pouzdra neslozite.\n");

return 0O;
}
}
printf("Tuto Savli dokdZeme do pouzdra slozit.\n");
return O;
}
21-5-6 Krznc Martin Mares

Zpusobu, jak tuto ulohu vyfesit v dostateéné tésném prostoru, je vicero.
Napriklad bychom mohli pouzit obycejné prohledavani do hloubky a jeho za-
sobnik sikovné zkomprimovat — tak se miizeme snadno dostat az na dva bity
na vrchol. My si ale pfedvedeme trochu jiné, technicky daleko jednodussi feseni.

Definujeme navigacni posloupnost, coz bude posloupnost n ¢isel ay, ..., ay,
(kde n je pocet vrcholt grafu) v rozsahu 0 az 3. Kazdé naviga¢ni posloupnosti
odpovida néjaka ,prochizka po grafu“ (v grafové terminologii sled délky n):
zacneme v nultém vrcholu grafu, z néj se vydame ai;-tou z jeho ¢tyf hran,
z dalsiho vrcholu pak as-tou hranou a tak dale.
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Vsimnéme si, ze pokud v grafu existuje néjaka kruznice, na které lezi vSech-
ny vrcholy, pak je urcité popsana alespon jednou navigac¢ni posloupnosti. Bu-
deme tedy postupné generovat vSechny navigacni posloupnosti a pro kazdou
z nich ovérovat, jestli popisuje hledanou kruznici.

Posloupnosti budeme pifimocaie kédovat ¢isly. Na kazdé a; nam staci dva
bity, takze do jednoho 32-bitového ¢isla schovame hned 16 prvkd posloupnosti.
Libovolné a; pak dokazeme pomoci konstantniho pocétu aritmetickych a bito-
vych operaci z tohoto kédu precist. Navic se na cely kéd mizeme divat jako
na jedno dlouhé 2n-bitové ¢islo a jeho postupnym zvySovanim o jednicku snad-
no vygenerovat vSechny posloupnosti.

Kdyz uz umime z posloupnosti ¢ist, mizeme také snadno simulovat procha-
zeni po grafu a odpovidat na otazky typu ,,jaky je i-ty vrchol, ktery potkame?*
nebo ,potkdme cestou vrchol v?7“. Oboji sice stoji ¢as O(n), ale o ten ndm vitbec
nejde. Hlavni je, Ze si vystacime s konstantnim mnozZstvim pracovni paméti.

Ted uz stac¢i umét poznat posloupnost, kterd popisuje hledanou kruznici.
To je také snadné: pro kazdy vrchol grafu vyzkouSime, zda jim posloupnost
projde, a pak jesté zkontrolujeme, ze se na konci vratime zpét do vrcholu 0.

Toto FeSeni spotfebuje |n/16| + O(1) bunék paméti a ma ¢asovou slozitost
O(4™ - n?). Existuje totiz 4" kédtt posloupnosti, pro kazdy z nich O(n)-krat
hleddme vrchol, coz pokazdé stoji O(n).

Grafy stupné 3: Pokud z kazdého vrcholu vedou pouze 3 hrany, neni potieba
na prvek posloupnosti obétovat celé 2 bity. Nabizi se pouzit trojkovou soustavu,
ale pak bychom neuméli bez dodatecné paméti z posloupnosti ¢ist. Pouzijeme
misto toho ,kfizence“ mezi dvojkovou a trojkovou soustavou: nadale budeme
kéd délit na 32-bitova slova a do kazdého ulozime trojkové co nejvice prvki.
Vejde se jich az |logg 232], ¢ili 20. Spotieba paméti tedy klesne na [n/20]+O(1).

Jesté Setrnéjsi zpusob: Bystii FeSitelé si v8imli, Ze i tento docela husty
popis prochéazek pomoci posloupnosti je stale dost marnotratny. Kdyz prijde-
me do vrcholu se ¢tyfmi hranami, nechceme se preci vracet po hrané, po niz
jsme praveé prisli, takze mame na vybér pouze ze t¥i moznosti. Predchozi trik
s trojkovou soustavou tedy muzeme pouzit i pro ptvodni verzi lohy. V grafech
stupné 3 si dokonce vystacime se dvéma moznostmi, coz nam dava jediny bit
na stav, a tedy |n/32] + O(1) bunék paméti. Stryéek Skrblik by mél radost
a pan Cowmess jisté také.
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