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Zadani dloh Roénik dvacaty druhy, 2009/2010

/.
Uvod

Korespondenéni semindf z programovani (dale jen KSP), jehoZ dvacaty
druhy ro¢nik se vam dostava do rukou, patii k nejznaméjsim aktivitam porada-
nym MFF pro zajemce o informatiku a programovani z fad studentt stfednich
gkol. Resenim tloh naseho seminaie ziskavaji stiedogkoléci praxi ve zdolavani
nejriznéjsich algoritmickych problémd, jakoz i hlubsi ndhled na mnohé disci-
pliny informatiky.

Roc¢nik KSP je obvykle rozdélen do péti séri, neboli kol. Béhem kazdé
rozesleme fesitelim zadani sedmi tloh okofenénych pribéhem. Posledni tiloha
je doplnéna tzv. seridglem, coZ je povidani o néjakém zajimavém informatickém
tématu prolinajici se celym ro¢nikem. Ten je zde uveden samostatné.

Na sepsani feSeni v klidu doméaciho krbu a odevzdani pres naSe stranky
nebo postou byva nékolik tydni, poté vSe opravime a vysledkovou listinu se
vzorovymi feSenimi vystavime na internet a posleme postou s dalsi sérii. Za-
vérecnym bonboénkem je pak pravidelné tydenni soustredéni nejlepsich fesitelt
seminare, konané obvykle na za¢atku ro¢niku dalsiho a zahrnujici bohaty pro-
gram Citajici jak aktivity ryze odborné (pfedndsky na rizna zajimavé témata
apod.), tak aktivity ryze neodborné (kupiikladu hry a soutéze v p¥irods). Pro
zacinajici fesitele jiz nékolik let pofddame trochu kratsi jarni soustifedéni, kam
miuZe jet kterykoliv stiedoskoldk se zajmem o programovani ¢i informatiku,
i kdyz tfeba jesté nic nevyftesil.

KSP se i pres svou dlouhou tradici neustéle vyviji. V tomto ro¢niku pfibyla
jedna tézka tloha pro pokrocilé a jiz par let zafazujeme do zadani také prak-
tickou dlohu (odevzdavanou pouze ve formé zdrojového kédu pres internet do
vyhodnocovaciho systému CodEx). Vylepsili jsme odevzddvani pfes internet,
nyni je mozné stahnout si opravené ulohy, jesté nez je donese posta. V prosinci
se navic objevila na internetu nova soutéz nazvana Programéatorska dzungle, jez
umozinuje komukoliv vyzkouset své dovednosti na tzv. open datovych ulohdch
(soutézici si stdhne u kazdé tlohy vstup a méa za kol vypocitat jakymikoliv
prostfedky do hodiny vystup) nebo na kratkych logickych h¥ickéch.

Chcete-li se na cokoliv zeptat, af uz ohledné seminéie, studia na nasi fa-
kulté nebo né&jakého informatického ¢i programétorského problému, nevahejte a
napiste ndm na diskusni férum na strance http://ksp.mff.cuni.cz/forum/ nebo
na nasi postovni adresu:

Korespondenéni seminai z programovani
KSVI MFF
Malostranské namésti 25
118 00 Prahal
e-mail:  ksp@mff.cuni.cz
www:  hitp://ksp.mff.cuni.cz/



Korespondenéni seminaf z programovani MFF 2009/2010

/ / /
Zadani uloh
Diky neuvéfitelnému pozitivnimu ohlasu na kratsi piibéhy (pfesné éislo
z bezpec¢nostnich duvodu neuvadime, pouze napovime, ze bylo nezaporné a

zéroven nekladné) jsme se rozhodli v nich pokracovat. Dnesni porci tlozek
s hranolky vam s ismévem na tvafi serviruje Lukas Lansky.

Byl jednou jeden vlak. 5. cervence 2009, kolem jedendcté hodiny dopoled-
ni, v Brné, praveé vyjizdél z nddrazi. Oplyval elektrickou lokomotivou a Sesti
vagonky.

Takto urceny vlak byl nejspis jenom jeden: jel z Brna do Pardubic a na
ceské pomeéry rychle. Po cely zbytek vyprdavéni nds na ném bude zajimat toliko
treti kupé v druhém vagonku odpredu.

Nase motivace ke sledovani konkrétné tohohle objektu bude takovd, Ze si
tam mezi sebou lidé zacali povidat (coZ uz je samo o sobé zajimavé) a Ze si tam
zacali povidat o nécem dulezitém: tomto textu. Tedy, ,tomto” ...

* * k&

Pavel dostudoval pruni roénik ctyrletého gymndzia a nudil se. To tam by-
lo prvotni okouzleni novym prostredim a do jeho chovdni a postoji se béhem
posledniho pilroku znovu vkradla apatie: vZdyt proplouvat skolou je tak snadné!

Nebylo tomu tak vzdy. V osmé tridé zdkladky zavadil o matematickou olym-
piddu: dostal diplom a poukdzku do knihkupectvi, vibec mu to prislo jako pri-
jemné setkdni, které by si byl rad zopakoval, kdyby nebyl tak strasné liny délat
pristi rok domdci kolo. Hm, dobrd, moznd tomu tak vidy bylo: Pavlovi se vsak
nedal uptit talent.

Do kupé prisel bez vétsiho zavazadla, jel k babicce. Vlastné mél s sebou
jenom jednu knizku.

»lak ta je hustd,” oslovi ho divka sedici u okénka. Koukd po knizce. ,Sice
trosku mainstreamovd, ale hustd.“

Pavel se chtél nejdiiv nevrle ohradit, Ze Gaiman neni Zidny mainstream,
ale po peclivém prostudovani divéina vzezieni zvolil vlidnéjsi ,,Ahoj, jmenuju se
Pavel!*

Vypadala totiz takto: Stredné vysokd, snad osmndctiletd, dlouhé hnéde via-
SsYy.

Odpovédéla: ,,Ja jsem Alca.“

V kupé nebyli sami, ale o tom aZ nékdy ddl. Prozatim jen: Treti cloveék,
zhruba dvacetilety, sedél u dveri a vypadal, Ze je hluboce pohrouzen do knizky
o Haskellu. Nasim dvéma hlavnim aktérim to po celou dobu cesty neprislo
zajimavé, ani jeden z nich neprogramoval v nécem, ceho ndzev by nezacinal
pismenem C.
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Ta sleéna Ze programuje? Pavel na to ptisel zahy, kdyz poznamenala:

A: Co ti z ni éouhd, je KSPécko?

P: Té&zko, vidyt ani nevim, co to ,,KSPécko* je.

A: Ale je to KSPécko! Pozndm to podle obrdzki.

P: Hrosi? Divny. Aha, dali ndm to ve Skole, pouzil jsem to jako zdloZku.

A: Tohle zaddni je divng, ale ne protoZe by na ném byli hrosi. To je nor-
mdlni a v porddku a vibec opovaZ se Tict cokoliv proti hrochim!

Vypadala nastvane!

P: Promin! Hm, miZes. ..

A: No?

P: Muzes mi tict, co to KSP je?

A: Muzu ti to ukdzat. Ale jak Tikdm, tohle zaddni je divn€é ... Podivej: KSP
znamend Korespondencni semindi z programovani. Zhruba to funguje tak, Ze
kdyz vyresis, co je na tomhle papite za programdtorske priklady, dostanes body
a budes se citit chytre.

P: Zddny penize?

A: Ne. Je to prosté néco jako skola, md té to vzdéldvat.

P (skepticky): Aha. Hm, takZe Gaiman. ..

A: Gaiman je proti tomuhle nudnej. Podivej, obycejné ta zaddni vypadaji
tak, Ze tam je néjaky pribeh, v rdmci kterého jsou ty ulohy.

P: Aby se mi v tom hiar hledalo zaddni?

A: Ne, to aby se orgoveé vyblbli. S Tesiteli to nesouvist ... Nekoukej tak
neduverive, tak to je!

P: Tady na tom papire pribéh neni. Jen pdr prikladi.

A: Jo. Podivej, jak tady vypadd pruni dloha: ,,Bud G orientovany graf,
jehoZz hrany jsou ohodnoceny pravé jednim prvkem z mnoZiny {+,—}. Je ddn
pocdtecni vrchol S a cilovyj vrchol C. Necht P je cesta z S do C: najdéte takové
P, Ze se po ni co nejmeénekrat stridaji znaménka na hrandch. Kuprikladu po-
kud existuje cesta se znameénky +++-—--———- +, vybereme spis ji neZ takovou se
znaménky +-+-+, prestoZe je co do poctu pouZitych hran delsi.“

P: To je strasny! Co je to graf? Co je to hrana, vrchol?

A: Kus matematiky. Kdyz si na néj zvyknes, budou se ti takovyhle ulohy
resit sndz, dobrou kniZku o tom napsal treba Deml nebo Matousek s NeSetri-
lem'. Podstatny je, Ze takhle se tam podobné véci nezaddvaji! Nesmi z toho tak
tréet matika, na tu si musis prijit sam, v tom je kus legrace!

P: Jak by to teda mélo vypadat?

A: Jejda, to zdlezi. Viastné na tom nezdlezi, jen ... Jd nevim, treba takhle:

L viz http://ksp.mff.cuni.cz/study/paperbooks.html
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22-1-1 Al¢ina interpretace 10 bodu

Mame velky diim se spoustou pokojil, mezi nékterymi z nich vedou schodis-
té: z jednoho pokoje do druhého se bud stoupd, nebo klesa. Z n&jakého divodu
hledame cestu z jednoho pokoje do druhého tak, abychom co nejménékrat musi-
li pfestat vychéazet schody a zacit schazet, nebo naopak prestat schazet a zacit
vychézet.

A: Rozumis?

P: Hm, jo. Ale muzu byt uprimny? Pro¢ kolem toho tak jancis? Tak zmé-
nili styl. Novd krev, mladi lidé s ndzory radikdlné odlisngmi od svijch pred-
chidcet ... Nic zvldstniho, nic, nad ¢im stoji za to mluvit, kdyz slunko sviti,
prazdniny sotva zacaly a my oba jsme tak bdjecné mladi. (Mrk.)

A: (Jemné zdvizené obodt, jinak nic.) Ale ty dal$i dlohy jsou jesté horsi!
Vidyt podivej na tu dvojku ... Na Catalanova ¢&isla a nic jiného. Kdo je znd,
md to hned hotové!

P: Zivot nend pericko: vidyt tak to bude vidycky! KaZdou ulohu nékdo znd.

A: Ale Catalanova ¢isla jsou mainstream.

P: Jako Gaiman, vid . ..

A: Jo!

P: Tak vymysli néco lepsiho! Vymysli krdsnou novou dlohu a posli jim ji
spolu se svym TeSenim, vidyt jisté budou rddi.

A: Vidis ten sad, kolem kterého projizdime?

P: Ty vzory jsou zajimave. Jak jsou stromy vysdzené do ctvercové miizky,
ustupuji ndm z vyhledu souhlasné, a stejné tak do néj vstupuji. Je to pékné a
deld to zajimavé obrdzky.

A: (Zamyslené.) Predstav si, Ze stojis v pocdtku kartézské soustavy soutad-
nic a sad jsou vsechny body se soutadnicemi (a,b), kde a, b jsou mezapornd
celd ¢isla, jejichz soucet je mensi nez néjaké N .

A: Které stromy v takové zjednodusené situaci vidis?

P: Hmpf. -(

A: Zkus si to nakreslit takhle!

X e e . P 1/1 2/2 3/3 ...
XX ... 0/1 1/2 2/3

XXX ... . 0/2 1/3

.XXXX .. . 0/3

Pxxxx
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P: Aha, takze je to vlastné uloha na hleddni zlomki v zdkladnim tvaru! Pro-
toze ty stromy, které ,nejsou v zdkladnim tvaru®, jsou takovymi urcité zakryte!
A ty, které jsou, nejsou!

A: Priznacné receno.

22-1-2 Sad 9 bodu

Vas program dostane Cislo N a vy mate za kol vypsat podle velikosti
sefazené vSechny zlomky v zakladnim tvaru, které jsou vétsi nebo rovny nule
a mens$i nebo rovny jednicce a ve jmenovateli maji méné nebo rovno N.

Pro N =5 necht vypiSe 0/1,1/5,1/4,1/3,2/5,1/2,3/5,2/3,3/4,4/5,1/1
Nebo, chcete-li: dostanete velikost strany trojihelnika z Al¢ina obrazku a
mate vypsat seznam stromd, které jsou vidét z bodu 0/0.

P: Uzndvam, i kdyz jsi evidentné dobrd (mrk), je divné, Ze vymyslis z nic¢eho
tlohy lepsi, nez jaké zaddvaji v KSP.

A: Matematika je vsude kolem. Koukej se kolem sebe trosku a wvidis to
taky.

: Kolik ti je let?

: Dvacet.

: Vypadds na osmndct!

: Dékwju. :-)

: Mné je Sestndct. . .

: Vypadds na osmndct!

: Dékuju. :-)

: Hlavné to znamend, Ze neni nic ztraceno: mds spoustu casu na sobé
pracovat, pozorné ¢ist a peclivé Tesit a jednou se treba sdm postards o to, aby
se uZ vickrat nestal tenhle trapas ... Jd sama jsem zacala Tesit taky ve druhdku.

P: Co je tam dal?

A: Codexovd iuloha. Abys védel, ostatni ulohy vlastné ani nemusis progra-
movat nebo dokonce ladit. Staci na kus papiru dobre popsat a odivodnit vymys-
leny algoritmus. V kazdé sérii je ale jedna praktickd, tu napises bud v Pascalu,
Cécku, C++ nebo C#, odladis ji a pak ji nechds automaticky vyhodnotit pres
webovy rozhrant.

P: Aha. No, to neni tak zlé. Nemusim nic popisovat ani dokazovat. . .

A: Mad to svoje jemnosti. Musis si ddvat pozor na implementacni detaily,
aby sis dobry algoritmus mezpomalil néjakou Spatnou praci se vstupem nebo
nevhodnou reprezentact dat. Musis si taky dobre uvédomit, jak vypadaji vsechny
korektni vstupy, abys nezapomnél osetrit ruzné specidlni pripady. UZ jenom to,
Ze se tvuj program kompiluje a spousti nekde daleko, je trosku neprijemny,
protoze musis programovat podle toho, co tam maji. Oni se teda snazi jit podle

PV I N

7
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norem: myslim, Ze v pripadé C++ to znamend, Ze tam STL maji, zatimco Crt
v Pascalu ne.

P: A pro¢ se tomu Tikd Codexovd tiloha?

A: Tak se jmenuje to vyhodnocovadlo, CodEx, Code Examiner. Je to na
webu KSP, hldsis se tam stejné jako do submitovdtka.

P: Submitovdtka?

A: Tim se elektronicky odevzddvaji Tesent.

P: Jo. Jasné. Tak co tam tieba ted maji za Codexovou tlohu?

22-1-3 Sazba 10 bodu

Na vstupu dostanete text a ¢islo N. Vasim tkolem je zarovnat ho do bloku
tak, aby byl co nejhez¢i. Protoze krasa je véc nazoru, zadefinujeme si pro na-
Se ucely vhodné objektivni méfitko: pro kazdou posloupnost mezer mezi slovy
délky k vezmeme ¢islo (k — 1)? a tato ¢isla se¢teme pies véechny posloupnos-
ti mezer ve vysazeném textu. No a sazba je nejhezci, pokud je tento soucet
nejmensi.

Slova nelze délit mezi fadky a mate zaruceno, ze se v textu neobjevi slovo
delsi nez N. Na vystup od vas nechceme vypisovat vytvorené zarovnani, ale
pouze miniméalni vySe popsany soucet pro dany text, tedy cislo.

Napriklad pro text ,This is the example you are actually considering.” a
N = 28 ma program vypsat 12, protoze optimalni zarovnani je

This is the example you
are actually considering.

aohodnoceni 1 +1+1+4+1+4=12.

P: To zni rozumneé!

A: To je mé prevyprdavéni. Usetti se sdm prosim toho trdpeni zkoumat, jak
hloupé€ to tam popisuji oni.

P: (zklamané) Adch ... A jd jim tolik véril!

A: Dalsi uloha je takovd zvldstni ... Jind, novd. Tohle tam minuly rok taky
nebylo.

P: (¢te) ,Tato diloha je uréena pro celorocni pripravu fesiteld programdtor-
skych soutézi, jako je MO-P ¢i 101 To mi prijde docela fajn.

A: Ale jo, proé¢ ne. Jak to maji zadané?

22-1-4 Bludiste 15 bodu

Vas program na vstupu dostane bludisté M x N, kazdé jeho policko se
sklada bud ze stény, nebo volného mista. Do tohoto bludisté je vlozen hrac,
objekt a je také urcena koncova pozice, do které mé hrac¢ objekt dostat.

8



Zadani uloh 22-1-4

Jak se v bludisti pohybuje? Hra¢ muze volné popochazet na sousedni volna
policka. Pokud ptfed nim stoji bedna, za kterou je volné misto, miize objekt
odsunout na toto volné misto.

Vasim tkolem je najit nejmensi pocet posunuti bedny, na ktery ho lze
dostat na koncové misto, a nebo —1, pokud to nejde. Nezalezi tedy na poctu
taht hrace!

Format vstupu: Na prvnim radku jsou ¢isla M a N udavajici velikost blu-
disté, nasleduje M 1adku, kazdy s N znaky. Ty mohou byt:

® # — sténa

e . — volné policko

® H — pocatetni pozice hrace

e 0 — pocatetni pozice objektu
e P — koncova pozice objektu

Znaky H, 0, P se na vstupu vyskytuji pravé jednou.
Pokud tedy program dostane néco takového:

12 10

HHHHS . . HH

HHHHS HOHH

HH#HP . . . H#

#HEH#HE | HEHH

#.. .. 0#H##
2
2
#OHHH  HHHH
#OHHH  HHHH

HERHHAHH RS

Ma4 vypsat: 7

Tato tloha ma i své vlastni bodovani: Pokud bude vase feSeni rychlé pro
M, N <1000, dostanete plnych 15 bodt. Napadne-li vas program, ktery tlohu
bude fesit rychle jen pro M, N < 50, budete ohodnoceni 7 body. Za chyby se
bodiky strhavaji jako obvykle.

P: Takze Sokoban!

A: Ano. Inu, pro¢ ne. Haddm, Ze tim uvedenym obodovdnim se chtéji pri-
blizit podminkdm na soutézich.

P: Asi jo. Bylas nékdy na néjaké?

A: Ne. Vis, ja mdam matiku a programovdni rdda, ale vidycky jsem méla
radsi zvirdtka a evolucéni genetiku vibec. Od zari budu studovat na Prirodovédé.

9
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: Myslel jsem, Ze jsi uplné jasnd matfyzacka!
: Hm, jaok to myslis?
: Jaké tam jsou dalsi ilohy?
: Osklive, nezajimavé. Jaks to myslel s tou matfyzackou?
: Jako Ze jsi chytrd. Hele, povidej mi treba o néjakych minulyjch zadd-
nich . ..
A: Najdi si je na webu. Chytré nejsou jenom matfyzacky, ale treba i histo-
ricky. Tys to myslel jinak, vid?
P: Dobfre, tak neznds néjaké pékné ulohy, které nebyly v KSPécku? Hrozné
rad bych je slysel, jsem strasné zZhavy do Teseni programdtorskich problému!
A: Tuhle jsem vidéla jednu péknou . ..

P: Uff ...

T

22-1-5 Sachovnice na pneumatice 10 bodu

Existuje docela znama tloha naskladat N kraloven na Sachovnici N x N
tak, aby se podle norméalnich Sachovych pravidel vzajemné neohrozovaly.

Co kdyz takové N x N veliké Ssachovnici slepime levy okraj s pravym a
horni s dolnim, takze bude najednou jedna dédma ohrozovat jednak policka,
kterd vidéla ptvodné, ale i takova, ktera nyni vidi pfes tyto slepené okraje?

Pro jakd N jde za takovych podminek naskladat N dam do Sachovnice
N x N tak, aby se neohrozovaly?

Pro N = 2 to kuptikladu urcité nejde: polozime-li ddmu na kterékoliv ze
¢tyT policek, bude ohrozovat vSechny dalsi. Pro N = 5 to miizeme udélat takto:

D

D

D

D

D

A: Pravda, neni to ani tolik programdtorskd, jako spis logickd lozka. Re-
Senim nent algoritmus, ale vzorecek nebo nékolik vzorecki, prosté popis tako-
vych N. Ale i takové, logické ulohy, v KSP byvaji. Nebo spis byvdvaly.

P: Zajimavé. Rozumim tomu ndzvu: kdyz vezmes papir a slepis ho tak, jak
se tam popisuje, vznikne pneumatika. Jestlipak by se ta uloha dala Tesit na jeste
néjakém jiném povrchu? Mdbioveé pdsce, Kleinové lahvi . . .

A: Nejspis bys zjistil, Ze to o moc zajimavéjsi neni. Ale libi se mi, jak nad
tim premyslis.

P: UZ jsme v Pardubicich. Vid, Ze jesté nékdy uvidime?

A: Proc ne.

10
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Vymenili si sadu identifikdatord a rozesli se. Spolucestujici zavrel knizku na
stejné strané, na jaké ji otevrel. Rozhlédl se, to aby védél, Ze je vzduch skutecné
cisty. Vytahnul z kapsy mobil, nalistoval vhodnou adresu a zmizel.

Kdo tikd, Ze stroj ¢asu nemuze byt serverovd aplikace?

Objevil se o mésic diriv ve velmi podobném vlaku a rychle odesel, protoze
uz se nemohl chlubit platnym jizdnim dokladem.

Byl 5. ¢erven a spolucestujici si to peldsil na smluvené, tajné misto, kde uz
na néj cekal mistr Sazec.

MS: Ahoj R ... Ehm, bratre Cestovateli!

BC: Ahoj. Mdm to. :-)

MS: Fajn. Co s tim provedli?

BC: Byla to hroznd patlanina, posunuli to hodné. Vidyt vis, Ze jsme ne-
mohli doufat, Ze uZ po téhle iteraci to bude pouZitelné.

MS: Tak jo. Mas vsechny tulohy?

BC: Odstrelili jich vic, neZ zavedli novyjch, jedna ted chybi.

MS: No tak ddme tieba takovou tu ndhradni ... Vidyt vis ...

22-1-6 Nahradni 10 bodu

Vymyslete algoritmus, ktery kdyz na vstupu dostane velky objem textu a
nékolik klicovych slov, vyplivne nejkratsi tsek textu, ktery obsahuje vsechna
zadana klicova slova, a nebo zahlasi, ze se v ném néjaké z nich viibec nevysky-
tuje.

Dostane-li kupfikladu algoritmus na vstupu text predchoziho odstavce a
dotaz na slova ,klic“ a ,text“, vrati ,textu a nékolik klic“. Dostane-li stejna
klicova slova k prohledani v tomto odstavci, najde fetézec ,kli¢” a ”text®.

Dostane-li v tomto odstavci vyhledat po slovech nasekanou prvni vétu
z Alenky v 1181 divi, nenajde slovo, které tu z taktickych dvodi neuvedeme,
ale jehoz znéni algoritmus vypsat ma.

BC: Dobre. Tady mds ten diktafon ... Hodné $tésti pri sepisovdni!
MS: Dékuju pékné. Hezky zbytek zkouskového!

* %k

Byl jednou jeden vlak. 5. cervence 2009, kolem jedendcté hodiny dopoled-
ni, v Brné, praveé vyjizdél z nddrazi. Oplyval elektrickou lokomotivou a Sesti
vagonky.

Takovy vlak jenom jeden urcité nebyl. Ve skutecnosti jich byla docela spous-
ta a navzdjem se lisily verzi papiru v tretim kupé druhého vagonu.
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Letos$ni druhy pfibéh nesouci honosny nazev , Hint“, velmi volné navazujici
na prvni dilko, sepsal Martin Bchm. Mizeme vam slibit, Ze tentokrat si se stroji
Casu hrat nebudeme — na soustfedeni jsme se vytrestali dostatecné.

Mimochodem, také jste si jisté vSimli, ze v této sérii se objevi priklad
s magickym c¢islem 22-2-2; coz je vzacnost, ktera se objevuje jednou za 11 let,
1 sérii a jeden piiklad k tomu. Neni to divod k malym oslavam?

Jsem si jist, Ze kaZdy mdme néjakou superschopnost. Nékdo hravé vyresi
ty nejtézsi programdtorske ulohy, jiny umi délat radost jingm lidem. A nékteri
z nds opravdu rychle béhaji a dribluji s micem. Ja mam Hint. I kdyZ moznd
magi vsichni Hint, jen se o tom nebavime.

Nespadl na mne meteorit a nekousl mne ozdteny hroch. Prosté jsem se
jednoho dne probudil a védél jsem, Ze mdm v hlavé Hint. Jak Hint funguje?
Obcas jdu po ulici a premyslim, jestli si koupit zmrzlinu. V tu chvili se mi
v hlavé aktivuje Hint a Tekne, jakd z téchto dvou moznosti je pro mne lepsi. Na
malicky okamZzik jako kdybych mohl spustit prohleddvdni obou Zivoti a porovnat
ndvratové hodnoty.

Priznavdm se, moc tomu nerozumim. Vim, Ze to pracuje tak intuitivné,
jako miij zrak nebo sluch. Castokrdt v noci sedim a premyslim, jak by nase
Zivoty vypadaly, kdybychom jako lidstvo vibec nemeli Hint.

22-2-1 Jednoznacny svét 8 bodu

Pfedstavme si lidské zivoty v alternativnim vesmiru, kde lidé neumi ¢init
rozhodnuti, a tak tam nenajdeme zadné kifizovatky. V tomto vesmiru se praveé
vydal turista na cestu ze svého domu. Pfed domem mé ukazatel jen s jednou
cestou, a tak se vydava pravé touto cestou. Dojde k druhému rozcestniku,
ale zde je opét jen jeden ukazatel, kudy jit dal. Cestovatel vzdy posloucha
rozcestniky a nikdy se nevraci zpét.

Mohlo by se zdat, ze turista bude do nekonec¢na potkavat nové rozcestniky,
ale i jeho planeta je konecnd, a tak se po konec¢ném poctu kroku stane, ze
dorazil na kiizovatku, na které uz byl. Turista tedy odted bude pokracovat po
smycéce (nebot zpét jit nesmi).

Vasim tkolem je napsat algoritmus, ktery bude postupné prochazet roz-
cestniky (od prvniho déle), ale d& si pozor na opakovani, nékdy skonéi (pozor
na zacykleni) a vypiSe délku periody smycky (jsme-li uz na smycce, tak kolik
rozcestnikti musime navstivit, abychom se dostali na stejné misto, na kterém
ted jsme).

Vstup si muzeme predstavit jako nekonecnou posloupnost prirozenych ¢isel,
ktera predstavuji identifikacni ¢isla jednotlivych kfizovatek v poradi, jak je
cestovatel prochézi, tedy naptiklad

12581235123428 1235123 ...
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Aby to nebylo pfilis jednoduché, tak dbejte na to, Ze si cestovatel (a tedy
i v4$ algoritmus) v hlavé udrzi pouze malé mnozstvi pomocné informace —
snazte se tedy najit algoritmus, ktery spotfebuje co mozna nejmensi mnozstvi
pameéti.

Do jednoho integeru se treba vejde vysledna délka periody, délka zacatku
pfed periodou nebo jedno identifika¢ni ¢islo jedné z kiizovatek. Ne vSak uz cela
posloupnost (vzdyt je nekone¢nd) ani jeji ¢ast — na uloZzeni K hodnot vzdy
potfebujeme K integerd — ne vice, ne méné.

Kdyz jsem v 15 letech objevil Hint, musel jsem se s nim naucit stejné tak,
jako se ucime chodit nebo mluvit. Trvalo to dlouho a radéji jsem to délal potagji,
aby se mi spoluzdci nesmali. Také byste se smdli, kdyby se nékdo az v 15 letech
ucil chodit! Kdyz jsem byl doma sam, stavél jsem si rizné labyrinty a bludisté
a ucil se, jak takové bludisté projit na pruni pokus jen s pouZitim Hintu.

22-2-2 Zkouska 15 bodu

N&as hrdina si vysklddal do kazdého pokoje svého domu mince. Dim ma
tvar matice M x N a mezi kazdymi dvéma sousednimi pokoji jsou dvere. Nyni
se nachézi na policku (1, 1) — levy horni roh — a dovolil si chodit jen dvefmi dolu
(prvni soufadnice) a doprava (druhé soufadnice). Tedy, ne Gplné vsude. V domé
je jesté K specialnich mistnosti, ve kterych miize podvadét a jit i nahoru nebo
doleva.

Za pomoci Hintu se mu snadno poda¥i dojit do mistnosti (M, V) a nasbirat
co nejvice penéz. Vymyslete algoritmus, ktery dojde do stejné mistnosti a také
se mu to podafi. Na vystupu postaci maximalni suma penéz, ktera lze sebrat.

Bodovani:

® max. 15 bodu: feSeni rychlé pii 1 < M, N <1000, 1 < K <M x N.

® max. 11 bodd: feseni rychlé pti 1 < M, N <50, 1< K < M x N.

® max 6 boda: feSeni rychlé pri 1 < M, N <1000, K = 0.

Uloha mé presné definované bodovani, neni vsak prakticka. Vyse zminé-
né konstanty berte jako napovédu, jak budou feSeni bodovana v zavislosti na
Casové slozitosti.

Priklad:

Pocty minci v mistnostech:

1211

1111

2113
Mistnosti, kde 1ze podvadét: (2,2) (3,3)
Vystup: 14
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Jak jsem se s Hintem sZival, zac¢al mi pomdhat i v kaZdodennim Zivoté.
Nemusel jsem se ucit moc na pisemky, Hint mi radil, co v nich bude, a jd se
naucil jen to minimum, které bylo treba na jednicku. To neni tak prekvapugict
— ve tridée bylo hodné lidi, kteri také dostdvali snadno jednicky. Hint mi zacal
radit vic a vic — védél jsem, co si mam dat k snidani, kudy mdm jit do skoly, co
mam delat po obédé. Nekdy nebylo hned jasné, proc je tohle ¢i tamto rozhodnuti
lepst nez jeho opak, ale veril jsem Hintu stejné pevné, jako vérim svym ocim
nebo usim.

Viibec nerozumim lidskym starostem. Pro¢ se témi vécmi trdpi? Boji se,
Ze jejich Hint jim neporadi to spravné tveseni konflikti? Nebo jsou jesté vice
opoZdéni nez jd, a svij Hint jesté neobjevili? Svétské starosti mi pripadaly ja-
ko malinkaté tecky na papire, kterym se lze jen smdt. Neéktere Zivoty jsou tak
podobné, Ze jsem je spojoval kruznicemi. Samoziejmé jen ty, které mi poradil
Hint.

22-2-3 KruZnice 10 bodu

Mate pred sebou papir, na kterém jsou rozmistény body. Vas algoritmus
by vam mél nahradit Hint a uréit, kterd z moznych kruznic se ma nakreslit.
Nesmite ale zvolit libovolnou — algoritmus musi najit tu kruznici, na jejiz hrané
lezi co nejvice vyznacenych bodt. Pokud je takovych kruznic vice, sta¢i vratit
libovolnou spliujici.

Jestli jsem o Hintu pochyboval? Ano, mel jsem jednu chvili, kdy jsem byl
na vazkdch, jestli mi Hint neradi Spatné. Ale zkusenost mi radila, Ze to se mnou
Hint mysli uprimné a Ze se neni ¢eho bdt.

Jeli jsme s mamkou v dtery nakoupit do supermarketu a bliZili jsme se
ke kolejim, kdyz mi najednou Hint poradil (kdyZ jsem se ho ptal, co je pro
mne aktudlné nejlepsi), af za Zddnou cenu neprekracugi ty koleje. Siroko daleko
Zddny vlak, ale Hint je Hint. Zakricel jsem na matku, af zastavi auto, a jak
jsme zastavili, ihned jsem vystoupil ven.

Sedl jsem si na obrubnik a na skoro zoufaly krik matky, proc¢ jsem to probih
udélal, jsem Tekl, Ze mi to Hint doporudil. A pak uz jsem radsi byl zticha, protoze
situace zacala byt opravdu divokd. Lidé se kolem mne stridali, auta houkala a
troubila, vlaky se lopotily pres prejezd. Jen billboard za kolejemi se na mne
klidné usmival.

22-2-4 Billboard 10 bodu

Byl jsem v dosti stresové situaci, a tak jsem pocital, kolikrat pres prejezd
uvidim pana na billboardu. Na pfejezdu byly dvoje koleje a po obou zrovna
projizdél vlak (vlaky jely protisobé) s vysokymi a nizkymi vagény. Kdyz zrovna
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byly dva nizké vagdny vedle sebe, bylo skrz prejezd vidét na billboard, ale kdyz
na prejezdu byl vysoky vagén, nic jsem nevidél.

Vlaky byly opravdu dlouhé (d4 se Fici, Ze nekonecné), ale oba byly Fazeny
tak, Ze se tam opakoval stale dokola vzorek vysokych a nizkych vagént.

Pokazdé, kdyz byly dva vagény proti sobé, podival jsem se, jestli vidim na
billboard, a pocital jsem pomér mezi situacemi, kdy jsem jej vidél, a kdy ne.
Meéfit jsem zacal ve chvili, kdy se proti sobé setkaly prvni dva vagoény.

Vasim tkolem je napsat program, ktery oveéri mé vypocty.

Priklad:

Jsou-li vlaky fazeny takto: prvni VVNVV a druhy NNV, pak nejprve nevidim
billboard, protoze na obou kolejich je vysoky vagon:

<-- VVNVV
VNN -->

Ve druhém kroku nevidim billboard, na druhé koleji je vysoky vagén:

<-- VNVVV
NVN -->

Ve tfetim kroku ho koneéné vidim (dva nizké vagény vyhledu nevadi):

<-- NVVVV
NNV -->

A tak déale. Celkovy pomér je v tomto piipadé 2/15.

A tak jsem se prestéhoval do Bohnic. Chybi mi tu trochu kamarddi a rodina,
ale nent to zas tak zlé. Mistni jsou uzavieni a tisi, starosti je mdlo. Obcas se
mne sice snazi presvédcit, Ze Hint nemdm a neni skutecny, ale to se jim nemize
podatit — kdybych nemohl vérit svgm vlastnim smyslim, tak komu?

V ocich sester a lekari vidim zklamdni, Ze se jim nedaii mne vylécit. Jinak
jsou ale se mnou spokojeni, jsem hodny a tichy. Obcas mi dovoli vyjit ven
s ostatnimi pacienty, kde si pak spolecné hrajeme a dovadime.
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22-2-5 Pruzinky 10 bodu

Znéte hru na pruzinky? Oblibend hra nejen v Bohnicich, ale i mezi matfy-
zédky (kdo by se divil). Hréé¢i/bldzni se postavi do kruhu, prvni za¢ne a fekne
,p“. Nasleduje hrac¢ po jeho levici a fika ,r“. Takto se hraje podle hodinovych
rucicek, az néktery hrac¢ musi fici posledni pismenko , y“. Tento hrac vypadava,
odstupuje (odskakuje) z kruhu, kruh se zmensi a hra¢ po jeho levici opét Fikd
,p“. Pokracuje se tak dlouho, dokud nékdo ve hie ztstava. Posledni hrac¢ ve
hie vitézi.

Na vstupu dostanete slovo, které se bude vyslovovat misto slova ,pruzin-
ky“. Hréace ¢islujeme od 1 (za¢inajici) podle hodinovych ruéic¢ek az ke K-tému.
Vymyslete program, ktery urci ¢islo hrace, ktery zistane ve hie jako posledni.

Jak jsem uz Tikal, je to tu uZasné. Libi se mi, Ze mdm spoustu casu na
zkouseni moznosti, které mi Hint nabizi. Hint se dd trénovat podobné jako ruce
nebo nohy. Myslim si, Ze bych ho mohl zacit vyuZivat pro dobro ostatnich.

Ale zacnu pékné pomalu — odpovédi na dopis. Pred tijdnem mi prislo psani,
kde se jakési Bratrstvo ptd, jestli nemohu pouZit Hint a odpovédét na jejich dvé
otazky. Pruni mi pripadala naprosto nesrozumitelnd. Asi jsou prilis zapdleni do
jejich okultnich akct, aZ zapomnéli psat cesky.

22-2-6 Otazka 10 bodu

Mocny véstce, porad ndm s nasim problémem! Nevyfesime-li jej, bude to
mit nedozirné nésledky.

Po velkém putovani a obétovani nékolika Bratri jsme se dopatrali k ma-
gickému obdélniku. V obvyklém stavu ma nésledujici podobu:

0234
8765

Ve starych svitcich stoji, ze spravné ¢teni je podle hodinovych rucicek od
levého rohu, ¢ili této konfiguraci zapiSeme do nasich anali jako 123456 7 8.

Aby magicky obdélnik zacal ptsobit tak, jak my zaddame, musime ho pte-
mistit do jiné konfigurace. K dispozici mame tii kouzelné operace:

® Vyménium, zkracené V — vyméni prvni a druhy radek.
e Sloupcium, zkracené S — posune pravy sloupec uplné nalevo.

® Rotdtum, zkracené R — prostfedni ¢tyfi ¢isla se posunou ve sméru
hodinovych rucicek.

Predvedeme Vam, co se stane s obdélnikem v obvyklém stavu, kdyz apli-
kujeme jen jednu z operaci:

16



Zadani uloh 22-2-6

V: S: R:
8765 4123 1724
1234 5876 8635

Prosim, velky mudrci, pomoz nam vymyslet program, ktery vypise nejkratsi
posloupnost magickych operaci takovou, ze zméni obvyklou konfiguraci na tu,
kterou mu zadame!

Napriklad, zaddme-li zadanou konfiguraci

26845731
tak l;y mél odpovédeét Cislem a posloupnosti, tedy:

SRVSRRS
Tato uloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim systému CodEx.

Druhd otdzka byla podstatné kratsi. Ptaji se, jestli se pismeno P rovnd
dvéma pismentim NP. Sice bych tekl, Ze se nemiZe rovnat, vZdyt jsou to jind
pismena, ale stejn€ mi to prislo o dost jednodussi, neZ ta pruni otdzka. Pro
jistotu jsem pouzil Hint, to abych pochopil, na co se vlastné ptaji. Musim 7ici,

vy

urcité je moje odpoveéd potési!
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Bezi liska k Taboru, nese pytel zdzvoru, jezek za ni utikd, Ze ji pytel rozpi-
chd ... Tteti pribéh se nese v duchu nejen husitskych valek a sepsal ho Jan
, Moskyt“ Matéjka.

Mezi stromy prosvitalo slunce. Tomds$ opatrné vykoukl z lesa. Nad tekou
létali ptdci a na protéjsim brehu nikdo nebyl. Vrdtil se ke koni, prebrodil reku
a pomalu zacal stoupat k Tdaboru.

Po uslapané cesté se jelo pohodiné. Daleko lépe, nez kdyz se pred chuvili
prodiral hustym lesem. Kdyby si ho ale vsimli Zikmundovi zvédove, zabili by
ho, nebo alespon ... Ne, nemyslet na to. Tady uz mohl byt vidén, tady je
vitdn.

Vjel do otevrené brany a sesedl z koné. Na velkém prostranstvi pobihaly
déti, obcas néjakd Zena za domkem vésela pradlo. Klid a mir, jako by nevédéli,
jakou zprdvu privazi. Strdzny u brany na néj pratelsky pomrkdval.

Hned se okolo néj sebéhly déti a zvédavé se vyptdvaly, kdo je, co veze, co
jim dd ... Tomds je vsak nevnimal a dosel aZ k velké kadi plné stribrngch minci
uprostred ndmesti.

Vytdahl z hlubin svého pldsté hrst minci a poddval je mladikovi u kdde. ,,Zde
je dar od bratii z Horntho Blesna. Jen se mi mezi né zatoulala jedna falesnd.“

22-3-1 FaleSna mince 10 bodu

Falesna mince se vyznacuje tim, ze ma odliSnou hmotnost od vSech ostat-
nich v hrsti. Jinak vypada uplné stejné a je pravé jedna v celé hrsti minci.
K dispozici médme rovnoramenné vahy. Urcete, kolik vazeni bude potieba, abys-
te nalezli mezi N mincemi falesnou. Pfi jednom vazeni mize byt na miskach
libovolny pocet minci.

To by ovSem bylo prilis jednoduché. Vahy jsou totiz v celém Tabore jediné
— v 1ékarné. Lékarnik je navic nedavérivy a pozaduje, abyste mu predali sepsané
vS8echna vazeni na papirku predem, on je provede, fekne vam, jak to dopadlo,
a vy podle toho uz musite najit faleSnou minci.

Priklad pro N = 4: Lékarnikovi zadate zvazit mince takto:

1 -— 2
1 -—3

Pokud jsou v obou pripadech v rovnovaze, tak je falesna 4; pokud jsou

v obou pripadech stejné naklonéné, tak je falesna 1; kone¢né pokud jsou jednou

v rovnovaze a jednou naklonéné, tak je falesnd 2, resp. 3 podle toho, které jsou
naklonéné.

Falesnd mince byla uspésné oddélena, ostatni vhozeny do kddé a Tomds
vyrazil vst¥ic chlapikovi, ktery wvysel z jednoho z domii okolo mdmésti. ,Bud
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zdrdv, Prokope, pFindsim zprdvy z Prahy.“ , Pokoj tobé, Tomdsi. Pojd za mnou,
af zde nejsme rusent.“

Oba vesli do domu, odkud Prokop pred chuvili vysel. Zeny ddl vésely prddlo,
nad Luznict létali ptaci. Obloha jako z Ladovych obrdzki, skoro bez mrdcku,
ale zdali jako by zahtmelo. Nikdo tomu nevénoval pozornost. Za lesem stoupal
husty cerny dym, asi nékdo pdlil travu. Déti na ndmeésti pokracovaly ve hre,
kterou hrdly pred Tomdsovym prijezdem.

22-3-2 Détska hra 8 bodu

Kazdé dité si vybere jedno jiné dité. Pak se kiikne , Ted!“, d&ti se rozprch-
nou po namsésti a za¢ind hra. Kazdy chyta toho, koho si vybral (placnutim po
zédech). Chyceny sdéli lovci, koho si vybral on, a lovec od této chvile lovi tuto
novou obét.

Zvédava tetka Bétka pred jednou hrou zjistila od vSech déti, koho chytaji,
a dlouze se zamyslela nad tim, co se stane, kdyz dité zjisti, Ze ma chytat samo
sebe. To by nas zajimalo také a k tomu se hodi samoziejmé védét, kolik déti
miuze do takové situace dospét.

Naptiklad pro skupinu 4 déti, kde si prvni vybere druhého, druhy tietiho,
tfeti ¢tvrtého a Ctvrty prvniho, mohou do tohoto stavu dospét vsechny ctyti
déti.

Naopak pro jinou skupinu 4 déti, kde prvni chyta druhého, druhy tietiho,
tfeti prvniho a ¢tvrty také prvniho, snadno zjistime, ze ¢tvrty nikdy sebe sama
chytat nebude.

Vymyslete algoritmus, ktery tento pocet na zakladé informaci tetky Bétky
urci.

Jedno z déti se prdvé zacalo zurivé bit do zad a kFicet ,Ja, jd, jal“, kdyz
Tomds s Prokopem v druzném hovoru vysl ven z domu.

Presli pres namésti az ke brané. Prokop tekl cosi straznému, ten hned vstal
a spésné kamsi odesel. Vedle sedél zarostly muz, ktery aZ do této chvile hrdl
karty s vratnym. , Petre, cekd té dlouhd cesta. Pozdravis bratry v Rokycanech
a sdelis jim ...~

Kuryr Petr vstal a odesel do stdje. Strazny se vrdtil k brané s malgm chlap-
cem, ten vybéhl ven. Pomalu zacali prichdzet ruzni lidé, vraceli se domu, do
bezpeci za taborskou palisadu.

Petr se po chvili vrdtil i s osedlanym koném, nabral do méchu vodu, prehodil
pres sebe pldst, nasedl na koné a odjel, strdény za nim zavrel branu. Tomds a
Prokop ho chvili sledovali, jak prebrodil Luznici a vydal se smérem na Orlik,
pak se vratili do Prokopova domku.
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22-3-3 Kuryrni sluzba 13 bodu

Mezi husitskymi mésty predavaji zpravy kuryti. Kazdy kuryr prepravuje
zpravy pouze ze svého domovského mésta do jednoho jiného. Opa¢nym smérem
je povazovan za nedivéryhodného. Nevadi vsak, kdyz je zprava poslana postup-
né pres nékolik kuryrt (napi. zpravu z Tébora do Chlumce odveze tdborsky
kuryr do Prahy, kde ji pfed4 jinému, ktery ji odveze do Chlumce).

Vymyslete algoritmus, jehoz vstupem bude seznam vsech kuryrt ve vsech
méstech a ktery zjisti, jestli mezi kazdymi dvéma mésty lze prepravit zpravu
alespon jednim smérem. Staci tedy, kdyz existuje jednosmérna cesta.

Priklad: Pro mésta Tabor (T), Praha (P) a Rokycany (R) a kuryry T—P,
P—R lze prepravit mezi kazdou dvojici mést zpravu alesponn jednim smérem.
Pro stejnou trojici mést, ale kuryry T—P a R—P nelze prepravit zpravu z Tabora
do Rokycan ani naopak.

,Poplach! Hradecti za tekou, poplach!“ ozvalo se najednou a dosud klid-
né€ ndmesti jako by oZilo. Déti utekly domi, po ndmeésti pobihali poloozbrojent
muzi. MiFili do zbrojnice. Atmosféra houstla.

Za drevénou palisadou se pomalu objevovali dalsi strdzni. Ozbrojeni okova-
nymi cepy a krdtkymi meci byli témer neporazitelni. Z dalky se pomalu bliZilo
dunént.

Prokop a Tomds vysli z domku a presli ndmeésti. Prokop v plné zbroji, dlouhy
mec a Stit. Tomds mél krdatky mec, aby mu pFi jizdé na koni neprekdzel, ale
nékde ztratil rukavice. Stavili se tedy ve zbrojnici. Prokop zasel do malé temné
mistnosti a po chvili se vrdtil s ndaruci plnou rukavic. Hrdly vsemi barvami, az
se zddlo, Ze Tomds nenajde levou a pravou stejné barvy.

22-3-4 Rukavice 10 bodu

V malé temné mistnosti jsou dvé truhly a tma. V jedné z truhel jsou jen
levé rukavice, ve druhé jen pravé. Bezpecné vime, kolik rukavic které barvy je
ve které truhle. Prokop jednou ndhodné vytahne L levych rukavic a P pravych
rukavic. Naleznéte algoritmus, ktery najde L a P takova, aby soucet L + P
(celkovy podet prinesenych rukavic) byl co nejmensi, ale aby si Tomas mohl
vybrat pravou a levou rukavici stejné barvy.

Prokop jich ale prinesl dostatek, takZe po chvili Tomds odchdzel spokojen
se dvéma hnédymi rukavicems.

Hradecti vybihali z lesa. Z palisady tréela kopi jak bodliny jezka, kterd jim
znesnadnovala pristup aZ k ni. Taborsti ale zjevné touzili po porddné bitevni
vrave. Prelézali palisddu a bili se s hradeckymi hlava nehlava.

Tomdads natdhl rukavice, vzal do ruky mec a nelitostné sermoval hned se
dvéma hradeckymi. Jednoho z nich odrazil, aZ se skutdlel ze svahu doli, druhy
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meél dosti tuhy kotinek, ale i ten nakonec padl. A hned se na néj vrhl dalsi.
Jesté Ze se skrcil. Takovd prileZitost k seku do nohou se jen tak nenaskytne!

Zvldadl uZ asi deset hradeckych, kdyz se k nému rozbéehli najednou tii. Ne-
védel, kam driv skocit. Tu se oteviela brdna a vyjely z ni dva vozy naloZené
shnilymi mokrymi kuly, které tdborsti vymeénili pri posledni opravé palisdady.
Hradecti nestihali uhybat a Tomds mél konecné zase chvili klid . . .

* * k&

Slunce se klonilo k zdpadu, kdyz se ozvalo troji tahlé zatroubeni. Hradecti
uz byli ddvno zpdtky za Tekou a utikali rozpraseni pres pole pryc. Tomds$ s Pro-
kopem pres sebe prehodili plasté, drevené mece schovali pod né, z Prokopova
domu vytdhli batohy a vydali se spolu s vétsinou ostatnich taboriti na nejblizsi
Zeleznicni zastavku.

Prijizdejict viak mél na sobé reklamu, kterou jesté nikdy nevidéli. Na mod-
rém pozadi byly nakresleny Zluté puntiky propojené Zlutymi carami.

22-3-5 Reklama 15 bodu

Ve ¢tvercové siti je nakresleno N bodi. Potfebujeme je pokryt co nejméné
plochymi lomenymi carami.

Plocha lomena cara vypada tak, Zze zadny z jejich useku nesvird s osou
x vétsi thel nez 45° a lze ji nakreslit jednim tahem zleva doprava (tuzka se
pohybuje jen vpravo).

Na vstupu dostanete N bodu zadanych jejich celo¢iselnymi souradnicemi
(x4,9;). Jako vystup vypiSte minimalni pocet potfebnych plochych lomengch
car.

Priklad:

Pro 6 bodu se soufadnicemi (1,6), (10,8), (1,5), (2,20), (4,4), (6,2) potte-
bujeme 3 ploché lomené Cary na jejich pokryti.

Bodovani:

® max. 15 bodu: feSeni rychlé pii 1 < N < 100000
® max. 12 bodu: feSeni rychlé pii 1 < N <1000
® max. 10 bodi: feseni rychlé pii 1 < N <100

Nastoupili do vlaku a vzdjemné si vymeénovali zdZitky. Kdo koho potkal,
vypdtral nebo nevypdtral, kdo spadl do potoka mebo uskakoval pred jedoucim
vozem plngm shnilych kldd.

Ostatni odjeli auty. Dreveny Tdbor tady zustane, za mésic v ném bude
détsky tdbor. Vsechno ostatni uklidili, prece po nich nezistane neporddek.

Slunce jiz bylo davno pod horizontem. Praha svitila do ddli poulicnim osvét-
lenim, kdyZ Tomds s Prokopem vystupovali na hlavnim nddrazi. Vesli do metra,
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v Holesovicich prestoupili a cestou od zastdvky autobusu 112 na kolej premys-
leli, kolik casu zase stravi ve vytahu, neZ dojedou aZ tam, kde bydli.

22-3-6 Kolejni vytahy 10 bodu

V prizemi pred vytahem stoji N kolejnik, kolej ma K pater. Kazdy ko-
lejnik ma své cilové patro — kde bydli — a ochotu (inverzni veli¢inu k lenosti),
ktera urcuje, kolik pater je ochoten dojit poté, co vystoupi z vytahu. Vytah
prijede, vsichni kolejnici se do néj nastradaji.

Napiste program, ktery dostane na vstupu seznam kolejniki s jejich cilo-
vymi patry a ochotami a ktery vypiSe na vystup minimalni pocet pater, ve
kterych je potieba zastavit, aby byli vsichni kolejnici uspokojeni. Jak pocet
pater, tak cilova patra a ochoty jsou nezaporna cela cisla.

Tato tloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim systému Codex.

A tak skoncila dalsi drevdrna, oblibend to vikendovd zdbava nékterych clend
Bratrstva, jako Tomdse a Prokopa.
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Tentokrat se pro zménu presouvame do daleké budoucnosti. Lidstvo davno
vymielo, posledni ¢loveék zmizel roku 4291. Zemé je osidlena roboty. Pfibéh ma
na svédomi Nekra Zuzka Dortova.

Dobry den,
jmenuju se CPUTDR3X a jsem vyzkumny robot. Mdm docela Stésti, Ze jsem vy-
zkumny robot. Vite, roboti se déli do nékolika skupin: zdsobovact roboti, vyrobni
roboti, vyzkumni roboti, ... Zdsobovaci roboti se staraji, abychom méli vZdy do-
statek energie. Vyrobni roboti vyrabéji rizné spotiebice (a samoziejmé i dalsi
roboty). My vjzkumni roboti vymyslime nové véci, zkoumdme planetu a jeji
historii, zkrdtka zajistujeme prisun novych informac.

Neddvno nam opét centrala rozdélovala praci. Obvykle kazdému pFirazuje,
co md zkoumat (samoziejmé i s terminem, do kdy se oéekdvd slusny vysledek),
ale tentokrdt na mé nevysla ZADNA prdce!! Nevim, jak se to mohlo stdt, moz-
nd byla chyba v systému, nicméné meél jsem wvolno a chystal se toho vyuZit.
Hodlal jsem udélat néjaky velky objev, tak velky, Ze ani centrdla by takovy kol
nepridélila, nebot by ho povazovala za velmi sloZity.

Zagel jsem k encyklopedii (to je takovy velky pocitac, ve kterém jsou uloZeny
véechny dosud znamé informace), napojil jsem se a hledal ndpady na to, co bych
mohl objevit.

22-4-1 Zaheslované stranky 10 bodu

CPU7DR3X se chce dostat na N riznych stranek s dulezitymi informacemi.
Stranky jsou nanestésti zaheslované, na nékterych strankach jsou kromé in-
formaci jesté hesla k nékterym z dalsich stranek. Aby se CPU7DR3X dostal na
vS8echny stranky, potfebuje u nékterych prolomit bezpecnostni systém, a pro-
toze prolamovani je nebezpecna ¢innost, chce ji provadét co mozna nejméné.
Ulohu mu ulehéila rada od kolegti trojskych koni, ktefi mu vyzradili, Ze ke
kazdé strance existuje heslo nejvyse na jedné jiné strance.

Na vstupu dostanete seznam stranek ocislovanych 1...N a pro kazdou
i informaci, ke kterym jinym strankam je na ni uvedeno heslo. Napiste program,
ktery fekne, kolik nejméné stranek musi CPU7DR3X prolomit, aby si mohl pfecist
informace na vSech strankach.

Stravil jsem nad tim nékolik hodin, ale pak jsem zjistil néco iZasného —
kdysi pry na této planeté Zily bytosti, které si rikaly lidé. UZ podle obrdizku vy-
padali divné, nemeli Zadnd kolecka, Zadné anténky, Zadné senzory ani kamerky,
ale udajné to byli jedni z nejvyspélejsich historickych Zivocichu, uméli vyrabét
rizné ndstroje, derivovat, psat. Ale nasel jsem o nich i zaznamy o tom, jak po-
skozovali planetu — pozménili ji natolik, Ze na ni uZ ani nedokdzali Zit. Bylo mi
divné, Ze takovd vyspéld zvirata jsou ohledné zachovdni vlastniho Zivota velmi
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hloupd, a rozhodl jsem se, Ze zkusim takové zvite zrekonstruovat. Tohle jesté
nikdo nezkousel — nejvyspélejsi zvire, kterée jsme dosud odchytili do laboratore
na pozorovdant, byl krdlik.

Nahrdl jsem si do paméti vSechny duleZit€ informace a vyrazil jsem do te-
rénu, abych ziskal podklady pro znovuoZiveni onoho divného zvirete. Potreboval
jsem sehnat DNA, nebot prdvé ona nesla veskeré informace o zvieti.

A tak jsem se jesté toho dne vypravil hledat lidskou DNA. Napadlo mne,
ze néjaka by mohla byt v muzeu. A tak jsem se vypravil k transportéru, ktery
mél cestu kolem muzea, abych usetril pdar hodin casu. Béhem transportu jsem
zaregistroval venku nékolik pracovnich robotu hlasité naddvajicich na nezkont-
rolované zdsilky zboZi.

22-4-2 Rozvoz zasilek 10 bodu

Transportér je jedno velké vozidlo, prevazejici zbozi a soucastky na jed-
nosmérné, pravidelné trase. Trasa mé nékolik zastavek — skladist. Transportér
zastavuje na vSech zastavkach v pevném potfadi daném jejich ¢isly — nase mékké
lidské mozky si mohou pfedstavit jednu autobusovou linku.

Zbozi, které se priibézné ve skladistich naklada a vyklad4, mtze byt bud
v pofadku nebo poskozené, a aby se uSet¥il ¢as (a pracovni roboti mohli délat
jiné uzitecné véci), je v transportéru zbozi skener, ktery mezi stanicemi zésilky
zbozi zkontroluje a oznaci je, zda jsou, nebo nejsou v poradku. Organismy
zaloZené na uhlovodicich si mohou predstavit jakéhosi hodného revizora, ktery
nikoho z autobusu nevyhodi, jen vas oznaci. Na vasi vystupni stanici si uz vas
,preberou”.

Nanestésti ne vzdy je skener plné nabity, aby mohl kontrolovat zbozi mezi
v8emi stanicemi. Urcete, jak nastavit skener (rozhodnéte, mezi kterymi stanice-
mi se skener mé aktivovat), aby zkontrolovaného zbozi bylo v souctu co nejvic,
kdyz vite, ze skener je nabity natolik, Zze je schopen kontrolovat zbozi pravé
N-krat.

U kazdé stanice znate pocet kusii nalozeného zbozi a pocet kustt zbozi
transportovaného do kazdé z néasledujicich stanic (z tohoto ndkladu). Pozor,
kazdy kus zbozi se zapoc¢itava do souc¢tu jen jednou, i kdyz jste ho zkontrolovali
béhem celé cesty tieba osmkrat.

Ocislujme stanice 1...5, kde S je pocet stanic. Naptiklad pro zadéani (for-
mét po&et kust:odkud->kam):

4:1->4,2:1->2,6:2->3,3:2->4,5:3->4; N =2
je spravnym fesenim dvojice usekt 2-3, 3-4.

Stezovdani pracovnich roboti mne natolik zaujalo, Ze jsem mdlem prehlédl,
Ze uZ jsem u nejvetsiho biologického muzea, kam jsem se mohl béhem dne do-
stat. Nejuétsi problém bude se nendpadné dostat do muzea a opatrit si lidskou
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DNA. Biologické materidly v muzeu jsou stfeZeny a oznaceny jen ciselngmi
a pismennymi kody a pro jejich ziskdni potrebuji i vyzkumni roboti povoleni
od centrdly zaddvdni prdce, Ze k pokusu biologicky materidl skutecné potrebuji.
Povoleni jsem nemél, a tak jsem se musel do muzea dostat potaji, najit lidskou
DNA a kus ji ukrdst. To rozhodné nebylo jednoduché. Kdyby na mé p7isli, mohli
by mé i sesrotovat! Ale v zajmu védy . ..

Utésoval jsem se, zZe aZ dokoncim rekonstrukci cloveka, vsichni budou jasat
nad mym objevem. A tak jsem se wvydal k zadnimu vchodu do muzea, kudy
se do néj dovazi ruzné spotrebice a materidly. JelikoZ dovoz je casty a skoro
porad tam jezdi pracovni roboti, neni to tam moc hlidané. Schoval jsem se
za nedalekou bednu a pozoroval jsem zadni vchod. Za nekolik hodin privezl
transportér zbozi a krabice. Chvili nato vyjeli ven pracovni roboti, zbozi popadli
a vezli ho dovnitr. Vyjel jsem ze svého ukrytu, sebral nejblizst krabici a zamichdn
mezi pracovni roboty jsem pronikl do muzea. V muzeu jsem se chodbami dostal
aZ do vystavnich mist, kde byly biologickeé materidly. Problém byl, Ze jsem neznal
kod, pod kterym zde byla uchovdna lidska DNA.

22-4-3 Muzeum 10 bodu

V muzeu v biologickém oddéleni se uchovava spousta biologickych mate-
ridla, které jsou tématicky roztfidény a kazdému tématu je vyhrazena jedna
mistnost. Mistnosti je K a kazd4 je hlidana pfesné (N —1)/K kamerami. (N je
celkovy pocet kamer, pfi¢emz (N —1) je vzdy délitelné K .) Kamery jsou navza-
jem pospojované draty. Navic se v muzeu nachézi centralni kamera na chodbé,
z niz vede praveé jeden kabel do kazdé mistnosti, jenz je napojen na jednu z ka-
mer. (PYes ni se pak dalsimi spoji lze dostat k libovolné kamefe v mistnosti.)
Mezi mistnostmi jinak draty vibec nevedou.

CPU7DR3X se podafilo zjistit, jaké kamery jsou spojeny dratem. Tim ziskal
souvisly graf oddéleni (snad biologického), v némz kamery jsou vrcholy a draty
mezi nimi neorientované hrany. V tomto grafu potfebuje najit centralni kame-
ru, tedy vrchol, z néhoz vede pravé jedna hrana do kazdé mistnosti a jehoz
odebranim by se graf rozpadl na K komponent souvislosti. Bohuzel nevi, jaka
kamera patfi do které mistnosti. Navic si viibec neni jist, jestli se dostal do
biologického oddéleni, a tak zaroven potiebuje zjistit, zda je v kazdé mistnosti
(N —1)/K kamer.

Pokud naptiklad bude 10 kamer (oéislovanych od 1 do 10), 3 mistnosti
a spoje mezi kamerami 1-5, 2-7, 2-4, 1-10, 7-1, 4-6, 3-8, 3-7, 2-6, 8-9,
mé centralni kamera ¢islo 7 a nachazime se skute¢né v biologickém oddéleni
(v prvni mistnosti jsou kamery 1, 5, 10, v druhé 2, 4, 6 a v t¥eti 3, 8, 9). OvSem
pro spoje 1-5, 2-7, 2-4, 1-10, 7-1, 4-6, 3-8, 3-7, 2-6, 2-9 ma jedna mistnost
4 kamery a jind jen 2, takZe méme graf jiného oddéleni.
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A tak jsem prozkoumdval kamery a zjistoval jejich pocet, abych si ové-
7il, Ze jsem ve sprdvném oddéleni. Muzeum bylo obrovské, ale diky rychlému
prozkoumdvani kamer jsem nasel spravné oddéleni uzZ za 8 hodin. Zbyvalo to
nejdulezitéjsi — pomalu a pracné jsem se naboural do centrdlniho monitoringu a
vypnul jsem monitorovani v celém oddéleni. Pak jsem se rychle vloupal do ne-
kolika wvitrin, sebral kusy vzorkid a prchal jsem, abych byl co nejrychleji z muzea,
nejlépe jesté driv, neZ prijdou na vypadek jednoho z centrdlnich monitoringi.
JiZ po chvili se strhl poplach a panika ... ani si nepamatuju, jak jsem se v tom
zmatku dostal z muzea. V laboratori jsem pak vzorky porddné prozkoumal a
zjistil, Ze jeden z mich je opravdu lidska DNA!

Konecné jsem ho mél. Zbyvalo jen to hlavni — probudit z néj k Zivotu ono
podivné zvite. A tak jsem zajel do laboratore. Védél jsem, Ze k oZiveni zdrodku
bytosti je tieba DNA probudit k Zivotu, ale protoZe u takového vyspélého zvitete
to bude jisté narocné, rozhodl jsem si DNA namnoZit — tak s ni budu moct
délat pokusy a vZdy mi néjakd zbyde pro ty dalsi.

A tak jsem spoustu dalsich tydnu stravil tim, Ze jsem se snaZil probudit
lidskou DNA k Zivotu. Priddval jsem k ni vsechno mozné, pichal do ni injekce
s rozlicnymi ldtkami, pracoval s ni v ruznych teplotdch, vlhkostech i tlacich,
ale stdle bezvysledne. Teprve po nekolika dalsich tydnech jsem v jedné ze zku-
mavek zaregistroval néco, co pripominalo lidsky zdrodek. Izoloval jsem zdrodek
do sklenéné nddoby, vloZil ho do 3D mikroskopu s nejuétsim priblizenim (jaké
bylo v budové dostupné) a pofadné ho prohlédl. Nebylo pochyb — byl to skutecné
lidsky zdrodek. Okamzité jsem jel vloZit zdrodek do urychlovace — manestésti
se pristroj zasekl a zdrodek se znicil. Prohlédl jsem svoje zdznamy a okamZzité
jsem zacal pracovat na tvorbé dalsich zdrodki. Zdrodky jsem stridave mutoval
a otezdval, aby mi vzniklo to spravné zvire.

22-4-4 Ofez zarodku 10 bodu

CPU7DR3X dava zarodky v rizném stupni mutace na orezani Spatnych vét-
vi. Zarodek je rtizné rozvétveny, navic je na ném poznamenino misto, odkud
vétveni zacina.

Kdybychom méli Spatny mikroskop, vidéli bychom vlastné strom (souvisly
graf bez kruznic) s pevné danym kofenem. Tyto stromy maji navic jasné uspo-
rfadani synti, takze podivam-li se na néktery vrchol, tak umim vzdy jasné ¥ici,
ktery syn je prvni, ktery je druhy, a tak dale.

Neni-li vam jasné, co takovy strom je, podivejte se do nasi Kuchatfky o gra-
fech.? Ale hlubokou algebru v tom nehledejte, obrazek popisuje situaci vice nez
dobfte.

2 Kuchatka o grafech: http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/20/cook3.html
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Priklad: puvodni strom

Nyni je tieba zarodek orezat. To se udéla tak, ze se nejprve vybere rozboce-
ni (vrchol, napiiklad prvni syn kofene z pfikladu) a v tomto misté se jesté zvoli
souvisly interval syni (napf. druhy az t¥eti syn). Ptivodné vybrané rozboceni
se prohlasi za kofen, synové kofene budou jen ty vrcholy, které byly jeho syny
ve vybraném intervalu, a uspofadani se zachovéd (druhy syn bude prvnim sy-
nem nového korene). Spolu s timto intervalem patii do ofezaného stromu také
celé podstromy pod témito syny. Vrcholy, které nelezely v pfislusném intervalu
nebo byly jinde v ptivodnim stromé, v novém stromé prosté nebudou.

Nanestésti je pristroj na ofezavani nedokonaly, takze obcas oseka strom ne
presné tak, jak jsme popsali v odstavci vySe. Navic CPU7DR3X nemd v zadzna-
mech uplné poradek a proto v nich mé pocateéni zarodek a ofezany zarodek
zaznamenany v nahodilém potadi (tj. nelze pfedpokladat, Ze neofezany je ten
prvni). Od toho jste tu vy.

Na vstupu dostanete dva zarodky (zakofenéné stromy) a méate zjistit, jestli
jeden mohl vzniknout ofezem druhého.

Stromy mohou byt zadany naptiklad takto: vrcholy si oéislujeme od 1 do N,
kotenem bude vrchol s ¢islem 1 a na vstupu dostaneme pole spojovych sezna-
miu, kde I-ty prvek pole je spojovy seznam, ktery obsahuje ¢iselnd oznaceni
syni I-tého vrcholu, usporadana zleva doprava. V této reprezentaci muzeme
zadat ,osekany strom“ z obrazku nize napiiklad takto:

O WN -
>N
o w
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tento z puvodniho
osekany strom vzniknout nemohl

(Psst! Zaslechl jsem organizatory si Suskat o tom, ze nékteré tlohy tohoto ro¢niku se daji
vyfesit pomoci prilozené kuchaiky o fetézcich. Tahle to ale asi nebude, ze? To by bylo ujeté. . . vas
Stek Tiskaisky, v.r.)

A tak jsem ddval opakované do urychlovace zdrodky, kontroloval, zda se
dobre vyvijeji, a s napétim cekal, kdy se mi konecné vyvine kompletni zvire.
Az jednou ... Hurd, konecné se to povedlo! Po otevieni urychlovace se v ném
hybal néjaky bledy tvor. Zvire bylo asi metr dlouh€ a obrdzku ze zdznamu se
podobalo jen velmi hrubé. PoloZil jsem zvite na podlahu. Vstalo a postavilo se
na dvé uzké tycky s klouby. (Tyto tycky tento druh zvitat pry nazyval ,nohy“.)
Otocil jsem se na zvite, pFipravil jsem si pocitac pro zdznam a zadal zvireti
jednoduchou otdzku:

Kolik je desdtd derivace z x%° + 4x'® — e a7 — 213t T _ 624 Zygre se
ke mné otocilo a nepatrné se mu rozsitily hnéedé kulicky na vrchni kulaté cdsti
(témhle vécem Fikala ta zvitata oci). Udélal jsem si do pocitace zdznam, Ze zvife
derivovat neumi. Popadl jsem zvife (samoziejmé se vzpouzelo a vyddvalo Tizné
otravné zvuky) a zavezl jsem je do skladu soucddstek. Tam jsem zvife pustil
a (zatimco se rozhlizelo kolem) jsem mu zadal jing jednoduchy ikol: ,Vyrob
soldarni panel!“ Zvite se na mne notnou dobu divalo, a pak se slabym hldskem
zeptalo: ,,Co je to soldrni panel?“ Ty nevis, co je soldrni panel?“ rozkvikl jsem
se a udélal zdznam o tom, jak je zvite neuvéritelné hloupé.

Takovéhle bytosti Ze pry byly nejuyspélejsi? To to tu bylo pred desitkami
tisic let velmi zaostalé! Prohledal jsem svou pamét, abych si ovéril, Ze zvire
nent prili§ staré — stard zvirata byla podle zdznami mnohem blbéjsi nez mladd.
Zvitata zacinala podle zdznami blbnout starim asi kolem 70 let. Otocil jsem se
na zvite a zeptal jsem se: ,Kolik je ti let?“ Zvite odpovédélo: ,,Je mi pét let.“

Tady néco nehrdlo. Zvire nebylo staré, a presto nefungovalo tak, jok by
podle zdaznami fungovat mélo. Po projiti dat v paméti jsem si pripomnél, Ze
prilis mladd zvitata toho také moc neumi. Pres protesty a pohyby zvirete jsem
je popadnul a odvezl je do urychlovace. Potreboval jsem, aby bylo o néco starsi.

VVVVV

zapnul. Rev sldbnul o kdyZ na p¥istroji zasvitily kontrolky, otevvel jsem urych-
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lovaé. Zvite se ohnulo v pilce, slezlo z urychlovace a jd mu opét polozil otdzku:
, Kolik ti je let?“

Tentokrdt zvire odpovédélo: ,Je mi triadvacet ...“ Zadal jsem mu opét
jednoduchy priklad na derivovdni. Tentokrdt zvire chtélo néco na psani. Ukdzal
jsem mu zastaraly model poéitace, ktery se casto sekal (preci jen, nemohu risko-
vat, Ze by zvite znicilo néjaky drahy pristroj), zvite se uvelebilo pred obrazovkou,
zmdacklo tlacitko, ale stary pocitac se nenastartoval. Co to? Po bliz§im zkou-
mani se ukdzalo, Ze v pocitaci nebyl energeticky cldnek. Otevrel jsem zdsobnik
clanki a zacal uvaZovat, ktery ddt do pocitace.

22-4-5 Energetické ¢lanky 10 bodu

CPU7DR3X otevtel zasobnik, ve kterém je N rtznych druhil energetickych
clankt. Kazdy clanek se vyznacuje tim, ze je soumérny vzhledem k tomu, z ja-
kych castic se skldda. (Napt. RAR je energeticky ¢lanek, RAN neni energeticky
¢lanek. My neroboti fikdme, ze ¢lanek je palindromem.) Clanky lze spojovat,
ale jen tehdy, pokud vznikly ¢lanek je opét soumérny. CPU7DR3X chce vlozit do
pocitace ¢lanek slozeny ze dvou ¢lankt a zajima ho, z kolika rtznych prislus-
nych usporadanych dvojic ¢lankd si miize vybrat.

Na vstupu dostanete N ruznych ¢lankd, zadanych slovnim schématem
(N slov, palindromt). Vasim tkolem je napsat program, ktery spocitd, ko-
lik uspofadanych dvojic (dvojici pfecteme jako jedno slovo zleva doprava) opét
tvori energeticky ¢lanek (palindrom).

Naptiklad dvojice (RAR, ARA) palindrom netvofi, ale dvojice (BAB, BABBAB)
palindrom tvori.

Tato tloha je prakticka a fesi se ve vyhodnocovacim systému Codex.

Po uspésném zapojeni pocitace zaclo zvire konecné pocitat priklad. Pritom
se mnou mluvilo a kladlo spoustu otdzek — zjevné se mu okolni prostredi libilo a
zagimalo ho. Udelal jsem si zdznam, Ze ve 23 letech zvire derivovat umi, a prdvé
jsem si chtel zapsat, jok dlouho mu to trvd, kdyz se rozletély dvere a dounitr
vjelo a vlétlo nekolik masivnich bezpecnostnich robotu. Nekteri mne popadli a
nékam mne odvdzeli (a docasné mi vyzkratovali kamerky), posledni, co jsem
zahlédl, bylo, Ze ostatni se vrhli na zrekonstruované pokusné zvire.

Kdyz jsem konecné mohl vnimat obraz, byl jsem znehybnen uprostred malé
mistnosti a okolo mne bylo asi osm robotu, kteri na mne prisné shlizeli. Jeden
z nich popojel ke mné a rekl: ,CPUTDR3X, toto je tvij soud za ohroZeni bezpec-
nosti véech robotu!!“ Zeptal jsem se, co jsem provedl. A ten robot popojel jesté
o kousicek bliz, aZ jsem se bdl, Ze do mne nabourd, a zahvimal: ,Cos provedl?!
Ohrozil jsi celou nasi existenci obnovenim velmi nebezpecného druhu!* Nechd-
pal jsem, jak by ndm jeden cloveék mohl byt nebezpecny, a obhajoval jsem se,
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ze jsem ucinil vyznamny objev, ale nic mi nevysvetlovali a odesli do vedlejsi
mistnosti se radit, jak mne potrestaji.

Premgyslel jsem o tom, jak se dozvédeli, Ze jsem vyrobil clovéka, a vzpomnél
jsem si, zZe mezi roboty jiZ dlouho koluji nepodloZené informace, Ze vsechny
¢innosti Tobotu pozoruje jakési Tajné€ Bratrstvo, které md vsude rozmistény
skryté kamery (a které tudiz muselo hned zaznamenat, Ze jsem odpojil centrdalni
monitoring v muzeu). Nikdy jsem témto zkazkim nevéFil — aZ dnes jsem se
presvédcil, Ze jsou pravdive.

Kdyz se Bratrstvo vrdtilo, ozndmil mi jeden z nich, Ze s konecnou platnosti
prestdvam byt vyzkumnym robotem a prTefazuji se mezi roboty pracovni. Pak
mmne prevezli do laboratore, kde mi z paméti vymazali vSechna hesla a pristupové
kody do mistnosti slouZicich k vyzkumu, sbéru informact, prosté do mistnosti
informacniho a vijzkumného charakteru. A tak jsem ted jen pracovnim robotem.

vy

Pracovnim robotem té nejnizsi kategorie.

22-4-6 Umistovani panelt 13 bodu

CPU7DR3X byl prefazen mezi nejnedivéryhodnéjsi pracovni roboty. Nyni
misto vyzkumu bude s jesté jednim pracovnim robotem umistovat na louku
panely pro prijem vétrné a sluneéni energie. Louka je rozdélena pomoci kolikt
na ¢tvercovou sit (koliky jsou v rozich ¢tverct), v nékterych ¢tvercich maji byt
umistény panely (jeden nebo i vice). Na louce ma byt celkem umisténo N pane-
I4. Na louce budou stavét panely dva nedivéryhodni roboti, z nichz kazdy ma
postavit K paneli. A protoze ti dva pracovni roboti jsou nedivéryhodni, je po-
tfeba v ramci zabezpeceni nalézt pro kazdého z nich obdélnikovy prostor, kde
ma byt celkem postaveno K panelt, a tyto prostory ohranicit z kolikd bezpec-
nostnimi paprsky. Jelikoz na paprsky je potfeba energie v zavislosti na délce pa-
prsku (kterou se pokud mozno Setfi), ma soucet obvodt vytycenych pracovnich
mist byt co nejmensi. Oba pracovni prostory se navic nesméji prekryvat a po-
kud nékde maji spole¢nou hranu, je stejné potieba v tomto misté vést paprsek
pro kazdou pracovni plochu zv1ast (tj. v takové hrané budou dva paprsky).

Na vstupu dostanete na prvnim fadku rozméry louky (délka a $iika), na
dalsim ¢isla N a K, a na dalsich IV fadcich dostanete souradnice pro umisténi
jednotlivych panelt (délka a Sifka) — na kazdém fadku jeden. Napiste program,
ktery vypiSe minimalni pocet jednotek (jednotka — mezi dvéma koliky) paprs-
ki, které jsou potieba k ohrani¢eni dvou disjunktnich obdélnikovych pracovist
(z nichz na kazdém mé byt dle pldnu K panell) nebo vypiSe, Ze pro prislusnd
data TFeseni neexistuje.

Bodovani:

® max. 13 bodu za feSeni rychlé pii N, K < 300,
® max. 10 bodt za fesSeni rychlé pii N, K < 50.
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Nevim, co udélali s clovekem, ale nejspis ho rozebrali. To je mi moc lito,
takovy velky objev jsem ucinil a nikdo to neoceni. KdyZ mé propoustéli ze soudni
mistnosti, jeden z nich mi dokonce posSeptal ,Mads stésti, moh’ jsi skoncit ve
srotu ...«
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Blizi se konec 22. ro¢niku, ale jesté nez odjedete k mofi, do hor, na vandr
¢i na jinou skvélou letni akci, pfiléta k vam na kfidlech vétru posledni série
sepsand na stary pergamen Pavlem ,Pauliem® Veselym.

»Je rozhodnuto, vyrazis hned,“ zahimél otec a skdly vée zopakovaly ozvé-
nou.

SAle ...«

LZddné ale!” zaburdcel, aZ se zemé zatrdsla.

- - - kdyZ jd jsem jesté moc maly,“ pipl jsem. ,Tys byl urcite vétsi, nez jsi
odletel.“

Rekla to velikd pramdti o té nelze odporovat!”

LJenze ona je netrpélivd a sklerotickd. Chce mit vSechno hned a zapomneéla,
Ze jsem prilis mlady.“

,Neurdzej pramdti! A ted upaluj pro princeznu.“

Jestli si myslite, Ze draci maji Zivot lehky, kdyZ umi chrlit oher, pretrvaji
veky a jsou velci, Seredne se pletete. Téemér nikdo nds sice neohroZuje, aZ na
lidi, a o ty prdvé jde. Jsou sice drobni, jenZe je jich jak mravenci. A tak se
musime skryvat v pustych hordch mezi skalami, lovit zvéi a doufat, Ze na nds
neprijde armdda lucistniki.

Z bezpeci mezi Stity, tycicimi se vysoko do nebe, vychdzime jen z jediného
duvodu: ukrdst si princeznu, v pripadé dracic samozrejmé prince. Pramdti pak
cloveka ocaruje tak, aby vérné slouzil svému drakovi. Princ ¢i princezna je
vlastné celkem uZitecnd véc, jelikoz md Sikovné prtavé rucicky, coZ ndm drakim
chybi. Navic se jednd o tradici a zdroven ritudl vstupu mezi velké draky.

22-5-1 Turnaj 10 bodu

Jesté pred odletem jsem musel dohrat turnaj v ohnivém zapase, coz je
bezkontaktni souboj, v némz se postavi dva draci proti sobé a chrli na sebe
ohen, dokud jednomu neza¢ne hofet trava nandana na cenich.

Uz pred péar dny jsme sehréli celého pavouka vyfazovaciho turnaje (dva
draci se utkaji, do dalsiho kola postupuje jen jeden, jenz se utka s vitézem jiného
souboje ... ), takze zndme a obdivujeme vitéze, jenZe se neumime dohodnout,
kdo je na druhém misté. Obcas totiz nelze urcit, jak by dopadl souboj dvou
drakut, kdyz se spolu neutkali, nemaji spoleéného soupefe, ani jejich souperi
spolu nebojovali a nemaji spolecného protivnika, s nimz se utkali ... Plati
vsak alesponi tranzitivita: jestli drak A porazil draka B a drak B draka C,
porazil by i drak A draka C.

Potfebujeme zjistit, jaci jsou kandidati na druhé misto, kolik jich je a jak
mezi nimi co nejefektivnéji vybrat, tedy kolik zapasu je tfeba navic jeSté sehrat.
Tato tloha je logickd, takZe nemusite psat program (draci stejné nedisponuji
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pocitaci), staci popsat a zddvodnit postup urceni druhého nejlepsiho draka,
ktery by urcité porazil vSechny ostatni kromé prvniho.

Piiklad pavouka hry. Sedé jsou zvyraznéni ti,
které by urcité porazil drak Mrak.

Po zddarném obhdjeni druhého mista jsem vyrazil. TiZil mé jen pocit, Ze
nevim, jestli za tohle dobrodruZstvi néjakd princezna stoji. Ta posledni, jiZ na
svych zddech pred 100 lety pritahl bratranec, byla podle otce néjakd podivnd.
Moznd si jenom na princeznu hrdla. Uvidime, jakou seZenu ted.

22-5-2 Straze udoli 10 bodu

Nejprve jsem ovSem musel prosvistét kolem strazi hlidajicich nase udoli.
Délaji ndm je havrani rozmisténi pobliz sti do jiného tudoli tak, aby byli na
primce. Jenze néktefi jsou moc blizko u sebe a maji tendenci se misto hlidani
vybavovat, takze jsme se rozhodli pocet strazi zredukovat. Nevime vsak, které
propustit.

Zname polohu vsech N havrant na pfimce, zadanou celo¢iselnymi mezera-
mi mezi nimi, a chceme jich vyradit K, aby byli dva nejblizsi havrani od sebe
co nejdale. Potfebujeme tedy maximalizovat minimélni vzdalenost mezi nimi.
Dokazete pro nas rychle najit K havranu, jez posleme do vysluzby?

Napriklad pro N = 6, K = 3 a mezery mezi havrany 4, 6, 2, 5, 7 je
spravnym FeSeni propustit 2., 3. a 5. havrana (brano zleva), takZe zistanou
mezery 12, 12. Pro N = 14, K = 7, mezery 5, 12, 6, 3, 8, 1, 4, 1, 1, 9,
15, 1, 16 vyhodime 2., 4., 6., 7., 8., 9. a 12. (moZnosti je tentokrat vice).

Hned, jak jsem preletél lesy, mi néco nepislo uplné v porddku. Zddny drak
se totiz nikdy ve svém vypravéni nezminil o dlouhiych cerngch lidndch vedoucich
mezi roztodivnymi stromy s mnohymi tenkymi kmeny. Radéji jsem je nadletel.

Jakmile jsem uvidél pruni lidské osidlent, vlétl jsem do néj jako boure. Tedy,
za pdr desitek let uz budu dost velky, abych tam vletél jako boure. Nicméné jsem
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zpusobil nemalé pozdvizeni. Nékolik lidi sedicich u stolu venku vSechno prevrhlo
a dalo se na zmateny unik do domu, jedna Zenskd zavrestéla ,,Zavolejte policii!“
(kdo je to k certu ta policie?) a mlady pdr jdouct po ulici se pokusil vzit prede
mnou nohy na ramena.

Rozhodl jsem se dohonit prchajict pdr, chytl do svych spdri mladika a pak
ho shodil na zem, aby mi neutekl. Jekot ostatnich lidi nabiral na intenzité.

»Kde najdu krdle?“ zatval jsem lidskym jazykem.

Kluk meél v obliceji barvu vdpence, chvili vypadal, Ze strachy zapomnél mlu-
vit. Poté, co jsem se pochlubil malym plaminkem, dokdzal ze sebe vyloudit ,,Co
... Coze? My nemadame krale.“

»Nelzil Kde prebyvd princezna?“ Nenechdm se prece oblafnout néjakym
zbabélcem.

Mladik na mé jesté okamzik ziral a pak ukdzal na sever. ,Tam ... Tdmhle.
Velké mésto.“

Jesté jsem mu predvedl, Ze pro meé neni problém zapdlit celou vesnici, a roz-
letél jsem se.

Nez jsem dorazil k tomu méstu, setmélo se. Lidé se odjakziva bali tmy,
ale netusil jsem, Ze kvili tomu rozsvecuji tolik svetel. Dokonce i po cestdch se
pohybovaly zdrive body, asi uz ddvaji louce i na své koné. Mé vsak vic zaujala
zvldstni sit ulic.

22-5-3 Zrcadla 10 bodu

V téhle okrajové casti mésta byly dost podivné cesty. Tvorily totiz rozlehlou
étvercovou sit, ale domy byly postaveny jen nékde. V jednom misté se nachézel
velmi silny svételny zdroj zdhadného ptivodu svitici pouze jednim smérem.

Vzpomnél jsem si, jak mi stryc vypravél o zrcadlech, a napadlo mé, jest-
li by se nedala vyuzit spolu se zdrojem silného zafeni na osvétleni néjakého
konkrétniho domu.

Je tedy déna étvercova sit o rozmérech M x N, v niz se nachdzi K domt a
jeden dalsi, na ktery chceme z libovolné strany dosvitit. V jednom bodé mame
svételny zdroj, ktery mize svitit pouze vertikalné nebo horizontélné (ve smyslu
¢tvercové sité), pficemz smér si mizeme vybrat.

Ptame se, jestli 1ze do ¢tvercové sité rozmistit na policka zrcadla tak, aby
byl jeden dany dtim osvicen, a pokud ano, kolik nejméné jich je potieba. Domy
jsou nepriisvitné a zrcadla umisfovana do poliéek diagonalné (svétlo se tedy
Sifi po ¢tvercové siti vzdy jen horizontalné nebo vertikalné).

Pokud napiiklad mame ¢tvercovou sit o rozmérech 3 x 3, svétlo na sourad-
nicich [2, 1], dim, jenz chceme osvitit, na [2, 3] a dalsi domy na [1, 2] a
[2, 2], je spravnym FeSenim, Ze sta¢l umistit dvé zrcadla (na policka [3, 1] a

(3, 31).
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Stacila chvile a vlétl jsem primo nad more svétel. A jak byla nékterd silnd!
To must byt ale ohen, ktery dokdZe takhle zdrit.

A ta obydli ... Mnohdy byla velmi vysokd, aZ se mi nechtélo letét nad né.

I kdyZ je noc, miiZou mé takhle klidné zahlédnout, Fikal jsem si. Obzvldst
v takovém velkém mnoZstvi, v jakém jsou dole na ndmeésti.

22-5-4 Davy lidi 12 bodu

Jak jsem se dival na stovky lidicek pod sebou, pfislo mi, ze ¢ast vénuje
pozornost sose a druhd ¢ast fontané. Navic spousta z nich méla za objektem
svého zajmu jiného Clovéka tak, Ze socha ¢i fontana lezela ve stfedu usecky
tvofené témito lidmi.

Me¢ by zajimalo, jestli se d4 dav N lidi, u nichz zname jejich soutradnice
v roviné, rozdélit na dvé ¢asti, které jsou obé stfedové soumeérné. Stied soumeér-
nosti jedné ¢asti tvori fontana a stied druhé socha, ale jejich souradnice nejsou
zadané. Nékdy se ¢irou ndhodou na fontané ¢i na soSe muze vyskytovat clovek.
Z pohledu draka jsou vSichni lidé stejné body, takze jejich rozméry zanedbejte.

Naprtiklad pro 8 lidi se soufadnicemi [6, 2], [6, 4], [1, 3], [-4, -2],
[-4, 21, [1, -3]1, [6, -2], [6, -4] rozdéleni na dvé stfedové soumérné ¢asti
existuje (1., 3., 4., 5., 6. a 8. ¢lovek v jedné &asti, 2. a 7. v druhé), ale 6 lidi
a soutradnice [4, 0], [0, 41, [0, 21, [4, 4], [2, 3], [2, 0] uz rozdélit nelze.

Let nad méstem mé uz zacinal docela unavovat, kdyz jsem konecné uvidel
hrad, nebo alespon néco jemu podobnéeho. KaZdopddné jsem Zadné lepsi misto,
kde hledat princeznu, v okoli nevidél.

S Zuchnutim jsem ptistdl na dlazbé a protdhl si kridla, ve vzduchu jsem byl
preci jenom docela dlouho. Na nddvori nikdo nebyl, takzZe jsem prosel branou
na dal§i. A tam jsem ji spatril.

Sedéla na laviéece sklopend nad nécim hnédym rozldmangm na kousky a tvd-
7ila se nestastné. Na sobé méla dlouhy éerny kabdt, vysoké cerné lesklé boty,
coZ ladilo k jejim rozpusténym vlasum barvy temné noci s jedingm cervenym
pruhem.

Sice pry princezny bézné vypadaji jinak, ale za 100 let se lidskd mdda mize
radikdlné zménit. Poposel jsem blize a oslovil ji.

,Mild princezno, mohu vam s nécéim pomoci?“ zeptal jsem se, jak nejga-
lantnéji jsem umeél.

V odpovéd jsem dostal Skytnuti a smutny pohled. Pak vstala, poposla pdr
kroku smérem ke mne, ale trochu se motala, takze se ji rozsypaly ty hnédé véci
po zemi. Zjevn€ ji to vsak nevadilo.

» Potrebuju vyresit jeden priklad,“ tikala ztézka. ,Na zitra do skoly. Jinak
ten matfyz neudélam.“

»A kdyz ti pomizu, poletis na mych zadech ke mné domu?“
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Podivala se na mé a zasmdla se. ,,Jasné. Mimochodem, hustej previek.
»lak povidej.“

22-5-5 Cokolamani 10 bodu

Princezna dostala néco, ¢emu se fika cokolada. Ma to obdélnikovy tvar
a M x N dilkt, které se daji lamat podle os mezi nimi. Ke kazdé této ose
(horizontalni i vertikdlni) méla napsané ¢islo, totiz cenu zlomu.

Jeji ukol spocival v nalezeni postupu, jak co nejrychleji zjistit, za jakou nej-
nizsi cenu lze rozlamat cokoladu na jednotlivé dilky. Cena kazdého zlomu muze
byt zapocitana vicekrat bez zévislosti na délce zlomu. Naptiklad rozdélime-li
¢okoladu na radky a ty pak budeme lamat, zapocitd se cena kazdého vertikal-
niho zlomu M krat, kdezto kazdého horizontalniho jen jednou.

Tato tloha je prakticka a fesi se ve vyhodnocovacim systému Codex.

Chwilicku mi uloha zabrala, ale uz jsem vidél mnohem téZsi. Princeznu moje
resent zjevne nadchlo, vyskocila radosti a pak bez vahdni vylezla na muj hibet.

»Jakého kralovstvi jsi ty vlastné princezna?“ osmelil jsem se zeptat, kdyz
prestala nadsené vykrikovat nad uZasnou podivanou na nocni Prahu, jak mésto
nazvala.

»Jad jsem princezna ... princezna ... matfyzu! A tohle celé mésto patii je-
nom nam! Podivej, tamhle v téch vysokych zelengch budovdch sidlime.“

Zadival jsem se na novodobé zelené hrady a premyslel, jak radikdlné se
zmeénila architektura, kdyz tu ndhle se vpravo ozval hukot. Po pdr sekunddch
i za mnou. A vlevo taky.

»Let, ty mij draku, let!“ kFicela z plna hrdla moje princezna. Strach v jejim
hlase jsem vsak nepostrehl.

Ohlédl jsem se a uvidél spoustu zvldstnich ptdki bez kiidel. Vsichni vy-
luzovali monotdnni hluk. Ze by princezna méla aZ takovouhle ochranu proti
drakum?

22-5-6 Hlidaci princezny 13 bodu

Princezna je v kralovstvi vzdy velmi cenéna, a tak mé spoustu bodyguardi,
strazct a hlidac¢t. Kdyby se vSichni kryli navzajem, vznikl by akorat zmatek,
takze kazdy hlidac¢ kryje pravé jednoho jiného.

Do utoku proti nepfiteli se vzdy posila co nejvice hlidaci, ale kazdy z nich
musi byt kryt nékym, kdo nejde do tatoku. Jak najit takové hlidace?

Ulohu si mtiZete piedstavit jako orientovany graf, kde z kazdého vrcholu
vede jen jedna hrana (do néj vSak mutize vést vice hran, nebo zadnd). Chceme
najit nejvétsi mnozinu vrcholta takovou, Ze do kazdého vrcholu z této mnoziny
vede alespor jedna hrana z vrcholu mimo tuto mnozinu.
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Pokud mame 5 hlida¢t (ocislovanych od 1 do 5) a 1 -> (hlid4) 3, 2 -> 3,
3->4,4->5 a5 -> 3, pak vybereme do utoku hlidace 3 a 5.

»Vyzyvdme vds, abyste okamZzité sletel doli, jinak bude zahdjena varovnd
palba,“ ozvalo se silnym, avsak podivné plochym hlasem zezadu.

LVyprdni se na né a ukaZ jim, zac¢ je toho loket!* dodala mi odvahu moje
princezna.

wTak se poradné drz!“

Prudce jsem slétl doli. Primo mezi domy. Neztrdcel jsem c¢as obdivovdanim
vysky zdejsich budov a rozletél se ulici. Za mnou se vsak ozval svist hlidaci.
Ihned jsem zabocil a uslysel obrovskou rdnu. Jednomu se manévr nepodaril.

Madchal jsem kridly jako nikdy v Zivote, jenze oni byli pordd za mnou. Drzeli
se jak klistata. Jesté jsem meslysel, Ze by néco tak velkého dokdzalo stihat draka.

,Prask! Prask! Prask!“ ozvalo se a jd pocitil bolest na levém kiidle. Provedl
jsem bleskovy whyb.

»Klickuj!“ zakricela princezna zdésené z hibetu.

Nebylo treba me pobizet. O lucistnicich jsem slysel. JenzZe tihle maji sakra
rychlé sipy.

Rychle jsem zabocil do jedné uzké ulicky. ,,Schovej se tamhle,* zarvala
thned. Nevdhal jsem a vletél do velkych otevienych wvrat, aZ jsem se bouchl
jednim kridlem. Po pdr sekunddch kolem s hukotem prolétlo pdr princezningch
strazei.

»Tak tady chvili ziustaneme a pak rychle vyletime.“

Byl jsem tak zadychany, Ze jsem jenom zakyval hlavou. Na vymyslent lep-
stho planu nebyl cas.

Po nékolika minutdch odpocinku jsme se odvazili vyjit z ukrytu. Thned jsem
vyletél, jak nejvyse to slo. Nastésti nds nezpozorovali, takze jsme se mohli v klidu
vzdadlit od mésta a tam si odpocinout. I ona toho méla dost, hned usnula pod
mym ocasem suplujicim perinu.

Dalsi den jsme uZ nastésti bez neprijemniych prihod dolétli doma. S prin-
ceznou jsem nyni velmi spokojen, je chytrd, akéni a Sikovnd. Takovd dracice . . .

¢
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Serial: Erlang

Michal ,vorner“ Vaner

22-1-7 Kdyz telefony pekly jazyk 12 bodu

»,Ale né, uz zase!l“ — tak takto bude reagovat nebohy agent, ktery tupé zira
do mobilu, protoze spadl server stroje ¢asu.

,Ale né, uz zase!“ — tak takto bude reagovat nebohy programétor, ktery
je nuceny mistrem Motivatorem napsat software na server tak, aby mohl bézet
na vice pocitacich, a pokud néktery z nich odnese povoden, ostatni ho zvladly
zastoupit.

V této a pristi sérii se podivame na zoubek jazyku, ktery takovym progra-
matorim dokaze ulehcit zivot — na Erlang, ktery je délany na snadné spousténi
mnoha vldken na vice pocitacich. Na zvysSeni vykonu dokoupenim dalsich poci-
tact sice neni nejlepsi (je drobatko liny), ale na zvySeni spolehlivosti je (jako)
délany.

Napred si zkusime jednoduchy pfiklad. Nainstalujte si Erlang, ktery je
na adrese http://erlang.org/download.html a spusfte. Méla by se objevit jeho
ptikazova Ffadka. Pokud po napsani 2*21. odpovi odpovédi na otazku zivo-
ta, vesmiru a vubec, tak je vSe v poradku. VSimnéte si té tecky na konci, ta
ukonc¢uje vyraz a ¥ikd, Ze bychom radi ziskali odpovéd.

Podivejme se na to, jak se programy v Erlangu zapisuji. Erlang pochazi
z rodiny funkciondlnich jazyku, zdkladnim stavebnim kamenem jsou tedy funk-
ce, nikoliv pfikazy, jako tomu je napiiklad u Pascalu. A protoze bychom radéji
trvanlivéjsi programy, které neni potieba pokazdé primo zadavat, budeme je
psét do souboru.

Zatimco klasicka ukéazka proceduralnich jazykt je program , Hello world“,
funkcionalni klasikou je faktorial. UloZme tento kéd do souboru factorial.erl.
(Bez tecky na konci, ta ukoncéuje vétu.)

-module(factorial).
-export([fac/1]).

fac(0) -> 1; ¥ Konec cyklu
fac(N) -> N * fac(N - 1). % Je8té& jednou, prosim

Na zacatku vidime direktivu module, ktera dava jméno aktualnimu modulu
(takové knihovnicky funkci), a direktivu export, ktera ¥iké, které funkce maji
byt vidét zvenci. Ona 1 za lomitkem udavéa, kolika parametrovou verzi dané
funkce mame na mysli (funkce se rozlisuje podle jména a poctu parametrit).

Cast s vlastni funkci je jiz zajimavéjsi. Prvni véc, kterd stoji za povsimnuti —
jména proménnych zacinaji velkym pismenem. Timto zpisobem jazyk rozlisuje
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proménné od ostatnich véci, jako jsou funkce, atomy (k nim pozdéji) a kli¢ova
slova.

Proménné v Erlangu jsou trochu jiné, nez v ,béznych* programovacich
jazycich. Nepredstavuji ani tak pojmenované misto v paméti, jsou to spis ma-
tematické definice. To znamena, Ze do jedné proménné se za dobu jejiho zivota
miize pfifadit jen jednou (v dobé jejiho vzniku).

Druhou zajimavou véci je to, ze funkce méa dvé ,verze“ — jednu pro pfi-
pad, kdy je parametrem nula, druhou, kdyz je to cokoliv jiného. P¥i zavolani
funkce Erlang vezme prvni verzi, zkusi jestli do ni parametry ,pasuji“, pokud
ano, zavold tu (a tim skonéi), pokud ne, zkousi dale. Kazda verze je ukoncena
stfednikem, posledni teckou.

Tteti véci jsou komentare. Cokoli je za znakem % aZz do konce tadku, je
ignorovéano. Stejné tak jsou ignorovany vSechny bilé znaky (mezery, nové fadky,
tabuldtory), ty jen od sebe oddéluji tokeny.

A posledni véc, kterd stoji za zminku, funkce vola sama sebe. To je povo-
lené a v Erlangu je to jediny zptsob, jak akce opakovat, Erlang nema cykly
jako proceduralni jazyky. Pro zkusenéjsi, Erlang dél4 takzvanou ocasni optima-
lizaci?, takze pokud jako posledni véc ve funkci je volana jina funkce, aktualni
se ze zasobniku odstrani. Toto umozni napsat nekoneény ,,cyklus“ bez strachu
o preteceni zasobniku.

Nyni zkusime tento modul pouzit, opét z Erlangovské prikazové radky.

1> c(factorial).
{ok,factoriall}

2> factorial:fac(3).
6

Funkce c¢ zkompiluje a zpfistupni modul daného jména. Pokud nastane
chyba (napftiklad chybi nékde tecka), tak vypisSe hlasku, kterd by méla pomoci
s jejim nalezenim.

Pokud volame funkci ze stejného modulu, stac¢i napsat jméno funkce. Pokud
ale volame néjakou ,cizi“ funkci, je potfeba pred dvojtecku zadat i modul
puvodu.

Dalsi véc, ktera se hodi, jsou néjaké podminky. Prvni zptsob jsme jiz pro-
brali — uvnitf parametra funkce. Pokud toto nestaci, mizeme vhodnost funkce
upfesnit pomoci konstrukce when, naptiklad takto by mohla vypadat funkce
pocitajici absolutni hodnotu:

abs(N) when N< 0 -> - N;
abs(N) -> N.

3 Preklad ,tail optimalization® :-)
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Dalsi moznosti je pouzit if. Ten funguje podobné jako podminky za when,
ale je ,uvniti“ funkce. Absolutni hodnota by s nim vypadala takto:
abs(N) -> if
N<O->(-1) *N;
true -> N
end.

Pred kazdou vétvi se nachazi podminka: kdyz bude pravdiva, vybere se
tato vétev, kdyZ nebude, pokracuje se ve zkouSeni. Kazda vétev (mtze jich
byt libovolné mnoho) je ukoncena stfednikem — kromé té posledni. Cely if
kon¢i klicovym slovem end. Je tfeba si uvédomit, ze if ma vysledek — vysledek
obsahu té vétve, ktera se vybrala.

Vsimnéte si ,,podminky“ true, kterd plati vzdy, tedy se pouziva misto
obvyklého else — jako posledni moznost, kam spadne vse, co nespadlo nikam
dfiv.

Obdobné funguje case, ale v ném probiha test na ,napasovani“ do pro-
ménnych, podobné jako uvnit¥ zivorek funkce. UkadZeme si s nim upraveny
faktorial:

fac(N) -> case N of
0->1;
_->N=x*fac(N-1)
end.

Toto vezme ono N a zkusi ho uloZit (podobné jako v parametrech) do té
véci nalevo od ->. Pokud se to povede, provede se vnitfek (a proménné pouzité
nalevo se tim pfipadné naplni).

Dalsi véc, ktera stoji za zminku, je ,proménna“ _. Aby nam case fungoval,
musime mu ddt proménnou (nebo vyraz), do které obsah ulozi. Ale pokud jeji
hodnotu nechceme pouzit, prekladac¢ by si stézoval. Proménna _ je specialni
v tom, Ze se pouziva jako odpadni a znamend, ze hodnotu tady chceme pouze
zahodit, nikoliv ukladat. Lze ji samoziejmé pouzit i na jinych mistech — na
levé strané prifazeni, uvnitf parametrt a podobné. Do této ,,proménné* se smi
ulozit vicekrat, ale zase se z ni nesmi nikdy cist.

U vsech podminek (i téch pfes parametry) je potieba, aby nékterou z voleb
program vybral. Pokud se vypocet dostane az ,za konec* mozZnosti, program
spadne s chybou, protoze nevi, jaky je vysledek daného vyrazu.

Co se tyce jazykovych konstrukei, v jedné funkci smi byt vice ,pfikazu“,
ladici vypis.
kvadratic(x, a, b, ¢c) -> kvad = a * x * x,

linear = b * x,
kvad + linear + c.
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V takovém pripadé je vysledkem funkce posledni vyraz.

Nejen jazykovymi konstrukcemi Ziv je program, jesté jsou potieba data.
Zatim jsme pouzivali jen ¢isla. Co se jich tyce, tak se s nimi smi délat obvyklé
véci, jako séitat, nasobit, délit a podobné. / déli necelociselné, k celociselnému
déleni se pouzivaji div, resp. rem pro zbytek.

Cela ¢isla mohou byt libovolné délky, tedy nam nehrozi, ze by ¢islo preteklo,
jako to mize nastat u jinych jazykt.

Cisla jsou uzite¢na, ale co kdybychom chtéli rozlisovat mezi nékolika druhy
informace? Potom pouZijeme atomy. Atom je né&jaké slovo, které zacina na malé
pismeno, da se pouzit pfimo jako hodnota proménné. Mezi atomy nefunguje
7adn4 aritmetika a jedinou véc, kterou s nimi (kromé uklddani) smime délat,
je porovnavat.

Naprtiklad, pokud chceme rozliSovat pohlavi nasich fesitel, tak budeme
mit hodnoty girl (sleény maji pfednost, prestoze jsou v KSP v mensing) a
boy.

Dalsim typem, i kdyz trochu falesnym, jsou pravdivostni hodnoty. Pravdi-
vostni hodnotu dostaneme naptiklad porovnanim dvou hodnot. Reprezentovéa-
ny jsou atomy true a false. Mezi nimi funguji obvyklé spojky not, and a or.
U and a or nefunguje zkracené vyhodnocovani vyrazi — pokud potfebujeme
vyhodnocovat zkracené, pouzijeme andalso a orelse.

Data je mozné seskupovat do n-tic. Je to jakasi obdoba recordu v Pascalu,
jen jsou polozky nepojmenované a jejich vyznam je stanoven poradim. Kazda
n-tice se uzavird do slozenych zavorek a da se k ni pfistupovat jako k jedné
promeénné, nebo ji rozloZit na ¢asti (v parametrech, v pfifazeni, v case). Mohli
bychom napiiklad mit n-tici, kterd by obsahovala jméno ¢lovéka, vék a jeho
pohlavi. Pak by jeden zdznam mohl vypadat tfeba takto:

{"Toma% Marnj", 14, boy}
Retézec, pouzity v tomto piipadé, zajisté nikoho nezmate, k nému se do-
staneme pozdéji.

Funkce, kterd vybere vék ,gentlemanskym“ zpisobem (Zendm ho snizuje),
by vypadala takto:

age({_, Age, boy}) -> Age;
age({_, Age, girl}) -> if
Age > 1 -> Age - 2;
true -> 0
end.

Vsimnéme si, Ze n-tici rozebereme hned v parametrech (nemuseli bychom),
jméno zahodime a pomoci atomi rozliSujeme, o koho se jedna. Taktéz, pokud by
nam nékdo chtél do funkce propasovat jedince jiného néjakého tretiho pohlavi,
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tak program spadne (coZ je spravné feseni — pokud funkce néco neumi, tak je
lepsi spadnout, nez to délat Spatné).

Problém s n-ticemi je, ze obsahuji pevny pocet hodnot. Vétsinou se pouzi-
vaji, kdyZ pat¥i nékolik informaci riznych druhii k sobé (proto také pFirovnani
k recordu v Pascalu). Ale ¢asto je potfeba uchovéavat vic hodnot stejného druhu,
ale v dobé psani programu se nevi, kolik (technicky vzato, jazyk nevynucuje,
aby mély stejny typ, ale byva zvykem uchovavat pohromadé jen véci, které
k sobé patti). Na toto se pouzivaji seznamy (obdoba pole v Pascalu).

Seznamy maji zavorky hranaté, hodnoty se opét oddéluji ¢arkami. Prazdny
seznam jsou prosté prazdné hranaté zavorky, tedy [].

Neni nutné pracovat vzdy s celym seznamem. Pomoci svislitka lze ,o0d-
seknout“ predni ¢ast a pracovat se zacétkem a zbytkem. (Casto se pouzivaji
terminy hlava a ocas, predstavme si hada, ktery, kdyz mu ufizneme hlavu, tak
ten zbytek je zase had, kterému lze ufiznout hlavu, ... az nam zbude jen hlava
a zbyly had bude mit nulovou délku. Ne, mozna si to radsi nepredstavujte, ne-
budeme ublizovat nevinnym hadtim.) Timto zptisobem lze na za¢atek pridavat
a ze zacatku odebirat hodnoty. Tedy seznam [1, 2, 3] je totéz jako seznam
zapsany | [1 | [2 | [3 | [1]1]1]. Lépe zhlédnout na prikladu:

first([First | _]) -> First.
second([_, Second | _]) -> Second.
rest([_ | Rest]) -> Rest.
add(List, Item) -> [Item | List].

length([]) -> 0;
length([_ | Rest]) -> 1 + length(Rest).

Prvni funkce vraci prvni prvek seznamu (usekne, ulozi do proménné First,
zbytek odloZi do ,,odpadni proménné“ a vrati tu prvni hodnotu). Druh4 funkce
vraci druhy prvek (obdobné). Tteti vraci seznam bez prvniho prvku (tedy,
o jeden ho zkrati), ¢tvrtd déla pravy opak, jeden prvek na zacatek pridd. Pata
pocitd délku seznamu — postupné odebird, nez nezbude nic, a pric¢ita jednicky.
Na ni je také vidét, jak lze zafidit projiti celého seznamu.

Vsimnéte si, ze nelze pracovat s druhym koncem seznamu, mame k dispozici
jen jeho zalétek a k vécem dal se musime prokousat (ukusovat hlavicky).

A jesté slibend navstéva Fetézcii. Retézce jsou seznamy jako kazdé jiné.
Retézec "ahoj" je totéz jako zapis [97, 104, 111, 106], jen vypada méné 133t
(Gti: je pouzitelny).

To bude pro tuto sérii stacit, v pristi si rozebereme, jak poustét vice pro-
cestl, jak mezi nimi probihd komunikace a jak k tomu pouzit vice pocitaci.
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Aby vam ¢ekani na dalsi sérii nepfislo tak dlouhé, je tu nékolik malych
ulozek:
1) KaZdy druhy: Napiste funkci, ktera dostane seznam (libovolnych hodnot) a
vrati seznam, ve kterém se bude vyskytovat kazda druha z tohoto seznamu.
Znéte film ,Nesmrtelna teta“, ne? [8 body]
2) Fibonacciho €isla: Funkce dostane ¢éislo N a vrati N-té Fibonacciho ¢islo
v poradi. Fibonacciho ¢isla jsou definovana takto:

Fib; =0

Fiby =1
Fib,, = Fib,_1 + Fib,_2 Vn > 2

Dejte si pozor na ¢asovou sloZitost. [4 body]

3) Prvoéisla: Funkce dostane ¢islo N a vrati seznam prvnich N prvodisel.
[5 bodi]

22-2-7 Sto oslu umotrilo nic 12 bodu

Opét se posuneme o kousek blize nasemu cili. Budeme chtit, aby nas pro-
gram béZel na vice pocitadich zdroven (tedy, byl distribuovany). Pouzivdme
k tomu jazyk zvany Erlang, jehoz silnou strankou je praveé paralelizmus a dis-
tribuovanost. V dnesnim dile se podivame na procesy, jak jich pustit sto jako
nic a jak vytesit komunikaci mezi nimi.

Mocné funkce

V minulém dile jsme si fekli, ze Erlang je funkcionalni jazyk. To se jednak
projevuje tim, Ze nepotiebuje cykly, sta¢i mu rekurze, jednak stylem jeho zapi-
su. Ale k funkciondlnim jazykim patii i dalsi véci. Jednou z nich je myslenka,
ze funkce jsou také data, tedy jdou predavat, ukladat a dokonce i vytvafet za
béhu.

Predstavme si, ze néjak ziskdme takto ulozenou funkci. Jak ji pouzit? Inu,
aplné stejné, jako libovolnou jinou, prosteé ji zavolame — jen bude zac¢inat velkym
pismenem, protoze je ulozena v nékteré proménné. Ukazkou mize byt naptiklad
funkce map (ktera se da najit v knihovné lists). Ta vezme seznam a funkci,
na kazdy prvek zavold tuto funkci a vrati seznam vysledki. Vypada takto:

map(_, [1) -> [1;
map(Fun, [Hlava | Ocas]) ->
[Fun(Hlava) | map(Fun, Ocas)].

Nyni, jak se takova funkce predd? Moznosti jsou dvé. Prvni, kterou jsme
si v tomto prikladé predvedli také, je, ze uz funkci méame uloZzenou v néjaké
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proménné, resp. je vysledkem néjakého vyrazu. Jak jiz bylo zminéno, chova se
jako data, takze s ni lze také tak zachazet.

Druh4 moznost je nékam ulozit (pfedat) pojmenovanou funkci. To se déla
tak, Ze se vytvori dvojice skladajici se ze jména modulu, kde funkce bydli, a je-
jiho jména. Pozor, takové funkce musi byt z tohoto modulu exportovand. Pred-
pokladejme, ze mame funkci zpracuj v modulu data. Potom by $lo psat toto:

map ({data, zpracujl}, vstup).
Ale Uplné nejzajimavéjsi vliastnost je, Ze muzeme funkce vyrabét za béhu,
§ité na miru aktudlni potiebé. Jak se to déla? Misto jména funkce se pouzije
klicové slovo fun. Mala ukézka:

Funkce = fun(X) -> X * 2 end.

Toto vytvori funkci, ktera nasobi sviij parametr dvéma, a uloZi ji do pro-
ménné Funkce. A jak je to s tim Sitim na miru? V kédu funkce mtzeme pouzit
i proménné, které nepiebird pfimo tato funkce, ale které mame v aktualnim
kontextu k dispozici. Tedy tfeba takto:

nasobitko(Cim) —>
fun(X) -> X * Cim end.

Tato funkce vraci funkci, kterd vzdy dostane jeden parametr a vynasobi
ho ¢islem Cim. Pro tuto funkci je Cim konstanta, ale miZzeme vytvorit libovolné
mnoho ruznych funkci pro rizna Cim.

Procesy

Pokud chceme vytvofit distribuovany systém (at uz kvuli vykonu nebo pro-
to, aby pfi zaplavich v jedné serverovné nespadl cely systém), prvnim krokem
je rozdélit program na néjaké Casti, které bézi skoro nezavisle na sobé — ve
vysledku bude kazdy server provadét né&jakou ¢innost (nebo vice ¢innosti) a
s ostatnimi se jen domlouvat.

Pokud dvé véci mohou bézet nezavisle na sobé€, pustime je v riznych pro-
cesech. Ke spusténi nového procesu se pouziva funkce spawn a pfebira tfi para-
metry. Prvni dva udéavaji modul a funkci, ktera se v tomto procesu mé vykonat.
Tteti je seznam parametri, se kterymi bude tato funkce spusténa (musi mit to-
lik polozek, kolik jich dand funkce pfebird). Obdobné jako u pfedavéani funkce,
je potfeba, aby tato funkce byla exportovana. Mala ukazka:

-module(blekota) .
-export ([start/0, vypis/2]).

vypis(_, 0) —> done;

vypis(Co, Kolikrat) ->
io:format("“w™n", [Col),
vypis(Co, Kolikrat - 1).
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start() —>
spawn(blekota, vypis, ["Ahoj", 3]),
spawn(blekota, vypis, ["Ble", 8]).

Funkce vypis prosté néjaky fetézec vypise tolikrat, kolikrat se ji fekne. Ale
kdyz ji pustime dvakrat, v riznych procesech (jak délame ve funkci start), tak
budou ,,blekotat® pres sebe.

Trocha komunikace

Procesy, které sice bézi, ale navzajem se nemohou nijak ovliviiovat, jsou
celkem nezajimavé. Nékteré proceduralni jazyky maji moznost vldken, ktera se
podobd procestim v Erlangu. Tam komunikuji pomoci sdilené paméti (néjakych
proménnych, kam zapisuji spoleéné). Nic takového v Erlangu neni — proménn4,
kam by se dalo jen tak zapisovat, neexistuje (lze si klast filozofickou otazku,
jestli to, co mé Erlang, lze povaZzovat za plnohodnotnou proménnou). Misto
toho mame k dispozici mechanismus zprav.

Kdyz chceme nékterému procesu poslat zpravu, musime védét, kterému.
K tomu slouzi jeho PID (z Process ID). Vraci ndm ho spawn, ktery tento proces
pustil. Druhou moznosti ziskani PID je funkce self (), ktera vrati PID aktudl-
niho procesu. Pro zaslani zpravy slouzi operator !, kde nalevo je PID, napravo
zprava. Zprava je libovolny vyraz. Naptiklad takto:

pustAPosli() —>
Pid = spawn(modul, funkce, []),
Pid ! {posel, "zprava"}.

Posilat zpravy nestaci, je tfeba je také prijimat. K tomu slouzi vyraz
receive, ktery ma podobnou syntaxi, jako case. Obsahuje vzory, do kterych se
pfichozi zprava pokousi napasovat, pokud se povede, pouzije se odpovidajici
podvyraz. Pro ukazku syntaxe:

prijimac() ->
receive

% P¥islo vyhlaSeni valky

{valka, PidUtocnika} —>

bojuj(PidUtocnika) ;

% PfiZla jen obyCejna zprava

{posel, Zprava} ->

io:format("“w™n", [Zpraval)
end.

Nyni, jak vlastné zpravy cestuji? Pokud néjaka prijde, zafadi se do fronty.
KdyZ se spusti receive (nebo jiz bézi), podiva se na prvni zprdvu ve fronté a
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pokusi se ji postupné pouzit v jednotlivych vzorech. Prvni, ktery bude odpo-
vidat se pouzije. Pokud nebude vyhovovat zZadny, zprava se neché ve fronté a
zkusi se druhd zprava. Pokud se nepouzije ani ta, pokracuje se na tieti. A tak
dale, dokud tam nebude néjaka, ktera pouzit pijde.

Toto ma tu vyhodu, Ze proces nemusi znat vSechny typy zprav, které dosta-
va, v jednom misté. Napriklad mizeme mit funkci, ktera se opta jiného procesu
na nazor a pockd si na odpovéd. Mezitim mohou chodit zpravy, které se tykaji
néceho uplné jiného, ale ty pockaji do chvile, nez se dojde ke spravnému mis-
tu v programu. Nevyhodou je, Ze pokud néjaky typ zpravy neoSetfujeme, ale
dostdvame, bude ndm postupné plnit pamét.

Posilani zprav je dilezita soucast jazyka, proto si uvedeme i malou ukazku.
Méjme modul zpracovani, ktery obsahuje dvé funkce. Prvni, vyrob, vytvori
néjaka data. Téchto dat mame dostatek (kdykoliv néjakd potiebujeme, vytvori
ndm novd). Druhd, spotrebuj, vezme blok dat a zpracuje ho. Mohli bychom
udélat cyklus (za pomoci rekurze), ve kterém by se jednoduse zavolaly obé. Ale
my si ukdZeme FeSeni, pii kterém budou moct tyto dvé funkce bézet paralelné.

-module(spojeni) .
-export ([vypocet/0,vyrobce/0,spotrebitel/1]).
-import (zpracovani) .

vyrobce() ->
Data = zpracovani:vyrob(),
receive
{chciData, Pid} ->
Pid ! {data, Data},
vyrobce() ;
konec -> ok
end.

spotrebitel (Vyrobce) —>
Vyrobce ! {chciData, self()},
receive {data, Data} ->
case zpracovani:spotrebuj(Data) of
dalsi -> spotrebitel(Vyrobce) ;
konec —> Vyrobce ! konec
end;
end.

vypocet () ->
Vyrobce = spawn(spojeni, vyrobce, []),
spawn(spojeni, spotrebitel, [Vyrobcel).
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Co se zde déje? Funkce vypocet jen spusti dva procesy, jeden, ktery bude
data vyrabét, a druhy, ktery je bude spotiebovavat.

Vyrobce napted vyrobi jednu ¢ast dat a poté pocka, az si o ni nékdo fekne.
Pozadavek obsahuje i ,,zpate¢ni adresu objednavky“, tedy vi, kam data poslat.
Poté jde vyrobit nova data a opakuje. Skonéi v pripadé, ze misto objednavky
dostane oznameni, ze uz toho bylo dost.

Spottebitel ziska adresu vyrobce jako sviij parametr. Na za¢atku mu posle
yobjednavku“ (a pfipoji k ni i své vlastni PID). Poté si pocka na odpovéd a
prichozi data zpracuje. Podle vysledku zpracovani se rozhodne, jestli bude chtit
zpracovavat dalsi data a nebo oznami, Ze jiz ne.

Timto zptusobem se vyrobce pusti do tvorby novych dat hned po odeslani,
tedy v dobé, kdy je spotrebitel zpracovava. Praci jsme si vSak malinko zjed-
nodusili — posledni data vyrobime zbytecné, protoze to, ze je nikdo nechce, se
dozvime az poté, co je mame hotova.

Kdyby nam pfislo, Ze jsou vzory, do kterych se pokousime zpravu dostat,
prilis slabé, mame k dispozici jeSté konstrukci when, kterd funguje obdobné
jako u parametra funkce. Jednoduse napiSeme néco takového:

prijmi(IChyby) ->
receive

zprava —> zpracujZpravu() ;

chyba when IChyby -> zpracujChybu()

end.

Toto bude chyby pfijimat jen v pfipadé€, Ze IChyby bude true, jinak je
bude nechéavat ve fronté.
Objektové programovani

V dnes$ni moderni dob€ musi kazdy programovaci jazyk podporovat objek-
tové programovani. Ale Erlang klicové slovo class nemé (a ani jinou pfimou
podporu pro objekty v jazyce). Pfesto nebudeme zoufat a objekty si postavime
vlastni.

Jak na to pijdeme? Mame procesy a umime posilat zpravy. Tak si tedy
z kazdého objektu udélame proces. A kdyz po ném budeme néco chtit, posle-
me mu zpravu, ve které mu vysvétlime sviij pozadavek. Pokud potiebujeme
vysledek, tak si na néj pockame.

Ukazka

Jako bonbdnek na konec tu mame ukazku, kterd pouziva v podstaté vse,
co bylo v tomto dile probréano. Bude ji hra Nim (kazdy jisté znd, dva hraci
stfidavé odebiraji jednu az t¥i sirky, kdo nemtze tdhnout, prohrél). Budeme
mit ¢tyfi objekty — dva hrace, hromadku a rozhodéiho (pravda, kdybychom
hru implementovali pfimocafe pres funkce v jednom procesu, vysla by kratsi,
ale tady jde o to, ukdzat komunikaci).
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-module (nim) .

-export ([rozhodci/3, hromadka/1,
prvni/1, druhy/1, hraj/0, hrac/1]).

hromadka(Kolik) ->
receive

{dotaz, Pid} -> Pid !
{odpoved, Kolik}, hromadka(Kolik);
{odeber, KolikOdebrat} —>

hromadka(Kolik - KolikOdebrat)
end.

rozhodci (Hromadka, Prvni, Druhy) ->

Hromadka ! {dotaz, self()},
receive

{odpoved, 0} ->
Prvni ! {konec, prohral},
Druhy ! {konec, vyhrall,
{vitez, Druhy};
{odpoved, Zbytek} ->
Prvni ! {hraj, self (), Hromadka},
receive {tah, Kolik} —>
if (Kolik >=1) and (Kolik =< 3)
and (Kolik =< Zbytek) ->
Hromadka ! {odeber, Kolik},
rozhodci (Hromadka, Druhy, Prvni);
true —> rozhodci (Hromadka,

Prvni, Druhy)
end

end
end.

hrac(AI) ->
receive
{hraj, Rozhodci, Hromadka} ->
Hromadka ! {dotaz, self()},
receive {odpoved, Kolik} -> Rozhodci !

{tah, AI(Kolik)} end,
hrac(AI);

{konec, Vysledek} -> Vysledek
end.
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prvni(_) -> 1.

druhy(1) -> 1;
druhy (_) -> 2.

hraj () ->
Hromadka = spawn(nim, hromadka, [5]),
Prvni = spawn(nim, hrac, [{nim, prvnil}]),
Druhy = spawn(nim, hrac, [{nim, druhyl}]),
rozhodci (Hromadka, Prvni, Druhy) .

Trochu vysvétleni k tomuto kédu. Hroméadka si jen pamatuje, kolik sirek
na ni zbyva. Pokud je pozadana, tento sviij stav sdéli. Druhé véc, kterou umi,
je néjaké mnoZstvi odebrat. Poté se vzdy funkce pusti znovu a ¢ekd na dalsi
pozadavek.

Poté zde mame hrace. Hra¢ dostane funkci na umélou inteligenci. Poté si
pocké, az mu nékdo fekne, Ze je na tahu a d4 mu k tomu Pid hromadky a
rozhod¢iho. Hromédky se zepta, kolik na ni zbyva, necha umélou inteligenci
rozhodnout, kolik odebrat, a sdéli to rozhod¢imu.

Nejslozitéjsi je zde rozhodéi. Kazdé kolo napfed zkontroluje (dotazem na
hromédku), zda jesté jsou n&jaké sirky. Pokud ne, ozndmi hra¢tm, jestli vyhrali
nebo prohrali, a skonc¢i. Pokud ano, fekne prvnimu hraci, ze je na tahu, a pocka
si na jeho rozhodnuti. Zkontroluje, Ze je v poradku, a pokud ano, tah provede,
hrace prohodi a za¢ne novy tah. Pokud tdhne proti pravidlim, tah ignoruje a
zepta se znovu.

Nakonec tu méme uZ jen funkci, ktera to celé spusti. Hroméadku a hrace
pusti jako nové procesy a rozhod¢éiho nechd bézet ve svém.

Ulozky

Nakonec je potfeba nabyté znalosti procvicit. A jak lépe, nez ze si kazdy
napiSeme né&jaké malé cvideni? (Jdu se stydét za to, jak znim jako ucitel.)

Producent-konzument se skladistém: Vzpomente si na ukazku, kde
jeden proces produkoval néjakd data a druhy je spotfebovaval. Budeme chtit
vylepsit tuto ukazku o skladisté. Skladisté, kdyz se pusti, dozvi se svou velikost.
Dokud nebude skladisté plné, tak bude moci producent produkovat nové data;
dokud nebude prazdné, tak konzument bude spotiebovavat. Pokud chybi misto
nebo data, tak producent, resp. konzument ¢eka, nez to ten druhy uvede do
lepsiho stavu.

Napiste tedy modul s tfemi vefejnymi funkcemi. Prvni bude spoustét skla-
disté a bude prebirat velikost. Druhé bude spoustét producenta, dostane PID
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skladisté a funkci na vytvareni dat. Ttreti bude pro konzumenta a parametry
bude mit obdobné.

Mizete predpokladat, ze na jednom skladisti bude pracovat maximalné
jeden producent a jeden konzument. Pokud vaSe feSeni bude fungovat i pro
libovolné mnozstvi producenti a konzumentt, dostanete dalsi dva bonusové
body. [5 bodi]

Balené funkce: Rozhrani minulé tlohy umoziiovalo predat pouze funkci
bez parametri. Predstavme si, ze mame funkci generuj, ktera generuje potieb-
na data, ale potfebuje k tomu dostat parametr, feknéme tfeba ¢islo 42. Jak ji
dostaneme do tohoto rozhrani? [2 body]

Centrum prace: Piedstavme si, Ze mame néjaké tlozisté prace. Chceme
funkci, kterd bude do tohoto 1lozisté pridavat novou praci. Dale bude néko-
lik ,,pracovnich“ procesii. Ty budou provadét tyto tkoly. Kdyz proces praci
provede, fekne si o dalsi (a pfipadné pockd, az néjaka prace pribude).

Rozhrani necht si kazdy navrhne sdm — jeho kvalita bude souc¢asti hodno-
ceni. [5 bodi]

22-3-7 Pavouci internetu 12 bodu

Pavouci délaji sité. A také pfeziji témér cokoliv, protoze maji kazdy organ
alespon dvakrat a kdyz o jeden prijdou, s jednim si chvili vystac¢i a druhy po
Case zase doroste.

V dnes$nim, poslednim dile Erlangového seridlu se takovymi pavouky ne-
chéame trochu inspirovat.

Pojmenované procesy

Kdyz chceme, aby dva procesy komunikovaly, musi alespon jeden z nich
znat PID toho druhého. To je ale nepohodlné, protoze by ty procesy nemohly
vznikat nezavisle na sobé.

Erlang nas od tohoto problému zachrani tim, ze nadm dovoluje procesy
pojmenovavat. Slouzi k tomu funkce register, kterd piebird jméno (které je
reprezentovano atomem — tedy slovem zaéinajicim malym pismenem) a PID:

register(udrzbar, spawn(sprava, udrzuj,
[budoval, budova2]))

Poté mizeme pouzivat tento atom v misté, kde bychom potiebovali PID
procesu. NapiSeme prosté néco takového:

udrzbar ! {oprava,

"Pot¥ebuji opravit zdchod, nesplachuje."}
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Vice pocitaéu

A nyni se dostdvame k tomu zajimavému. Mame vice pocitaci a chceme,
aby ruzné kusy kédu bézely na riznych pocitac¢ich. Nez se vSak pustime do
vlastniho programovani, je tfeba provést trochu nastaveni.

Oprdavnéni

P1i pouziti unixového systému je veskeré nastaveni jednoduché. Vytvorime
soubor .erlang.cookie s opravnénim 0400 (¢teni jen majitelem, nikdo jiny
nesmi nic) a ulozime do néj jeden Fadek obsahujici néjaké heslo. Tento soubor
poté umistime na vSechny podcitace, kde nas§ program pobézi (tim, Ze budou
mit stejné heslo, budou pocitace védét, ze si maji navzajem vérit, je to princip
spole¢ného tajemstvi).

$ cat >.erlang.cookie
heslo
$ chmod 0400 .erlang.cookie

vvvvvv

ktery je nastaveny v proménné prostiedi HOME, takze je potreba zjistit, ktery
to je, a pripadné tuto proménnou na néjakou hodnotu nastavit. Pro ty, kteri
nevédi, kde takovou véc najit, nachazi se v Tento pocita¢ — Vlastnosti —
zalozka Upfesnit — tla¢itko Proménné prostiedi. Pokud nevite, kde hledat
Tento pocitac, oteviete si Ovladaci panely — Systém.

Komunikace

Chceme dosdhnout toho, Ze na riznych poéitaéich bézi rizny kéd, a udeé-
lame to tak, Ze si na kazdém z nich pustime interpretr Erlangu. Pokud se
nedostava pocitacl, tak je mozné na jednom pocitaci pustit vice interpretru
(pokud chceme testovat komunikaci 5 poéitaci a mame jen jeden, tak na ném
prosté pustime 5 interpretrit).

Aby mezi sebou mohly interpretry komunikovat, musime mit zpusob, jak
je adresovat. Adresa je podobni e-mailové a méa tvar jmeno@pocitac. Cést
pocitac je jednoduchd — to je jméno pocitace na lokalni siti (ne, Ze by ne-
slo zafidit, aby spolu komunikovaly Erlangy na rtznych sitich, ale my si to
uleh¢ime). A ¢4st jmeno mu poskytneme pii zapnuti. Pfedpokladejme, Ze tedy
mame pocitac zvany hroch a chceme na ném pustit interpretr, ktery nazveme
testovaci (tedy, adresa tohoto interpretru bude testovaci@hroch):

erl -sname testovaci
Posilani zprav
PID obsahuje i identifikaci interpretru, ve kterém proces bézi. To znamené,

ze pokud dostaneme PID jako parametr, mame ho v proménné, je vysledkem
funkce nebo podobné, nemusime se viibec starat o to, jestli proces béZi u nés,
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nebo nékde jinde. Zpravu mu odesleme Gplné obvyklym zptisobem a Erlang se
o doruceni postara.

Jediné, co je trfeba prozkoumat, je posilani zpravy procesu registrované-
mu v jiném interpretru. Potom jako cil zpravy uvedeme dvojici {proces,
interpretr}. Tedy, kdyby nas ddrzbar byl registrovany na vratnici, hlasili
bychom mu zavady takto:

{udrzbar, vratnice@budoval} !
{oprava, "Pot¥ebuji opravit zachod."}

To, kde je proces registrovany, nerika vibec nic o tom, kde vlastné bézi.
Registrovani procesu je jen ulozeni PID do ,globéalniho tlozisté“.

Spousténi procesi

Pokud pouzijeme spawn tak, jak jsme jej az dosud pouzivali, proces se
spusti v aktudlnim interpretru. Pokud bychom chtéli spustit proces v jiném
interpretru, tak bychom pfidali na zacdtek parametri funkce spawn adresu
interpretru, kde se ma spustit. Samoziejmé, tento interpretr uz musi bézet a
musi mit k dispozici kod, ktery se ma spoustét.

Vezméme si tedy piiklad z minulého dilu, kde jsme méli producenta a
konzumenta. Malinko si ho upravime:

-module(spojeni) .

-export ([vypocet/0, registrovany_vyrobce/0,
vyrob/0, spotrebuj/1]).

-import (zpracovani) .

vyrob() —>
Data = zpracovani:vyrob(),
receive
{chciData, Pid} —>
Pid ! data, Data,
vyrob();
konec -> ok
end.

registrovany_vyrobce() ->

register(vyrobce, self()),
vyrob().
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spotrebuj(Vyrobce) ->
Vyrobce ! {chciData, self()},
receive {data, Data} —>
case zpracovani:spotrebuj(Data) of
dalsi -> spotrebuj(Vyrobce) ;
konec -> Vyrobce ! konec
end;
end.

vypocet () —>
spawn (vyrobce@hroch, spojeni,
registrovany_vyrobce, [1),
spawn(spojeni, spotrebitel,
[{vyrobce, vyrobce@hrochl}]).

Cim se li$i od minulé verze? Jednak, vyrobce se registruje, abychom ne-
museli chytat jeho PID (i kdyZz, zrovna v tomto piipadé z toho zddna vyhoda
neplyne, jen jsme si ukdzali syntaxi). Ale co je hlavni, vyrobce je vzddlené pus-
tén v interpretru vyrobce@hroch, zatimco spotiebitel nam bézi lokalné. Pokud
by lokalni interpretr nebézel na pocitaci hroch, ale nékde jinde, tak by praco-
valy oba pocitace — jeden vyrabél, druhy spotfebovaval. A o pfenos dat mezi
nimi by se staral Erlang bez nasi pomoci.

Erlang je, i kdyz se to nezdd, kompilovany jazyk. Kompiluje se prikazem
¢ (jmenomodulu) . Toto vytvoii soubor obsahujici bytecode pro interpretr (tou
jsou ty podivné .beam soubory, které se pfi pokusech zac¢nou povalovat po oko-
li). Tedy pro pouziti modulu neni ¢ potf¥eba, pokud uz .beam existuje, staci se
na néj jen odkazat. Proto, pokud chceme poustét néjaky kus kédu na vzdaleném
pocitaci, tak na néj staci nakopirovat vzniklé .beam soubory.

Robustnost, spolehlivost

Co se stane v piipadé, Ze vyrobce v nasem piipadé bude délit nulou a umie?
Nebo v pfipadé, ze mame, podobné jako Cimrman, jako domaciho mazlicka
slepici a ona dostane skvély ndpad ndm klovnout do sifového kabelu?

Potfebujeme takové situace néjak osettit. Ne, ze by Erlang dokazal zabranit
prirozenému chovani slepic, ale nau¢ime se na vzniklé situace reagovat.
Vysledek procesu

Kazdy proces jednou skonci, ale mtze skoncit riaznymi zptsoby. Tyto zpu-
soby se déli do dvou skupin — normalni konec a abnormalni. Normalni znamena,
ze je vSechno v poradku, abnormalni obvykle znamena, ze se néco pokazilo ¢i
nedopadlo, jak mélo.

Prvnim zptisobem je, kdyz proces jednoduse dobéhne na konec — vSechny
funkce skonéi. To zplsobi norméalni konec.
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Druhy zptsob je, kdyz dojde k néjaké béhové chybé — délime nulou, pocitad,
kde proces béZel, odnese voda, zavolame funkci, kterd neexistuje, a podobné.
To samoziejmé zptisobi abnormalni konec.

Nebo miZe proces zavolat piikaz exit. Ten zpiisobi, Ze proces skondi (oka-
mzité, ne tfeba az dob&hne funkce). Pfebiré jeden parametr — vysledek procesu.
Pokud je jim atom normal, pak se jedna o norméalni konec, v opacném piipadé
je to abnormalni konec.

Zndmi

Procesy v Erlangu mohou navazovat jakési znadmosti. K tomu slouzi prikaz
1link (PID), ktery spoji aktualni proces s pfedanym v obousmérnou znamost
(aktuédlni znd PID a PID zna aktuélni). Podobna funkce je spawn_link, jeZ
funguje stejné jako spawn, ale navic jeSté seznami stary proces s tim nové
vzniklym.

Pokud néktery nas znamy proces skonéi, posle se ndm o tom zprava. Ve
vychozim nastaveni jsou normalni konce ignorovany a abnormaélni zptisobi, ze
skonéime také (abnormalné).

Jiz toto by stacilo na zafizeni, aby kdyz umre néktera ¢ast provazaného sys-
tému, bez které se neda obejit, tak zbyvajici ¢asti ,nehnily*, ale skoncily také.
Rizend reakci

Pokud by nam zptisob ,,mor* nevyhovoval, miZzeme si zménit, co se stane,
kdyz néjaky znamy skonci. To se udéla prikazem:

process_flag(trap_exit, true)

V takovém pripadé ndm pfi skonceni znamého prijde obvykla zprava ve
tvaru:

{’EXIT’, PID_mrtvoly, Duvod}

Duvod bude to, co dostal exit, pripadné néjaké zdtvodnéni, pro¢ proces
spadl. V pripadé, ze vSe bylo v poradku, tak to bude normal.

Tuto zpravu si mizeme vybrat z fronty a znamého tieba restartovat, na-
hlasit spravci, prohlasit lohu za neresitelnou, ¢i cokoliv jiného.
Netrpélivost

Normalné, pokud pouzijeme receive, tak ¢eka, dokud néjaka zprava ne-
prijde. Mtizeme vSak Fict, Ze chceme ¢ekat nejvyse néjakou dobu, a to tak, ze
jako posledni moznost ddme after jakdlouhocekat. Cas je uveden v mili-
sekundach. Toto je tedy kdd, ktery by ¢ekal na autobus, ale nejvyse 5 minut:
cekej() -> receive

{autobus, Pid} -> autobus ! {nastup, self()};

after 300000 -> jdi_pesky ()
end.

54



Serial: Erlang 22-3-7

Ukazky

N4s spotiebitel potiebuje vyrobce, bez ného nemuze fungovat. Takze bychom
ho napsali asi takto:

bezpecny_spotrebitel (Vyrobce) ->
link(Vyrobce),
spotrebuj(Vyrobce) .

Pokud umie vyrobce, umfte i spotiebitel. Dale vyrobce, pokud po ném
nikdo dlouho nebude nic chtit, tak skoné¢i (zfejmé néco nefunguje, protoze si
ho pustil a neposild pozadavky):

bezpecny_vyrobce() ->
Data = zpracovani:vyrob(),
receive
{chciData, Pid} ->
Pid ! data, Data,
bezpecny_vyrobce() ;
konec -> ok;
after 10000 -> exit (timeout)
end.

Nakonec si poridime jesté jeden proces, ktery na tyto dva bude dohlizet.
Pokud se cokoliv nepovede (néktery proces skonéi a nebude to normalni konec),
tak celou operaci zkusi znovu.
hlidej(0) -> ok;
hlidej(Zbyva) -> receive

{’EXIT’, _, normal} -> hlidej(Zbyva - 1);
{’EXIT’, _, _} -> spawn(spojeni,
bezpecny_start, [])
end.

bezpecny_start () ->
process_flag(trap_exit, true),
Vyrobce = spawn_link(vyrobce@hroch, spojeni,
bezpecny_vyrobce, [1),
spawn_link(spojeni, bezpecny_spotrebitel,
[Vyrobcel),
hlidej(2).

Napred si nastavime, ze chceme dostavat zpravy o koncich znamgych, a
poté pustime dva procesy. Nakonec je nechame hlidat, kdyz néktery skonci
norméalné, ode¢teme si, kolik jich zbyva. AZ zadny zbyvat nebude, vse skoncilo
dobfe. Pokud néktery z nich skonéi s chybou, celé to pustime znovu, ale v novém
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procesu — druhy v té dobé miuze jesté existovat a za chvili skon¢i s chybou, takze
bychom dostali hlasku i o jeho smrti — ale to bychom uz hlidali novy pokus a
mysleli bychom si, Zze skoncil $patné ten.

Ulozka

Chceme néco, co bude rozdélovat praci mezi stroje. Budeme mit 3 druhy
stroji — pracujici (na téch se bude provadét prace), klienti (ti budou pozadovat
provedeni néjaké prace) a servery, které budou praci rozdélovat. V zdsadé néco
podobného jako ulozka Centrum prdce v minulém dile.

Bude nékolik moduld. Jeden modul (client) bude obsahovat funkci na
zadani prace. AZ préace skonc¢i, bude ndm vysledek funkce dorucen jako zprava.
Druhy, prace se bude poustét na pracujicich strojich, tfeti server na serverech.
A v modulu nastaveni budou adresy serveri, ke kterym se mohou klienti
a pracujici pfipojovat. Pracujici smi délat maximélné jednu ¢innost v dany
okamzik a nesmi se stat, ze by nékde prace cekala, pokud je néktery pracujici
volny.

Samoziejmé ndm jde o to, aby ndm systém piezival i v pfipadé vypadku.
Takze, co je potieba zafidit:

e Kdyz vypadne klient, tak pfezit. [3 body]

e Kdyz spadne vyhodnocovani prace, pracujici musi prezit a zaslat
zpravu o chybé. Stejné tak, pokud prace bude trvat delsi dobu, nez
néjakou stanovenou (pravdépodobné je zacyklend), tak je tieba ji
ukon¢it a poslat zpravu o chybé. [3 body]

e Kdyz vypadne pracujici, tak prezit a praci pridélit néjakému jinému
pracujicimu na udélani. Tedy, kdyz vypadne pracujici, tak by to klient
viibec nemél poznat. [3 body]

e Kdyz vypadne néktery ze servertl, tak se zafidit tak, aby zbytek sys-
tému prezil, daly se dal zadavat nové ukoly a stavajici prace byla
dokoncené a vysledky doruceny. [3 body]

V kazdém z téchto piipadt mizete predpokladat, ze z kazdé skupiny strojt

jesté néjaké zbyly, tedy nestane se, ze by vypadly vSechny servery.
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Serial: APL

Martin Mares

22-4-7 Pozdrav z pravéku 12 bodu

Laka vas podivat se na programovaci jazyk z dob, kdy muzi byli jesté pravi
muzi, zeny pravé zeny a pocitace pravi mamuti, asponn co do velikosti? Jazyk,
v némz opravdovi programatori pisi programy jen tehdy, kdyz se vejdou na
jeden fadek, coz je ovSem prekvapivé ¢asto? Jazyk, ktery ma tolik jednoznako-
vych ptikazl, Ze by se na psani vSech téch znaku hodila klaviatura od varhan?
Pak jste na spravné adrese, protoze dnes si budeme povidat o jazyku APL.

Historie APL se zacala psat v roce 1964, kdy Kenneth Iverson dumal nad
tim, pro¢ chce-li néco jednoduchého spocitat, musi kvili tomu psat slozity pro-
gram, kdyz pritom cely vypocet lze pfijemné a stru¢né popsat matematickou
notaci. Chvili experimentoval, az napsal interpreter jazyka zaloZeného pravé
na matematické notaci a k tomu knizku s prostym nazvem A Programming
vlastnosti a zkusit si v ném zaprogramovat. Mezi fe¢i ob¢as potkate jednodu-
ché tkoly, tentokrat po vas budeme chtit, abyste vymysleli co nejelegantnéjsi
(zejména co nejkratsi) feSeni bez ohledu na éasovou sloZitost.

Piedné bychom méli védét, ze APL je interaktivni — kdyZ mu napiSete
vyraz, interpreter ho ihned vyhodnoti a vypise vam vysledek (v dnesni dobé
nic moc piekvapivého, ale v dobé dievénych pocitact ...). Tieba na 1+2+4+8
vypise 15, na 3x6 vypise ponékud necekané 729, protoze * zna¢i umocnovani,
kdezto nasobeni se znac¢i x. Tedy 3x6 je 18. I ostatni operace se pisi trochu
nezvykle: déleni je +, zbytek po déleni | (pozor, ma opa¢né argumenty, takze
317 =7 mod 3 =1). Jesté nds asi pfekvapi, ze 3x4+1 = 15, protoZe neexistuji
priority operaci a vse se striktné vyhodnocuje zprava doleva, pokud neurcite
jinak zavorkami.

Vétsina operaci existuje ve dvou forméch: dyadické (ty chtéji dva argu-
menty, dneska bychom jim asi spis§ fikali bindrni) a monadické (zadaji jeden
argument, jinak téZz undrng). Obvykle obé formy po¢itaji néco podobného: na-
priklad dyadické x+y déli a monadické +y poéitd prevracenou hodnotu. Cely
zvérinec aritmetickych operaci vypada takto:

x+y  sCitani +x identita (vraci x)
x-y od¢itani -x otoceni znaménka
xxy nésobeni xx signum (viz nize)
x+y déleni +x 1/x

xly ymodzx, 0lx=x |x absolutni hodnota
x[y maximum [x horni celd cast
xly minimum Lx dolni cela ¢ast
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Operace xx vrati jednicku pro kladné x, -1 pro zdporné x a nula od nuly
pojde.

Logické operace se zapisuji jako v matematice, pfi¢emz na vstupu povazuji
0 za nepravdu a cokoliv nenulového za pravdu; na vystupu davaji vzdy 0 nebo 1.
Podobné pii porovnavani ¢isel dostanete vzdy vysledek 0 nebo 1:

xVy nebo x<y mensi nez

XAy a zéaroven x>y veétsi nez

~X  negace x<y mensi nebo rovno
X=y rovnost x>y vétsi nebo rovno

x#y nerovnost

Pritazent funguje, jak cekate, a znaci se Sipkou: x+5 pfiradi do promeén-
né x hodnotu 5. Piijemné je, Ze se chova jako funkce a vraci hodnotu, kterou
prifadilo, takze muzeme psat (podobné jako t¥eba v Cécku) x+y+b5.

Mizete si také definovat vlastni operace. Nejjednodussi je to pro mona-
dické: £ x: x*2 zavede monadickou operaci f, kterd vrati druhou mocninu
svého parametru. Kdybychom chtéli definovat dyadickou operaci g, feknéme
pro soucet druhych mocnin, napiSeme x g y: (£ x) + (£ y). Funkce vice
parametru dostavaji parametry ve sloZzenych zévorkdch oddélené stredniky:
max{a;b;c}: a[bfc.

Ukol 1 (1 bod): Nadefinujte operaci xx (signum) pomoci ostatnich operaci.

APL je vektorové — v podstaté vSechno, co umi provadét s Cisly, dokaze
i s posloupnostmi ¢isel (Gili vektory). Napiiklad 1 2 4 + 3 1 2 secte vekto-
ry 1 2 4 a3 1 2 po prvcich, takze vyjde 4 3 6. Pokud k vektoru pri¢itame
konstantu, pficte se ke kazdému prvku: 1 2 4 + 1 + 2 3 5. (Zde radéji mis-
to rovnitka znac¢ime vysledek Sipkou, protoze = by se jako kazda jind operace
na vektory aplikovalo po prvcich.) Obecné to funguje takto: Pokud pouZzijeme
na vektor monadickou operaci, provede se s kazdym prvkem zvl4st. Pouzijeme-li
dyadickou na dva stejné dlouhé vektory, provede se po prvcich (prvni s prvnim,
druhy s druhym atd.). Pokud dyadickou na vektor a éislo, z ¢isla se vyrobi
vektor tim, Ze se ¢islo zopakuje.

Casto potfebujeme vyrobit vektor ¢isel 0, ..., n— 1. Tehdy se hodi operator
an (iota), ktery presné takové vektory vytvari.

Mimo vektori APL dokéze pracovat i s vicerozmérnymi poli: ©+ a b ¢ vy-
tvoii trojrozmeérné pole velikosti a X b x ¢ a vyplni ho ¢isly od 0 do (axbxc)-1.
Obecné miuzete operatoru v dat jako parametr libovolny vektor a on vas obda-
1 polem, které ma tolik rozméra, kolik je délka vektoru, pficemz kazda slozka
urcuje, jak je pole v daném rozmeéru velké. Poc¢tu rozmért se ¥ikd rank pole.
Dvojrozmérnym polim budeme fikat matice.

Ukol 2 (1 bod): Co udél4 25+1 a co 1+257 (Nezapomeiite, v jakém poradi
se vyhodnocuji operace.)

Ukol 3 (1 bod): Co udéld 2 (2+23)?
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Pokud chceme zjistit, jak je néjaké pole velké, staci pouzit monadicky ope-
rator p (r0). Ten vrati vektor, jehoZ jednotlivé slozky jsou velikosti v jednot-
livych rozmérech. Tedy p12 3 4 vrati 2 3 4. Je-li x vektor, px musi tedy byt
jedno ¢islo, které udava pocet prvkt vektoru. Proto ppp vrati rank pole p.

Jesté jsme ale neprisli na to, jak vicerozmérné pole zadat. K tomu se hodi
dyadicka forma operace p. Ta slouzi k preformdtovdni pole na dané rozméry:
2 3 p 45 6 7 8 9 napriklad vezme vektor 4...9 a pferovnd ho na matici
o dvou Tadcich 4 5 6 a 7 8 9. Pokud ma ptvodni pole pfili§ malo prvkid,
zacnou se opakovat: 2 3 p 1 2 vyrobi matici s fadky 1 2 1 a2 1 2. Pferov-
navani pritom zachovava standardni pofadi prvku: vektor se ¢te zleva doprava,
matice se ¢te po Fadcich, vicerozmérné tak, ze se prvni rozmér méni nejpomaleji
a posledni nejrychleji.

Pole mtzeme také indexovat (od nuly): pokud je x vektor, pak x[0] je jeho
nulty prvek, x[1] prvni atd. Jako index mizZeme také pouzit vektor, v tom pfi-
padé vybereme vice prvku najednou: x[0 2 3] da vektor sklddajici se z prvka
x[0] x[2] x[3]. U vicerozmérnych poli se indexy oddéluji stiednikem: y[1;3]
je tfeti prvek na prvnim fadku matice y, y[2 3;2 3] je ¢tvercova podmatice
2 x 2 ,vykousnutd“ z matice y. Na pole ranku k se také muzeme divat jako
na vektor, jehoz prvky jsou pole ranku k£ — 1, tedy pro matici y je y[0] jeji
prvni fadek, y[1] druhy atd.

Existuje fada dalsich operaci, které zachazeji s vektory. Zajimavé je tfeba
spojovani vektori za sebe nebo pod sebe. Spojeni za sebe se zapisuje ¢arkou:
x,y je vektor, ktery obsahuje nejprve vSechny prvky vektoru x a pak vsechny
prvky z y. Spojeni pod sebe neboli laminace x~y ma za vysledek dvojradkovou
matici, jejiz prvnim fadkem je vektor x a druhym vektor y (fadky pfitom musi
byt stejné dlouhé). Obé operace samoziejmé funguji i na vicerozmérna pole:
¢arka spojuje v prvnim z rozméri (matice tedy slepuje pod sebe), laminace
prida na zacatek novy rozmér, takze (x~y) [0]-x a (x~vy) [1]-y.

Hodit se ndm bude téz redukce +/x. Ta spocte pro vektor x = xgx1 ... Tn_1
vyraz ro+ x1 + ...+ Tp_1, tedy soucet vSech prvki. Podobné miizete pomoci
lomitka vyrobit z néjaké operace jeji redukéni verzi zpracovavajici postupné
prvky vektoru: napfiklad [/x vrati maximum z vektoru.

U vicerozmérnych poli se redukce chovéa trochu zaludnéji. Pokud pouzijeme
+/ napriklad na matici, coz, jak uz vime, je vektor fadkovych vektori, secte
nam jednotlivé radky, takze vznikne vektor, jehoz i-t4 slozka vyjadiuje soucet
i-tého sloupce matice. Tfeba pro matici

x=13 4=

o = O

1 2 3
5 6 7
9 10 11

—_
—_

spocitame +/x » (0 1 2 3)+(4 5 6 7)+(8 9 10 11) ~» 12 15 18 21.
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Co kdybychom naopak chtéli s¢itat prvky v kazdém fadku? Tehdy je nej-
jednodussi pouzit operaci transpozice &, ktera prohodi obé souradnice — fadky
se nyni stanou sloupci a naopak. Pro radkové soucty tedy staci +/8x.

Ukol 4 (1 bod): Jak spoéitat maximum ze vech prvkd matice?

Na lomitko se muzeme divat jako na néco, co dostane dyadickou operaci
s ¢isly a vyrobi z ni monadickou operaci s vektory (nebo obecnéji z dyadické
operace s poli ranku k vyrobi monadickou operaci s polem ranku k + 1). Ta-
kovych konstrukei, které vyrabéji z operaci jiné operace, ma APL vic a fika se
jim operdtory.

Dalsim dulezitym operatorem je direktni soucin °.f, kde £ je néjaka dya-
dicka operace. Pokud ho pouZijeme na vektory x a y (tedy napiSeme x°.fy),
dostaneme matici, jejiz prvek na pozici (4, j) obsahuje vysledek operace f apli-
kované na i-ty prvek vektoru x a j-ty prvek vektoru y. Vyraz (110)°.x(110)
nam tedy vytiskne malou nasobilku. Direktni sou¢iny samoziejmeé funguji i s po-
li vyssich rankt; snadno si domyslite, jak, kdyz napovime, Ze souCinem pole
ranku k s polem ranku ¢ bude pole ranku k + £.

Potkali jsme tedy zatim tyto operace pracujici s poli:

an iota: generator prirozenych cisel

px zjisténi rozméri pole

Xpy preformatovani pole y na rozméry x
x[...] indexovani pole

{/x transpozice (pfeklopeni)

X,y spojeni za sebe

vy laminace (spojeni pod sebe)

f/x operator redukce

x°.fy  operator direktniho soucinu

S prohlidkou dal$ich operaci a operatort pockame do pristé, i s témi, co uz
zname, se d&4 naprogramovat ledacos:

Ukol 5 (2 body): Napiste funkci, ktera vytvoii matici n x n z nul a jednicek,
ktera bude mit na i-tém fadku ¢ jednicek a za nimi n — ¢ nul.

Ukol 6 (3 body): Jak pro dané sudé n vyrobit vektor 0,n — 1,1,n — 2,2,
n—3,...,n—1,07

Ukol 7 (3 body): Vymyslete, jak v APL spocitat nejvétsiho spoleéného
délitele dvou ¢isel.

Jesté dodejme, Ze jde vytvaret i delsi programy — sta¢i napsat vice fadkt a
na kazdém jeden vyraz, nebo pripadné vice vyrazt na fadek oddélenych stied-
nikem. Pokud byste si chtéli nainstalovat opravdovy preklada¢ APL, podivejte
se na odkazy ve webové verzi tohoto zadani. Fonty a TEXova makra na sazeni
APL najdete tamtéz. Pokud se vam nechce nic instalovat, mizete samoziejmé
psat programy na papir a nemajice varhany, psat misto podivnych znakt jejich
nazvy.

60



Serial: APL 22-5-7

APL a dnesni doba. Masového rozsifeni se APL nikdy nedockalo (snad pro-
to, Ze jen opravdovym programatortim vyhovuje programovat tak, ze hodinu se
zavienyma oCima premysleji, nacez si sednou k pocitaci a napisi jednoradkovy
program). Pfesto ale neni pouze mrtvym jazykem vystavenym v muzeu poéi-
tacové prehistorie — stale vznikaji nové implementace APL (napiiklad A+ nebo
dokonce APL.Net) a jazyky od APL odvozené (tfeba jazyk J, ktery se snazi
vystadit si bez varhan, tedy se znaky na bézné klavesnici). Navic se s ndstupem
viceprocesorovych pocitact ukazuje, ze programy skladané pomoci vektorovych
operaci a operatort, jako je tfeba nase redukce a direktni soucin, jsou velice
dobre paralelizovatelné. Kdo vi, co se jesté o APL naucime.

22-5-7 ArcheoPaleoLingua 14 bodu

nasich prababicek, pradédecku a pralidi viibec. K zdkladnim operacim a ope-
ratortim, které jsme si zavedli v tloze 22-4-7, doplnime par dalSich a naprogra-

Dyadicky operator replikace x/y dostane dva vektory stejné délky a vytvori
vektor, ve kterém se nejprve vyskytuje x[0] kopii prvku y[0], pak x[1] kopii
prvku y[1], atd. Tedy napiiklad 3 0 2/4 5 6 + 4 4 4 6 6. Pokud se ve vek-
toru x vyskytuji jen nuly a jednicky, replikace vlastné jen vybere ty prvky z v,
na jejichz pozici se v & vyskytuje jednicka, tedy provede jakousi kompresi vek-
toru y.

Inverzni operaci k této kompresi je dyadicky operator expanze x\y. Ten
na vstupu potfebuje vektor x slozeny z nul a jednic¢ek a vektor y, jehoz dél-
ka je rovna poctu jednicek v z. Vysledkem je pak vektor vznikly z = na-
hrazenim kazdé jednicky odpovidajicim prvkem z y. Kupfikladu tedy plati
011001\456-04500 6atakéx/x\y -~ y.

Konecéné ptriddme operator scanovdni £\x, kde f je dyadickd operace a
x vektor. D4 ndm vektor, jehoz i-ta slozka je redukce £/ prvnich i+1 slozek vek-
toru x. Nechme radéji hovorit priklad: +\1 2 3 = 1 (1+2) (1+2+3) = 1 3 6.

A nyni slibené tkoly:

Ukol 1 (5 bod): Napiste funkci, kterd najde vsechna prvoéisla mensi nez
dané N.

Ukol 2 (4 body): Jak v APL uspotradat dany vektor &isel vzestupné? Sli-
bujeme, Ze se zadné Cislo nebude opakovat. (Zde prosime pouzivejte pouze
podmnozinu APL, kterou jsme nadefinovali v nasem seridlu. Operatory V a A,
jakkoliv krésné, se nepocitaji.)

Ukol 3 (5 bodi): Je dan vektor nul a jedni¢ek. Jak zjistit délku nejdelsiho
souvislého tiseku tvofeného jednickami?

Pripomindme, Ze u této tlohy na ¢asové ani pamétové slozitosti nezdlezi,
rozhodujici je kratkost a elegance vaseho programu. Archeologii zdar.
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Programatorské kucharky

20-4-K Kucharka ¢tvrté série — vyhledavani v textu

V dnesnim vydani kuchatrky se podivame na vyhledavani slov v textu. Nas
kol tentokrat zni: Mate seznam slov a hodné dlouhy text, vypiste vsechny
vyskyty téchto slov v textu. Ukazeme si feSeni, kterému staci jeden priichod
textem a linedrni ¢as na pfedzpracovani slovniku.

Pro zacatek si zavedeme nékolik pojmi:

¢ M¢jme néjakou konecnou abecedu 3, tedy mnozinu vSech znaki. Klid-
né si predstavujte klasickou latinskou abecedu, ale miiZe to byt napft.
i mnozina {0,1}.

® >* je mnozina vSech slov, kterd 1ze z nasi abecedy utvorit. To jsou
vSechny konec¢né posloupnosti znakt z 3. Takové slovo mtze tudiz
byt i posloupnost 01101. Slova budeme znacit feckymi pismenky a
zv1astni postaveni mezi nimi ma prdzdné slovo ¢.

® |a| pro a € ¥* je délka slova, tedy pocet jeho znak.

e af pro o, € X* je zretézeni slov a a 3, tedy slovo, které vznikne
zapsanim slov « a [ za sebe.

e ¥ je slovo vzniklé k-nasobnym zopakovanim slova . Tedy 7° = ¢,
Y =4k

e Slovo a nazveme podslovem slova (8, pokud je a obsaZeno v 3, ¢ili
pokud 8 = yad pro néjaka slova v a d.

e Rekneme, Ze slovo a je prefizem slova 3, pokud slovo 3 zacina slo-
vem «, ¢ili 8 = ad pro néjaké slovo §.

® Podobné « je suffizem slova 3, pokud S konéi slovem «, tedy 8 = da
pro néjaké slovo 9.

e Kazdé slovo je prefixem i suffixem sebe sama, takovému pre-/suffixu
fikdme nevlastni; vSem ostatnim vlastni.

e Vsimnéte si, ze prazdné slovo je podslovem, prefixem i suffixem kaz-
dého slova véetné prazdného slova.

Po tomto teoretickém tivodu se kone¢né zamyslime nad vlastnim vyhledava-
nim. Ponejprv si tilohu trochu zjednodusme a zkoumejme ptipad, kdy hledame
v8echny vyskyty jednoho slova a € ¥* o délce |a| = p v textu 5 € ¥*, || = n.
(Hledanému slovu se ¢asto Fik4 jehla, textu kupka sena.)

Asi prvni algoritmus, ktery nés napadne, je prochézet text 5 od zacdtku az
do konce a pro kazdou pozici ¢ v textu zkontrolovat, zda na této pozici nezacina
hledané slovo. Tak pro kazdou pozici provedeme az p porovnani znaku, cili
celkem az np porovnani. To neni nic pékného, zkusme to lépe.
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Vsimnéme si, ze porovnavani slova s textem miize skoncit dvéma zptuisoby.
Bud zjistime, Ze se slovo s textem shoduje celé, nebo najdeme v textu znak,
ktery ve slové neni. Tehdy nesta¢i pokracovat novym vyhledavanim od mista,
kde jsme skoncili: napt. pro slovo instinkt a text instinstinkt by algoritmus
u druhého s zjistil, Ze se text lisi, a pokud by pokracoval dale, jiz by nenalezl
skutecny vyskyt slova. Proto se vZdy musime vratit o kousek zpét, v predchozim
algoritmu jsme se vraceli vzdy tésné za misto, kde se text zacal se slovem
shodovat.

Na druhou stranu, kdyz se takto vratime, za¢neme znovu zpracovavat text,
ktery uz jsme jednou cetli, takze je vlastné predem déno, jak to dopadne. Pojd-
me toho vyuzit. Rikejme stavy prefixiim slova a. Pro kazdou pozici i v textu si
oznaéme r[i] nejdelsi stav, ktery je obsaZen v textu tak, Ze v ném konéi na po-
zici ¢ (nebo vezméme nejdelsi suffix prvnich ¢ znakid textu, ktery je stavem —
to je totéz). Posuneme-li se v textu o pozici dale, dalsi znak S[i 4+ 1] bud pro-
dlouzi prefix r[i], a tim uréité ziskdme novy nejdelsi stav r[i + 1] (rozmyslete
si, Ze nemuze existovat delsi), nebo uz prefix neni mozné prodlouzit, a tehdy
budeme muset najit jiny. Nahlédnéme ale, ze useknutim posledniho pismenka
stavu ziskdme zase stav, takZe useknutim posledniho pismenka stavu r[i + 1]
ziskdme néjaky suffix stavu r[i]. Nage r[i+1] tedy vznikne prodlouzenim co moz-
néa nejdelsiho suffixu stavu r[i] o pismenko S[i + 1] (nékteré suffixy prodlouzit
nejdou, vezméme nejdelsi, ktery jde). Pro pfedchozi ptiklad a prefix instin to
bude suffix in.

Jelikoz novy stav ziskdme ze suffixii pfedchoziho stavu, nemusime védét
vibec nic o predchazejicich pismenech textu. Posta¢i nam predpocitat si pro
kazdy stav o jeho nejdelsi vlastni suffix, ktery je také stavem — ten si oznacime
f(o) a funkci f budeme fikat zpétnd funkce. Pfechod od r[i] k r[i + 1] budeme
provadét tak, Zze zkusime r[i] prodlouzit o znak 8[i + 1] a kdyZ to neptijde,
zkratime si r[i] pomoci zpétné funkce a opét zkusime ptidat tentyz znak, pokud
to stale nejde, zkracujeme dal opétovnym zavolanim zpétné funkce, dokud se
nam prodlouzeni nezdafi nebo dokud nedostaneme prazdné slovo.

KdyZ navic béhem vypoétu narazime na i, pro které je r[i] = a, ohlasime
vyskyt slova a.

Aby se nam se stavy v programu pohodlné pracovalo, ocislujeme si je —
j-ty stav bude prefixem slova « o délce j. Zpétna funkce pak bude pfifazovat
¢islim ¢isla, takze si ji mizeme pamatovat v oby¢ejném jednorozmérném poli.

Nyni vyvstavaji dvé otazky: Jakou to mé celé ¢asovou slozitost? Jak spoci-
tat zpétnou funkci? Poperme se nejdfive s tou prvni. Pro kazdy znak vstupniho
textu mohou nastat dva pripady: Bud znak rozsifuje aktualni prefix, nebo mu-
sime pouzit zpétnou funkci. Prvni pfipad m4 jasné konstantni sloZitost, druhy
je horsi, nebot zpé&tna funkce miZe byt pro jeden znak voldna az p-krat. P¥i
kazdém volani vSak klesne délka aktualniho stavu alespor o jedna, zatimco
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kdykoliv stav prodluzujeme, roste jen o jeden znak. Proto vSech zkraceni do-
hromady miize byt nejvyse tolik, kolik bylo vSech prodlouzeni, ¢ili kolik jsme
precetli znaka textu. Celkem je tedy pocet kroku linearni v délce textu.

Konstrukei zpétné funkce provedeme malym trikem. Vsimnéte si, ze f (i) je
presné stav, do néjz se dostaneme pri spusténi naseho vyhledavaciho algoritmu
na fetézec «[2...4], ¢ili na -ty prefix bez prvniho pismenka. Pro¢ to tak je?
Zpétna funkce fika, jaky je nejdelsi vlastni suffix daného stavu, ktery je také
stavem, zatimco r[i] oznacuje nejdelsi suffix textu, ktery je stavem. Tyto dvé
véci se preci lisi jen v tom, Ze ta druh& pfipousti i nevlastni suffixy, a praveé
tomu zabranime odstranénim prvniho znaku. TakzZe f ziskdme tak, Ze spustime
vyhledavani na ¢ast samotného slova w. Jenze k vyhledavani zase potifebujeme
funkci f. Jak z toho ven? Budeme zpétnou funkci vytvaret postupné od nej-
kratsich prefixti. Ziejmé f(1) = . Pokud jiz mame f(z), pak vypocet f(i + 1)
odpovidé spusténi automatu na slovo délky ¢ a pfi tom budeme zpétnou funkci
potfebovat jen pro stavy délky i nebo mensi, pro které ji jiz mame hotovou.

Navic nemusime pro jednotlivé prefixy spoustét vypocet vzdy znovu od za-
¢atku — (¢ + 1)-ni prefix je pfeci prodlouzenim i-tého prefixu o jeden znak.
Staci tedy spustit algoritmus na cely Fetézec a[2...p| a sledovat, jakymi stavy
bude prochazet, a to budou pfesné hodnoty zpétné funkce. Vytvoreni zpétné
funkce se nam tak nakonec zredukovalo na jediné vyhledavani v textu o délce
p — 1, a proto pobézi v ase O(p). Casova slozitost celého algoritmu tedy bude
O(n + p). Doddme uz jen, Ze tento algoritmus poprvé popsali panové Knuth,
Morris a Pratt a na jejich pocest se mu rika KMP.

Tento algoritmus muzeme také formalné popsat pomoci automatii:

Konecny automat nad abecedou X si miizeme predstavit jako stroj, kterému
déme slovo ze ¥* a on ho bud odmitne nebo pfijme. V pritbéhu prace je vzdy
v pravé jednom stavu z néjaké pevné mnoziny stavi. Slovo zpracovava po jed-
notlivych znacich a podle prec¢teného znaku se rozhodne, do jakého stavu piejde.
K tomu slouzi prechodovd funkce g, kterd dvojicim (aktudini stav, novy znak)
prifazuje nové stavy. Pokud vstupni slovo dojde, automat podle toho, v jakém
stavu se pravé nachézi, odpovi, ze je slovo pfijato nebo odmitnuto.

Koneény automat muzeme formalné nadefinovat jako ¢tvefici (Q, g, qo, F),
kde:

® () je koneCnd mnozina stavi automatu;

e g:Q xX — Q je prechodovd funkce, kterd pro dany stav automatu
a znak na vstupu fekne, do jakého stavu ma automat prejit;

® o € Q je poldtecni stav, v némz je automat na pocéatku vypoctu;

e F' C @ je mnozina pfijimacich stavi.

Vypocet koneéného automatu pak probiha nasledovné:

64



Programatorské kucharky 20-4-K

1. Nastav aktudlni stav sg na pocatecéni stav qq.
2. Postupné ¢ti znaky x[i] ze vstupu a po pfecteni kazdého piejdi ze stavu s;_1
do stavu s; = g(si—1, z[i]).
3. Pokud skonéis v pfijimacim stavu (s, € F), pak slovo pfijmi.
Piiklad: Méjme automat nad abecedou ¥ = {0, 1} se tfemi stavy ;... 3,
pocateénim stavem gy = s1, jednim pfijimacim stavem F' = {s1} a pfechodovou
funkci g dle tabulky:

g(s1,0) = s3 g(s2,0) = s1 9(83,0) = s3
g(s1,1) =s2 g(s2,1) =s3  g(s3,1) = s3.

Tento automat p¥ijima pravé slova ve tvaru (10)*, k > 0, tedy napt. 101010
a prazdné slovo prijme, zatimco 1010101 odmitne.

Konecné automaty docela dobfe popisuji chod naseho algoritmu — ten ta-
ké zpracovava text po znacich a pfechazi podle pravé prec¢teného znaku mezi
stavy. Jsou zde ale jesté nékteré rozdily: pfedné KMP neodpovidd ano/ne, ale
hlasi jednotlivé vyskyty. K tomu muizeme automat upravit napiiklad tak, ze
mnozinu pfijimacich stavi bude pouzivat nejen na konci vstupu, ale v kazdém
kroku. Druhé odlisnost tkvi v tom, Ze pfechodova funkce KMP (ta odpovida
prodluzovani prefixu o dalsi pismeno) neni definovana vSude. Tam, kde defi-
novana neni, nastupuje misto ni zpétna funkce, kterd nas presouva mezi stavy
tak dlouho, nez prechodova funkce definovana je.

Tomuto rozsifeni se obvykle fika vyhleddvaci automat a definuje se jako
pétice (@, g, f, qo, out), kde:

® () je koneCné mnozina stavi automatu;

® g:Q xX — Q je prechodovd funkce, kterd je definovana pouze pro
nékteré dvojice (stav, znak);

e f: Q — @ je zpétna funkce, kterd fikd, do jakého stavu se ma
automat presunout, pokud pfechodové funkce neni definovéna,

® o € @ je pocdtecni stav, v némz se automat nachazi na zacatku
vypoctu;

® out : QQ — P(X*) je vystupni funkce, kterd kazdému stavu pfifazu-
je, jaky se v ném ma ohlasit vystup, coz bude mnozina nalezenych
slov. (V ptipadé KMP byla vzdy budto prazdna nebo jednoslovna,
az budeme za chvili hledat vice slov, bude bohatsi.)

Vypocet vyhledavaciho automatu pak probiha nasledovné:

1. Nastav aktualni stav s na pocatecéni stav qq.

2. Pro kazdy znak ¢ = z[i] vstupniho textu proved:

Dokud je g(s, ¢) nedefinovand, ptejdi zpét do stavu s < f(s).
Piejdi do nového stavu s < g(s, c).

Vypis vSechna slova z out(s).

O W
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Jesté dopliime, Ze aby se algoritmus vzdy zastavil, musi byt g(qo,c) defi-
novano pro kazdy znak c € X, obvykle opét jako gg.

Piiklad: Pro slovo instinkt by vyhledavaci automat vypadal takto (zpét-
nou funkci jsme kreslili pouze tam, kde nevede do stavu 0):

Lt e Kt
QOWGGGG

Nyni algoritmus KMP rozsifime, aby umél hledat vice slov. Méjme slovnik
K, coz je kone¢na mnozina slov nad abecedou ¥, a prohledévany text 5. Vytvo-
fime vyhledavaci automat, jehoz vystupem bude vypis nalezenych slov a jejich
pozic v textu. Jeho stavy budou odpovidat prefixiim vSech slov ze slovniku a
ocCislujeme si je pfirozenymi Cisly, pocatecni stav ¢y = 0 bude odpovidat prazd-
nému prefixu. Vystupni funkce out pro prefix « ohléasi vSechna slova ze slovniku,
ktera jsou suffixem slova a.

Priklad: Jak takovy vyhledavaci automat muze vypadat, si ukdzeme pro
latinskou abecedu a slovnik

K = {potopa, op, ota,otop}.

Rovnymi ¢arami je zobrazena pirechodova funkce, kroucenymi zpétna funk-
ce. Nejsou zakresleny Sipky do 0 u pfechodové ani u zpétné funkce. Vystupni
funkce je dana nasledujici tabulkou:

out(5) = {otop, op} out(10) = {ota}
out(6) = {potopa} out(12) = {otop, op}
out(8) = {op} out(ostatni) = ().

Vyhledavani pomoci tohoto automatu bude probihat stejné jako u KMP,
r[i] opét bude nejdelsi stav, na ktery kon¢i pravé prectend ¢ast textu, slozitost
vyhledavani bude opét O(n) aZ na vypisovani vyskyti, které pobézi v Case
O(pocet vyskyti), coz mlze byt vice nez linedrné, ale lépe to urcité nejde.

Pro poradek dokazeme, ze automat doopravdy vyhledava vsechny vyskyty:
(i) Kazdé slovo, které ozndmime jako nalezené, se v textu opravdu vyskytuje
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(r[é] se v textu vyskytuje podle své definice a vSechna ozndmend slova jsou
suffixy r[i]). (ii) VSechny vyskyty opravdu ozndmime. Pokud se na pozici 4
vyskytuje slovo o € K, pak je zajisté a jednim ze stavi, na néz S[1 ... K| kon¢i
a r[i] musi byt budto tento stav nebo néjaky jesté delsi, jehoZ je a suffixem.

Ted se podivame na to, jak vyhleddvaci automat pro dany slovnik sestrojit.
Provedeme to ve dvou krocich. Nejprve sestrojime mnozinu stavi @, precho-
dovou funkci g a ¢asteCnou vystupni funkci 0. Ve druhém kroku vytvorime
zpétnou funkci f a rozs$ifime o na vystupni funkci out.

V prvnim kroku zalozime pocateéni stav 0, postupné projdeme cely slov-
nik K a kazdé slovo o ze slovniku do automatu pfidame. To provedeme tak, ze
za¢neme ve stavu 0 a pustime automat na o. Jakmile ale v nékterém stavu s
pro znak o[i] nebude pfechodova funkce definovéna, pfiddme novy stav ¢, na-
stavime pfechodovou funkci g(s, ofi]) = ¢, pfejdeme do stavu ¢ a pokracujeme.
Tim v linedrnim case vytvorime strom stavi. Pokazdé, kdyz dojdeme na konec
slova, nastavime také ¢aste¢nou vystupni funkci o(q) na {o}.

PopisSeme tuto ¢ast formalné:

1. Zaéni s mnozinou stavi @ < {0}.
2. Pro kazdé slovo o ze slovniku K proved kroky 3-7:

3. Nastav aktualni stav s na 0.

4. Pro kazdé pismeno oli] slova o proved 5-6:

5. Pokud je g(s, o[i]) nedefinované, zaloz novy stav ¢, nastav Q < QU{q}
a poloz g(s, o[i]) + q.

6. Piejdi do nového stavu: s < g(s, o[i]).

7. Nadefinuj ¢aste¢nou vystupni funkei: o(s) < {o}.

Zpétnou funkci vytvorime podobné jako pro jedno slovo tak, Ze pustime
jesté nehotovy automat na ¢ast vyhledavaného slova. Opét chceme vyuzit to-
ho, Ze je funkce definovana pro vSechna kratsi slova. Vezméme si na$ priklad.
Pii ptidavéni slova potopa bychom nastavili f(1) = 0, f(2) = 7, f(3) = 9,
ale u druhého o bychom chtéli pouzit zpétnou funkci f(9), kterd jesté neni
definovana. Proto budeme postupovat pro vSechna slova ze slovniku soucasné
v poradi podle rostouci vzdalenosti od stavu 0.

Jesté vyfesime vystupni funkci. Oznacéme o(s) slovo, jehoz cesta vede do
stavu s. Pokud pro stav s plati f(s) = 0, znamen3 to, Ze neexistuje zadny ne-
vlastni (neprdzdny) suffix, ktery by byl prefixem nékterého ze slov ve slovniku.
Proto v tomto stavu miize skonéit pouze slovo o(s). Nastavime out(s) = o(s).
Pokud f(s) # 0 koné¢i v tomto stavu také vSechna slova, které jsou suffixem
slova o(s). Tehdy je out(s) = o(s) U out(f(s)).
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Opét formalné:
1. ZaloZ frontu F, zatim prazdnou.
2. Nastav f(0) < 0 a out(0) + 0.
3. Pro kazdy znak c € ¥ proved néasledujici krok:
Pokud je stav s « ¢(0,c) # 0 pak nastav f(s) < 0, out(s) + o(s) a
zafad s na konec fronty F.

L

5. Dokud je néjaky stav ve fronté, provadéj nasledujici:
6. Odeber prvni stav r z fronty F.
7. Pro kazdy znak ¢ € ¥*, pokud je g(r,c) # 0, proved:
8 Oznac s « f(r). Dokud g(s,c) =0, zvol s + f(s).
9. Nastav f(s) « g(s,c).

10. Nastav out(s) < o(s) U out(f(s)).

11. Zatad s na konec fronty F'.

Aby algoritmus fungoval rychle, musime zvolit Sikovnou reprezentaci vy-
stupni funkce. Kdyby si kazdy stav pamatoval svou vlastni mnozinu, mohly by
tyto mnoziny dohromady byt vic neZ linedrné velké (zkuste vymyslet pfiklad
slovniku, pro ktery tomu tak je) a museli bychom se vzdat nadéje, Ze stihneme
automat zkonstruovat v linearnim case. Proto pouzijeme trik: vSimneme si, ze
out(s) je pro kazdy stav budto rovna out(f(s)) nebo se od ni lisi pfidanim slo-
va o(s). Stadi si proto pamatovat o(s) a jesté n&jakou funkei z(s), kterd fekne,
ve kterém stavu mame najit zbytek mnoziny out(s). Krok 9 proto upravime
takto:

9. Pokud je o(f(s)) = 0, poloz z(s) < z(f(s)), jinak z(s) < f(s).

Podobné upravime vypisovani nalezenych slov: vypiSeme o(s) a pokud je
z(s) # 0, pokracujeme ve vypisovani ve stavu z(s).

Jesté se zamysleme nad casovou slozZitosti. Ozna¢me P velikost celého slov-
niku. Prvni ¢ast algoritmu provede maximélné O(P) krokt, pokud povazujeme
velikost abecedy za konstantu. Ve druhé fazi se kazdy stav dostane do fronty
pravé jednou, takze vSe je linedrni az na prichody zpétnou funkci. Muzeme si
ale vSimnout, ze podobné jako u KMP i zde vlastné spoustime vyhledavaci au-
tomat na vSechna hledand slova bez prvniho pismene, az na to, Ze misto jedno
po druhém je zpracovdvdme na pieskdcku a Ze spoleéné ¢asti vypocti (nez se
strom rozvétvi) pocitdme jen jednou. Celkem to tedy bude trvat nejvyse tolik,
kolik vyhledani vSech slov dohromady, coz je O(P).

Celkové tedy vyhledavaci algoritmus b&z v ¢ase O(P + n + v), kde n je
délka textu, P celkovéa velikost slovniku a v pocCet nalezenych vyskyti. Na zavér
dodejme, Ze tento algoritmus vymysleli pan Aho a pani Corasickové.

Dnesni menu Vam servirovali
Martin Mares a Petr Skoda
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Vzorova fesSeni 22-1-1

Vzorova reseni

22-1-1 Aléina interpretace

Ulohou bylo najit cestu P = (s = vg,v1,...,v, = c), na které se nejméné
méni znacky (+, -) na hranach.

Pro feseni je tfeba modifikace algoritmu pro hledani nejkratsi cesty. Chté-
li bychom, aby se algoritmus ve fazi 7 rozlil do vSech vrcholl, které jsou od
pocatecniho vrcholu vzdaleny pfesné i zmén. To ndm samotny algoritmus pro-
chézeni do §itky nezaruc¢i. Pokud ale v kaZzdé fazi provedeme prochézeni do
hloubky po hranéch se stejnou znackou, projdeme graf presné tak, jak chceme.

Udélame mensi trik a rozdélime si kazdy vrchol na dva, podle toho, kte-
rou hranou jsme do néj pfisli. U kazdého vrcholu si budeme pamatovat znacku
hrany, kterd do néj vedla, a jeho predka. Jako datova struktura pro nase pro-
hledavani nam bude slouzit obousmérny seznam. Pokud budeme pridavat na
hlavu seznamu, tak bude slouzit jako zasobnik, pokud pfidame vrchol na konec
seznamu, tak budeme mit frontu. Diky tomu nejprve projdeme vsechny hrany
se stejnou znackou a az pak teprve ty s jinou. Na zacatku pridame do fronty
oba pocatecni vrcholy +s i —s. Nyni odebirame vrcholy z hlavy seznamu, do-
kud neni prazdny. Pro kazdy vrchol v se podivame na vSechny jeho sousedy,
pokud jsme v nich jesté nebyli, tak jim nastavime v jako predka, oznacime je
jako proslé a zaradime do seznamu podle toho, jestli jsme se do nich dostali po
hrané stejné nebo rizné znacky jako do v. Ve chvili, kdy ze seznamu vytdhneme
cilovy vrchol, zname nejkratsi cestu k nému.

Nakonec uz zbyva jen zrekonstruovat cestu. Tady nam hodné pomiize, ze
jsme si vrcholy rozdélili, protoze tak jsou jejich predci jednozna¢né urceni. Stacéi
jen postupovat od cilového vrcholu rekurzi po predcich, dokud nedorazime do
pocatecniho.

Vrcholtit méame kvuli rozdéleni dvakrat vice, ale to ndm slozitost nepokazi.
Kazdy z nich pfiddme do seznamu jen jednou. Casova sloZitost naseho prohle-
davéani bude tedy O(n+m).* Pamétovd slozitost bude linedrni. Kromé zadaného
grafu potfebujeme v paméti jen frontu na ukladani vrcholu.

Bylo by mozné pouzit i jiné algoritmy, napf. Dijkstriv algoritmus. Ten
jsme ovSem v podstaté pouzili, jen nepotifebujeme prioritni frontu, protoze si
dovedeme vrcholy uspotfadat sami.

David Marek

4V grafovych tlohach se ¢asto pouZiva n pro podet vrcholi a m pro podet
hran; tak je tomu i tentokrat.
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22-1-2 Sad

Fareyovy posloupnosti
»Vsak se podivej na druhou tdlohu — Catalanova ¢isla a nic jiného!*

My, organizatori, méame pro Al¢ino mladistvé nadSeni slabost a vétSinou se
snazime jednat tak, abychom jeji idealy neposkodili svym stafeckym pragma-
tismem. Ale vymyslet kvili tomu Uplné nové a nikym jinym netusené tlohy?
Tadle. Druha dloha byla na Fareyovy posloupnosti a nic jiného.

Nastésti to nikdo z vas nerozpoznal: nej¢astéjsim vasim obratem bylo nage-
nerovat si vSechny rozumné zlomky, ocCistit je a usporadat. To mize a nemu-
si byt dobry napad! Pocdet generovaych zlomki je evidentné v O(N?), takze
uzijete-li takové metody, nebude vas algoritmus bézet v case lepsim — co kdyz
ale existuje sofistikovany linearni algoritmus? Nebudete se mu moci rovnat.
Ciselna teorie

Nasleduje sloZity matematicky dikaz, proc¢ nelze Fareyovy posloupnosti zkon-
struovat rychleji nez v Q(N?). Pokud se na to necitite, radéji ho nectéte, a po-
kracujte nadpisem Implementace.

Potfebujeme zjistit, jak dlouha takova Fareyova posloupnost pro dané N
@ vlastné je. Pokud by se stalo, Ze je jeji délka také v Q(N?), byla by vyse
uvedend obava lichd a vase postupy stdle mohly byt optimalni.

Slyseli jste uz nékdy o Riemannové hypotéze, a jak skvélda matematikim
prijde? Ted se k ni priblizime tak blizko, jak se stfedoskolskému informatikovi
malokdy naskytne — uzijeme Riemannovy funkce zeta!

Cleny Fareyovy posloupnosti fadu N jsou takové ¢leny mnoziny viech zlom-
ki s prirozenym c¢islem mensim nebo rovnym N ve jmenovateli, které jsou
v intervalu (0, 1) a které nemaji soudélny ¢itatel a jmenovatel. TakZe abychom
odhadli jejich pocet, udélame jedinou logickou véc: vezmeme do ruky dveé kost-
ky s N sténami a hodime je na stil. Vétsi ¢islo budeme interpretovat jako
jmenovatel, mensi jako Citatel; padnou-li kostky stejné, pokus nepocitame a
zkusime to znovu. Tak nikdy nedostaneme 0, ani 1, le¢ vyznam této chyby se
bude s rostoucim N umensovat k nerozpoznatelnu. To je pfesné to, co budeme
délat: zvétsovat N nade vSechny meze. Pfitom budeme pocitat pravdépodob-
nost, s jakou nam padnou nesoudélna cisla.

Pokud se tato bude blizit k néjakému pevnému nenulovému ¢islu, bude po-
¢et ¢lenti Fareyovy posloupnosti v (N?). Pro¢? Neformélné: pravdépodobnost
néjakého jevu je pfeci pocet piiznivych situaci ku poc¢tu vsech situaci. Pokud
spocitame tento pomér v zavislosti na N a pokud ani pro neomezené rostou-
ci N nedojde k nule, ale naopak k néjaké konstanté vétsi nez nula, pak je urcité
pocet priznivych situaci nezanedbatelny v porovnani s po¢tem vsSech a miZzeme
pomér schovat do € — je to pfece konstanta jako kazd4 jiné.
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Hm, dejme tomu — jak tu pravdépodobnost spocitame? No, jaka je Sance,
Ze ndm na obou kostkach nepadlo ¢éislo délitelné dvéma? 3/4, samoziejmé, pro-
toZze pravdépodobnost, ze padlo, je 1/4. Cislo délitelné tfemi? 8/9. P&ti? 24/25.
A tak dal. Jaka je tedy pravdépodobnost, Ze nejenom Ze ndm nepadla ¢isla déli-
telnd dvéma (3/4), ale ani tfemi (3/4-8/9), nadto ani péti (3/4-8/9-24/25),...7
(Bereme jenom prvodisla, protoze ¢isla slozend uz jsme odfiltrovali s vyskytem
nejmensiho jejich prvocinitele.) Kolik je ¢islo vyjddfené nasledujicim produk-
tem, nekoneénym soucinem?

1 1 1
[[1-5=l ==

pEP pEP

Pozn.: P je mnozina vSech prvodéisel (P = {2,3,5,7,...})

Tohle vypadé obtizng, vidte? Musime na to oklikou.

V roce 1644 se jisty italsky matematik ptal po nekonecném souctu pfe-
vracenych hodnot kvadrati prirozenych cisel, tedy po ZnEN 1/n%. O sto let
pozdéji se nasel jiny matematik jménem Euler, ktery otazku zodpovédél: je to
72/6. Pi je, jak vidno, &islo uziteéné nejenom pii poméfovani kruznic, diikaz
tohoto tvrzeni jde vSak nad rdmec naseho textu.

Riemannova funkce zeta je pro dané s definovana takto: ((s) = >° N 1/n%
takze Eulerova odpovéd spoditala hodnotu této funkce pro s = 2. Euler ale
prisel na jesté zajimavejsi vée: >0 N 1/n° =[[,cp1/1 —p~°. Plati tedy kon-
krétné pro s = 2 toto:

1 1 1 1
phratgto ===

()R (2

To na pravé strané je to, co jsme touzili spocitat, to na levé strané je
suma, kterou nam spocetl hodny pan Euler. Kyzena pravdépodobost je proto
1/¢(2) = 6/72 = 0,6079 ... — nenulova! Délka posloupnosti je Q(N?)!

Vase algoritmy byly vesmés dosti spravné, jen jste to nejspis neuméli doka-
zat. Vsak jsme za to zadné body nestrhavali. V jednodussich piipadech je vSak
zhodnoceni kvality vymyslenych postupt dilezité: uz jenom proto, abyste zby-
tecné neztraceli na sebevédomi. Jeden z vas oznacil své feseni tohoto problému
v ¢ase O(Nlog N) za trapné :-) — kdyby si umél odhadnout velikost vystu-
pu, zjistil by, Ze nejen Spatné spocital slozitost, ale Ze i dokazat néco spocitat
v Q(N?) mize byt vyhra.
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Implementace

Takze: rozhodli jsme se nagenerovat vSechny zlomky tvaru i/j pro vSechna
je{l,2,...,N}aie€ {1,2,j —1}. Je jich N(N — 1)/2, takie O(N?). Nyni
potfebujeme ovérit, které jsou v zakladnim tvaru, a vSechny setfidit.

Mame-li rozhodnout, zda miZzeme kratit ¢i nekratit, nasko¢i ndm vétsinou
z nas navic védi, Ze se k jeho hledani hodi Eukliduv algoritmus: pokud vsSak
podlehnou pokuseni uzit ho pii feSeni této tlohy, padli do dalsi lécky. My si
totiz zlomky nejdfive usporddame, ¢imz se ndm ty o stejné hodnoté (tj. néjaké
takové, které zkratit jdou, a onen jeden, ktery ne) dostanou k sobé a my je pak
budeme moci eliminovat lokalné, prostym porovnanim pii poslednim prichodu
sefazenym polem. Narozdil od Euklida k tomu nebudeme potiebovat zadny
dalsi cas.

Tim se nam tloha redukuje na jediny problém: sefadit co nejrychleji vyge-
nerované zlomky. Pouzijeme k tomu pfihradkové t¥idéni: vytvorime si N? pii-
hradek a kazdy zlomek tvaru a/b vloZime do piihradky |N? - a/b|. Bylo by
p€kné, kdyby nam tak do jedné pfihradky nemohly spadnout dva zlomky o roz-
dilné hodnoté: a vskutku, nemtize se tak stat, protoze rozdil dvou zlomku se
jmenovatelem mensim nebo rovnym N nemuze mit ve jmenovateli ¢islo vétsi
nez N2, takZe jakmile nam p¥i zapliiovani prihradek jeden spadne do néjaké
prihrddky ¢, dalsimu se to uz nemuzZe stat — musi odsko¢it alesponi do (i + 1).

Vétsina z vas pouzila obecny tfidici algoritmus se slozitosti O(NV log N).
Nenechavejte se tolik ukolébat tim, Ze v obecném piipadé nic lepsiho nejde!
Mate-li pod rukou hromadu dosti specidlnich zlomki, pravdépodobné to zvlad-
nete i linearné.

Sldva! Mame algoritmus majici ¢asovou i prostorovou slozitost O(N?), kte-
ry generuje Q(N?) hodnot, takze je nejspi§ docela optimalni ...

I kdyz! Potfebujeme tolik paméti? ReSeni nékolika z vas si vystacila s pa-
métovou slozitosti O(N), i kdyz pak zpravidla vedla na ¢as v O(N?log N).
V zésadé postupovali tak, ze si nagenerovali nejmensiho kandidata na dalsiho
¢lena posloupnosti od kazdé t¥idy zlomki se stejnym jmenovatelem (tj. toho
s jednic¢kou v ¢itateli), vhodili ho do fadici datové struktury (tfeba haldy) a
odebirali minimum. No a kdykoliv vyhodili prvek ¢/j, ptihodili do struktury
(haldy) dalsi ve tvaru (c+1)/j.

Jaké si z toho vzit pouceni do naSeho pristupu, aniz bychom museli platit
zhorSenou ¢asovou slozitosti? Rozdélime si ¢innost naseho programu do N kro-
kd, v i-tém z nich budeme zpracovévat zlomky vétsi nez i/N a mens{ nez
(i + 1)/N. Jak je najdeme? Budeme si v paméti drzet pole, které ndm pro
kazdého jmenovatele fekne, s jakym citatelem jsme ho naposled pouzili. Takze
ho v i-tém kroku projdeme, zjistime, jestli s o jednotku vétsim citatelem spada
dany zlomek do naseho intervalu, pokud ano, vhodime ho do prihradkového
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tfidéni (které ted pracuje s podstatné mensim univerzem, takze mu staci mala
pamét) a patfiéné upravime pole. No a pak uz jenom z pfihradek vytiskneme
setfizené zlomky.

Pékné, ne? Otazkou je, jestli ma cenu klast pfi ndvrhu algoritmt duraz
na pamétovou slozitost mensi, nez je velikost vystupu. Ale to samoziejmé ma!
7 teoretického hlediska je dobra jakakoliv dalsi optimalizace, kterd nas donuti
premyslet, z praktického hlediska se ndm uz jen kvili rozdilngm rychlostem
pristupu do rizné velkych pocitacovych kesi a paméti hodi mit malou pracovni
mnozinu.

Zavérem

Pokud vas uloha zaujala, viele vaAm doporucuji oteviit si na Wikipedii
heslo ,Farey sequence“ a zacist se. Objevite spoustu dalsich hezkych vlastnosti
Fareyovych posloupnosti. Mate-li radéji knihy nez hesla, urcité neprohloupite,
prectete-li si Conwayovu ,,The Book of Numbers“, kde se podava popularizacni
ivod do mnoha koutl vSemoznych ¢iselnych oborti.

Lukds Lansky
Jednodussi algoritmus

Existuje i jiny algoritmus, ktery je daleko jednodussi a jeho ¢asova slozitost
je na prvni pohled optimélni. Ale néco za néco — zase budeme muset trochu
premyslet nad tim, pro¢ opravdu vypise to, co ma.

Piedstavme si, ze mame dva zlomky a/b < ¢/d. Za jejich mediant prohla-
sime zlomek (a + ¢)/(b+ d) [to je takové ,divné séitdni zlomkt“]. Viimnéte si,
Ze mediant lezi mezi a/b a ¢/d. To snadno ovéfime: a/b < (a + ¢)/(b + d) je
totéz jako a(b+ d) < b(a + ¢), po roznasobeni ab + ad < ab + be, ¢li ad < be.
To ale neni nic jiného nez a/b < ¢/d. Podobné ukdzeme (a + ¢)/(b+d) < ¢/d.

Nyni za¢neme vytvéaret posloupnost zlomki takto: zaéneme s 0/1 a 1/1,
pak mezi tyto dva zlomky vlozime jejich mediant 1/2, pak zase mezi kazdé
dva zlomky vlozime jejich mediant a tak dale. Kdekoliv by jmenovatel prekro-
¢il dané N, prestaneme na prislusném misté vkladat. Z toho ziskdme snadny
rekurzivni algoritmus, zapiSeme si ho tfeba v Pythonu néasledovné:

def sb(a,b,c,d,N):
(x,y) = (atc,b+d)
if y<=N:
sb(a,b,x,y,N)
print x,"/",y
sb(x,y,c,d,N)
def farey(N):
print "0 / 1"
sb(0,1,1,1,N)
print "1 / 1"
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Zavedli jsme rekurzivni funkci sb, kterd vypisuje zlomky ze zadaného inter-
valu (a/b, ¢/d). Funguje jednoduse tak, ze spoc¢te mediant M = (a+c¢)/(b+d),
rekurzivné se zavold na interval (a/b, M), pak vypiSe M a nakonec se zavold
na (M, c/d).

Tento algoritmus urcité vypisuje néjaké zlomky s citateli a jmenovateli
mensimi nebo rovnymi N, ¢ini tak v ostfe rostoucim pofadi (takze zadny nevy-
pise dvakrat) a vypsanim kazdého stravi jednotkovy ¢as, a proto je jeho ¢asova
slozitost linearni v poc¢tu vypsanych zlomka. Jinak ale vzbuzuje spis otazky:

Jsou vypsané zlomky v zdkladnim tvaru? DokaZzeme, Ze kdykoliv se pri
vkladdani medianti v nasi posloupnosti vyskytnou za sebou éisla a/b a ¢/d,
plati bc — ad = 1. Z toho ihned vyplyne, Ze jak a/b, tak ¢/d jsou v zakladnim
tvaru — kdyby totiz existovalo néjaké k > 1 délici jak a, tak b, muselo by
timto k byt délitelné i be — ad, a tedy i jednicka, coz nejde. Podobné pro ¢/d.
A jak naSi rovnost dokazat? Indukci: na pocatku plati (1-1—-0-1 = 1),
jakmile vlozime mediant z/y = (a+¢)/(b+ d), vzniknou ndm dvé nové dvojice
sousednich zlomku. NaSe rovnost jisté plati pro dvojici (a/b, z/y): bx — ay =
=bla+c)—a(b+d) = ab+ bc — ab — ad = bc — ad = 1. Podobné pro dvojici
(x/y,c/d): yc —xd = (b+d)c — (a+ c)d =bc+ cd — ad — ed = be — ad = 1.

Nezapomeneme na néjaky zlomek? Co by se muselo stat, abychom néjaky
zlomek z/y s z,y < N zapomnéli vypsat? Nejdfive si v§imnéme, Ze to nemiize
byt zpisobené tim, ze jsme rekurzi zastavili pfili§ brzy — jakmile jednou jme-
novatel néjakého zlomku prekroc¢i N, maji jmenovatele vétsiho nez N i vSechny
medianty s timto zlomkem utvofené, takze zastavenim rekurze ptfijdeme pouze
o zlomky s prilis velkymi jmenovateli. Mohli bychom tedy podminku y < N
nahradit omezenim hloubky rekurze libovolnym obrovskym ¢islem a algoritmus
by stale délal totéz, jen by vypisoval navic néjaké zlomky, které nas nezajimaji.

Udélejme to a sledujme, do kterych intervalil, se kterymi algoritmus pra-
cuje, padne pohfeSovany zlomek z/y. V pocateénim intervalu (0, 1) evidentné
je. Kdykoliv interval podrozdélime na podintervaly (a/b, M) a (M, c/d), musi
urcité padnout do pravé jednoho z nich, jinak by totiz byl mediantem, a tudiz
vypsan. Jakkoliv hluboko se tedy zanofime do rekurze, vzdy najdeme interval,
ktery obsahuje z/y. UkaZeme, Ze to neni mozné.

Pokud z/y € (a/b, c/d), musi platit nerovnosti bx — ay > 0 a cy — dz > 0,
ale protoze ¢isla a, b, c,d, x,y jsou cela, tak také plati nerovnosti bx — ay > 1
a cy —dx > 1. Proto vyraz ® = (¢ + d)(bx — ay) + (a + b)(cy — dx) je vétsi
nebo roven a+ b+ ¢+ d. Pokud ® roznasobime a vytkneme (x + y), dostaneme
® = (be—ad)(x+y), jenze jak uz vime z tvahy o zdkladnim tvaru, pro kterykoliv
interval, ktery potkdme, plati bc — ad = 1. Proto ® = x + y. SloZzenim obou
vztahti pro ® ziskame nerovnost a+b+c+d < x+y. Na kazdé tirovni rekurze se
ovSem alespon jedno z ¢isel a, b, ¢, d zvysi alespon o jednicku, takze nejpozdéji
po z + y trovnich pfestane x/y leZzet v intervalu, coZ je spor.
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Hotovo. Ted uz tedy vime, Ze nas algoritmus vypise kazdy zlomek prave
jednou a udini tak v linedrnim case s velikosti vystupu, coz je, jak vime z vy-
poétii u predchoziho feseni, ©(N?). Paméti jsme spotiebovali nejvyse linearni
mnozstvi na zasobnik od rekurze.

Pozndmka: Funkce sb vam mize pfipominat in-orderovy prichod néjakym
binarnim vyhleddvacim stromem. To neni ndhoda — zlomky opravdu miizeme
popsat tzv. Sternovym-Brocotovym stromem, coZ je nekoneény strom zlomki,
jehoz kazdy vrchol je mediantem dvou vrcholi z pfedchozi hladiny. V takovém
stromu se pak kazdé racionélni ¢islo z intervalu (0,1) vyskytuje pravé jednou
a iracionalni ¢isla odpovidaji nekoneénym cestam z korene dold.

Jesté jednodussi Feseni

. tentokrat dokonce s konstatni pamé&tovou sloZitosti, ale diikkaz sprav-
nosti si uz v zdjmu zachovéni lesit odpustime (také je zaloZzeny na podobnych
uvahach o mediantech, zkuste si ho vymyslet). Vypada takto:

def farey(N):
a,b,c,d=0,1,1,N
printa, "/", b
while ¢ < N:
k = int ((b+N)/d)
a, b,c,d=c, d, kkc-a, kxd-b
print a, "/", b

Martin Mares

22-1-3 Sazba

Skoda, Ze vétsina Fesitelt se jesté z prazdninové hibernace neprobudila, ne-
bot tloha nebyla pFilis tézka. Nebo to bylo zptsobeno slozitym a misty kostr-
batym zadanim? Nékteii lidé se také chytili na malou zakefnost v zadani —
krasa byla dobfe definovana i v momenté, kdyz se na radek veslo nékolik slov
bez mezer mezinimi. P¥i§té uz zli nebudeme, slibujeme!

A nyni pfistupme k feSeni. RozloZeni slov do bloku je velice pravidelné,
diky tomu umime v konstatnim case spocitat krasu jednoho Ffadku, mame-li
nactené délky slov.

Pak uZ si stacilo jen rozmyslet, jak pocitat minimalni krasu (logicky spravné
spiSe minimalni osklivost) pro K + 1 slov, pokud uz zndme vSechna minima pro
K slov a méné. Postupné budeme zkouset, kolik se ndm s aktualnim slovem
vejde predchazejicich slov na ten samy fadek. Pro kazdy takovy pocet slov
P spocitame krasu fadku a tu secteme s minimalni krasou pro K — P + 1
slov, kterou jiz zname. Najdeme-li minimum ze vSech téchto soucti, ziskame
miniméalni krasu pro K + 1 slov.
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Typi¢t&jsi tlohu na dynamické programovani aby ¢lovek pohledal! Casova
slozitost pro N slov bude O(N?) (pro K slov poéitdime K minim, a Z%zl K=

(N x (N +1))/2) a pamétova O(N).
Martin Béhm € Martin ,Bobrik“ Krulis € CodEx

22-1-4 Bludiste

Pre zaciatok si predstavime bludisko ako graf G, kde voIné policka repre-
zentuja vrcholy grafu a hrana medzi dvoma polickami existuje prave vtedy
ak su tieto policka susedné. Na vyrieSenie tlohy si vytvorime druhy graf G,.
V ktorom vrcholy budt dvojice: (Pozicia hraca, pozicia objektu). Takyto graf
ma O(M?N?) vrcholov, pri¢om hrany z vrcholu vedt do vrcholov, do ktorgch sa
da dostaf po jednom presune hraca, tymto hranam dame dizku 0. Alebo ak hrag¢
stoji vedla objektu, tak do pozicie, ked hra¢ zatla¢i na objekt (ak je to mozné),
tymto hranam dame dizku 1. Vidime, e z kazdého vrcholu vedie maximalne
5 hréan, takze pocet hran je imerny poctu vrcholov, teda tiez O(M2N?).

Odpoved sa potom rovné dizke najkratsej cesty z poéiatoénej pozicie hraca
do Tubovolnej pozicie, kde sa pozicia objektu rovna pozicii koncového miesta.
Ak takéato cesta neexistuje, potom sa objekt na dant poziciu nedd presunit.

Na nédjdenie najkrat$ej cesty modzeme pouzit Dijkstrov algoritmus, ¢im do-
staneme casovi zloZitost O(M2N?log(MN)) alebo len dokonca O(M?N?),
precitajte si vzorové rieSenie tilohy 22-1-1 a skuste sa zamysliet ako na to.

Za takéto rieSenie ste mohli ziskat 7 bodov.

Vela riesitelov si v8imla, ze ndm staci uvazovat len vrcholy grafu Ga, ked je
pozicia hréda susednd s poziciou objektu. Takychto dvojic je AMN. A oznadme
podgraf grafu Gs tvoreny tymito vrcholmi G3. Teda pozicia objektu a hrac
moze stat z jednej zo Styroch stran objektu. Na zaciatku vSak hrac¢ nemusi
byt na pozicii susednej s objektom. To vyrieSime tym, Ze na zacdiatku spustime
prehladéavanie (do $irky alebo hibky) na grafe G' a zistime, kam sa moze dostat
hrac z pociatocnej pozicie, priom néas bude zaujimat, na ktoré susedné pozicie
s objektom sa d4 dostat. Tieto dvojice budi nase pocdiatoéné pozicie v grafe Gs.

K rychlemu rieSeniu vSak musime vyriesit nasledujtci problém: Potrebu-
jeme zistit pre vrcholy Gs, ktoré sa liSia len na poziciou hraca (teda strana
objektu na ktorej hra¢ stoji) ¢i medzi poziciami hraca existuje nejaké cesta
v grafe G, ktora neobsahuje policko na ktorom prave stoji objekt.

Mozeme zase potrebnii cestu néjst prehladédvanim, avSak tym by sme zase
dostali riesenie fungujice v ¢ase O(M2N?).

Spravnym riesenim sa vrcholovo dvoj-suvislé komponenty grafu G.

O dvojstuvislych komponentéach a algoritme, ako ich néjst si moézete predi-
tat v kucharke KSP. Kratke zhrnutie: Vrcholovo-dvojstvislym komponentom
grafu G nazveme taki mnozinu hran, ze pre kazda dvojicu vrcholov, ktoré sa
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incidentné s tymito hranami, existuju dve vrcholovo-disjunktné cesty. O vr-
chole v povieme, ze patri do nejakého dvoj-stivislého komponentu, ak aspon
jedna hrana mé jeden koniec vo v. VSimnime si, Ze jeden vrchol mdze patrit do
viacerych vrcholovo-dvojstvislych komponentov.

Pre nés je podstatné, ze vrcholovo-dvojstuvislé komponenty vieme ndjst
v linedrnom case od velkosti grafu.

Teda na zaciatku najdeme vrcholovo dvojsuvislé komponenty grafu G a
pre kazdd hranu grafu G si ulozime ¢islo dvoj-savislej komponenty, do ktorej
patri. Nasledne pre vrcholy grafu Gs, ktoré sa liia len poziciou hraca, zistime
existenciu cesty medzi poziciami hraca v G, ktora neobsahuje poziciu objektu
na zaklade toho, ¢i hrana spajajice poziciu objektu a poziciu hraca v jednom
vrchole je v rovnakej dvoj-suvislej komponente ako hrana spajajica poziciu
objektu a poziciu hra¢a v druhom vrchole. Ak takito cesta existuje, potom
medzi tieto vrcholy priddme hranu dizky 0.

A opif plati, Ze odpovedou na nas problém je dizka najkratsej cesty z neja-
kej pociatocénej pozicie do lubovolnej pozicie, kde sa pozicia objektu rovna po-
zicii koncového miesta.

Celkova casova zlozitost sa skladd z podiatoéného prehladania grafu G,
aby sme zistili, na ktoré susedné pozicie objetku sa d4 dostat, to stihneme
v ¢ase O(MN). Nésledne ndjdeme dvoj-stuvislé komponenty grafu G v Case
O(MN) a nakoniec nijdeme najkratsiu cestu v grafe Gs, v ktorom je pocet
vrcholov 4M N, hran tiez O(MN), pricom hrany majt dizky len 1 alebo 0,
v Gase O(MN). Celkovéa ¢asova a pamétova zlozitost je teda O(MN).

Peter Ondriska

22-1-5 Sachovnice na pneumatice

Se Zenami to neni nikdy lehké, obzvlast je-li jich n na pneumatice a navza-
jem se ohrozuji. Ukdzeme si vSak, Ze pro informatika s pfisluSnym aparitem
zadny problém nepfedstavuji.

Policka Sachovnice zna¢me (z,y) pro z,y € {0..n — 1}, pozice jednotlivych
dam budou (z;, y;). Chceme-li ddmy rozestavét bezpecéné, musi mit kazda z nich
vlastni jednu horizontalni, jednu vertikalni a dvé diagonélni primky. K popisu
diagonal (a lec¢ehos jiného) se ndm bude hodit termin kongruence — fekneme,
7e a = b (modn) (tedy a je kongruentni s b modulo n), pokud ¢isla a a b
davaji po déleni n stejny zbytek — tim elegantné popiseme, ze Sachovnice ma
slepené konce. Hlavni diagonala h; ma pak na pneumatice rovnici (z + y) =
=4 (modn) (obsahuje tedy body (i,0),(: — 1,1),...), vedlejsi diagonala v; ma
rovnici (z — y) =4 (modn) (tedy (¢,0), (z + 1,1),...).

Zkusme na to jit jednoduse, budeme davat ddmy postupné na fadky (tedy
y-soufadnice) s odskokem ve sloupecku o dva viéi pfedchozi (tak, jako to bylo
v ukazkovém piikladé pro n = 5); coz lze popsat dvojici rovnic y; = i (modn),
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x; = 2y; (mod n). Pro jaka n toto bude fungovat? Kazda ddma mé uréité vlastni
y-soutradnici, a pokud je n liché, tak funkce 2y; nejdiive skiace po sudych ¢islech
(po¢inaje nulou), pak nabyde hodnoty n + 1 = 1 (modn) a skice po lichych
hodnotach. Dama ¢ tedy dostane jinou z-souradnici nez vSechny pfedchozi.
Hlavni diagondala pfislusejici ddmé ¢ ma rovnici (z; + y;) = (3y;) (modn) —
obdobné si vSimneme, Ze neni-li n délitelné tfemi, tak se nejdfive skace po
diagonalach ¢isla 3k, pak se n presko¢i o 1 nebo o 2, a tedy se skace po 3k + 1
nebo 3k+2, a nakonec se n pfesko¢i o 2 nebo o 1 (podle toho, co bylo v minulém
kroku) a skace se po 3k + 2 nebo 3k + 1 — a tedy opét mé kazdé ddma unikatni
hlavni diagonalu. Vedlejsi diagonala bude mit situaci nejsnazsi, jeji rovnice je
totiz —y; (mod n), a tedy se skice o jednicku po vSech éislech. Tahle konstrukee
tim padem povoli vSechna n, co nejsou délitelna 2 a 3.

Zkusme na to jit obecnéji a stavét tfeba nasledujicim predpisem: y; = i,
z; = ky; (modn), kde k bude nami zvoleny parametr (tedy dadmy nechime
odskakovat o k). Ted ndm poslouzi argument z teorie ¢isel, konkrétné Eukleidiv
rozsifeny algoritmus. Ten umoznuje pro ¢isla n, k a libovolné ¢ € N najit takové
koeficienty a a b € Z, ze a-n+b-k = c-nsd(n, k) (nsd je nejvétsi spole¢ny délitel).
Pokud celou rovnici vymodulime n, dostaneme b-k = c¢-nsd(n, k) (modn). Je-li
nsd(n, k) = 1, pak umime pro kazdé ¢islo ¢ najit takové b, aby rovnice platila —
jinak Feceno, zvolime-li hodnoty y; - k = x; (mod n), umime ke kazdé pfimce x
najit jeji ddmu (a ma-li kazda pfimka svou ddmu, tak ma kazdd ddma svou
pfimku — dam a pfimek je totiz stejné). Pokud nsd(n, k) # 1, pak k nékterym
pfimkam dédmu nenajdeme (plati totiz, ze nsd(n, k)|k = nsd(n, k)|y:k, a tedy
nic jiného nez z; = ¢ - nsd(n, k) nedostaneme).

Stejny argument lze pouzit i pro hlavni a vedlejsi diagonalu — je-li ddma
na pozicich (y;k (modn),y;), pak sedi na diagonalach s rovnicemi (x; + y;) =
= (yik +vi) = yi(k + 1) (modn), popf. (x; —y;) = yi(k — 1) (modn); a tedy
musi byt nsd(k — 1,n) = nsd(k + 1,n) = 1.

Nastanou-li tyto tfi podminky, pak kazda dama si ohrozuje jen své vlastni
primky, a rozestavéni na Sachovnici je tedy korektni. Zbyva se ptat, pro jakd n
tohoto 1ze dosahnout. VSimneme si, ze mezi Cisly k — 1,k, k + 1 je vzdy ale-
spon jedno délitelné tfemi a alespon jedno délitelné dvéma — tedy pro zadné k
nezvladneme fesit vice Sachovnic nez pro prvni popsany postup s £ = 2. Na
druhou stranu to ale ukazuje pomérné zajimavy fakt, Ze Sachovnice prvocisel-
nych rozmért davaji pro tento predpis ,nejvice volnosti“, k lze volit nejvice
zpusoby (takovychto srandovnich vlastnosti maji prvoéisla mnoho). Kdyz uz
jsme u toho, ani rozestavéni predpisem x; = ky; urcité neni jediné mozné, na-
priklad pro N = 19 existuje celkem 820496 rozestavéni neohroZenych dam (za
tuto cennou informaci dékujeme Vojtovi Hlavkovi).

Predpokladali jsme ale konkrétni pfedpis pro pozice dam (x; = ky; (mod n)),
nesly by tieba pro zla n rozestavit damy jinak? Marn4 snaha, pro suda n dokéa-
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Zeme neexistenci feseni nasledujicim zpisobem: > (y; +x;) = > i (kazd4d ddma
ma svou hlavni diagonédlu h;) =n-(n—1)/2 (modn) (soudet ¢isel 0..n — 1); na
druhou stranu > y;+> x; = n-(n—1)/24n-(n—1)/2 (mod n) (kazd4 ddma mé
svou vlastni horizontalni i vertikalni pfimku) — tedy n-(n—1)/2 =0 (modn).

Zamysleme se: ¢islo © da po dé€leni n zbytek nula tehdy a jen tehdy, kdyz
x = c¢-n pro né&jaké celé c. Jinak FeCeno, napiSeme-li z = [[p{" a n = Hp{
(tedy rozloZime x i n na soudin mocnin prvocisel), tak musi platit f; < e; pro
kazdé i. Ale protoze nsd(n,n — 1) = 1, tak n — 1 neobsahuje zddné prvocislo
z rozkladu n a nehraje v otdzce n(n —1)/2 = 0 (mod n) roli. Pokud je n sudé,
tak je zjevné u rozkladu vyrazu n(n — 1)/2 dvojka na exponent o jedna mensi
nez u rozkladu n, a tedy zbytek po déleni nemtize byt nula. Na druhou stranu,
pokud je mn liché, tak je n — 1 sudé a snizeni exponentu dvojky v rozkladu
n — 1 viibec nevadi, vyraz bude diky tomu, Ze obsahuje n, obsahovat vSechna
prvocisla z rozkladu n s dostate¢nym exponentem. Dostavame tedy, ze n musi
byt sudé.

Pro 3|n je situace podobnda, uvazime ale rovnice

H= Z(mi +y)? V= Z(fﬂi - )’

opét diky neohrozenosti dam navstivi obé sumy kvadraty vsech ¢isel 0..n — 1,
a tedy

H=V= Zi2 (mod n);

zaroven ale roznasobenim druhych mocnin ziskame

H=> (27 +2zigp+y) = > 2 +2) i + Y _yp =
= Zi2 +22xiyi+2i2 (modn),

V= 222’2 — 2inyi (modn),

podobné

a tedy
22@'2 EH+VE4Zi2 (modn) :>2Zi2 =0 (modn),

z ¢eho? jiz dostaneme pomoci vzorce pro sumu druhgch mocnin n(2n 4+ 1)(n +
1)/3 = 0 (modn) a tim nutnost 3 /n (obdobna argumentace, je-li n = 3k, tak
nam 2n + 1 ani n + 1 vysledek neovlivni, protoze neobsahuji v rozkladu trojku
— kterd tim padem bude vlevo chybét; na druhou stranu pro n = 3k + {1, 2} se
trojka ztrati v nékterém z {2n + 1,n + 1} a vitézime). Pokud tedy Sachovnici
nevyfesime pomoci y; = i, z; = 2y; (modn), tak uz nijak.

Martin Mares € Vojtéch Tima
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22-1-6 Nahradni

Hledame nejkratsi tsek textu, ktery obsahuje vSechna slova ze zadaného
slovniku. Slovo chdpeme jako libovolnou posloupnost znaki, mezery nehraji
zédnou zvlastni roli. Navic, protoze to zadani nezakazuje, budeme predpokla-
dat, Ze se jednotlivé vyskyty slov mohou prekryvat. Algoritmus, ktery vyhleda
slova v textu tak, jak potfebujeme, vymyslime pozdéji, zatim budeme predpo-
kladat, ze néjaky takovy mame.

Uvédomime si, jak hledané posloupnost znakid vypada. Je jasné, ze na jejim
prvnim znaku zacind néjaké z hledanych slov a na poslednim néjaké kondi.
Kdyby to tak nebylo, mohli bychom ji zkratit tak, ze by pofad obsahovala
vSechna hledana slova. To by ale znamenalo, Ze nalezend posloupnost nebyla
nejkratsi.

Kdyz tedy pro kazdou pozici v prohledavaném textu, na které konci né-
jaké hledané slovo, najdeme nejkratsi posloupnost, ktera tam konci a ktera
obsahuje vSechna hledana slova, bude mezi nimi urcité i ta nejkratsi, kterou
chceme najit. Nejkratsi vyhovujici posloupnost s danym koncem najdeme tak,
Ze se v textu podivame na predchozi vyskyty vSech hledanych slov. Pokud jsme
néjaké slovo v textu jesté nenasli, nemtze na dané pozici koncit hledana po-
sloupnost. V opac¢ném pripadé tady néjaka vyhovujici posloupnost konéi. Ze
vSech takovych chceme vybrat tu nejkratsi, coz udélame tak, Ze si pro kazdé
hledané slovo ur¢ime jeho posledni (ten, ktery je nejvic vpravo) vyskyt a z nich
vybereme ten, ktery je nejvic vlevo. Takto zjistime délku nejkratsi vyhovujici
posloupnosti s danym koncem. Priibézné si budeme pamatovat nejkratsi za-
tim nalezenou posloupnost, takze na konci algoritmu budeme znat tu tplné
nejkratsi, kterou hledame.

Staci nam tedy pamatovat si posledni vyskyt kazdého hledaného slova. Pro-
toZe potiebujeme Gasto zjistovat pozici nejlevéjsiho z t&chto vyskyti, hodilo by
se nam udrzovat je setiidéné podle jejich zacatkt. My ale prochazime vyskyty
podle jejich koncti, a museli bychom tak kazdy vyskyt znova zatfidovat. Opa-
kované zatfidovani je nutné proto, ze zacatky a konce vyskyti hledanych slov
mohou byt v jiném pofadi. Uvédomime si ale, ze takova situace nastane jediné
tehdy, pokud je jedno hledané slovo podietézcem druhého, napriklad mame ve
slovniku zaroven slova k1i& a paklicek. Jenze kdyz néjaka posloupnost obsa-
huje delsi slovo z takové dvojice, obsahuje urcité také kratsi z nich, a tedy toto
kratsi slovo miiZzeme ze slovniku odstranit a stejné ziskame stejny vysledek. (Jak
presné najit slova, ktera jsou podfetézcem jiného, si ukdzeme za chvili.) To ale
znamend, ze vyskyty maji stejné poradi, at uz je tfidime podle jejich zacatkt
nebo konci, a mizeme tedy pouzit spojovy seznam. Ten bude setfidény podle
pozice posledniho vyskytu pro kazdé slovo a vzdy, kdyz narazime na vyskyt
néjakého slova, pfesuneme jemu odpovidajici zdznam na konec seznamu, coz
zvlddneme v konstantnim case.
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Konecné se dostavame k samotnému vyhledavani slov. Timto tématem se
zabyva kuchaika 5. série 18. ro¢niku®, ktera je dostupna na webu mezi spoustou
jinych studijnich textd na adrese http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/18/cook5.html.
My z ni pouzijeme algoritmus Aho-Corasick, ktery upravime tak, jak je uvedeno
vyse, to znamena, Ze nebude vyhledavat slova, ktera jsou podfetézcem néjakého
jiného slova ve slovniku.

Zakladni myslenkou tohoto algoritmu je to, ze vzdy, kdyz mame nacte-
ny néjaky kus textu, tak si budeme pamatovat jeho nejdelsi konec, ktery je
také zacatkem néjakého z hledanych slov. Protoze takovychto zacatki neni
moc, predem si pro kazdy z nich spocitame, kam pujdeme dal, kdyz na vstupu
dostaneme néjaky znak. Vytvofime si orientovany graf (¥ikd se mu trie), ve kte-
rém vrcholy odpovidaji vSem pocatec¢nim podfetézctim hledanych slov, véetné
prazdného. Navic si budeme pamatovat, které podretézce odpovidaji hledanym
sloviim. Pokud maji dvé slova stejny néjaky zacatec¢ni podietézec, bude témto
podfetézcium odpovidat stejny vrchol. Z vrcholu, kterému odpovida néjaky re-
tézec, pak povedou hrany do vSech vrchold, kterym odpovidaji fetézce o jedna
delsi a pro které je tento Fetézec jejich zacatkem.

Trii postavime tak, Zze pro kazdé slovo zacneme ve vrcholu, ktery odpovida
prazdnému fetézci. DAl postupné ¢teme znaky slova. Pokud aktualni vrchol uz
ma hranu pro tento znak, tak po ni projdeme, jinak ji nasmérujeme na noveé
vytvoreny vrchol a stejnétak po ni pfejdeme. V obou piipadech pokracujeme
dalsim znakem. Nakonec si jesté u posledniho vrcholu poznac¢ime, ze tady konci
toto slovo.

Po vytvotfenych hranich mtZeme postupovat dopfedu (budeme jim proto
fikat dopfedné), pokud to jde, ale my se musime néjak vypofadat i se situaci, Ze
to nejde. To udélame tak, ze si u kazdého vrcholu budeme navic pamatovat jesté
tak zvanou zpétnou hranu. Ta povede do vrcholu, jehoz Fetézec je nejdelsim
moznym koncem fFetézce v tomto vrcholu. Pti vyhledavani pak vzdy zkusime
jit dopfedu po odpovidajici dopfedné hrané a pokud to nejde, tak pouzijeme
zpétnou hranu a cely postup opakujeme.

Jak ale zpétné hrany ur¢ime? Budeme postupovat od nejkratsich fetézca.
Prazdny fetézec je specialni pripad, u ného budou existovat dopfedné hrany pro
kazdy znak. Pokud neexistuje vrchol, kam by néjaka takova hrana mohla vést,
tak povede zpét do tohoto vrcholu. Z vrchold pro retézce délky jedna musi vést
zpétné hrany do vrcholu pro prazdny fetézec. Dale budeme u kazdého retézce
pocitat s tim, Ze zpétné hrany uz zname u vSech kratsich fetézcu. Pak cil zpétné
hrany pro tento vrchol ur¢ime stejné, jako bychom hledali nasledujici stav pro
posledni znak fetézce tohoto vrcholu, kdybychom postupovali z jeho rodice
(tj. jediného vrcholu, ze kterého sem vede dopfednd hrana) a pokud bychom

5 v reedici vydéana se 4. sérii
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nemohli jit do tohoto vrcholu. Pouzijeme pfi tom urcité zpétnou hranu rodice
a mozna i néjakych dalsich vrchold, ale o téch vime, Ze uz existuji.

Ted se jesté potiebujeme zbavit slov, kterd jsou podietézcem néjakého z hle-
danych slov. To provedeme ve dvou fazich. Jednak uz pfi stavéni trie se muze
stat, ze vytvarime syna vrcholu, ve kterém uz néjaké slovo kon¢i. Takové slovo
pak ale musi byt podfetézcem praveé pridavaného, takze si u tohoto vrcholu po-
znacime, Ze tam zadné slovo nekondi a tim se nam podafilo na néj zapomenout,
jak jsme chtéli. Druhou fazi budeme provadét pfi budovani zpétnych hran. Po-
kud vytvoifime zpétnou hranu do vrcholu, ve kterém kon¢i néjaké slovo, opét
plati, Ze musi byt podfetézcem néjakého slova, které prochézi timto vrcholem, a
tak jej musime zapomenout. Tim jsme docilili odstranéni vsech slov, u kterych
jsme to pozadovali.

Upraveny algoritmus Aho-Corasick mé ¢asovou slozitost O(S + T'), kde
S je soucet délek hledanych slov a T je délka prohledavaného textu. Musime
sice zpracovat kazdy vyskyt hledaného slova (kromé odstranénych), ale téch
je nejvyse tolik, kolik je znakt v prohleddvaném textu (pokud by na néjakém
znaku koncily dvé slova, tak musi jedno byt podietézcem druhého a takova
slova jsme z vyhledédvani odstranovali). Pamétova slozitost je O(S).

Celkova casova slozitost bude O(S + T'), protoze kazdy vyskyt hledaného
slova zvladneme zpracovat v konstantnim éase. Pamétova sloZitost je O(N +.5),
kde N je pocet hledanych slov.

Petr Onderka

22-1-7 Kdyz telefony pekly jazyk

Kazdy druhy

Princip je jednoduchy. Budeme ze vstupniho seznamu ukusovat od zac¢atku
po dvou prvcich. Z kazdého takového bloku (no, blocku) ddme do vystupu jen
ten druhy a rekurzivné nechame zpracovat zbytek.

Ve chvili, kdy jiz nebude k dispozici cely dvoublocek, tedy zbyva maximalné
jeden prvek, neni jiz co davat na vystup, tedy skonc¢ime.

Fibonacciho ¢isla

Prvni verze (fibslow) je jen pfepsanim definice ze zadani. V pfipadé ma-
Iych ¢isel pfimo vraci vysledek, u vétsich spocita dvé mensi ¢isla a vrati soucet.
Bohuzel, toto je pomalé — mé to slozitost O(2") — viz napiiklad kucharku
21. ro¢niku 5. série.

Inspirujeme se tedy kuchafkou a vyresime to tak, Ze budeme pocitat po-
stupné fibonacciho ¢isla od nejmensich postupné az k pozadovanému. Nové se
jednoduse spocita seCtenim dvou poslednich, ktera si pribézné pamatujeme.
Timto snizime ¢asovou slozitost na O(n).
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Myslenka zfejma, jak ale takovou véc napiseme, kdyz neni k dispozici zadny
cyklus? Inu, vSemocnd rekurze nés zachrani. V kazdém kroku spoéitdme jedno
dalsi ¢islo a rekurzi nechame spocitat ten zbytek. AZ budeme na spravném disle,
rekurzi zastavime a vratime vysledek.

Nakonec jen zbyva rekurzivni funkci s velkym poctem parametrit obalit
do nécéeho, co ma jen potfebny jeden, a je hotovo. Tato linearni verze se ve
vzorovém TeSeni nazyva fiblin. Rychlostni rozdil je mozné vyzkouset — jiz
napf. u 40 je rozdil vidét pouhym okem velmi zfetelné.

Existuje jesté vzorecek na spocitani n-tého Fibonacciho ¢isla,
mohli bychom ho pouzit a zvladnout to v logaritmickém ¢ase (mocni
se v ném). Obdobny trik pouZzivd mocnéni matic. Za takové feseni
byl maly bodovy bonus.

Prvodisla

Na hledéani prvocisel existuji dva jednoduché algoritmy — Eratosthenovo
sito a zkouset délit vSemi prvocisly do odmocniny. My pouzijeme druhy, protoze
nevime, jak velké bychom pottebovali sito.

Funkce prvo (verze s 3 parametry) plni funkci vnéjsiho cyklu — dokud nema
dostatek prvocisel, tak postupné zkousi jednotliva ¢isla a kdyz nejsou ni¢im
deélitelna, tak je pfidava na konec seznamu (aby zistal setfidény vzestupné —
coZ je vyhodné, nebof mnoho ¢isel je délitelnych malymi ¢isly a mitZzeme si
dovolit optimalizaci s odmocninou).

Kazdé ¢islo testuje funkci delitelne — ta zkousi, jestli zbytek po déleni
jednotlivymi prvocisly je nula. Skonci ve chvili, kdy jiz nejsou zadna prvocisla,
aktudlni prvocislo je vétsi nez odmocnina a nebo jsme nasli néjakého délitele.

Vsimnéte si, ze ve funkci prvo je pouzitd podminka za pomoci case a ne
when jako v ostatnich pfipadech. To proto, Ze when a if nedovoluji volat funkce
(kvili optimalizacim). Ti, ktefi si kéd vyzkousSeli, na takovou véc jisté prisli.

Pfi programovani néjakych realnych tloh se samoziejmé pouzi-
vaji rizné knihovny. Napiiklad v této tloze bychom si mohli usetf¥it

praci a nepsat funkci pridej, nebof takova se vyskytuje v modulu
lists a jmenuje se append.

Vzorovy program ndsleduje na dalsi strané.
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-module (vzorak) .
-export ([kazdydruhy/1, fibslow/1, fiblin/1, prvo/1]).

% === Kazdj druhy ===

kazdydruhy([1) -> [1; % Uz nic
kazdydruhy([_]1) -> [1; % Jen jeden, kazdj druhy z né&j taky nic
kazdydruhy([_, Druhy | Ocas]) -> [Druhy | kazdydruhy(Ocas)].

% === Fibonacciho &isla ===

% Pomald verze jen prepsanad ze zadani
fibslow(1l) -> 0;

fibslow(2) -> 1;

fibslow(N) -> fibslow(N - 1) + fibslow(N - 2).

% Rychlejsi verze, po¢itanad od nejmenSich

% fiblin(Posledni, Pozice, Toto, Minule):
% Posledni - kolikaté &islo chceme
% Pozice - kolikaté mame spolitané nyni
% Toto - &islo spo&itané na aktudlni pozici
% Minule - na pfedchézejici pozici
% JiZz mame spocitané spravné &islo, jen ho vratit
fiblin(Posledni, Pozice, Toto, _) when Posledni == Pozice -> Toto;
% Dostali jsme dvé minulad &isla, spo&itd aktudlni a posune se o pozici dal.
% Rekurzi pokraluje ve vypo&tu na dalSi pozici
fiblin(Posledni, Pozice, Toto, Minule) ->
fiblin(Posledni, Pozice + 1, Toto + Minule, Toto).

% Obal, kteryj spusti vlastni rekurzi s pocateénimi hodnotami
fiblin(1) -> 0;
£iblin(N) -> fiblin(N, 2, 1, 0).

% === Prvo&isla ===

% P¥ida na konec seznamu
pridej(Co, [1) -> [Col;
pridej(Co, [Hlava | Ocas]) -> [Hlava | pridej(Co, Ocas)].

% Ovéfi, jestli je &islo d&litelné
% delitelne(Testovane, Prvocisla)
% Testovane - které &islo zkousime
% Prvocisla - seznam prvo&isel menZich neZ Testovane, sefazené dle velikosti
% Dosly prvoéisla
delitelne(_, []) -> false;
% Uz jen vét3i neZ odmocnina - byvalo by tam muselo byt i néjaké mensi
delitelne(Testovane, [Nedelitel | _])
when Nedelitel * Nedelitel > Testovane -> false;
% Tohle d&li
delitelne(Testovane, [Delitel | _]) when Testovane rem Delitel == 0 -> true;
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% Ned&li, zkusime dalsi
delitelne(Testovane, [_ | Ocas]) -> delitelne(Testovane, Ocas).

% Testuje nova prvoéisla
% prvo(Zbyva, Testovane, Nalezena)
% Zbjva - kolik jich jedt& chybi
% Testovane - ktere testujeme nyni
% Nalezena - ta, ktera jiZz mame
% JiZz jich méme dostatek
prvo(0, _, Prvo) -> Prvo;
% Jest& né&jaka chybi. Je to aktudlni testované d&litelné?
prvo(Zbyva, Testovane, Prvo) -> case delitelne(Testovane, Prvo) of
% Je - zkusime né&jaké dalsi
true -> prvo(Zbyva, Testovane + 1, Prvo);
% Neni, pfipiSeme na konec prvoclisel
_ —> prvo(Zbyva - 1, Testovane + 1, pridej(Testovane, Prvo))
end.

==

prvo(N) -> prvo(N, 2, [1).

22-1-7

Obal rekurze, pusti s prazdnym seznamem prvocCisel a prvnim testovanym dvojkou
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22-2-1 Jednoznacny svét

Nejprve trochu o vypodetnim modelu — zadani nebylo v par vécech tupl-
né disledné, tak to nyni napravime. V tlohach s potencialné velkymi ¢isly na
vstupu, kde nas zajiméa hlavné pocet operaci s témito ¢isly, a ne az tak slozitost
jednotlivych operaci, se ¢asto pouzivd model s buitkami (integery) schopnymi
pojmout ¢isla maximélné konstanta-krat vétsi nez max{éislo na vstupu, délka
vstupu} (v naSem pfipadé povaZzujeme délku vstupu za délku periody + délku
aperiodického poc¢atku), o ¢emz byla v zaddni zminka. Pro kazdy vstup m4
tedy model jinou kapacitu (a¢ se to miize zdat divné, nasemu méfeni to vyho-
vuje vic), specidlné tedy nelze v programu kalkulovat s kapacitou proménnych
a maximalni ulozitelnou hodnotou jako s ¢isly, ¢i dokonce s pretecenim jako
s rozpoznatelnou udalosti — tyto terminy prosté nejsou v takovém slova smyslu
definovany. Nekonec¢nou vstupni posloupnost si lze predstavit jako funkci, jejiz
zavolani posune cestovatele na dalsi k¥izovatku a vrati jeji ¢islo. Ted uz ale
k fesSeni.

Hledéani smycky rozdélime na dvé faze: nejprve se do smycky musime dostat
a v8imnout si toho (smycka rozhodné nemusi prochézet prvni kiizovatkou), poté
zjistime jeji délku. Jak smycku najit? Predstavme si, ze cestovatel si obcas
zapamatuje Cislo néjaké kiizovatky. Pak bude néjakou dobu chodit, a dorazi-
li znovu na kfizovatku se zapamatovanym cislem, m4 jistotu, Ze je v periodé.
Pokud se mu to néjakou dobu nebude dafit, tak ono ¢islo zapomene, zapamatuje
si misto ného soucasnou kfizovatku a jde dal. Reknéme, ze prvni kiizovatku si
bude pamatovat jen 1 krok, dalsi 2, pak 4,8,16,...,2% ...

A jak urc¢it délku smycky? To je jiz snadné, je to pfesné pocet kroku od
posledniho zapamatovani k¥izovatky.

Pseudokdédem by postup vypadal takto (dal! bud funkce vracejici dalsi kfizo-
vatku):

kde_jsem_ted := d&al!
i:=1
j:=0
while ( pofad ):
kde_jsem_byl := kde_jsem_ted
while( j<i):
kde_jsem_ted := dal!

j:=3j+1
if ( kde_jsem_ted == kde_jsem_byl ):
return j
j:=0
1:=1x%2
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Timto postupem si cestovatel zapamatovava jiné kiizovatky vzdy po 2% kro-
cich, pfi¢emz k pocina na 0 a po kazdém netspéchu se zvétsi o jedna. Ukazme
nyni, Ze timto postupem periodu jisté najdeme. Bud z délka pocatecéniho tiseku
posloupnosti, ve kterém jesté perioda neni, a p délka periody. Ptred I-tym zapa-
matovanim néjaké kiizovatky urazi cestovatel Zzié 2m = 2! 1 krokt. Uvazme
nejmensi [ takové, ze 2! — 1 > z + p, tedy cestovatel si zapamatuje kiizovatku,
ktera uz je v periodé. Zaroveii je ale i 2! > p, tedy diive, neZ zapamatovanou
kfizovatku zapomene, znovu na ni narazi a pozna, ze je v periodé.

To, Ze cestovatel spravné uréi délku periody, je zjevné, perioda je definovana
jako vzdalenost dvou nejblizsich vyskyti libovolného prvku, coz je presné to,
co cestovatel odkrokuje.

Dle modelu popsaného v tvodu potiebujeme 4 pamétové buriky (nikdy
neukladdme ¢islo, jez by mohlo pfetéci), coz je asymptoticky optimalni.

Casova slozitost odpovida poc¢tu krokt. Ukdzali jsme, Ze staci 28 — 1 + 2!
kroki, kde [ je nejmensi, aby 2! — 1 > z + p. To znamen4, ze 2!=1 < z + p,
atedy 2! —1+4+20 < 241 = 4.2!=1 < 4. (2 +p). Pocet obéhnutych kiizovatek je
tedy ©(z + p) — opét jsme na asymptotickém optimu, nebot vstup jsme nuceni
Cisti sekvencné.

Vojtéch Tima

22-2-2 Zkouska

Pre zaciatok si dom predstavime ako graf, kde jednotlivé miestnosti st
vrcholy orientovaného grafu a hrana z vrcholu v do vrcholu u bude viest pra-
ve vtedy, ak sa z odpovedajicej miestnosti mdZeme dvermi dostat priamo do
druhej miestnosti. Dalej si pocet minci v miestnosti odpovedajiicej vrcholu v
nazvime hodnota vrchola v a ozna¢me h(v).

Ak sa v dome nenachddzaju miestnosti, kde sa d4 podvadzat, potom nas
graf m4 ta vlastnost, Ze je acyklicky (hrany veda len doprava a dole), a teda
kazdt miestnost modZeme navstivit len raz. VSimnime si, Ze kazd4 cesta v nasom
grafe zodpoveda validnej ceste po dome a naopak. Ulohou je teda néjst cestu
v nasom grafe z vrchola odpovedajiceho miestnosti (1,1) do vrchola (M, N),
na ktorej je sii¢et hodnoét vrcholov maximéalny.

Na vyriesenie tohto problému pouzijeme dynamické programovanie.

Ako to tak v dynamickom programovani chodi, na vyrieSenie celého pro-
blému sa pouziji rieSenia podproblémov. V nasom pripade buda podproblémy
zodpovedat odpovediam na otazku: ,,Aka je najdrahsia cesta z pociatoéného
vrchola do vrchola v7¢ Ozna¢me danti odpoved f(v). Pre v = poéiatoény vrchol
je zrejme f(v) = 1.

Druhy krok v dynamickom programovani je najdenie obecného rekurent-
ného vztahu medzi podproblémami. Teda hladdme vztah na vyjadrenie f(v),
ak uz vieme f pre nejaki mnozinu vrcholov.
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Hladany vztah je f(v) = max{f(u)|u vedie hrana do v}+h(v). Tento vztah
je korektny, pretoze kazda cesta, a teda aj ta najdrahsia, konciaca vo vrchole v,
musi pozostavat z cesty vedicej do nejakého vrchola, z ktorého vedie do v
hrana, plus posledny vrchol v.

Ak teda chceme vypocitat hodnotu f(v), musime vediet hodnotu f pre
vSetky vrcholy, z ktorych vedie do v hrana. Dolezité je uvedomit si, ze prave
acyklickost grafu ndm zaistuje to, %e nevznikne cyklické zavislost hodnot f.

Poslednym krokom v dynamickom programovani je implementacia odvo-
deného vztahu. T4 sa d& priamociaro vykonat implementaciou zisteného reku-
rentného vztahu pomocou rekurzie a memoizacie uz raz vypocitanych hodnot.

Pseudokod

f(v):
if v == po¢iatoény vrchol
then
return 1
if hodnota f(v) uz raz spoitana
then // rovno vratime hodnotu ktord sme uz
// raz spoitali
return f (v)
else // inak dani hodnotu spo&itame
f(v) =max { f(u) | z u vedie hranado v }
+h (v)
return f (v)

Pri¢om odpovedou na nds vstup je f(u), kde u je vrchol odpovedajici
miestnosti (M, N). Prdve memoizicia uz raz spo¢itanych hodnot nam zaistuje,
7e kazdd hodnotu f(v) spoéitame préve raz a celkovo pri tom vykondme line-
arne vela prace od velkosti grafu, pretoZze na kazdd hranu sa pozrieme prave
raz.

Takto vieme vyriesit tlohu, ak je graf acyklicky. Ak sa vSak v dome na-
chadzaju podvadzacie miestnosti, potom sa v nasom grafe nachidzaja cykly.
Vsimnime si, Zze ak sa v nasom grafe nachadza cyklus, potom ak sa dostaneme
v dome do miestnosti, ktorej odpovedajici vrchol patri do tohto cyklu, mézeme
sa dostat do v8etkych miestnosti na danom cykle a zase spif do danej miest-
nosti. Obecne mozeme povedat, ze vrcholy tvoriace cyklus st istym sposobom
ekvivalentné v tom zmysle, Ze ak sa dostaneme do ktoréhokolvek z nich, potom
moZeme navstivit vSetky vrcholy s nim na cykle a zase pokracovat z Iubovolné-
ho z nich. Takéto mnoziny vrcholov, z ktorych sa d& prechadzat z Tubovolného
vrchola do Tubovolného a zase spét, sa volaja silno-stvislé komponenty orien-
tovaného grafu.
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Viacej si o nich mézZete prec¢itat na Wikipedii,® rovnako aj o algoritme, ako
ich pre dany graf najst v ¢ase linedrnom od velkosti grafu.

Plati, Ze po navstiveni lubovolného vrcholu patriaceho do urditej silno-
stuvislej komponenty mozeme vyzbierat celt prislusni komponentu a zase po-
kradovat z Iubovolného vrcholu v nej obsiahnutom. Preto si mdzeme dovolit
kazdu silno-stivisla komponentu nahradif jedinym vrcholom s hodnotou rov-
nou sume hodnot vsetkych vrcholov patriacich do tejto komponenty.

Touto upravou sme dostali acyklicky graf, na ktorom pouzijeme algorit-
mus pre acyklické grafy, s tym rozdielom, Ze hladdme najdrahSiu cestu z vr-
cholu, ktory reprezentuje skontrahovana komponenta obsahujica pociatocny
vrchol (1,1), do vrcholu, ktory reprezentuje komponenta obsahujica cielovy
vrchol (M, N).

Rozbor casovej zlozZitosti

Treba si najskor uvedomit, ze nas graf ma M N vrcholov a kazdy vrchol mé
stupenl maximalne Styri, teda hran bude tiez O(M N). Po skonstruovani grafu
aplikujeme algoritmus na najdenie silno-stvislych komponent v ¢ase linearnom
od velkosti grafu, teda O(M N). Nésledne nahradime kazdd komponentu jed-
nym vrcholom, ¢im sa ndm velkost grafu uréite nezviicsi a nakoniec aplikujeme
algoritmus na néjdenie najdrahsej cesty v acyklickom grafe, ktory tiez bezi li-
nedrne. Celkova Casova zlozitost je teda O(MN). V paméti si budeme drzat
vstup a reprezentaciu grafu, pamétfova zlozitost je preto tiez O(MN).

Peter Ondriska

22-2-3 KruzZnice

Jednoduchy piistup, o ktery se pokousela valné vétsina z desitky zaslanych
feSeni, spociva v tom, Ze se podivame pro kazdou trojici boda, jakou kruznici
opsanou trojuhelnik nad témito body urcuje, a pro kazdy z dalSich bodu si
ovétime, nachdzi-li se na této kruznici. Néco takového bude trvat O(N?) a
zabere O(N) paméti.

Samoziejmé je potifeba si rozmyslet, jak najit stfed kruznice opsané: fese-
nim je soustava dvou rovnic o dvou neznamych, které snadno vyjadiime z ana-
lytickych predpisi pro rovnice os dvou stran daného trojihelnika. Zvlastnim
pfipadem tu bude stav, kdy t¥i vysSetfované body lezi na jedné piimce, ten
miZeme zapomenout.

Hez¢i feseni tkvi ve vyuziti vlastnosti obvodového thlu: zafixujeme-li si
usecku AB (pro kazdé dva body A, B), miizeme se pro kazdy dalsi bod C ptét,
pod jakym thlem tuto tse¢ku AB vidi. Pokud néjaké dva C;, Cs koukaji pod
stejnym thlem (a ze stejné strany!), museji se nachazet na spolecné kruznici
s AB.

6 http://en.wikipedia.org/wiki/Strongly_connected_component
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Kdyz si zaroven vzpomeneme na dilezitou vlastnost standardniho skalarni-
ho souéinu v euklidovské roving, totiz ze cosa = u-v/(|u| - |v|), ziskdme snadno
dobry néastoj, jak ,koukéani pod stejnym thlem*“ testovat: staci porovnavat ko-
siny vypo¢itané pro vektory CA a CB.

Jak spocitat, kolik se pod jednim thlem divd bodi? MuZeme to Tesit tre-
ba tak, Ze si naméfené thly (tedy kosiny) sefadime podle velikosti (v ¢ase
O(N log N)), naceZ je projdeme a napoéitame shodné veli¢iny — uZ je mame
vedle sebe. Tim ziskdme algoritmus ¢asové slozitosti O(N?3log N) pii prostoru
O(N).

Druhou moznosti, kterd se nabizi, je vyuzit heSovani. To nabizi ubiti loga-
ritmu za cenu toho, ze se tak stane jen v primérném ptipadé. V zavislosti na
pouzitém algoritmu se nam totiz pfi heSovani redlnych ¢isel snadno miize stat,
ze TeSeni kolizi u nevhodného vstupu zabere linearni cas.

Lukds Lansky

22-2-4 Billboard

Oznacme si délky vzoru A a B. Pak si o¢islujeme vagény ve vzorech tak,
ze vzdy v k-tém kroku budou na pfejezdu vagény s ¢islem k. To ocislovani je
pro prvni vlak (0,1,2,...,A — 1) a pro druhy vlak (0,B—1,B —2,...,2,1),
ale protoze se vzor periodicky opakuje, bude na kazdém vagdénu prvniho vlaku
kromé néjakého i také i + A a analogicky na kazdém vagénu druhého vlaku
kromé néjakého j také j + B.

Praktictéjsi je, kdyZz muzeme pole indexovat ¢islem vagénu, takze si druhy
vzor preskldddme v ©(B) na (0, 1,2, ..., B—1).

Nyni tedy vime, ze v k-tém kroku bude na pfejezdu vagén prvniho vlaku
s Cislem k£ mod A a vagdn s ¢islem k mod B. ProtoZe méame jen konecné
moznosti setkani, ale nekone¢né setkani samotnych, musi se v jednu chvili setkat
znovu tytéz vagény a od té chvile se bude situace periodicky opakovat, protoze
mame periodické zadani. Kdy to bude poprvé?

V takovou chvili musi uréité platit, ze k — p = k (modA) a k —p =
=k (mod B)". Pak tedy p = 0 (mod A) a p = 0 (mod B), neboli p je délitelné
jak A, tak B. Nejmensi ¢islo, které toto spliuje, je nejmensi spole¢ny nasobek
A a B. Snadno pak ovérime, ze poprvé se situace musi opakovat ve chvili, kdy
se znovu setkaji vagény s ¢isly 0.

Pokud jsou A a B nesoudélnd, neni skoro co fesit. Plati totiz Cinska zbyt-
kova véta, ktera rika, ze kdyz mam k po dvou nesoudélnych ¢isel z1, zo, .. ., Tk,
pak kdyz si vyberu jakékoli celo¢iselné zbytky mq,mo, ..., mg: 0 < m; < x;
pro vSechna i, pak existuje pravé jedno ¢islo C takové, ze C' = m; (mod z;) pro
vSechnaia 0< C <ziz9...71 — 1.

" z =y (mod 2) znamen4 ,x a y dava stejny zbytek po déleni z*
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Podle této véty (pro k = 2) se tedy mezi nulou a AB — 1 potkd kazdd
dvojice vagéni praveé jednou. Takze staci spocitat pomér poctu vsech dvojic
nizkych vagént ku poc¢tu vSech vagénil a mame vyhrano.

Kdyz jsou soudélna, neplati Cinské zbytkova véta. To ale miizeme jedno-
duse obejit. Oznacéme si A = ad a B = bd, kde d je jejich nejvétsi spoleény
délitel. Pak uz jsou a a b nesoudélna. V k-tém kroku mame tedy vagon s Cis-
lem k& mod da a k mod db. Kdyz ale spocitam zbytek po déleni téchto cisel
délitelem d, zjistim, Ze je stejny.

Rozdélime si tedy kazdy vlak na d podvlaki, Podvlak A; bude obsahovat
vSechny vagdny z A, jejichz ¢isla davaji po déleni d zbytek 7, podobné podvlak
B;. Kazdy vagon podvlaku A; urcité potkd kazdy vagén podvlaku B; a Zadny
z jiného podvlaku.

Ted staci tlohu vyftesit nezavisle pro kazdy z d podvlaki (nesoudélnych
délek), secist dohromady podet setkéni v kazdém podvlaku a vydélit poétem
setkani celkem. Pro kazdy podvlak probéhne ab setkani, podvlaka je celkem d,
coz déva dohromady abd — nejmensi spoleény nésobek A a B. Tedy kazdé
setkani probéhne opravdu pravé jednou.

Casovéa slozitost algoritmu je O(A + B), protoze na kazdy vagén se po-
divam pravé jednou. Rychleji to nejde — musim alesponn pfecist cely vstup.
Kdybych dostal vstup jako seznam pozic nizkych vagdéni, mohl bych se dostat
na O(An + By), kde Ax a By jsou poéty nizkych vagén ve vlacich, nicméné
pro vlak, ktery by sestaval z mnoha nizkych vagént a jednoho vysokého, do-
jdeme zase asymptoticky k O(A + B). Paméti mi staci O(A + B) na uloZeni
vstupu a na ostatni jen konstatné mnoho.

Jan ,Moskyt“ Matéjka

22-2-5 Pruzinky

Hodné z véas hraje Pruzinky natolik rado, ze jste hru nechali hrat i svij
program. Nejjednodussi bylo si v poli o kazdém hraci pamatovat, ktery z nich
je jesté ve hie a ktery jiz ne. Pfi vypocCtu slozitosti nesmite zapomenout, ze ke
konci miZete projit skoro vSechny hrace, nez narazite na néjakého hrajiciho.
Pokud si ozna¢ime H pocet hracha a S délka slova, vyjde tedy Casova slozitost
O(H?S) — provedeme H kol hry, v kazdém fekneme S pismenek a pro kazdé
z nich presko¢ime az H hraci, nez najdeme dalsiho hrajiciho. To jde zrychlit na
O(H?), kdyz hrade, ktery vypadne, rovnou odstranime z pole — hrajeme H kol,
v kazdém v konstantnim case najdeme, kdo vypadne, ale pak potfebujeme cas
O(H) na ,setfepani“ pole. Pokud misto pole pouzijeme seznam, zvlddneme
hrace odstranit v konstantnim case, ale zato musime skdkat po jednom hraci,
takze jedno kolo trva O(S) a celd hra O(HS).

Rychlejsi algoritmus ziskdme, kdyz se zamyslime nad rekurentnim vzorcem
pro nalezeni vitéze. Necht F'(H, S) fik4, ktery z H hract vyhraje (hrace budeme
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¢islovat od 0 do H — 1, abychom mohli poéitat modulo H). F(1,5) je zjevné 0.
Pokud H > 1, vypadne v prvnim kole hra¢ S mod H, a pak bude hra vypadat
podobné jako hra F(H — 1,5), jen s tim rozdilem, Ze neza¢indme hracem 0,
nybrz S. A jelikoZ jsme posunuli o S (modulo H) zacétek hry, musi se tplné
stejné posunout i konec. Dostaneme tedy vzorec

F(H,S)=(F(H-1,5)+S) mod H.
Podle tohoto vzorce Ize uz v linedarnim case vitéze dopocitat:

int main(void) {

int i, H, S;

int vitez=0;

scanf ("%d%d", &H, &S);

for (i=2;i<=H;i++)
vitez=(vitez+S)%i;

printf ("%d\n", vitez+1);

return O;

3

Pojdme zkusit algoritmus jesté trochu zrychlit. Pokud je S vyrazné mensi
@ nez H, hra se ze zac¢atku chova docela pravidelné: prvnich k = | H/S| kol
se hra¢i nebudou opakovat, takze vypadnou ti s €isly 0,5,25,...,(k — 1)S.
Tim jsme hru prevedli na néjakou s H — k hraci, jen tentokrat neni pouze
posunutd o S kroku, ale navic ,prostrkand“ jednotlivymi vypadlymi hradi.
Abychom spoéitali, jak, ozna¢me f = F(H — k,S) a z=H — kS = H mod S
(vysledek mensi hry a pocet hraci, ktefi si v prvnich k kolech nezahrali). Pokud
f < z, bude vysledek mensi hry leZzet v poslednich z hréacich té vétsi a pouze
jej posuneme: F(H,S) = (f + kS) mod H. V opa¢ném piipadé bude lezet
na (f — z)-té pozici od pocatku, ovSem musime pfeskakovat hrace, ktefi uz
vypadli — podivame se, do které (S —1)-tice mezi 0, 5,25, ... pozice f —z padla
a pri¢teme patfi¢ny pocet vypadlych hraca:

F(H,S)=(f+kS+[(f—2)/(S—1)]) mod H.

Jak moc tato tprava pomize? Dokud H > S, vypadne v kazdé iteraci
algoritmu pfiblizné jedna S-tina hrict, takze se H zmensi na (1 — 1/S)H.
Velikost hry tedy klesd exponencidlné, a proto iteraci bude O(logg/(s_1) H)-
Jakmile ovSem H klesne pod S, nebude novy algoritmus o nic lepsi nez stary
a dohrajeme v ¢ase O(S). Celkova slozitost je tedy O(S + logg,(s_1) H).

Pokud si navic vzpomeneme, Ze log, b = loga/logb a Ze pro malé ¢ > 0
plati log(1 4 ¢) =~ ¢, mizeme odhad sloZitosti upravit na:

O(S +log H/ log(S/(S —1))) =
=0O(S+1logH/log(1+1/(S—1))) =
=0(S+ SlogH) = O(Slog H)
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(‘~’ neni ‘=, ale rozdil se schova do O-¢ka). Zrychleny algoritmus je tedy pro
velkd H vyhodné;jsi.

(Mimochodem, pro S = 2 byla naSe Gloha zndmé uz v antickych dobéch,
konkrétné od historika Josepha Flavia. Tato konkrétni varianta ma moc pékné
feseni pomoci dvojkovych zapisi ¢isel. Zkuste se Wikipedie zeptat na ,,Josephus
Problem.“)

Martin Mares & Jitka Novotnd

22-2-6 Otazka

Ackoli se ostfileni programéatoii na prohledéavani do sitky divaji trochu
s despektem, pravdou je, ze i dobré BFS (jak se mu zkricené anglicky —
Breadth-First Search — iika) si obéas zaslouzi procvi¢it. Uloha s magickym
obdélnikem stagcila fesit pravé timto algoritmem. Stavi je sice skuteéné mnoho
(exponencidlné k velikosti obdélniku) a nas algoritmus by v nejhorsim piipadé
musel projit vSechny, ale pro 8 to zas tolik nevadilo, nebot 8! je relativné malé
¢islo.

Algoritmus pracuje tak, Ze postupné prochazi od startovniho obdélniku
vSechny obdélniky, které z néj mizeme vytvofit pomoci povolenych transfor-
maci, a ukladd si nové pozice. Jakmile zjisti, Ze v dané ,hladiné“ (mnozina
v8ech obdélniki, které jde vytvofit pomoci k operaci) se jesté hledany obdélnik
nenachézi, prohleda postupné celou dalsi hladinu.

K prohledavani celé jedné hladiny do sirky se pouziva datova struktura,
tzv. fronta (seznam prvkid, kde kdo diiv pfijde, ten di¥iv mele a odchézi) a
dovolili jsme si vyuzit jiz zavedenou implementaci v C++. Pokud byste se radi
dozvédéli vice o prohledavani do $itky a préaci front, nahlédnéte do naseho textu
,Recepty z programatorské kucharky“, sekce ,,Grafy*, které najdete mimo jiné
na nasich webovych strankach.

Jako u dalsich prfiklada s BFS, i zde bylo tfeba si pamatovat, které permu-
tace jsme uz probrali. Jinak bychom pfilis ¢asto hledali tam, kde uz jsme byli,
coz by nasi zavodni Zelvu zpomalilo na rychlost obycejné zelvy.

Maly zadrhel tkvél v tom, ze 8! moznosti si musime zapamatovat alespon
trochu chytre, jinak se ndm vSechny probrané permutace do paméti nevejdou.
Nejlépe tak, aby se vesly do jednoho integeru. 8! = 40320, to by se rozhodné
mélo vejit. Jakou zvolit metodu, abychom umeéli ¢islo rychle prelozit na stan-
dardni reprezentaci obdélniku = permutaci?

Metoda Céckového vousace

Znalce Cécka, C++, C# a sbératelé Cécek hned napadne ulozit si celou
permutaci do jednoho integeru pomoci bitového kédovani. Pro zakédovani cisel
od 0 do 7 vCetné ndm postaci log, 8 = 3 bity, v jednom integeru mame bohatych
32 bitd, coz je o 8 vice, nez potfebujeme. K jednotlivym bitim se mizeme dostat
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pomoci operace ,,x modulo 8¢, ktera vrati zbytek po déleni osmi, ¢ili posledni
t¥i bity daného éisla x. V Cécku bychom napsali x % 8;.

Jakmile precteme prvni t¥i bity z x, £ mizeme ,ofiznout® o posledni tii
bity pomoci operace ,right shift“.To znamend, ze prvni t¥i ¢islice (zprava)
v bindrnim zapisu smazeme, a aby to opét bylo platné ¢islo, tak zleva doplnime
nulami. Cislo 101010 se posunem o 3 doprava zméni na 000101. V Cécku tuto
operaci zapisujeme jako x >> 3;.

Metoda scitajiciho Pascalisty

Co délat, kdyz se nam takto nizkourovinioveé s ¢isly pracovat nechce, nebo
to nas jazyk (napiiklad Pascal®) piilis nepodporuje? Nezbjva, nez si vymyslet
jinou metodu.

Jedna z metod, kterou pouzivdme ve vzorovém fesSeni, je zalozena na kla-
sickém principu: pri¢teme 7! tolikrat, které ¢islo chceme zapsat, a pro ziskani
puvodniho ¢isla na i-té pozici jen podélime zakédované Cislo spravnym fakto-
prvni ¢len zakédujeme ndsobkem 7! = 5040 a poslednim 0! = 1. Rovnéz si bude-
me uchovévat ¢isla o jedno mensi, nez jsou, usetii to pamét — nulu si pamatovat
nepotfebujeme.

Avsak pozor! Kdyby naptiklad na paté pozici bylo ¢islo 8, mohli bychom
nesikovné zakédovat osmicku jako 7-3! = 42 > 24 = 4!, a to by pokazilo
rozlusténi ¢isla zpét na permutaci. Proto si pomiZzeme snadnym pozorovanim:
Pro prvni ¢islo, ndsobek 7!, tento problém nenastane, a pro kazdé dalsi (p-té)
¢islo x pricitdm (8 — p)! jen tolikrét, kolikrat v seznamu ¢isel 1..8 sdhnu na
doposud v zadané permutaci nepouzita ¢isla, nez dojdu k ¢islu x.

Ukéazeme si to na prikladu: pokud nyni mame v permutaci na 5. pozici 8 a
vime, ze obdélnik zaéina [4,5, 3, 7], spocitame si, Ze seznam dosud nepouzitych
Cisel je [1,2,6, 8] a pFic¢teme 3-3! < 4! (nebot osmicka je v tomto seznamu tfeti,
indexujeme-li tisporné od nuly). A méme naséitano!

Martin Béhm € Martin ,Bobrik“ Krulis € CodEz

22-2-7 Sto oslu umotrilo nic

Producent a konzument se skladistém
Toto se, kupodivu, sklada ze t¥i ¢asti — producent, konzument a skladisté.
Producent je docela jednoduchy. Vyprodukuje jeden kousek dat a odesle
ho do skladisté. Kdyz dostane dorucenku, vyprodukuje dalsi a zase odesle.
Konzument funguje v jistém smyslu opacné. Posle do skladu pozadavek, Ze
chce data, a pocka, az ptrijdou. Poté je zpracuje a posle novy pozadavek.

8 Vétsina implementaci Pascalu bitové operace podporuje, ale syntaxi se mo-
hou lisit.
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Nejslozitéjsi ¢ast je vlastni skladisté. Kdyby bylo nekonecné a mélo uz
nekone¢né mnoho dat ulozenych, tak budeme jen vytizovat pozadavky o nova
data (odesleme je a znovu ¢ekdme na pozadavek) a pozadavky o zafazeni dat
(pFiddme a odesleme dorucenku).

Potfebujeme ale osetfit pripady, kdy jsme bud dplné plni, nebo tuplné
prazdni. To udélame tak, ze v dobé, kdy jsme plni, nebudeme zpravy s no-
vymi daty pfijimat (pomoci when) a data pockaji ve fronté zprav. Proto bude
v té dobé ¢ekat i producent a nic produkovat nebude — nedostal doru¢enku. Ob-
dobné, kdyz nebudeme mit zadna data, nebudeme piijimat pozadavky o data
a ty pockaji do doby, nez néjaka data prijdou.

Vsimnéme si, ze skladisté (v ukdzkovém vzordku se jmenuje buffer) si
nikde nepamatuje, koho obsluhuje. Vzdy méa jeho PID ve zpravé, to rovnou
obslouzi (a nebo i s PID pocka ve fronté zprav) a zase ho zapomene. TakZe
nam funguje i v pfipadé, Ze konzumentt ¢i producenti je jiny pocet nez 1.

-module (produ) .

-export ([buffer/1, bufferInterni/3, producent/2, producentInterni/2,
konzument/2, konzumentInterni/2]).

-import (lists).

bufferInterni(Volno, Mame, Sklad) ->
receive
% Vyda data, ale jen kdyZz n&jakd jsou
{vydej, Komu} when Mame > 0 ->
[Prvni | Zbytek] = Sklad,
Komu ! {data, Prvnil},
bufferInterni(Volno + 1, Mame - 1, Zbytek);
% Pfijme data, ale jen kdyZz se vejdou
{pridej, 0d, Data} when Volno > 0 —>
0d ! prijato,
bufferInterni(Volno - 1, Mame + 1, lists:append(Sklad, [Datal))
end.
buffer(Velikost) -> spawn(produ, bufferInterni, [Velikost, 0, [11).
producentInterni(Buffer, Produkuj) ->
% Udélame data a odeSleme
Buffer ! {pridej, self(), Produkuj()},
% A az nam je p¥ijmou, udélame dal3i
receive prijato -> producentInterni(Buffer, Produkuj) end.
producent (Buffer, Produkuj) -> spawn(produ, producentInterni, [Buffer, Produkujl).
konzumentInterni(Buffer, Konzumuj) ->
Buffer ! {vydej, self()},
receive {data, Data} ->
Konzumuj (Data),
konzumentInterni(Buffer, Konzumuj)
end.
konzument (Buffer, Konzumuj) -> spawn(produ, konzumentInterni, [Buffer, Konzumujl).
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Balené funkce

Tato tloha byla vice na pozorné cteni nez na programovani. Pouzijeme
lambda funkci a uvnitf si tu opravdovou funkci zavolame i s parametrem:

producent (Skladiste, fun() -> generuj(42) end) .

Samoziejmé, jeji parametr nemusi byt konstanta, mize to byt cokoliv, co
je k dispozici v tomto misté kédu.

Mnoho z fesitelti chtélo pridavat novy parametr do ptivodniho rozhrani. To
ovSem neni feSeni dané tlohy (kromé toho, Ze je to silné nepohodlné, pfepsat
celé vnitfnosti kvili zméné poctu parametrt), protoze pozaduje dostat funkci
s parametrem do stavajiciho rozhrani.

Centrum prace

Napred si popiseme, jaké vlastné ma modul rozhrani. K pouziti jsou tu
dvé funkce (ostatni jsou exportované jen proto, aby se daly pfedat do spawn):
start a pracant.

Kdyz spustime start, tak ndm vrati dvojici. Prvni prvek je funkce, ktera,
kdyz se ji preda néjaka funkce, tak ji preda do centra prace jako ukol. Druhy
prvek je PID centra prace.

Druhé funkce, pracant, spousti pracanta. Ten potfebuje znat PID centra
a zacne vykonavat ¢innosti, které mu centrum posle.

Nyni, jak funguje funkce na zadani prace? Jen vezme parametr a centru
posle zpravu obsahujici pfedanou funkei (je vytvofena nova funkce pro kazdé
PID centra, nese si ho s sebou).

Pracant hned po startu posle centru zpravu, ze by rad dostal néjakou praci,
a k ni pfilozi své PID. KdyZ mu prijde odpovéd, spusti funkci, kterd v ni byla.
A potom vSe opakuje — opét posle zadost o novou préaci a az prijde, tak ji
vykona.

Nakonec zde mame vlastni centrum prace. Mohli bychom si pamatovat
pracanty a jednotlivé tikoly. Ale to by bylo pracné a délat to nebudeme. Radéji
budeme fungovat tak, Ze vzdy piijmeme jeden tkol, pfijmeme jednoho pracanta
a tomu kol pridélime.

Jak je mozné, Ze tohle funguje? Jednoduse, fronta zprav si za nis pamatuje
vse potrebné. Kdyz mame k dispozici jak pracanty, tak tkoly, tak je prosté
vybirame z fronty a praci pridélujeme. Pokud se ndm jednéch z nich nedostava,
pak nemd cenu ty druhé vybirat z fronty a nékde si je shromazdovat, stejné
musime s pridélenim cekat.

A nakonec, jaka chyba se &asto vyskytovala? Ze rozhrani bylo navrzené
zcela nesmyslné. Tedy, byl néjaky ,,generator prace®, ktery centrum plnil zcela
zbyte¢nou praci (nebo, v lepsim piipadé, k zadani nové prace bylo potieba
udélat generator, ten vygeneroval jednu praci a skoncil). Toto ale nejen Ze
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pfidavalo novou (nesmyslnou) praci, ale také si ji to vymyslelo, coz je kromé

toho, ze je to nepohodlné, vice méné v nesouladu se zadanim.

-module (prace) .
-export([start/0, prace/1, pracant/1, pracantInterni/1]).

pridej(Stare, Novy) -> prace(lists:append(Stare, [Novyl)).

% Kdyz né&jakou praci mame
prace([Ukol|Zbylel) -> receive
% Tak dame praci komukoliv, kdo si Fekne
{dejPraci, Pid} ->
Pid ! {prace, Ukol},
% A potrad dokola
prace(Zbyle) ;
{ukol, Novy} ->
% Pfidame a zkusime zpracovat
pridej ([Ukol|Zbylel, Novy)
end;
% Kdyz zadna prace neni, tak jen p¥ijimame
prace([]) -> receive {ukol, Novy} -> pridej([], Novy) end.

pracantInterni(Centrum) ->
Centrum ! {dejPraci, self()},
receive {prace, Ukol} ->
Ukol(),
pracantInterni(Centrum)
end.

pracant (Centrum) -> spawn(prace, pracantInterni, [Centrum]).
start() ->

Pid = spawn(prace, prace, [[]]),
{fun(Ukol) -> Pid ! {ukol, Ukol} end, Pid}.
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22-3-1 FaleSna mince

Nad tlohou budeme uvazovat trochu pozpatku. Co nam asi muze fict 1ékar-
nik? Z kazdého vazeni mohou pfijit t¥i riizné vystupy. Budto se vahy naklonily
vlevo, nebo vpravo, nebo ztistaly v rovnovaze. Tedy mame celkem 3% moznych
odpovédi pro K vazeni. Kdybychom védéli, Ze mince je BUNO (bez tjmy na
obecnosti) lehéi, pak mame naprosto trividlni situaci. Podivame se, kterd mince
byla na vsech miskach, které byly prohlaseny za ,lehc¢i“, a nebyla na zadnych
jingch. Umime zvazit 3% minci a finito.

Nicméné my vime jen to, Ze mince je rizné hmotnosti, a tedy musime
uvazit ob& moznosti. Nalezneme minci, ktera byla budto na vSech lehéich, nebo
na vSech tézsich miskdch a pfi rovnovaznych vazenich lezela stranou. Tedy
sestavime takovou sadu vazeni, aby se toto dalo jednoznac¢né urcit. Uvédomme
si vSak, jak se lisi vysledky pro stejnou minci falesnou, ovSem jednou lehéi a
jednou té&z8i — vysledek kazdého vazeni se prosté obrati (a vznikne inverzni
vysledek) s vyjimkou pfipadu, kdy byly vahy vzdy v rovnovéze, ten je inverzni
sam sobé — a tedy mizeme urcit maximalni pocet minci, které umime zvazit
K vézenimi, na (3% + 1)/2.

Kazdé minci tedy mtzeme prifadit jeden fetézec znakti <=>, znamenaji-
cich ,leva strana je leh¢i“, ,vahy jsou v rovnovaze“, ,prava strana je lehci“.
7 kazdého mizeme ziskat jemu inverzni vzajemnym nahrazenim znakd <>.

Takovy fetézec také rika, jak ve kterém vazeni mince figuruje. Jsou-li vahy
v rovnovaze, zjevné na nich fale$na mince zrovna neni, jinak se nachéazi na jedné
z misek. Uvazme tedy i-té vazeni: Existuje pravé 2-3% 1 riznych fetézct délky
K majicich na i-tém misté < nebo >. Z nich ale pravé polovinu vyskrtame — jsou
v nich totiz samé dvojice dudlnich fetézcu. Takze na dvé misky v i-tém vazeni
pottfebujeme rozmistit 3%~ minci, to ale neni mozné (neumime nedestruktivné
rozdélit lichy pocéet minci na poloviny) — jeden Fetézec zjevné nevyuZijeme, a
tedy neumime zvazit (3% + 1)/2 minc, ale jen (3% — 1)/2 minci.

Nyni prichéazi nejtézsi kol — jak zkonstruovat rozlozeni minci na vahy. Pro
N =1 si muzeme byt jisti, ze ta mince, kterou drzime v ruce, je falesna. Pro
N = 2 to naopak urcit viilbec nelze. Pro ostatni N vytvorime N fetézcu délky
K ze znaku <=> tak, ze pro kazdou pozici ¢ € {1... K} bude platit, Ze existuje
stejny pocet Fetézcll majicich na i-té pozici < jako pocet Fetézci majicich na
i-té pozici > (déle oznacduji jako Podminka). Pak jednoduse rozlozim mince na
vahy pri jednotlivych vazenich tak, ze pfi < polozim minci na levou misku, pri
> na pravou a pii = odlozim stranou.

Priklad: vazeni pro N = 4 se da zapsat jako 1--2, 2--3, ale také jako
My = {<=, ><, =>, ==}, coz pak precteme jako pfedpis: ,,Prvni minci poloz
pfi prvnim vazeni na levou misku a pfi druhém ji odloz stranou; druhou minci
poloz pfi prvnim vazeni na pravou misku a pfi druhém na levou; tfeti minci
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nejdfive odloz stranou a pifi druhém vézeni poloz na pravou misku a ¢tvrta
mince nechf se vah ani nedotkne.“

Zkonstruujme nejprve rozlozeni pro N = Nx = (3% —1)/2 a z nich potom
vSechna ostatni rozlozeni. To udélame rekurentné — konstrukei z predchoziho.
Pro K = 2, Ny = 4 mame predchozi priklad. VS§imnéme si, Ze v ném neni
fetézec <<. Lze jednoduse ukazat, ze Nx 1 = 3Nk + 1. Vezméme tedy mnozinu

Mpy,, odstranime z ni fetézec ==...= a do mnoziny My, , ji vloZime tiikrat
— jednou ke vSem Fetézcim piridame na zacatek <, jednou > a jednou =. Chybi
nam jests 4 fFetézce: trojice =>>>...>, ><<<...<, <===,..= a ,odloZen mince*

===...==. Je jednoduse ov¢fitelné, ze mnozina My, spliuje Podminku a
zaroven neobsahuje Fetézec <<<<...<<.

Nakonec si jesté rozmyslete, ze z kazdé takto zkonstruované mnoziny lze
vyskrtnout spravny pocet fetézci, abychom ziskali My, pro vSechna N s vyjim-
kou N = 2. Jde totiz rozdélit My, na trojice spliiujici Podminku: Oznacime-li
v My, _, néjakou existujici trojici retézct jako A, B, C, tak v My, mame
nésledujici trojice: (<A, =B, >C), (=A, >B, <C), (>A, <B, =C). Zbytek je jedna
trojice a ,,odlozena mince“.

Tedy pokud potfebuju My pro N = N — 3, tak odstranim ¢ trojic, pro
N = Nk — (3¢ + 1) odstranim ¢ trojic a ,,odloZenou minci“. Zbyva podly trik
podle Mirka Olsaka (diky!) pro N = Ng — (3¢ + 2): Z Tetézci =<<<<...<<=,
<>>>. . >>= =<<<. .. K<< udélam Tetézec <<<<...<<, ktery v My, nebyl, ¢imz
jsem se zbavil dvou Fetézcti, a nasledné jesté odstranim ¢ dalsich trojic.

A tedy pocet vazeni, které potiebujeme k urceni falesné mince z mnoziny
N minci, je roven K = [logsz(2N)].

Jan ,Moskyt“ Matéjka

22-3-2 Détska hra

Jednalo se o grafovou ulohu. Déti predstavuji vrcholy, a pokud méa dité
u chytat dité v, pak existuje hrana (u,v). Dité d se miZze dostat do pozice,
kdy by muselo chytat samo sebe, pouze v ptipadé, ze vrchol d lezi na kruznici.
Z kazdého vrcholu vede pravé jedna hrana, takZe pocet vrcholii (n) je roven
po¢tu hran (m). Diky tomu vime, Ze v kazdé komponenté je pravé jeden cyklus.
Pokud m = n — 1, tak je graf stromem (kazdy vrchol kromé kofene je zavé-
Sen jednou hranou ke svému predkovi). Pokud pfiddme n-tou hranu, tak nam
vznikne kruznice.

KruZnice budeme hledat prohledavanim do hloubky. V kazdé fazi si vybe-
reme vrchol x, ktery jsme jesté neprosli, a spoustime prohledavani z néj. U kaz-
dého vrcholu si znaéime ,¢as* prvniho pfichodu (napi. ¢islo faze) in(vrchol).
Postupujeme po hranédch, dokud nenarazime na hranu (u,v), kterd vede do
prozkoumaného vrcholu v. Pokud je ¢as pfichodu do v mensi nez ¢as prichodu
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do x, tak jsme se jen dostali k jiz prozkoumané ¢asti grafu, v opacném pripadé
jsme nalezli kruznici délky in(u) + 1 — in(v). Poznacime si délku nalezeného
cyklu a pokracujeme dalsi fazi, dokud existuji neprozkoumané vrcholy. Nako-
nec jsou vSechny vrcholy navstivené a vysledny pocet déti, které mohou chytat
samy sebe, je souctem nalezenych cyklu.

P1i prochazeni navstivime kazdy vrchol pravé jednou a jesté jedenkrat se
do néj mizeme podivat, pokud lezi na cyklu, anebo na cesté, kterou jsme zacali
prochézet az od néj. Casova slozitost tedy je O(n), pamétova slozitost je taktéz
O(n) - pro kazdy vrchol si pamatujeme jeho néslednika.

David Marek

22-3-3 Kuryrni sluzba

Na prvni pohled je vidét, ze tloha je grafova, mésta tvori vrcholy a kuryti
orientované grafy (komu nic tyto pojmy nefikaji, doporucuji preéist kuchaiku
o grafech na nasich strankach). Podet mést (vrcholti) si ozna¢ime N a pocet
kuryra (hran) M. O husitském orientovaném grafu chceme zjistit, zdali existuje
cesta mezi kazdymi dvéma vrcholy alespoii jednim smérem, tedy z A do B nebo
z B do A pro kazdé dva vrcholy A a B. Takovy graf se nazyva polosouvisly.

To bude urcité Floyd-Warshalltiv algoritmus, zazni v hlavé prvni ndvrh. Ten
prece pocita nejkratsi cestu v orientovaném grafu mezi vSemi vrcholy. Pouziva
dvourozmérné pole velikosti N x N, pfi¢emz prvek na pozici [i,j] obsahuje
nejkratsi cestu mezi vrcholy ¢ a j. Na zac¢atku jsou vSechny prvky inicializovany
,nekoneénem*“ nebo ohodnocenim hrany a v N krocich se vylepsuje odhad na
délku nejkratsi cesty. Pro podrobnéjsi popis odkazuji opét na nase kuchatrky na
webu, konkrétné na dynamické programovani. Jen dodam, ze tento algoritmus
mé ¢asovou slozitost O(N?3) a pamétovou O(N?).

S ¢asem O(N3) by vsak mohli husiti prohrat valku, nez by zjistili, Ze se
mezi mésty nedaji posilat zpravy — maji pomalé dfevéné pocitace a spoustu
dobytych mést. Navic nepotfebujeme nutné pocitat nejkratsi cestu, ani nezna-
me ohodnoceni hran (vzdilenost mezi mésty). A zatteti, davali bychom pouze
za pouziti algoritmu z kucharky 13 boda? Zkusime tedy postupovat 1épe.

Nejprve si dokazeme, Ze v polosouvislém grafu musi existovat sled procha-
zejici vSemi vrcholy (sled je cesta, ve které se mohou opakovat vrcholy i hrany).
Kdyby totiz neobsahoval v§echny vrcholy, vezmeme vrchol V, jenz v ném nelezi.
Aby byl graf polosouvisly, musi pro kazdy vrchol U ze sledu existovat bud cesta
z U do V nebo z V do U. Podle toho, jestli z vrcholu existuje cesta z nebo do V,
si rozdélime vrcholy na dvé skupiny (tyto skupiny mohou mit néjaky prekryv)
a sefadime je podle toho, jak lezi na sledu. Potom ovSem mizeme V pridat do
sledu mezi posledni vrchol, z néhoz se lze dostat do V, a prvni vrchol, do néhoz
vede cesta z V, anebo kamkoliv do pfekryvu téchto dvou skupin.
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Aby se ndm sled lépe hledal, odstranime si z grafu orientované cykly, re-
spektive slou¢ime je do jednoho vrcholu. Jinymi slovy, najdeme silné souvislé
komponenty (SSK), coz jsou maximéalni podgrafy, ve kterych mezi kazdymi dvé-
ma vrcholy vede orientovana cesta obéma sméry. Pro predstavu, SSK mohou
tvorit jednotlivé cykly, soustavy vice spojenych cykli, ale i samotné vrcho-
ly. Jak je vidét, v nich skuteéné nemusime zjistovat, jestli existuje cesta mezi
kazdymi dvéma vrcholy. Netfeba vymyslet kolo, na nalezeni silné souvislych
komponent se pouziva Kusarajiv ¢i Tarjantv algoritmus. My si zde popiseme
Tarjantiv, jenz najdete i na anglické Wikipedii pod heslem Tarjan’s strongly
connected components algorithm.

Tarjantuv algoritmus je modifikaci prohledavani do hloubky. Oproti stan-
dardnimu prohledévani si navic budeme vrcholy ¢islovat podle toho, kdy do
nich vstoupime (sefadime je prohledavanim do hloubky), a pfi zpétném pri-
chodu hledame, do jakého vrcholu s co nejnizsim ¢islem se mizeme dostat. Je-li
to nejnizsi nalezené ¢islo rovno ¢islu vrcholu, nasli jsme cyklus, a tedy SSK.
Vsimnéte si, ze kazdou SSK zaznamename pravé jednou, protoze vSechny jeji
vrcholy obdrzi stejné ¢islo — to nejnizsi z celé SSK — a rovnost tedy nastane jen
u jednoho vrcholu. Tento vrchol si nazveme kofenem SSK.

Jak zjistit, jaky potomek vrcholu mé nejnizsi ¢islo? Jednoduse, staci se
podivat, do jakého nejnizsiho ¢isla se dostali potomci vrcholu, do nichz z néj
vede hrana. Pokud narazime na cyklus, a tedy na vrchol, u néhoz dosud tuto
hodnotu nezndme, vezmeme prosté jeho &islo (coz se dé zafidit lehce — na
zacatku bude mit kazdy vrchol inicializovan nejniz§iho potomka svym ¢islem).

Diky nalezeni SSK v kofeni (vrcholu s nejnizsim dislem v SSK) mame
jistotu, ze jsme ziskali maximélni SSK, tedy ze k ni uz nelze zadny vrchol
pridat, aby zustala silné souvisla. Pro urceni, které vrcholy néalezi do nalezené
SSK, pouzijeme zasobnik, do nehoz pridavame vrcholy pfi vstupu do nich. Po
objeveni SSK se vrcholy ze zdsobniku odebiraji, dokud se nenarazi na kofen.

Mame tedy silné souvislé komponenty. Co s nimi? Slou¢ime je do jednoho
vrcholu a vytvorime si novy, acyklicky graf, tzv. kondenzaci pivodniho grafu.
V tomto grafu jiz staci otestovat, jestli v ném existuje cesta obsahujici vSechny
vrcholy (davod je podobny tomu, Ze v ptivodnim grafu je sled se vSemi vrcho-
ly). Novy graf se ale nemusi skladdat jen z cesty, mtize obsahovat tzv. dopfedné
hrany, jez vedou z néjakého vrcholu A do jiného vrcholu, jenz je na cesté dale
nez A. Test, ktery se pokusi takovou cestu najit a rozhodne o vysledku, mutze
byt napfiklad nalezeni vrcholu, do néjz nevede hrana (ten existuje, mame acyk-
licky graf a musi byt pravé jeden), a prichod do sitky, pfi kterém si budeme
pamatovat, ptfes kolik vrchold jsme jiz presli.

Jaka je ¢asova a pamétova slozitost algoritmu? Jak jiz bylo feéeno, Tarja-
niv algoritmus je modifikované prohledavani do hloubky. Ma-li tedy operace
zjisténi, jestli je prvek v zdsobniku, konstantni ¢asovou slozitost (coz se da za-
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Fidit polem, jehoZ prvek na misté i urcuje, jestli je i-té mésto v zasobniku),
sloZitost Tarjanova algoritmu vyjde O(N + M). Na nasledné nalezeni vrcholu,
do kterého nevede hrana, spotfebujeme opét fadové N + M operaci. Slozitost
prohledavani do 8itky ndm uz hezkou linedrni ¢asovou slozitost O(N + M)
nezkazi. Asymptoticky rychleji ilohu urcité nevyresime, nepfecetli bychom ani
cely vstup. Algoritmus zabere také jen O(N + M) paméti, takze jsme zachrénili
husity s pomalymi dfevénymi pocitaci.

Jiné reseni

Celkem elegantni feseni poslal Mirek Olsak. Vsiml si, ze sta¢i modifiko-
vat Tarjaniv algoritmus, takzZe si vystac¢ime pouze s jednim prohledavanim do
hloubky. Pouzijeme nésledujici pozorovani: kdyz se vracime pfi prohledavani
acyklického grafu, jejz nam vyrobil Tarjanuv algoritmus, z néjakého vrcholu,
musi z n&j vést hrana do vrcholu, z né¢hoz jsme se vraceli predtim (pro lepsi
predstavu si zkuste na chvili vypustit z grafu cykly). P¥i ndvratu z vrcholu tedy
ulozime vrchol do néjaké globalni proménné a v kazdém vrcholu zkontrolujeme,
jestli do né&j vede hrana. Ze graf neni polosouvisly, objevi tento algoritmus ve
vrcholech, z nichz nevede hrana do Zadného dosud neproslého vrcholu, zkuste
si rozmyslet proc.

Nejlépe ptijde algoritmus pochopit asi z nasledujictho pseudokédu vychéa-
zejiciho z implementace Tarjanova algoritmu na Wikipedii:

vstup: graf G = (V, E)
// V je mnoZina vrchold a E mnoZina hran
index = 0
// proménna slouzici k &islovani vrchold
S = empty // préazdny zasobnik pro vrcholy
posledni = undefined
// posledni vrchol, z n&hoZz jsme se vratili
forall v in V do
if (v.index == undefined)

// prohledej do hloubky vrcholy,

// které jesSté& nebyly navstiveny

tarjan(v)
print "Hura! Graf je polosouvisly."

procedure tarjan(v)

v.index = index // o&islovani vrcholu

// inicializace nejniZsiho dosaZeného vrcholu

v.lowlink = index

index = index + 1

nalezen_posledni = false

if (posledni == undefined)
//zatim jsme se ze zadného vrcholu nevraceli
nalezen_posledni = true

S.push(v) // p¥idej vrchol do zasobniku

// projdi vSechny nasledniky vrcholu
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forall (v, v’) in E do
// pokud neni vrchol navstiven
if (v’.index == undefined)
tarjan(v’) // prohledej ho do hloubky
// uréi vrchol s nejniz8im &islem
v.lowlink = min(v.lowlink, v’.lowlink)
else if (v’ is in 8)
// vrchol je v zasobniku
v.lowlink = min(v.lowlink, v’.index)
// vede hrana do vrcholu, z né&hoZ
// jsme se naposled vraceli?
if (posledni == v’)
nalezen_posledni = true
// konec for cyklu
if (nalezen_posledni == false)
print "Graf neni polosouvisly."
exit
if (v.lowlink == v.index) // nalezena SSK
// odeber vsechny vrcholy SSK ze zéasobniku
repeat
v’ = S.pop
// nejhloub&ji v zasobniku je kofen SSK
until (v’ == v)
posledni = v

Pavel ,Paulie“ Vesely

22-3-4 Rukavice

Trosku nas mrzelo, jak malo jste se snazili dokazovat spravnost svych rese-
ni. Neni viibec tézké na néjakou strategii prijit, ale vraci takova opravdu poza-
dované, tj. vzhledem k L a P minimalni vysledky? K no¢nim miram opravova-
teld KSP patii divna, slozitd a odvazna feseni, kterd skoro urcité nefunguji, ale
je treba prijit na potifebny protipfiklad — v pfipadé této tlohy byla ale vétsina
$patnych feseni vyvratitelnd kratkym kritickym nahledem, kterého byste méli
byt schopni i sami. Nebojte se ndm napsat, ze slabinu svého postupu znate:
chapeme, Ze na dobré feseni neni snadné pfijit.

Jednoduchy, nespravny, ale slibny pohled vypada takto: pokud bych mél
jistotu, Ze z levé truhly vytdhnu od kazdého paru alesponi jednu rukavici, mohlo
by mi stacit z pravé bedny vytahnout libovolnou. Takovou jistotu vSsak nemohu
ziskat nikdy, protoze mi nic nezarucuje, Ze neexistuji pravé rukavice bez levého
ekvivalentu (bezlevé): proto budu chtit zajistit, abych z levé bedny vytdhnul
alespon jednu rukavici od kazdé zastoupené barvy a z pravé vytdhnu tolik
rukavic, abych mél jistotu, ze mezi nimi bude néjaka, kterda ma v levé bedné
souputnika.
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Kolik tedy? Inu, pokud nechidme Tomé&se z pravé bedny vytahnout tolik
rukavic, kolik je tam bezlevych a jesté jednu navic, nemtize se ani v tom nejhor-
$im pripadé stat, ze by Tomastv vybér obsahoval samé bezlevé pravé rukavice.
Podobné pokud v levé bedné vybereme tolik rukavic, kolik jich je tam celkem
bez poc¢tu nejméné zastoupeného druhu plus jednu navic, urcité se ndAm nemuze
stat, ze by se v takovém vybéru nevyskytovala libovolna varianta. (Rozmyslete
si! Pro¢ to musi byt ,nejméné zastoupeného druhu“?)

Nyni nas mtize napadnout, Ze pri nahrazeni levé bedny za pravou a naopak
by nam tento postup mohl vratit lepsi vysledek, kupfikladu kdyby napravo
bylo velmi mnoho bezlevych rukavic. Je propoéitani obou variant a navraceni
té lepsi spravné reseni?

Ne.

(Pfestaiime nyni uvaZzovat bezlevé a bezpravé rukavice — obecné jejich
vyskyty stejné nemutzeme fesit jinak, nez Ze jejich pocet pricteme k poctu ru-
kavic k vytdhnuti.)

Rozhodli jsme se z jedné bedny vytahnout zarucéené vsechny barvy a z dru-
hé zarucené jednu, z ¢ehoz jsme si logicky odvodili, Ze ziskdme jednobarevnou
dvojici. Co kdybychom chtéli z levé bedny zarucené vytahnout k ruznych barev
a z pravé n—k+17? Dirichlettiv princip pravi, Ze i pak bychom méli zaruceno, Ze
vytahneme alespon jeden stejny par. Muze se pro néjaké k stat, ze dosdhneme
lepsiho vysledku nez v krajnich p¥ipadech k£ = 0, &k = n? (Uvédomte si, Ze to
jsou presné dvé moznosti zvaZované v odstavci pred ,,Ne.“)

Nejdrive: jak zajistime vytdhnuti k barev? Stac¢i vytahnout pocet vSech
rukavic bez n — k + 1 nejméné Castych plus jednu navic, podobné jako jsme
to délali vyse. Ted si je t¥eba rozmyslet, jaky rozdil v poctu tazenych rukavic
zpusobi pfechod od néjakého k ke k + 1: z levé bedny budeme muset vytah-
nout navic rukavice (n — k + 1)-ni nejméné zastoupené barvy, z pravé naopak
nebudeme muset tahnout rukavice k-té nejméné zastoupené barvy. V obecném
pfipadé nevime nic o tom, jestli si tim polepSime nebo pohorsime, musime tedy
ziskat minimum pres vSechna k.

No a trivialni postup, jak ho ziskat, je seradit si pocty rukavic jednotlivych
barev a pak k projit cyklem. Trvat to bude O(nlogn), mista zabereme O(n).
Detaily najdete v autorském zdrojaku.

Je to tak spravné? Jde si snadno piedstavit, Ze nastavili-li bychom pro
urcité mnozstvi L rukavic P mensi, nez jak to délame, tj. takové, pro které
nam Dirichlet uz nezarucuje, ze vytahneme dvé opac¢né rukavice stejné barvy,
sel by sestavit vybér rukavic, ktery skuteéné takovou dvojici neobsahuje. Ted je
otazka, zda neexistuje L, které jsme nezkouseli a které dava lepsi feseni: pocet
v8ech levych rukavic je ostfe vétsi nez n, takze jsme téch propoctu presli docela
hodné.
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A vtip je v tom, Ze pro L, které Ly < L < Lgy1 (kde Li odpovidé poctu le-
vych rukavic, které musime vytahnout pro dané k), bude P = P, protoZe jsme
onéch L — Lj rukavic vytdhli nadarmo: nezarudili jsme jimi vytazeni vétsiho
mnozstvi barev.

Madria Vamosova € Lukds Ldnsky

22-3-5 Reklama

Na zaciatku riesenia si dopomo6zeme mensim trikom. Celt situaciu bodov
v rovine oto¢ime o 45 stupiiov proti smeru hodinovych ruciciek. To spravime
jednoducho tak, %e nahradime 2’ = x +vy a 3y = z —y, a dalej budeme pracovat
uz len s tymito transformovanymi stiradnicami. Teraz plati, Ze vSetky body
(1,91), ktoré mozu byt spojené s nejakym bodom na stradniciach (z2,y2),
musia mat 77 < x2 a y1 < yo alebo 1 > x2 a y1 > yo.

Najskor sa zamyslime, ¢o to znamené, nakreslit ¢o najmenej ¢iar, aby obsa-
hovali vSetky body. Ak si predstavime ¢iaru ako postupnost tisekov spédjajicich
dva body, tak to znamen4, e minimum sa dosiahne préve vtedy, ked je celkovy
pocet usekov vsetkych ¢iar dohromady maximalny.

Jeden tsek ¢iary je teda spojenie dvoch roznych bodov p1 = (z1,11),
p2 = (z2,y2) také, ze z1 < x2 a y1 < yo. Takéto usporiadané dvojice (p1,p2)
bodov budeme dalej volat par a mnoZinu parov, v ktorych kazdy bod vystupuje
maximdlne 2 krat (raz ako p; a raz ako p3), budeme volat parovanie, ktorého
velkost sa snazime maximalizovat.

Na dalsie uvazovanie si ilohu trocha preformulujme: St dané dve mnoziny
bodov S a P, pricom S obsahuje képie bodov, ktoré mozu vystupovat v paro-
vani ako body p; a P obsahuje kdpie bodov, ktoré mozu vystupovat v parovani
ako body ps.

Pochopitelne, nasa povodna tloha je $pecidlnym typom tejto preformulo-
vanej tlohy, ked S = P = { povodné body }.

Ak si mnoziny S a P predstavime ako partity bipartitného grafu, kde kaz-
dy korektny par reprezentujeme hranou medzi prislusnymi dvoma vrcholmi v .S
a P, potom velkost najvic¢Sieho parovania vieme najst pomocou obecného al-
goritmu na hladanie maximélneho bipartitného parovania. O tomto algoritme
si mozete precitat viac na anglickej Wikipedii® alebo na strankach Martina
Marese!” a za jeho pouzitie ste mohli ziskat maximalne 10 bodov.

K lepsiemu algoritmu bolo nutné uéinit délezité pozorovanie: ozna¢me bod
p = (x0,Y0) € P ako bod mnoziny P s najvic¢Sou y-ovou stradnicou (a spomedzi
tych s najmensou x-ovou stradnicou). A skimajme, s ktorymi bodmi v S moze
tvorit par v nejakom optimalnom (maximélnom) parovani.

9 http://en.wikipedia.org/wiki/Maximum bipartite matching
10 http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/
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Pre vSetky body, s ktorymi moze tvorit par, plati x < zg a y < yo. KedZe p
je bod s maximélnou y-ovou suradnicou, dostdvame, Ze to moze byt lubovolny
bod, spliiajici podmienku = < zo. Ak ziaden takjto bod neexistuje, potom
je samozrejmé, ze v ziadnom optimalnom rieSeni nie je tento bod sparovany.
Inak ozna¢me bodom ¢ = (z1,z2) € S bod s maximéalnou y-ovou suradnicou
spliajici 1 < o, a ak je takych viac, tak spomedzi tjch bod s najvicsou
z-ovou suradnicou.

Ukézeme, Ze existuje optimélne rieSenie, ked je bod p sparovany s bodom gq.

Nech existuje lubovolné optimélne rieSenie, v ktorom to neplati. Potom
mozu v tomto parovani nastat len tieto situécie:

® Bod p je sparovany s nejakym inym bodom ¢’ # q € S a bod q je
bez paru alebo ¢ je sparovany s nejakym inym bodom (p’ € P) # p
a bod p je bez paru. To vSak znamend, Ze mozeme sparovat p s ¢ a
¢ (resp. p’) nechat bez paru, ¢im parovanie nezmensime.

® Bod p je sparovany s nejakym inym bodom ¢’ # g a bod ¢ je sparo-
vany s nejakym inym bodom p’ # p. KedZe vsak plati, Ze bod q je
bod s najvii¢Sou y-ovou stradnicou (a pripadne najviéSou z-ovou),
pre ktory plati 21 < xg, potom pre bod p’ = (z2,y2) plati z2 > z¢ a
y2 > yl. Rovnako pre bod ¢’ = (x3,ys) plati 3 < z1 a y3 < y;1. Teda
moZeme sparovat bod p s g a bod p’ s ¢/, ¢im parovanie nezmensime.

e Pripad, ked v optimalnom rieseni je bod p aj ¢ bez paru, nemoze
nastat, lebo sparovanim vieme dostaf parovanie o 1 vicsie.

Vidime, Ze ni¢ nepokazime, ked bod p sparujeme s bodom ¢q. Vykonanim
tohto kroku sme si vlastne zredukovali nas problém velkosti N na problém
velkosti NV — 1. Pretoze bod p uz nemdze vystupovat v ziadnom pérovani,
modzeme ho z mnoziny P odstranif a rovnako bod ¢ odstranif z mnoziny S.
A na novy problém pouzijeme rovnaky algoritmus.

Jednoduchym aplikovanim uvedeného postupu, ked N-krat opakovane néa-
jdeme bod s maximélnou suradnicou y v ¢ase O(N) a k nemu prislusny bod ¢
tiez v O(N), dostdvame kvadraticky algoritmus, za ktory ste mohli ziskat 12
bodov.

Na findlny vzorovy algoritmus bolo nutné trocha zmenit pohlad na tlohu.

Zacneme body v mnoZine P prechiddzat v poradi rastiicej z-ovej stiradnice
(a body s rovnakym x podla y-ovej stradnice). Pricom vzdy, ked navstivime
bod, uré¢ime, s ktorym bodom v mnozine S bude sparovany. Za tymto tcelom
si budeme pamitat mnozinu @ C S doteraz nesparovanych bodov.

Budeme sa pri tom riadif pravidlom, Zze aktualny bod p = (xo,y0) € P
sparujeme s bodom g = (x1,y1) € @, ktory ma zo vSetkych bodov v ) najvicésiu
y-suradnicu, avSak mensSiu ako yo. Ak takyto bod neexistuje, tak bod p zostane
bez paru. Nésledne odstranime z mnoziny @) bod ¢ a zaradime tam bod p.
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Treba vSak ukéazat, ze takyto algoritmus vedie k optimalnemu rieSeniu, teda
najmensiemu poc¢tu nutnych ciar.

Pri tomto spracovavani plati invariant, ze v kazdom kroku existuje opti-
malne parovanie, ktoré paruje spracované body P rovnako, ako sme to spravili
my.

Ak takyto invariant plati v kroku n, potom sparovanie bodu p s bodom ¢
nam takyto invariant nepokazi a bude platit aj v kroku n + 1. PretoZe v tomto
optimalnom rieseni, ktoré sparovalo prvych n bodov mnoziny rovnako ako my,
moZu nastat len situécie rovnaké ako rozoberané situécie v nasom kvadratickom
algoritme. Teda sparovanim p s ¢ zachovame invariant o existencii optimélneho
rieSenia.

Algoritmus sa dé efektivne implementovat tak, Ze na zaciatku si utriedime
body P v ¢ase O(Nlog N) a pri spractvani si budeme mnozinu @ udrziavat
v utriedenom poradi podla stradnice y, napr. pomocou vyvazovaného bindrne-
ho stromu, ¢im dokazeme v éase O(log N) hladat v tejto mnozine bod, ktory
m4 najvicsiu stiradnicu mensiu ako dané g a v tomto ¢ase tiez vymazat bod ¢
s @ a vlozit tam bod p.

Sikovnej$iu implementéciu dostaneme, ak si viimneme, Ze bod p sa vklada
na rovnaké miesto v utriedenej mnozine @, z ktorého bol vymazany bod ¢ (ak
existoval). Alebo ak neexistoval, tak vloZenie sa uskutociiuje vzdy na koniec,
éim sa ndm pontka jednoduchd moznost udrziavat si mnozinu @ v poli a na
fiom hladat pozadovany prvok bindrnym vyhladédvanim.

Pamitova zlozitost je O(N), stadi si ndm pamitat len prvky P a mnozi-
nu Q.

Poucenie na zaver: Tato tloha spadd do kategdrie ,,Greedy algoritmy*,
alebo tiez ,hladové®. V tychto lohach plati, Zze v kazdom kroku mame moznost
vykonat operaciu, ktord nam zarudene nezabrani najst optimalne rieSenie, ¢o
implikuje, Ze ak taka operaciu spravime v kazdom kroku, dostaneme optiméalne
riesenie,

V tomto pripade to bola operéicia sparovania bodu s maximélnou y-ovou
sturadnicou.

Pri tychto tlohach je vSak vzdy nutné overit, ¢i nas krok je skuto¢ne tym,
ktory ndm nasu cestu k optimalnemu rieSeniu neodstrihne a ¢i mame moznost
nejakn takato operdciu spravit v kazdom kroku.

Peter Ondriska

22-3-6 Kolejni vytahy

V této sérii byla lecktera tloha poradné vypecend, jednoduchost jsme skryli
pravé do praktické ulozky.

Ochotu jednotlivych studentt, ktefi chtéji vyjet nahoru vytahem, muzeme
chéapat jako intervaly na celociselné ose od 1 do n, kde n je vyska koleji. Nékteré
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intervaly se mohou prekryvat a nasim cilem je vybrat takovou mnozinu ¢isel,
ze pokryjeme vSechny intervaly. Pocet intervald oznac¢me k.

Pojdme na to od lesa. Tedy ... od zac¢atku. Prvni student (tedy ten, ktery
je ochoten vystoupit v nejniz$im patie) bude muset nékde vystoupit, ale mii-
ze zastavit tak, aby pomohl vice lidem. Moc nového jsme se nedozvédéli. Co
kdyz se ale podivame na prvniho studenta, ktery musi vystoupit — jehoz konec
intervalu je ze vSech konctl nejblize 1. Vime, ze tohoto studenta musime nékde
z vytahu vystréit, ale navic vime, ze to klidné mtzeme udcinit pravé na tomto
misteé.

Miizeme to udélat proto, nebot jsme ho chytfe vybrali — miZe se stét, ze
jeho interval protina intervaly jinych studentt, avSak zadny z téch, kdo s jeho
intervalem ochoty maji prunik, jesté nemusi vystupovat — jinak feceno, vSichni
takovi mohou vystoupit pravé v tomto patfe.

Nechame tedy z vytahu odejit vSechny studenty, ktefi jsou na konci in-
tervalu prvniho studenta ochotni. A mame zaklad algoritmu! Zbytek dofesime
obdobné — nalezneme dosud neprobraného studenta, jehoz konec intervalu je
nejblize poslednimu mistu, a nechdme s nim vystoupit vSechny ostatni, kteri
jsou v tom patfe ochotni.

Pokud na zacatku algoritmu data setfidime podle konci intervali (v ¢ase
O(klogk)), zbytek dofesime se slozitosti, O(k) a celkové to tedy stihneme v ¢ase
O(klogk).

Méame za sebou sloZitost, ale je algoritmus spravné? Postupem vySe zmi-
nénym urcité dojdeme k néjaké korektni posloupnosti zastavek, nemusi nam
byt ale zcela jasné, ze takova posloupnost je minimalni. Podivejme se na po-
sloupnost intervali, které jsme vzdy vybrali jako dalsi ,koncové“, a oznac¢me
jeji velikost p. Protoze jsme na kazdém konci poslali z vytahu vSechny stu-
denty, ktefi vystoupit mohli, tyto intervaly jsou disjunktni. Tim padem kazdé
pripustné rozloZeni zastavek musi zastavit alespon p-krat — na kazdém inter-
valu alespon jednou. Nicméné p je pravé pocet zastavek, které vykonal nas
algoritmus, a vysledek je tedy vskutku optimalni. Howgh.

Tim skoncila indianska ¢ast feSeni. Jesté zminime, ze pokud si nakreslime
jednotlivé intervaly na redlnou osu a budeme se na tuto strukturu divat jako na
graf (intervaly = vrcholy a dva vrcholy jsou spojeny hranou, protinaji-li se dva
intervaly), dostaneme specidlni typ grafu, jménem ,pranikovy graf*. Takovéto
grafy (nejen piimkové) jsou éasto studovany v teorii grafi a jiz se o nich leccos
vi, napiiklad Ze leckteré ,,tézké“ problémy pro obecné grafy na nich lze vytesit
v polynomialnim case.

Martin Béhm

108



Vzorova fesSeni 22-3-7

22-3-7 Pavouci internetu

Prehled

V nasem vzorovém reseni je situace mirné komplikovana — dohaduji se mezi
sebou 3 druhy procesii. Podivejme se tedy napfed na jednodussi situaci, kdy
nic nepada. Jak bude vypadat pracovni cyklus?

Klient si vybere server a zadad mu praci, pocka na potvrzeni o jejim pfijeti.
Nékdy mezi tim se nékde jinde objevi pracujici proces a pripoji se také na server.
Kdyz se tedy na serveru sejdou oba, server je sezndmi — pieda praci pracujicimu
procesu, spole¢né s PID toho, kdo ji zadal. Vice se o né nestara. Pracujici
provede zadany tkol, odesle vysledek (pfimo zadavajicimu, nikoliv pfes server)
a znovu se prihlasi na server. Mezitim server seznamuje dalsi pracujici s praci.
Zatim jednoduché?

Jak je ale fesené, kdyz se pracujici prihlasi na jiny server, nez na ktery je
ulozen 1kol? Servery mezi sebou komunikuji také. Ve chvili, kdy na nékterém
serveru dojde k piebytku libovolného druhu (pfebyvaji bud pracujici a nebo
ukoly), oznami to server vSem ostatnim. Ti si bud feknou o pfesun pracujiciho,
nebo nabidnou svého pracujiciho. Tomu je poté sdéleno, aby se pfipojil na onen
jiny server.

Jak budeme fFesit havarie? Podivejme se na jednotlivé ¢asti podrobnéji.

Zadavani

Kdyz chceme zadat tkol, spustime novy proces. Jeho tkolem bude sledovat,
co se s ukolem kde déje.

Ten se pokusi odeslat praci prvnimu serveru z nastaveni. Bohuzel, ten ne-
musi bézet, proto éekdme na odpovéd jen néjakou dobu. Pokud ale bézi, linkne
si na§ proces a pfijem potvrdi.

Ve chvili, kdy mame potvrzeni o pfijeti, ¢ekdme na pfifazeni. Az server
najde vhodného pracujiciho, d4 ndm o tom védét (a také jeho PID). My si ho
linkneme a budeme éekat na odpovéd od néj (a serveru uz si nebudeme vsimat,
co se s nim déje, je nyni nezajimavé).

Kdyz prijde vysledek, vse probéhlo, jak mélo, my mtzeme poslat vysledek
do ptvodniho procesu a spokojené skoncit.

Pokud se nedockame odpovédi od serveru, zkusime dalsi server v seznamu
a s nim provadime totéz. Jestlize selze cokoliv dalsiho (server ¢i pracujici umfe,
kdyz ¢ekdme na néco od néj), tak zacneme zcela od zaditku — od prvniho
serveru a v novém procesu. (Kdo si mé pamatovat, co vSechno by bylo potieba
unlinknout? Navic, pokud by néktery server zil, ale nestihl odpovédét véas, pak
by mél uloZenou nasi praci — skoncenim ji u néj zrusime.)

Pracujici

Kazdy pracujici ma dvé vyvojova stadia. Prvni stadium je cekajici. Po-
dobnym zpiisobem jako klient se pokusime spojit se serverem (tedy, posleme
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mu své PID a on bud odpovi, Ze nés bere, nebo, kdyZ se nedockdme odpovédi,
zkusime dalsi server). Az néas néktery pfijme, tak si nés linkne a my jen budeme
poklidné c¢ekat, az nam pridéli néjakou praci.

A7 néjakou dostaneme, tak si nas unlinkne server, ale linkne si nas klient.
My préaci pustime, ale to udéldme v novém procesu (samoziejmé, také s nami
slinkovaném) a ¢ekdme na vysledek. Az skonéi, posleme vysledek klientovi, sami
se pokusime znovu piihlésit k serveru, ale to opét v novém procesu (abychom
znidili vSechny stard spojeni).

Nyni, co se muze stat? Kdyz spadne proces s praci, ktery ale bézi na stej-
ném stroji, jako my, znamena to, Ze je v ném chyba. Nahlasime to tedy klientovi
a praci povazujeme za splnénou. Obdobné kdyz se nedockdme vysledku v po-
Zadovaném case (ale pfedtim proces s praci ukoncime).

Pokud spadne bud server nebo klient, pak jen ukon¢ime p¥ipadnou probi-
hajici praci a zkusime se opét na néktery server pripojit. To je zcela v poradku
— pokud spadl server (a my se o tom dozvédéli), pak jesté neméame zaddnou
praci a nic se neztrati. Jediny pfipad, kdy zni¢ime néjakou praci, je, kdyz umfe
klient, ale v tom pripadé neni komu poslat vysledek, je tedy zbytecna.

A co kdyZz umieme my? Bud se tak stalo jesté pfed pfipojenim na server
a v tom priipadé to nezpusobi Zddnou Skodu. A poté aZ do dokonceni prace je
s nami vzdy nékdo slinkovany, takze se o tom dozvi a muize provést napravna
opatfeni (v pfipadé serveru si nds jen smazat, v pfipadé klienta zadat praci

Server

Nyni, co déla server? Na chvili si odmysleme ponékud krkolomné predavéani
pracujicich procesi. V tom pfipadé je cely server velmi jednoduchy. Sbira tkoly
a pracujici procesy, ve chvili, kdy se sejde od kazdého jeden, tak je sparuje a
dal se o né nestara.

Po dobu ulozeni tkolu i pracujiciho procesu je s nim prolinkovan. Ve chvi-
li, kdy druhy konec spadne, smaZe si jej ze seznamu (nefungujici pracujici je
k ni¢emu, prace pro neexistujici proces je zbytecnd). Kdyz sparuje pozadavek
s pracujicim, tak je oba unlinkne — pro server jsou jiz nezajimavi, vyridi si vSe
mezi sebou.

Co kdyz spadne server? Potom se o tom dozvédi vSichni klienti i vSichni
pracujici. Pracujici se jen pfepoji na jiny server a klienti poslou praci znovu,
nékam jinam.

Predavani pracujicich

Neni problém se dohodnout, Ze nékdo jiny potfebuje pracujiciho — staci si
navzajem posilat zpravy o tom, Ze se jedna z mnozin stala neprazdnou. Problé-
mem je, jak pracujiciho pifedat bezpecnym zptusobem. Aby se nékde ,neztratil
cestou”, je potteba, aby s nim vzdy byl nékdo prolinkovany, a pokud cestou
umfe, Fict si o nového.
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Napred se tedy dva servery, které si ho predavaji, nalinkuji spolu a dohod-
nou si predani. Pfijimajici server si nalinkuje pracujiciho a potvrdi predavaji-
cimu, ten ho v tuto chvili mize unlinkovat a fici mu, aby se pfesunul. Pracujici
se pripoji na novy server a presun je hotovy.

Co miiZe spadnout? Inu, cokoliv. Kdyz spadne pracujici, dozvi se o tom pfi-
jimajici server (linkne si ho) a mize pozadat o nového. Kdyz umfe pfijimajici
server pii dohadovani, dozvi se o tom pfedavajici. V tom pripadé nic neodesle
(neni komu). Nakonec, mize umfit i predavajici, o tom se ovSem dozvi p¥iji-
majici a nebude tedy ¢ekat na pracujicitho. (Kdyby ndhodou pfisel, tak se nic
zlého nestane, pfijmeme ho tak jako tak. Pokud neptijde, stejné si od mrtvého
serveru nemuzeme vyzadat nového.)

-module (klient) .
-export([zadej/1, cekej/2]).

% Odesle pozadavek na server a po¢ka, jestli ho p¥ijme.
% Pokud ne, zkusi dal$i server.
% Po prijeti pocka na prvni odpovéd (je moZné, Ze se pivodni
% ptifazeni nékde zdrzelo).
cekejInterni(Funkce, Zadavatel, [Server|Nahradni]) ->
% Rekne serveru, Ze chceme n&co provést
{server, Server} ! {prace, self(), Funkce},
receive
% Server praci pf¥ijal
prijato -> receive
% Server nam p¥i tom umfel, zkusime to jinde
{’EXIT’, Server, _} -> restart;
% Bylo to pfifazeno néjakému pracantovi
{prirazeno, PID} -> 1link(PID), receive
% Umfel pracant (server uZ nas nezajima)
{’EXIT’, PID, _} -> restart;
% Hura, méme vysledek, poSleme to majiteli a kon&ime
{vysledek, Stav, Hodnota} -> Zadavatel !
{vysledek, Stav, Hodnotal}, PID ! ok
end
end
% Server neodpovida, zkusime jiny
after nastaveni:timeout_serveru() -> cekejlInterni(Funkce, Zadavatel, Nahradni)
end.

cekej (Funkce, Zadavatel) ->
% Kdyz umfe server (ktery si nas p¥i pfijeti linkne), tak o tom chceme védét
process_flag(trap_exit, true),
% Zkus to vyFidit
case cekejInterni(Funkce, Zadavatel, nastaveni:servery()) of
% Umfel server, novy pokus
restart -> cekej(Funkce, Zadavatel);
% VSe v poradku
_ => ok
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end.

% Zada funkci ke zpracovani.

zadej (Funkce) -> spawn(klient, cekej, [Funkce, self()]).
-module (nastaveni) .

-export([servery/0, timeout_serveru/0, timeout/0]).

% Kde bézi servery?

servery() -> [server@localhost, nahradni@localhost].

% Jak dlouho budeme &ekat, neZz prohlasime server za mrtvy a zkusime jiny?
timeout_serveru() -> 1000.

% 5 minut bude trvat nejdel3i povoleny tkol

timeout () -> 300000.

-module (prace) .

-export([start/0, start/1, pracuj/2, proved/2]).

servery() -> lists:map(fun (8) -> {server, S} end, nastaveni:servery()).
proved(Majitel, Fun) -> Majitel ! {vysledek, ok, Fun()}.

% Po&ka, aZ nam zadavatel dovoli skon&it nebo skonéi sam
pockej(Zadavatel) -> receive

ok -> ok;
{’EXIT’, Zadavatel, _} -> ko
end.

pracuj(Zadavatel, Fun) ->
process_flag(trap_exit, true),
link(Zadavatel),
% Spustime vjypolet
Pracujici = spawn_link(prace, proved, [self(), Funl),
% A poCkame, jestli to vyjde, nebo spadne
receive
% VySlo, poSleme vysledek
{vysledek, Stav, Hodnota} -> Zadavatel !
{vysledek, Stav, Hodnotal}, pockej(Zadavatel);
% Umfelo, posleme hldSeni o chybé
{’EXIT’, Pracujici, Chybal} -> Zadavatel !
{vysledek, chyba, Chyba}, pockej(Zadavatel);
% Umfel zadavatel, zabij praci
{’EXIT’, Zadavatel, _} -> exit(Pracujici, kill)
% Uz bé&zi moc dlouho, zabit
after nastaveni:timeout() -> Zadavatel !
{vysledek, timeout, nic}, exit(Pracujici, kill), pockej(Zadavatel)
end,
% Zase se p¥ihlasime o praci
start().

pracuj() ->

% Neumfeme, kdyZz umfe server
process_flag(trap_exit, true),
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receive
% Chce se po nas, abychom pracovali nékde jinde,
% tak tedy se pfesuneme tam a dostaneme praci
% Je stejné jako pfihlaSeni, jen je ten server,
% ktery chce praci, prvni v seznamu.
{presun, Odkud, Kam} ->
unlink(0dkud), % S nim uZ nemdme nic spole&ného
link(Kam), % Sem se nast&hujeme
Kam ! {prihlasit, self()}, % PfihlasSme se
receive
prijato -> pracuj(); ’% P¥ijal nas
{’EXIT’, Kam, _} -> start() % Umfel, nez nas p¥ijal, zkusime novy start
end;
% P¥iZla prace. Skonlime (tim se odpojime ze serveru),
% ale pfedtim je3t& spustime vlastni zpracovani.
{prace, Zadavatel, Fun} -> pracuj(Zadavatel, Fun);
% Umfel server, pfihlésime se jinam o praci
{’EXIT’, _, _} -> start()
end.

start ([Server |Nahradnil) ->
% Zkusme se p¥ihlasit na server
Server ! {prihlasit, self()},
receive
% Super, chce nas
prijato -> pracuj()
% Neozyva se, zkusime jiny
after nastaveni:timeout_serveru() -> start(Nahradni)
end.

start() -> spawn(prace, start, [servery()]).
-module (server) .
-export([start/0, startInterni/0]).

rozesli(Co) -> lists:foreach(fun (Server) -> {server, Server} !
{Co, self()} end, nastaveni:servery()).

% Kdyz mame jak ukoly, tak pracujici, tak n&co z toho zpracujeme
zpracuj ([{Zadavatel, Fun}|Ukolyl, [Pracant|Pracujicil) ->
% Pfedame praci
Pracant ! {prace, Zadavatel, Fun},
% Uz se o n&j nemusime starat, oni si to vy¥idi mezi sebou
unlink (Pracant),
% Zadavateli o tom Fekneme a dil nas nezajima
Zadavatel ! {prirazeno, Pracant},
unlink(Zadavatel),
% A nyni ten zbytek tkold
zpracuj (Ukoly, Pracujici);
zpracuj (Ukoly, Pracujici) -> receive
% Chce se po nas vykonavat néjaka prace
{prace, Zadavatel, Fun} ->
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% Vezmeme si to na starost a uloZime
link(Zadavatel),
Zadavatel ! prijato,
case Pracujici of
[L1.] —> ok;
% Nemame Z&dného pracanta, Fekneme si o n&jaké
true -> rozesli(chciPracanta)
end,
% A podivéme se, co se da dé&lat nyni
zpracuj(lists:append(Ukoly, [{Zadavatel, Fun}]), Pracujici);
% PfiSel novy pracant.
{prihlasit, Pracant} ->
% OK, bereme ho
link(Pracant),
Pracant ! prijato,
case Ukoly of

[_1.] => ok;
true -> rozesli(mamPracanta)
end,

zpracuj (Ukoly, [Pracant | Pracujicil);
% Nékdo chce pracanta
{chciPracanta, Server} -> case Pracujici of
% Mame ho, tak mu Fekneme, at se pFfestéhuje
[Pracant | Zbytek] ->
% Dohodneme se s druhjm serverem, aby ho &ekal
link(Server),
Server ! {cekej, Pracant, self()},

receive
% Ceka na né&j, posleme mu ho
cekam ->

unlink(Server),
Pracant ! {presun, self(), Server},
zpracuj (Ukoly, Zbytek);
% Umfel, tak si ho nechame
{’EXIT’, Server, _} —>
zpracuj (Ukoly, [Zbytek])
end;
% Neméme, ignorujeme pozadavek
[1 -> zpracuj(Ukoly, Pracujici)
end;
% Mame ocCekavat pracanta
{cekej, Pid, 04} ->
link(Pid),
0d ! cekam,
receive
% PFisel
{prihlasit, Pid} ->
% P¥ijmout, zafadit a pokralovat
Pid ! prijato,
zpracuj (Ukoly, [Pid | Pracujicil);
% Ten uz nep¥ijde, Fekneme si o jiného

114



Vzorova fesSeni 22-3-7

{’EXIT’, Pid, _} ->
0d ! {chciPracanta, self()},
zpracuj (Ukoly, Pracujici);
% Umfel server, ktery ho mél poslat, smila
{’EXIT’, 0d, _} -> zpracuj(Ukoly, Pracujici)
end;
% Nékdo nabizi pracanta
{mamPracanta, Server} ->
case Ukoly of
% Mame pro néj vyuZziti, Fekneme si o né&j
[_I_] -> Server ! {chciPracanta, self()};
[T -> ok
end,
zpracuj (Ukoly, Pracujici);
% Néco skon&ilo. At to byl pracant nebo zadavatel,
% odebereme v3echny, které tomu tady odpovidaji
% Pokud to byl zadavatel, tak se nic nedé&je
% Pokud to byl pracant, zadavatel si pozadavek zada znovu
{’EXIT’, PID, _} -> zpracuj(lists:keydelete(PID, 1, Ukoly),
lists:delete(PID, Pracujici))
end.

startInterni() ->
% Ur&ité nechceme umirat, kdyZz nepfeZije néktery klient, jen ho vyfadime
process_flag(trap_exit, true),
% Za&neme pracovat, nejsou Zadné ukoly ani pracanti

zpracuj ([1, [1).

start() -> register(server, spawn(server, startInterni, [])).

Michal ,vorner® Vaner
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22-4-1 Zaheslované stranky

Ano, je to tiloha na grafy, dokonce orientované!'! Vrcholy jsou stranky, hra-
ny si nastavime, aby vedly z odemknutelného dokumentu na dokument s pfi-
sluSnym heslem. Potom ma graf tu zvlastni vlastnost, ze pocet hran, které
vychézi z libovolného vrcholu, je roven 0, nebo 1.

To se bude jednak prijemné implementovat, druhak to silné omezuje struk-
turu takovych grafi. Ptejme se na pocet hran u kazdé komponenty slabé sou-
vislosti (to je takovd, kterd nehledi na orientaci hran) v zavislosti na poctu
vrchold komponenty (n).

1) Nejméné to miuze byt n — 1: v piipadé, ze jde o strom. Odebréani
libovolné hrany zptisobi rozpad komponenty.

2) Nejvice to mtize byt n, protoze kazdému vrcholu piislusi nejvyse
jeden vystupni konec hrany. Takova komponenta mutze byt tvorena
orientovanou kruznici, vlastnost ale neporusime ani tim, prilepime-li
k takové kruznici cestu vedouci do néjakého jejiho vrcholu. Situace
dokonce mtize vypadat jako na obrazku:

 nd I S

V obou pripadech stac¢i prolomit jedinou stranku. Nasemu algoritmu proto
stacl spocitat komponenty slabé souvislosti daného orientovaného grafu a urcité
bychom to mohli v linedrnim ¢ase a prostoru stihnout spocitat tak, ze bychom
si situaci odorientovali a spoustéli do novych a novych vrcholt prichody do
hloubky / sitky.

Muzeme to ale udélat jednoduseji. Ulozime-li graf do pole délky n, kde na i-
tém misté ulozime, do kolikatého vrcholu miri hrana vychéazejici z i-tého vrcholu
(nulu, pokud zadna nevychazi), méame k dispozici §ikovnou reprezentaci, kterou
se snadno projdeme bez pouziti front a zdsobnikl: staci si prstem (proménnou)
ukazovat, kde pravé jsme, a jit ,rovnou za nosem®.

Zacneme-li si ukazovat v libovolném vrcholu komponenty prvniho druhu,
dostaneme se do kofene stromu, v komponenté druhého druhu se zacyklime
v jejim cyklu. Pokud se ndm tyto ptripady podafi detekovat a zaznamenat do
kofene / celé kruznice, Ze uz jsme tam byli, miZeme p¥i takové pfilezitosti pficist
k poctu nutné prolomenych stranek jednicku.

11 Kuchaika o grafech: http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/20/cook3.html
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Toto poznamendvani muze probihat ve zvlastnim poli, kde si budeme pfi
priichodu prepisovat tii znacky: prolomeno, pravé ldmdno a netknuto. Na pocat-
ku je vSude poznamenano netknuto, pfi prochazeni za sebou pokladame prdve
ldmdno, coz po dokonceni prichodu zaménime za prolomeno. Cyklus pak snad-
no detekujeme tim, ze narazime na znacku prdvé ldmdno, dojdeme-li nékdy do
situace prolomeno, mizeme skoncit bez navysSeni po¢tu nutnych prolomeni.

Jesté jednodusi je prepisovat ulozeny graf. Péknou implementaci na tomto
zékladé napsal Dominik Smrz — autorsky program'? vyuziva jeho nipadu se
zépornymi ¢isly vrcholi coby identifikatory prichodu. Urdité si ho projdéte, je
kratky.

Lukas Lansky

22-4-2 Rozvoz zasilek

Nejprve par slov o tom, jak tlohu nefesit. Ne vzdy je dobry napad zkont-
rolovat tsek, kterym prochéazi nejvétsi pocet dosud nezkontrolovaného zbozi —
mohlo by se to totiz v budoucnu vymstit. Ukazme si to na protiptikladu (ve
formatu zadani dlohy): 1:1->2, 2:1->4, 2:3->6, 1:5->6 se dvéma skenery
k dispozici. V prvnim kroku je sice nejvynosnéjsi zkontrolovat tiisek 3-4, ale tim
dostanu feseni o nejvyse 5 zkontrolovanych kusech, zatimco optiméalni feseni
kontrolujici tseky 1-2 a 5-6 doda luxusnich 6. Aneb dikazy nejsou pro blaho
opravovatell, ale pro to, abyste si mohli byt jisti funk¢énosti Vasich feseni.

Kdyz tedy na prvni pohled nevime, které feseni je nejlepsi, zkusime pre-
ventivné vSechny. A jak fikd zname prislovi znamé uz z dob pocitani na prs-
tech, ,od backtracku k dynamice krticek.“ Budeme si tedy pocitat, kolik nej-
vyse zasilek zvladneme zkontrolovat pomoci k skenert na stanicich 1..1i, a to
v (dvourozmérném) poli soucet; pak optimélni feSeni tlohy zkontroluje pravé
soucet [N] [S] kust zbozi.

Jak spocisti hodnotu soucet[i] [j]1?7 Inu, pro i=1, tedy jeden skener, je
otazka jednoducha, prohlédneme vSechny stanice v intervalu 1..j a podivame
se, ve které uzitim skeneru zkontrolujeme nejvice zbozi — presné to je hodnota
soucet [1] [j]. Pro vice skenerii uz to ale takto jednoduse nejde, viz prvni od-
stavec. Kazdopadné si mtuzeme Fici — budto oskenujeme tisek j-1:j (posledni
usek intervalu), nebo ne; spoc¢itdme nejlepsi FeSeni pro obé situace a pamatu-
jeme si jen to lepsi. V druhém piipadé vlastné skenujeme jen na intervalech
na poctu zbozi, které oskenujeme v j-té stanici, se totiz promitne, jaké pfedcho-
zi stanice jsme jiz oskenovali. Kazdopadné to opét miizeme vzit hrubou silou,

12 Autorské programy kvili Setfeni papirem nepiikladdme, naleznete je na
nasich webovych strankach.
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tedy postupné uvazit, ze pred j-tou stanici jsme jako posledni oskenovali k-tou
pro vSechna k mensi nez j, a z téchto si vzit nejlepsi feseni.

Necht cena[k] [j] Fik4, kolik zbozi se proskenuje tisekem j-1: j, byl-li nej-
levéjsi proskenovany tisek k-1 :k; pak by predchozi myslenka vypadala v pseu-
dokédu nasledovné:

1=0;
for (k=0;k<j;k++)

1 = max(1l,soucet[i-1][k] + cenalk][jl);
soucet [i] [j] = max(soucet[i-1][j]1,1);

Bystry Ctenar si jisté klade otazku, jak vime, Ze v optimalnim feSeni pro
i-1 skenert na stanicich 1. .k bude posledni skener pravé na pozici k-1:k, to
jest, ze mizeme pocitat cenalk] [j] a ne néjakou nizsi. Inu, my to nevime, ale
je nam to jedno. Ono se bude stavat, ze skener nebude na posledni pozici a my
tak vlastné v tomto kroku dostaneme horsi feseni; jenze z néjakého predchoziho
kroku uz mame lepsi.

Zbyva vysvétlit, jak efektivné spocteme cenali] [j]. Délat to v pribéhu
pocitani neni ono, protoze spoustu véci bychom délali mockrat. Radéji si hod-
noty spocitdme doptedu, vSechny najednou. Nejprve si intervaly dopravy zbozi
setfidime vzestupné dle jejich koncovych zastavek. Pak postupné pro vSechny
useky j-1:j provedeme nasledujici: do fronty si nahdzime vSechny intervaly
dopravy zbozi, které prochézeji pfes j-1:j, a pii tom si spocteme celkovy po-
¢et zbozi m v téchto intervalech. Pak budeme postupné brat dseky i-1:i >
j-1:j a spocteme cenal[jl[i]. Z fronty vyhazime ty intervaly, které uz do
i-1:1 nezasdhnou (takové se nachédzeji jen a pouze na zacatku fronty), a o po-
¢et zbozi v nich snizime m, cena[j] [i] je pak celkova suma zbozi v intervalech
prochéazejicich pfes i-1:i minus m. Pro podrobnosti viz zdrojovy kéd na nasem
webu.

Jak se presvédcit, ze algoritmus je spravné? Inu, indukci podle poctu ske-
neru a zastavek. Pro jeden skener a libovolné zastavek nas algoritmus urcité
funguje. Udélejme tedy indukéni krok pro N skenerii a S zastavek, za predpokla-
du, Ze pro mensi pocet skeneri a zastavek algoritmus funguje. Pokud optimalni
feseni neskenovalo posledni zastdvku, tak tak neucini ani n4s algoritmus, nebot
si vSimne, Ze soucet [N] [S-1] je vétsi nez libovolné feseni skenujici posledni za-
stavku (z indukéniho pfedpokladu), a vitézime. Pokud optiméalni feseni posledni
zastavku skenovalo, podivame se, jakou zastavku skenovalo jako predposledni,
necht je to k-t4. Pak ono optiméalni feseni zkontroluje nejvyse soucet [N-1] [k]
+ cenalk] [j] zasilek (z indukéniho pfedpokladu), ale pFesné tohle nas algorit-
mus vezme v uvahu. Cely dikaz je v podstaté jen prectenim toho, co algoritmus
déla, tak uz to u (fungujicich) dynamik byva :).

Jesté se strucéné zamysleme nad tolik omilanou ¢asovou slozitosti. Predpo-
Cet pole cena nas stoji O(S - (S + P)) — kde S je pocet stanic a P pocet zésilek

118



Vzorova fesSeni 22-4-3

zbozi — nebot pro kazdy tsek j-1:j postupné do fronty nahézim a vyhdzim az
P prvkiu a pfi tom kouknu na nejvyse S zastavek. A pocitani pole soucet je s
¢asem na O(N - S2), nebot pro kazdy pocet skenert pocitam kazdy tsek i-1:i
kouknutim na az S ptredchozich tsekii. S paméti se vejdeme do sympatickych
O(S? + P). Za doméci tikol si zkuste feseni upravit tak, aby délalo to co ma,
tedy neodpovidalo jen vahou optiméalniho feSeni, ale ono feseni pfimo vypsalo.

Vojtéch Thima

22-4-3 Muzeum

Uloha se dala fesit vylepSenym algoritmem na hledéani mostii z grafové
kucharky. Tady si ukazeme jeden trosku elegantnéjsi postup.

Vsimneme si, ze centralni kamera nemize lezet na kruznici. To je vidét
z toho, Zze ma stupen rovny poc¢tu komponent a mezi komponentami nemuze
vést hrana. Dalsi pozorovaci cviceni: Kdyz se jedna o biologické oddéleni, tak
nam staéi znat kostru grafu (na hranach, které tvori kruznice, nezalezi, protoze
ty jsou jen uvniti komponent). Do tfetice si vSimneme, Ze jen z centralniho
vrcholu mtizeme prohledat (N — 1/K) - (K — 1) + 1 kamer,'3 a to tehdy, kdyz
tam nezacindme s hledanim.

Pri feSeni budeme nejprve predpokladat, ze jsme spravné u biologi, pak na-
jdeme centralni kameru a nakonec ovéfime, ze jsme tam skuteéné spravné byli.
Zacneme tedy hledat tfeba do hloubky a pri ndvratu pocitat navstivené vrcholy.
Pokud narazime na takovy, ktery je podezrely z centralnosti, poznamename si
ho. Ted uz jen ovéreni. Kupodivu sta¢i to stejné prohleddvani. Centralni vrchol
si oznacCime za navstiveny a pro kazdy z jeho sousedd zkontrolujeme, Ze z néj
jde prohledat praveé tolik vrcholu, kolik se na slusnou komponentu patfi.

Jitka Novotnd

22-4-4 Ofez zarodku

Oznacéme si matefsky strom A, odvozeny B. Za¢neme drobnym pozorova-
nim: Pokud ve stromé A najdeme posloupnost bratrskych podstromt, ktera
odpovida podstromum syni kofene B, potvrdili jsme odvozeni B od A. Je-li ©
kotfenem stromu X, jeho bratrskym podstromem prirozené rozumime podstrom
s kofenem y, kde y je bratrem x. Jaky strom zvolit jako matetsky? Ziejmé ten,
ktery obsahuje vice vrcholt. Kazdé ,osekani“ pouze vrcholy odebira. Pokud
jich maji po ,osekani“ stejné, musi byt stromy identické a uvedené pozorovani
nadale plati.

13 t0 je pocet viech kamer bez jedné komponenty
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Jak efektivné hledat posloupnost podstromii syni kofene B v A7 Udélame
cimrmanovsky krok stranou, vyhneme se znovuobjevovani kola a prevedeme
problém na hledani podietézce v fetézci. Ano, kuchaiku jste si méli precist ...

Zbyva najit vhodnou reprezentaci stromu pomoci fetézce. Odpovéd je trivi-
alni — pouzijeme uzavorkované vyrazy. List je reprezentovany pomoci (). Kazdy
jiny vrchol (véetné kofene) pak jako ( =reprezentace 1. syna= =reprezentace
2. syna= ... =reprezentace posledniho syna= ). Dva malé stromecky ze zadani
této ulohy jsou pak reprezentovany napiiklad takto: (COOO) () a (OO O).

Ztejmé kazdy strom ma néjakou reprezentaci. Plati také, ze je reprezentaci
strom jednoznac¢né uréen? To snadno dokazete pomoci indukce. Pro list to plati
a dale postupné podle slozitosti vrcholu ... Zkuste si to rozmyslet. Také plati,
7e kazdy spravné uzdvorkovany vyraz (v bézném slova smyslu) reprezentuje
néjaky strom. Pokud tedy vezmeme nékolik spravné uzavorkovanych vyrazi a
»Slepime® je za sebe do fetézce ¢, reprezentuji posloupnost néjakych stromu
Y1,Ys, ..., Y,. Pokud se navic ¢ vyskytuje v reprezentaci néjakého stromu X,
nasli jsme uvnitt X interval sousedicich bratrskych podstromt Yi,...,Y,.

Af to tedy uzavieme: Vezméme reprezentaci B a odstipnéme vnéjsi zavorky
(tj. ziskdme ,slepenec” reprezentaci podstromt jeho synt), ozna¢me jako g.
Pokud nalezneme ¢ v reprezentaci stromu A, plati, Ze B je odvozeny od A,
v opacném piipadé nemiize byt B od A odvozen.

Coze? Jeste jste si tu kuchaiku neprecetli a nevite jak najit g v reprezentaci
A? Piece pomoci vynalezu pant Knutha, Morrise a Pratta ... algoritmem
KMP.

Cas, pamét? Trvani vyroby fetézcové reprezentace stromu a jeji velikost
jsou linearni vzhledem k poc¢tu vrcholi stromu. KMP bézi v linedrnim cCase se
souctem délek Fetézct (jehly i kupky sena :0) ). Casové i prostorové sloZitost
algoritmu je tedy O(N), kde N budiz sou¢tem poctu vrcholi obou strom.

Josef Pihera

22-4-5 Energetické ¢lanky

Uloha méla piisné limity v zadani, ale samotna data byla vétsinou p¥isna
jen v jednom parametru, a tak jisté prosla i asymptoticky ne tak dobra, le¢
vynalézava FeSeni. A tak to u praktickych tloh ma byt!

Pojdme na FeSeni: nejprve bylo diilezité si v§imnout, ze pokud zietézime
dva palindromy za sebe a vznikne dalsi palindrom, musi se stat, ze oba palin-
dromy mayji spole¢ny ,zaklad“. Pokud je kratS$im palindromem ABA, pak delsi
palindrom (aby bylo zfetézeni palindromem) musi za¢inat ABA (m4a tvar ABAx),
a protoze delsi palindrom je také palindrom, bude i kon¢it ABA (tvar ABAxABA)
a dale pokrac¢ujeme stejnym argumentem (indukci). Neni pravda, Ze jeden je
mocninou druhého (napiiklad pro ABAABA a ABAABAABA), ale spoleény kofen
jisté maji.
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Hodilo by se nam tedy pocitat kofen palindromu, tedy nejkratsi fetézec
takovy, Ze jeho vhodnym umocnénim ziskdm cely palindrom. Takovy koien
je sam palindromem. Umime-li kofen najit, pak staci pro vstupni palindromy
vzdy najit kofeny, tyto kofeny jednoduse zpracovat (af uz pomoci hashovani
nebo pomoci setfizeni, jako je to pfedvedeno ve vzorovém FeSeni) a spréavné
napocitat.

Ted na tu poradnou préci: jak co nejrychleji spocitat kofen palindromu?
Pujdeme na to stejné, jak popisoval Vojta na KSPackém féru: budeme postupné
prochézet fetézec a priubézné si prepocitavat, jak by takovy kofen mohl byt
dlouhy. Zpét se uz ohlizet nebudeme — ¢teme-li Z-té pismenko a myslime si, ze
kofen je P znakl dlouhy, podivame na (Z mod P)-té pismenko a porovname.
(Vézte, Ze je to takové pismeno, jeZ musi byt stejné se Z-tym pismenkem, aby
opravdu platilo, Ze kofen ma délku P.)

Kdyz se pismenka neshoduji, mizeme prodlouzit periodu P na Z — 1 nebo
Z. Nemiize se nam stat, ze se nam schovava perioda nékde mezi P a Z — 1. To
se nahlédne podobné jako prvni pozorovani: byla-li by tam takova perioda A,
pak v periodé A je 1., A-té, A+ 1-ni a P-té pismeno shodné. ProtoZze A je mensi
nez Z — 1, vime, ze A-té pismenko neni P-té ani 1., a to ndm dé dalsi shodnou
dvojici ... a nakonec dostaneme, Ze by vSechna pismenka musela byt shodné.

ZQQ% %QQ T

Co se tyce Casové slozitosti, tak pokud vyuzijeme chytrou hashovaci funkci
se zhruba konstantni ¢asovou slozitosti na pfistup (a pamatujeme si nepréazdné
policka), pak se (nikoli v nejhorsim piipadé) dostaneme k O(V + N), kde N je
pocet Fetézci a V je velikost vstupu (sice mohla byt az N - K, ale rychleji by
to stejné neslo). Vzorové feseni pouziva mnoho asymptoticky zdludnych situact
(napfiklad porovnévani Fetézcli nebo jejich tfidéni zabudovanou knihovnou),
ale pfesto jsme se jej rozhodli takto zvefejnit. Ukazuje totiz vlastnost mnoha
praktickych a soutéznich tloh — obcas si mtzete dovolit zkusit vymeénit nejlepsi
konstantu ¢i asymptoticky horsi slozitost za citelnost a jednoduchost kédu,
pokud je hlavni podminkou ,vejit se“ do ¢asového limitu.

Martin Bohm & CodEx

22-4-6 Umistovani panela

Najskor sa zamyslime nad tym, ako vyzeraji jednotlivé obdizniky, ktoré
vystupuju v nejakom riesSeni, a ako ich rychlo vSetkych n4jst.
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Tieto obdlZniky st najmensie obdlZniky, ktoré obsahujt mnozinu nejakjch
K bodov. Teda urcite plati, ze ohrani¢ujice z-ové a y-ové suradnice kazdého
obdlZnika st rovnaké ako prislusné saradnice nejakych bodov, ktoré dany ob-
diznik obsahuje. Pretoze inak by sme mohli jednoducho obdlznik v prislusnom
smere zmensit a dostali by sme mensi obdlZnik, obsahujtci tie isté body.

Teda vsetkych obdlznikov je maximalne O(N?%), pretoze tolko je kombi-
nécii, ako vybraf ohrani¢ujice body obdlznika. A pre kazdy obdlznik vieme
v Case O(N) skontrolovat, ¢i obsahuje prave K bodov.

V skutoénosti viak poéet vietkych mozngch obdlznikov obsahujtcich K bo-
dov je radovo mensi. Ak totiz mame dand spodnil a hornd y-ova stradnicu
obdlZnika a tiez favii z-ovii stradnicu obdlZnika, potom existuje nanajvys jed-
na mozna hodnota z’ pre pravii z-ovt stradnicu obdiznika tak, Ze obsahuje
K bodov. Pretoze obdlzniky s mensou pravou z-ovou stradnicou ako 2’ obsa-
huji menej ako K bodov a obdlzniky s vii¢sou pravou z-ovou stradnicou ako
2’ obsahujii viac bodov ako K.

Teda pocet vietkych korektnych obdiznikov je len O(N?). Ak si naviac na
zafiatku usporiadame body podla z-ovej stiradnice, tak pre kazdt kombinéciu
hornej a dolnej stradnice y a lavej stiradnice 2 obdlznika vieme néjst odpove-
dajiicu pravt stranu obdlznika v ¢ase O(N). To spravime jednoducho tak, Ze
budeme postupne pridavat body do obdlznika, pokial nedosiahneme pocet K.

Ku vzorovému rieSeniu v8ak potrebujeme najst vietky korektné obdlzniky
rychlejsie, a to v dase O(IN?). To vyriesime metédou ,okienka“ (sliding window)
nasledovne:

Najskor si body znova usporiadame podla z-ovej stradnice. Zafixujeme si
hornt a dolnt stiradnicu y a nasledne jednym prechodom najdeme pravy okraj
ku vSetkym obdlznikom, ktoré majt prislusnt hornt a dolnti y-ovia stiradnicu
a dalej budeme teda pracovaf len s bodmi leZiacimi v tomto péase.

Najskor ndjdeme Standardnym sposobom (priddvanim bodov, pokial ne-
dosiahneme K) pravy okraj k obdlzniku, ktorj méa Tavy okraj na prvej z-ovej
stradnici. Nésledne sa presunieme na dalsiu lavli z-ova stiradnicu a vieme, Ze
prislusny pravy okraj lezi napravo od pravého okraja posledného najdeného
obdlznika. Teda ho nijdeme znova priddvanim bodov, ale za¢iname od posled-
ného néjdeného okraju. VSimnime si, zZe siradnice vSetkych lavych a pravych
okrajov najdenych obdlZnikov navzajom tvoria neklesajicu postupnost, a teda
pri tomto hladani spravime spolu linearne vela préce.

Teraz mozeme pristapif k vyrieSeniu celej tlohy a zamysliet sa, ¢o to zna-
mené najst dva disjunktné osovo-paralelné obdlzniky, pricom kazdj obsahuje
prave K bodov.

V podstate to znamend to, ze v kazdom takomto rieseni existuje deliaca
horizontélna alebo vertikalna priamka také, Ze jeden z obdlznikov je na jednej
strane tejto priamky a druhy je na opacnej strane priamky.
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Bez ujmy na vSeobecnosti teda predpokladajme, Ze pre optiméalne riesenie je
tato priamka horizontalna. (VyrieSenim rovnakej tlohy pre vertikdlnu priamku
a vybratim lepSieho rieSenia dostaneme celkové optimum.)

Teda pre hladané dva obdizniky musi platif, Ze horna y-ové stiradnica jed-
ného je mensia ako dolné y-ova suradnica druhého.

Pre kazdt y-ov stiradnicu si teda spo¢itame najmensi obdlznik, ktorj ma
na tejto pozicii dolny okraj, a taktieZ najmensi obdlznik majici na tejto stirad-
nici horny okraj. Naslednym vysktsanim vSetkych dvojic dolného a horného
okraju najdeme optimalne riesenie.

Casova zlozitost spoc¢iva z O(N log N) na utriedenie bodov na zaciatku,
O(N?) na najdenie vietkych korektnych obdlznikov a nakoniec O(N?) na vy-
sktisanie vetkych kombinécii dolného a horného okraja dvoch obdiznikov. Teda
spolu O(N3).

Pamiifova zlozitost nam vystaéi linedrna, ak si pri hladani obdlZnikov
stcasne vytvarame aj tabulku obvodu najmensieho obdlznika majtaceho dany
horny a dolny okraj, pri¢om tito tabulku ihned po najdeni obdlznika zaktua-
lizujeme a samotné obdlZniky si teda nemusime pamiitat.

Peter Ondriska

22-4-7 Pozdrav z pravéku

Ukol 1: Nabizi se x+|x, tedy délit ¢islo jeho absolutni hodnotou, ale to
selze pro x = 0. Lepsi je vyuzit toho, Ze porovnavani vraci 0 nebo 1 a pouzit
(x>0)-(x<0).

Ukol 2: Jelikoz APL vyhodnocuje zprava doleva, 15+1 je totéZ co 1.6, tedy
vektor 0 1 2 3 4 5. Naproti tomu 1+15 je totéz co 1+0 1 2 3 4, coz je podle
pravidel o pocitani s vektory 1 2 3 4 5.

Ukol 3: 1.(2+13) =+ 2(2+0 1 2) = 2(2 3 4), coz vytvoii trojrozmérné po-
le tvaru 2 x 3 x 4 vyplnéné ¢isly od 0 do 23.

Ukol 4: Stac¢i /[/x — nejdiive nAm /[x d4 vektor maxim sloupecki a z néj
si pak druhou redukci vybereme maximum.

Ukol 5: Vsimnéme si, ze jednicka m4 byt pravé tam, kde je prvni soufadnice
(¢islo Fadku) mensi nez druhd. Stadi tedy pouzit direktni souéin (1n)e°.<(an).

Ukol 6: Nejprve vytvofime matici

0 1 2 3 . n—2 n-—1
(n—l n—2 n—3 n—4 ... 1 0 )
laminaci vektorti wn a (n-1)-1n. Pak ji stac¢i transponovat a operatorem p
preformatovat na vektor délky 2n. Cely program tedy zni
(2xn) p& (vn)~((n-1) -1n).
Ukol 7: Nebudeme troskafi, najdeme rovnou viechny spolecné délitele za-
danych ¢isel x, y a pak z nich vybereme toho nejvétsiho:
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1+an
O=alx
O=aly
axpxq
/Tr

Jak to funguje? Nejprve sestrojime vektor a obsahujici ¢isla 1, ..., n. Dalsi
vektor p obsahuje jen nuly a jednicky, pficemz jednicky jsou pfesné na mistech
delitelu ¢isla x (spocitdme zbytky a porovname je s nulou). Podobné ¢ indikuje
délitele cisla y. A vektor r vznikne z a vynulovanim téch cisel, ktera nejsou
spolecnymi déliteli z a y, takze uz staci najit maximum z jeho prvki.

Program jesté mtzeme trochu zkratit:

/T(0=alx)x(0=aly)xa+1l+in.
Filip Hlasek vymyslel jesté magictéjsi feseni:
+/0=y | xx1+ay,

zkuste prijit na to, jak funguje. Poradime vam, ze se k tomu hodi rovnost

zy = nd, kde d je nejvétsi spolecny délitel a n nejmensi spole¢ny nasobek.

Qa H QT p
T T T 7T

T

Martin Mares
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22-5-1 Turnaj

Vase feSeni (kterda byla tentokrat takika vyhradné spravnd) vykazovala
velké odchylky v délce: zatimco si néktefi vystacili s péti vétami, jini popsa-
li stranku. Vzhledem k obtiznosti tlohy si vazime obou pfistupd, ale odbyti
tézsiho prikladu kratkym textem vidime velmi neradi.

Zadani klade navodné otazky, které nyni zodpovime:

Jaci jsou kandiddti na druhé misto? Evidentné pravé ti draci, ktefi pro-
hréli s vitézem. Vsichni ostatni totiz byli (t¥ebas nepfimo) porazeni nékterym z
téchto porazenych draku a nejlepsi tabulkové misto, na které mohou doséhnout,
je treti. Z této mnoziny pak zaroven nemuzeme bez dalsiho zkoumani zadného
draka vytadit, protoze spolu zapas jisté nehrali, ani se libovolny z nich nemiize
nachézet v podstromu libovolného jiného, takze si je nemiizeme nijak uspofa-
dat.

Kolik takovych kandidatu je? Jej, to je zaludné. Zadani se explicitné nezmi-
fiuje o tom, ze by byl pavouk hry Gplny binarni strom, obrazek vsak k takovému
pojeti vede. Pii opravovani jsem tedy akceptoval jak nazor, Ze je téchto kan-
didatt logaritmicky viéi poctu zacastnénych drakt, tak nazor, ze se to neda
moc dobre Fict, jelikoz strom mutize vypadat vselijak.

Jak mezi nimi co nejefektivnéji vybrat druhého draka? To naopak zaludné
neni viibec: prosté sestavime herni strom pro draky porazené vyhercem. Vzhle-
dem k jejich po¢tu N bude potfeba sehrat N — 1 utkéni (kazdé vyfadi prave
jednoho draka), vzhledem k pocétecnimu pocétu drakt tedy v pfipadé uplného
stromu mame logaritmicky pocet nutnych dohravek.

Lukds Lansky

22-5-2 Straze udoli

V tejto ilohe sme mali zadané body na priamke, vedeli sme medzeru medzi
kazdymi dvoma susednymi a chceli sme odstranif maximélne K z nich, aby sme
maximalizovali najkratsiu medzeru medzi tymi bodmi, ktoré zostanu.

Tato tloha rovnako ako mnoho inych tloh méa jednoduché, rychle, ale pri-
tom nespravne greedy rieSenie, ktoré je zalozené na postupnom odstranovani
bodov susediacich s najkratSou medzerou (skiste si ndjst protipriklad).

Jednoduché korektné rieSenie vieme naprogramovat pomocou dynamického
programovania, kde stav vypoctu je dvojica (n, k) a pre kazda dvojicu chceme
spocitat optimdlne rieSenie, ak sme spracovali prvych n bodov a vyhodili sme
prave k z nich. Takato Givaha vedie na riesenie so zloZitostou O(N2K), ale stéle
mé daleko od vzorového rieSenia.

NaSe vzorové rieSenie vyuziva myS$lienku, ktord sa pouziva vo vela prob-
lémoch, kde spodéitat samotné rieSenie problému je pomerne zlozité, zato vSak
overit, ¢i existuje riesenie s pozadovanou vlastnostou, je pomerne jednoduché.
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V nasom priklade vieme lahko overit, ¢i existuje rieSenie, ktoré odstrani
maximdalne K bodov z danych a md minimélnu vzdialenost aspon taka ako
pevne dané M. Zodpovedanie tejto otdzky vieme previest na iny znamy problém
,planovania intervalov“: Mame zadanych N intervalov v Case, pricom kazdy
zafina v ¢ase a; a ma dlzku b;. Pricom z tjchto intervalov chceme vybrat
maximalny pocet tak, Ze ziadne dva vybraté intervaly sa neprekryvaja.

Prevod je nasledovny: vSetky cisla a; st rovné poziciam bodov na priamke
a vSetky b; st rovné M. Ak nédjdeme rieSenie tohto problému, potom sme nasli
maximdalnu mnoZinu bodov (poéiatky intervalov), ktoré si od seba vzdialené
aspont M. Pricom ked sme nasli takéto rieSenie, ktoré maximalizovalo podcet
vybratych intervalov (bodov), potom stcasne toto rieSenie minimalizuje pocet
intervalov (bodov), ktoré sme nevybrali. Teda po najdeni rieSenia, vieme zod-
povedat otazku, ¢i existuje rieSenie, ktoré mé najmensiu vzdialenost aspon M,
podla toho, ¢i naSe rieSenie , pldnovania intervalov* nevybralo maximalne K in-
tervalov.

Treba vSak vedief rieSif samotny problém pldnovania intervalov. Na tento
problém je vSak znamy jednoduchy greedy algoritmus: Na zaciatku si utriedime
body podla ¢asu konca intervalu, nésledne za¢neme tieto intervaly prechadzat
v tomto poradi a stasne si budujeme rieSenie (mnoZinu vybratych interva-
lov) pouzitim jednoduchého pravidla: pri prechddzani, vzdy ked moZeme prave
spracovavany interval pridat k budovanému rieSeniu, tak ho tam pridame.

Toto sa da po usporiadani intervalov vykonat v linedrnom case od poctu
intervalov, sta¢i si vzdy len pamitat ¢as konca posledného intervalu v naSom
budovanom rieseni. Naviac v nasom specidlnom pripade maji vSetky intervaly
rovnaki dlzku, takze sta¢i usporiadat intervaly podla zaciatku (na vstupe vsak
uz mame pozicie utriedené a v nasej ilohe nemusime triedenie vobec riesit).

Teraz uz vieme zodpovedat otazku, ¢i existuje rieSenie s danou minimalnou
vzdialenostou. K ¢omu ndm to posltzi? Treba si vS§imnit, Ze ak existuje rieSenie,
ktoré ma miniméalnu vzdialenost aspori M, potom existuje rieSenie, ktoré ma
minimdlnu vzdialenost M’ pre kazdé M’ < M (jednoducho ponechdme rovnaki
mnozinu bodov). Inak povedané, existuje ¢islo M* také, Ze pre vSetky M < M*
riesenie existuje a pre vsetky M > M™ rieSenie neexistuje.

A préve ¢islo M* hladdme. Teda rieSenie by sme mohli najst tak, ze ak
mame rozsah stradnic bodov z nejakého intervalu R, potom vieme postup-
nym sktSanim existencie riesenia, ktoré m4 minimélnu vzdialenost R, R — 1,
R—2, ..., najst ¢islo R* v ¢ase O(RM). Av8ak z vlastnosti hlfadaného ¢isla M*
mozeme pouzit bindrne vyhladévanie na intervale R. Ked si pre median prehla-
davaného intervalu rieseni zistime, ¢i existuje rieSenie, pak sa na zaklade toho
vieme rozhodnit, v ktorej polovici prehladédvaného intervalu lezi ¢islo M*.

Takto vieme najst maximalnu minimélnu vzdialenost medzi dvojicou bodov
a body, ktoré mame odstranit, si pociatky nevybratych intervalov pri rieSeni
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prislusného podproblému planovania intervalov.

Celkova casové zloZitost je O(N log R), kde pri bindrnom vyhladavani na
intervale dlzky R vieme v linedrnom ¢ase overif existenciu rieSenia. Pamiifova
zlozitost je O(N).

Peter Ondriska

22-5-3 Zrcadla

Maéme ¢tvercovou sit a hleddme v jistém smyslu nejkratsi cestu, respektive
cestu s co nejméné ,zatackami® tvorenymi zrcadly. Ze by prohled4vani do sitky?
Tak se podivejme, jak ho realizovat v tomto pfipadé. Pokud jste jesté zadné
prohledévani do §itky nikdy nepotkali, podivejte se do grafové kuchaiky na
nasich strankach.'

Jak se da cekat, ve fronté, jiz pouziva prohledavani do sirky, budou jed-
notliva policka ¢tvercové sité a kazdé se tam dostane maximalné jednou, fronta
tedy miZe nartst do velikosti az O(M x N). Vzdy, kdyz odebereme policko
z fronty, pustime z néj svétlo do vsech ¢tyf smért (do nékterych policek muize
prijit svétlo z riznych sméru pres stejny pocet zrcadel a ukladat ho do fronty
dvakrat se nevyplaci). Pro kazdy smér postupné prochdzime policka, dokud
nenarazime na prekazejici dim, a zafazujeme je do fronty, jestlize v ni jesté
nebyly. KdyZ narazime na dim, jejz chceme osvitit, vypiSeme pocet zrcadel a
skoné¢ime. Vyprazdni-li se fronta a cil je nedosaZen, nejde na néj dosvitit.

Pro evidenci, kde se nachazeji prekazky a pres kolik zrcadel dosel algorit-
mus na konkrétni policko, si zavedeme dvourozmérné pole o velikosti M x .
Hodnota —3 na poli¢ku i, j znamend, Ze je tam prekazka, hodnota —2, ze do
policka jesté nedorazilo svétlo, a hodnoty vétsi nebo rovné nule, pfes kolik
nejméné zrcadel se tam svétlo dostane.

Proé¢ toto Teseni funguje? Stac¢i, kdyz si vS§imneme, Ze policka ve fronté
jsou usporadana dle minimalniho poctu zrcadel, kterd musime pouzit, aby se
do nich dostalo svétlo. Pokud jsme se na policko A dostali nejprve z policka B
a dostaneme-li se do néj pozdéji z jiného bodu, urcité k tomu pouzijeme nejméné
tolik zrcadel jako z policka B.

Jakd je c¢asovd sloZitost tohoto algoritmu? Kazdé policko se sice objevi ve
fronté maximalné jednou, ale svétlo se z néj mize dostat az do O(M + N)
dalsich poli¢ek. Navic na kazdé policko muze doletét svétlo az z O(M + N)
jinych, celkové tedy vyjde ne moc pékn4 slozitost O(M N (M + N)).

Jak algoritmus zrychlit? Hlavni problém, pro¢ algoritmus pracuje v nej-
horsim prfipadé tak pomalu, je, Ze se na néktera policka podivame dokonce az
O(M + N)-krat, avSak do fronty je zafadime jen jednou. Pfitom je zbytecéné
se na né divat ze stejného sméru vicekrat (napf. z policka, jez je nad nim, pak

14 Kuchatka o grafech: http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/20/cook3.html
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z toho, co je 0 2 nad nim. . .). Proto si budeme u kazdého policka navic ukladat,
jakymi vSemi sméry uz jim letélo svétlo.

MizZete si vSimnout, Ze staci ukladat pouze dva bity informace: jestli po-
lickem letélo svétlo horizontalnim smérem a jestli vertikdlnim smérem. Pokud
totiz poleti svétlo z policka v souvislém tsek bez prekazek na néjakém radku ¢i
sloupci, tak ho proleti cely bez ohledu na to, odkud se naposledy mohlo odrazit.

S timto vylepsenim se po vytaZzeni poli¢ka z fronty podivame, jestli uz jim
proletélo svétlo horizontalnim i vertikalnim smérem a pfipadné projdeme po-
licka tim ¢i onim smérem (obéma zaroven urc¢ité ne kromsé zdroje, jelikoz svétlo
muselo do policka néjakym smérem doputovat). Diky vlastnostem prohledava-
ni do §ifky (poli¢ka jsou ve fronté sefazena dle poctu zrcadel, pfes ktera se do
nich dostalo svétlo) jsme si touto Gpravou uréité nepokazili Feseni.

Nyni uz do kazdého policka doputuje svétlo nejvyse dvakrat, takze caso-
vé slozitost vyjde O(MN). V nejhorsim pfipadé stejné projdeme skoro celou
¢tvercovou sit a ostatné i velikost vstupu je nejvyse O(MN) (bude-li fado-
vé tolik prekazek), takze asymptoticky lepsi algoritmus vymyslime jen tézko,
pomineme-li néjaké heuristiky (triky, které v uréitych ptipadech zrychli pro-
gram), jez vSak obecné nefunguji.

Pavel ,Paulie“ Vesely

22-5-4 Davy lidi

Uloha byla véru tézka. Vyfesime tedy nejdiive nékolik podproblémi a
z nich pak slozime celé feSeni. Vyklad okofenime timto znacenim: jsou-li A a S
body v roviné, pak A° znaéi obraz bodu A ve stfedové soumérnosti se stfe-
dem S.

1. Je mnozina bodi symetrickd podle zadaného stredu S ¢ To mtzeme zjistit
snadno: uloZime body mnoziny do néjaké datové struktury (tfeba do vyhleda-
vaciho stromu). Pak je budeme postupné prochazet body a pro kazdy bod A se
podivame, je-li ve struktufe i bod A°. Pokud ano, oba smaZeme a pokracujeme
dal. To pro n bodt zvlddneme v éase O(nlogn).

Mizeme to provést i jednoduseji: Setfidime body lexikograficky (tzn. nejd¥i-
ve podle z-ové soufadnice a kde je x stejné, tam podle y) a vSimneme si, ze
pokud je bod A lexikograficky pfed B, pak je B® lexikograficky pted A°. Jinymi
slovy v setfidéném poradi plati, Zze obraz prvniho bodu je posledni bod, obraz
druhého pfedposledni a tak dale. TF¥idénim stravime ¢as O(nlogn), kontrolou
pak O(n). To je vyhodnéjsi v p¥ipadé, Ze chceme postupné vyzkouset nékolik
riznych kandidatt na stied S.

2. Je mnoZina bodiu symetricka? To bude snadné — pokud je mnozina sy-
(jeho z-ové soutadnice je primérem z-ovych soufadnic vSech bodl a podobné
y-ové soufadnice) a spustit na néj predchozi algoritmus.

128



Vzorova fesSeni 22-5-4

3. Zndme polohu sochy S a fontdny F, lze body rozdélit na cdst soumér-
nou podle S a édst soumérnou podle F'? Zde naprosta vétsina fesitelt zkusila
hladovy algoritmus — testovat uz zndmym zpusobem soumérnost podle S, bo-
dy, které soumérné nejsou, si davat stranou a nakonec vyzkousSet, jestli jsou
soumérné podle F. To ale bohuzel nefunguje, ela hop, protipfiklad z klobouku
ven:

Body a, b se tdastni dvou symetrii — jednak spolu podle S, jednak s a’, b’
podle F. Pokud tedy pfi zkoumani stiedu S body a, b sparujeme, zbudou pak
a’ a b’ na ocet. Kdybychom je ovSem odlozili oba stranou, sparovali bychom
nasledné podle sttedu F dvojice a—a’ a b-b'. (Zde by samoziejmé pomohlo
zkoumat nejdiiv F' a pak S; takovy algoritmus ale nachytame, paklize k nasemu
protipfikladu pfidame jesté jeho kopii pfeklopenou podle osy tsecky SF'.)

Jak z téhle arcipatélie ven? Inu, za vSim hledej grafy... body prohlasime
za vrcholy, dvojice symetrické podle S spojime jednim typem hran (na obrazku
plné ¢4ry), dvojice symetrické podle F' druhym (na obrazku teckované). V tom-
to grafu chceme najit perfekini pdrovdni, ¢ili rozdélit vrcholy na dvojice tak,
aby kazda dvojice byla spojena hranou.

Z4dny problém, kazdy matfyzak vi uz od narozeni, 7e na hledani perfektni-
ho parovani tu je Edmondsuv ,zahradni“ algoritmus. My ale tak mocné kouzlo
ani nebudeme potiebovat. Misto toho si zkusime predstavit, jak nas graf vypa-
da. Kterykoliv vrchol mtize sousedit s nejvyse jednou hranou prvniho druhu a
nejvyse jednou druhého. Stupen vrcholu tedy mtze byt bud 0, nebo 1, nebo 2
a pokud je 2, jsou obé hrany riznych druhii. To ndm nedavd moc moznosti
— kazd4 komponenta souvislosti musi byt budto izolovany vrchol nebo cesta,
pripadné kruznice. Na cesté i na kruznici se navic museji stfidat hrany obou
druhd, takze ihned vime, Ze kruznice maji sudou délku a tim padem si na nich
sta¢i vybrat bud jeden nebo druhy druh hran a je sparovéano. Cesty o sudém
poctu hran a izolované vrcholy (to jsou vlastné cesty o nula hrandch) sparovat
urcité nejdou. Na cesté o lichém poctu hran staci pouzit ten typ hrany, kterym
cesta zacind i kondi.

K vyfeseni tohoto podproblému tedy postac¢i sestrojit pomocny graf (tFeba
dvojim spusténim algoritmu 1.), rozlozit ho na komponenty souvislosti a ovéfit,
jestli se mezi nimi nevyskytne suda cesta. To ve zvladneme v ¢ase O(n), pokud
uz mame vSechny body setfidéné lexikograficky.
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4. Polohy S, F nezndme. Co ted? Budeme pokorné zkouSet vSechny kandi-
déaty na polohu sochy a fontdny a spoustét pro né predchozi ovéfovaci algorit-
mus. Neni jich nekoneéné mnoho? Ne ne, stied pieci musi lezet budto v néjakém
zadaném bodé nebo ve stfedu tsecky urcéené dvéma zadanymi body. Takovych
mist je O(n?), takze dvojic kandidatti na S, F je O(n*), ovéfovanim kazdé stra-
vime O(n). Celkové ¢asova slozitost je tedy O(nlogn + n’) = O(n®), paméti
nam staci linearné.

5. Zrychlujeme. Jak se zbavit obludné paté mocniny, jez nam skodolibym
chechtotem kazi radost z vitézstvi? Trochu mnozinu kandidatd na stfedy ome-
zime. Pfedné — zvolime si néjaky pevny bod A a prohldsime, Ze socha je to,
podle ¢eho je tento bod soumérny. Staci tedy pfi hledani poloh sochy vyzkou-
Set jen stfedy usecek, kterych se bod A ucastni. Pro kazdou polohu sochy pak
nalezneme néjaky bod, ktery podle ni neni s ni¢im symetricky (kdyby Zadny
takovy nebyl, uz jsme tlohu vyftesili). Tento bod jisté patii do druhé mnoziny,
takze fontana se vyskytuje na néjaké tseéce vedouci z tohoto bodu. Celkem
tedy O(n) moznosti pro sochu, O(n) pro fontanu a ¢as O(n) na ovéreni. To
davéa dohromady O(nlogn+n?) = O(n?) s linedrni paméti. Umite to 1épe? My
zatim ne.

opravila Jitka Novotnd, TeSeni sepsal Martin Mares

22-5-5 Cokolamani

Predtim, nez urc¢ime, kolik vlastné rozlamani celé c¢okolady nejméné stoji,
musime vymyslet, jak takové rozlamani provést. Velice jednoduché feseni je jit
na c¢okoladu ,hladové“. Vzhledem k tomu, zZe zlomy, které provedeme dfive,
se zapocitaji ménékrat nez ty, co provedeme pozdéji, tak cokoladu rozlomime
vzdy podle nejdrazsiho zatim nepouzitého zlomu. Pokud zlom prochézi pres
vic kust ¢okolady, rozlomime kazdy z nich. Jenze takovyhle jednoduchy postup
prece nemiize fungovat, ne? Ukazuje se, ze muze, jenom to musime dokazat.

Néjaky konkrétni postup rozldmani si mizeme predstavit dvéma zpusoby:
bud jako binarni strom, kde kazdy vrchol je kus ¢okolddy, synové vrcholu jsou
ty kusy, které z néj vzniknou jednim rozlomenim, a listy jsou kusy, které uz
nejdou rozlomit (tzn. velikosti 1 x 1). Druhou reprezentaci postupu rozldmani
je posloupnost zlomii, ve které se kazdy zlom vyskytuje pravé jednou.

Prevedeni posloupnosti zlomi na strom je jednoduché: lameme ¢okoladu
podle zlomt v posloupnosti a vsimame si, které kusy jsme rozlomili na jaké.
rekurzivné vypocitame posloupnosti zlomt podstromu syna kofene, ty spojime
a na zacatek jesté pridame zlom z korene. Spojeni je definované tak, ze obé
posloupnosti musi byt podposloupnostmi (ne nutné souvislymi) vysledku s tim,
ze se v ném zadny zlom nesmi opakovat, ale na druhou stranu mizeme zménit
poradi v rdmci souvislych skupin zadanych posloupnosti, které obsahuji pouze
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zlomy jedné orientace. Kdyz vodorovné zlomy budu znacit pismeny a svislé
¢isly, tak napiiklad posloupnosti DCA1B a C3ABD preuspoiadam na CAD1B a
C3ADB a vysledkem je C3AD1B, posloupnosti A1B a B3A spojit nejdou a strom,
ktery obsahuje takové podstromy, nejde reprezentovat jako posloupnost zlomi.
Kdyz postup rozlamani reprezentovany stromem prevedu na posloupnost zlomu
a pak zpét na strom, vysledkem muze byt jiny strom. Jejich ceny ale budou
stejné, protoze jsme jenom zménili poradi v ramci skupin zlomu se stejnou
orientaci. (Kdyz lamu zleva doprava, tak vysledek mé stejnou cenu, jako kdyz
lamu zprava doleva. Kdyz ale nejdiiv lamu vodorovné a pak svisle, tak vysledek
mize mit riiznou cenu, nez kdyz ldmu v opa¢ném pofadi.)

N4&s postup rozldmani se reprezentuje jako posloupnost zlomid jednoduse:
jsou to vSechny zlomy setfidéné od nejdrazsiho. Nyni potfebujeme dokazat, ze
tato posloupnost zlomu je nejlevnéjsi mozna a také, ze zadny postup rozlamani,
ktery se neda vyjadrit jako posloupnost zlomt, nejlevnéjsi byt nemuze.

Vsimneme si, ze jakoukoliv posloupnost mizeme setiidit tak, ze vezmeme
prvek s nevyssi hodnotou a pfesuneme jej na prvni misto, pak vezmeme prvek
s druhou nejvyssi hodnotou a ddme ho na druhé misto a tak dale. Pii kazdém
takovém presunuti prvek preskakuje jen prvky, které maji mensi hodnotu, nez
on sam. Pokud jsou prvky posloupnosti zlomy, tak plati, Zze preskoceni zlomu,
ktery ma stejnou orientaci cenu nezméni. Na druhou stranu preskoceni zlomu
s opacnou orientaci zptisobi, ze pocet vyskyti preskakujiciho zlomu ve stromové
reprezentaci se zmensi o jedna, naopak pocet vyskytt preskakovaného zlomu se
o jedna zvysi. A protoze pocet vyskyti ve stromé odpovida tomu, kolikrat se
zlom zapocita do vysledné ceny, urcité jsme takovymto set¥idénim posloupnosti
zlom jeji cenu nezvysili. Jako vysledek jsme dostali nasi posloupnost, ta je tedy
urcité nejlevné;jsi.

To, ze postup rozlamani, ktery nejde reprezentovat posloupnosti zlomi, ne-
miize byt nejlevnéjsi, dokazeme tak, ze si ve stromé, ktery reprezentuje takovyto
postup, najdeme vrchol, jehoz podstrom reprezentovat posloupnosti nejde, ale
podstromy obou jeho synt jdou (takovy uréité existuje). Alesponi jedna z po-
sloupnosti synii neni setfidéna od nejdrazsiho (kdyby obé byly, tak jdou spojit)
a navic se ani neda setfidit prehazovanim v ramci souvislych skupin se stejnou
orientaci. To znamen4, ze tam bud existuje dvojice po sobé jdoucich zlomu
s opacnou orientaci, jejiz prvni prvek ma mensi cenu, nebo se takova dvojice
da vytvorit pfehazovanim ve skupiné se stejnou orientaci. Kdyz tuto dvoji-
ci prohodim, zmensim tim cenu rozldmani, a tento postup tedy nemohl byt
nejlevnéjsim.

Dokazali jsme tedy, Ze nas postup je nejlevnéjsi, ted uz zbyva jenom vymys-
let, jak spocitat tuto cenu. Stacdi si uvédomit, ze kazdy zlom v posloupnosti se
zapocCitd o jedna vickrat, nez kolik je pfed nim zlomi s opac¢nou orientaci. Algo-
ritmus bude postupovat tak, ze si vSechny zlomy settidi podle ceny a postupné
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je od nejdrazsiho zapocitava, kazdy tolikrat, kolik zloma podle opacné osy, nez
ma aktudlni zlom, jsme uz zapocitali. Pokud mé ¢okolada rozméry M x N, tak
Casova slozitost je O((N + M)log(N + M)) a pamétova O(N + M).

Poznamka: Set¥idéni zlomt podle ceny jsme docela odbyli, jaky tfidici al-
goritmus je nejlepsi? Vzhledem k tomu, Ze tato tiloha je praktické, tak odpovéd
je velice jednoducha: obvykle ten, ktery programovaci jazyk, ktery pouzivame,
sam obsahuje. Tfeba v Cécku je to gsort (), v C# Array.Sort ().

Petr Onderka

22-5-6 Hlidaci princezny

Zacneme, jako kazdy liny ¢loveék, od toho nejjednodussiho. Predstavme si,
ze mame hlidace, feknéme A, kterého nekryje viibec nikdo. Ten urcité do ttoku
jit nemuze. Tak tam ale do Gtoku posleme hlidace B, ktery je kryt hlidacem A
(pokud jiz v utoku neni). Oba ze vstupu odstranime, protoze jsou jiz vyfeseni
a pokracujeme s mensi tlohou stejného druhu.

Co ale v pfipadé, Ze zaddného nekrytého nemame? Pak si vS§imneme, Ze
takovy graf musi byt nékolik nepropojenych orientovanych cykli. Vezmeme
tedy kazdy z cykla zv1ast (mizeme, neovliviiuji se). Kdyz je cyklus sudé délky,
pak dokazeme poslat do titoku pravé polovinu z jeho hlida¢t (kazdého druhého)
— 1épe to zfejmé nejde, za kazdého v itoku musi byt alespon jeden, ktery kryje.
A u lichého? Tam nam, bohuZel, jeden zbude, ale at parujeme jakkoliv, jeden
zbyt musi, tedy to také nejde 1épe.

Ze mi jesté nevéfite? No, tak malinko diikaz@i. Napied si dokazeme, Ze
pokud v grafu neni zadny vrchol vstupniho stupné 0 a vSechny maji vystupni
stupen 1, pak se jedna o cykly. Vyberme si libovolny vrchol. Z ného vede prave
jedna hrana ven. Vydejme se po ni a dojdeme do dalsiho. A tak dale. Jednou
musime potkat vrchol, ve kterém jsme jiz byli. A proc¢ je to ten prvni? Kdyby
nebyl, tak do toho, ktery jsme potkali podruhé, vedou alespon dvé rizné hrany
(jedna, po které jsme pFisli poprvé a druhd, kterou jsme pfisli ted). Protoze ale
z kazdého vrcholu vychézi pravé jedna hrana, primérné do kazdého musi také
vstupovat jedna. A neexistuje vrchol, ktery by mél méné nez jednu vstupni
hranu, nemiize tedy existovat ani takovy, ktery ma vice nez jednu.

A nyni to tvrzeni hned na zacatku. Pro¢ muzeme vzit hlida¢e B? Hledame
nejmensi protiptiklad — vstup s nejmensim poc¢tem hlidact, kde nas program
vybere Spatné feseni. Hlidace B jsme vybrali a zkazili jsme to tim — to ale
znamena, ze byl potieba v zaloze na kryti hlidace C.

No dobra, ale tim, Ze misto C' vezmeme B, si pfeci neuskodime. Hlidac¢u
mame stejné a po nasazeni B ndm v grafu zbude jeden vrchol navic (coz nam,
zfejmé, neuskodi, protoZe ho miizeme jednoduse nevyuzit).

To je celé hrozné hezké, vime, Ze to funguje. Jak to ale napsat? A to jesté
tak, aby to béZelo rychle? Samoziejmé, mohli bychom pokazdé projit cely vstup,
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pokusit se najit vrchol stupné 0, ale to by trvalo dlouho. Proto je na to potfeba
jit chytfreji.

Predpocitame si, hned na zac¢atku, vstupni stupen kazdého vrcholu. Poté
si rozhazime vrcholy na dvé hromadky — v jedné budou ti nekryti a v druhé ti
ostatni.

Potom zkusime vzit vzdy jednoho nekrytého. Toho ddme do zélohy (to je
nas A). Pokud je ten, kterého kryje, jesté nezpracovany, nasadime ho do atoku
(to je B). A tomu, kterého kryje B, ode¢teme jedni¢ku od vstupniho stupné,
pokud mu klesne na nulu, pfehodime z jedné hromadky do druhé. Cely tento
jeden krok lIze stihnout v konstantnim case.

Jakmile neni na nekryté hroméadce nikdo, mame cykly. Je jedno, od kterého
zacneme cyklus ,rozmotavat®, tak si prosté jeden vrchol vezmeme a udélame
s nim to samé — fekneme, Ze je v zaloze, toho, koho kryje, posleme do atoku. Tim
nam vznikne nekryty hlida¢ (pokud mél cyklus délku alespoii 3) a pokracujeme
dal obvyklym zptisobem.

Dale, hroméadka krytych hlidact mize byt Cisté virtualni — ve chvili, kdy
z ni odebirame, tak je totozna se vSemi jeSté nepouZitymi. A nepouZitelnost
si mizeme znacit pfimo v hlidac¢i a pamatovat si, kde jsme naposledy skonéili
s vyhledavanim.

Celkové nam z toho tedy vychézi pékna linedrni slozitost ¢asova a stejné
tak pamétova.

Michal ,vorner“ Vaner

22-5-7 ArcheoPaleoLingua

Ukol 1: Prvodisla mizeme hledat napiiklad takto:
p N: (2=+/~Z°.|Z)/Z<1+aN.

Jak toto kouzlo funguje? Nejprve si do proménné Z ulozime ¢isla od 1 do N.
Pak pomoci vnéjsiho soucinu Z°. | Z vytvorime tabulku vSech zbytkt po déleni
a operatorem ~ ji znegujeme — vysledkem je tedy matice, ktera ma na pozici
1,7 jednic¢ku praveé tehdy, kdyz je ¢islo j délitelné ¢islem i, jinak nulu. Redukci
+/ z toho vytvorime vektor, jehoz j-td slozka udava pocet délitela cisla j.
Ten nasledné porovname s dvojkou a dostaneme vektor, jehoz j-ta slozka je 1
praveé tehdy, je-li j prvocislo. Pak uz staci pouzit operator komprese, abychom
z vektoru Z ziskali seznam prvocisel.

Ukol 2: Ulohu si rozdélime na dvé ¢asti: nejprve zjistime, v jakém potadi se
prvky maji nachéazet, a pak je do néj prehazime. Pofadi popiSeme permutaci p,
coz bude vektor, jehoz i-ty prvek bude fikat, na jakém misté se mé objevit
x[i].

Hledanou permutaci sestrojime takto: vezmeme direktni soucin x°.<x. Ten
nam vytvori matici nul a jednicek, jejiz i-ty sloupec prozradi, které prvky jsou
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mensi nez x[i]. Jejich pocet (zjistime redukei) je samoziejmé roven mistu, na
kterém se mé x[i] ocitnout.

Asi nejjednodussi zpusob, jak pak prvky prohazovat, je vyuZit toho, Ze
vektor lze indexovat vektorem, a co vic, do takto indexovaného vektoru lze
i prifadit. Staci tedy pouzit x[pl«x a je prohozeno. Cely program vypada
takto:

x[+/x°.<x]¢x.

Ukol 3: 1 zde, tentokrat inspirovani feSenim Jirky Eichlera, pfiddme jeden
rozmér. Vytvorime matici, ktera bude mit v kazdém sloupci kopii vstupniho
vektoru x:

yexo . +xx0.

Také vyrobime matici stejné velikosti s jednickami nad diagonalou:
me (1px) °. <1pX.

Nyni tyto jedni¢ky pfeneseme do y (mvy) a pouzijeme scanovani logickym sou-
¢inem (A\) — tim padem v i-tém sloupci zbude tsek jednicek, ktery se zastavi
o prvni nulu nésledujici po i-tém Fadku, a za nim uZ samé nuly. Ted nao-
pak vSechna poli¢ka nad diagonédlou vynulujeme ((~m)A...). Co jsme dostali?
V i-tém sloupci bude nejprve ¢ — 1 nul, pak souvisly Gsek jednicek zacinajici
ve vstupu na pozici ¢ (mize byt i prazdny, pokud z[i] = 0), a za nim nuly. Kaz-
dy maximalni usek jednicek v x se tedy vyskytuje v alespon jednom sloupci.
Ted uZ stadi jednicky v kazdém sloupci pomoci redukce +/ spocitat a druhou
redukci [/ najit maximum:

[/+/(~m) AA\mVy.

Tim se nase okénko do prehistorie uzavira. Co si z néj odnést do soucas-
nosti? Asi hlavné povédomi o tom, Ze programy muzeme budovat i z jinych
zakladnich konstrukci nez podminek a cykli, tfeba pravé z direktnich soucini,
redukci a scanovani. Pravé tyto operace v dnesni dobé tvori zaklad mnoha ja-
zykl pro paralelni programovani, protoze se jejich provadéni dé velice snadno
rozdélit mezi vice procesort. Ale o tom t¥eba zase nékdy pristé.

Martin Maref
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