Mili resitelé a resitelky!

Vidite pfed sebou druhou sérii 23. ro¢niku KSP. Kazda série obsahuje 7 tloh, z toho
4 nejlépe vyfesené se zapocitavaji do celkového bodového hodnoceni. Zatimco my
budeme opravovat vase feSeni prvni série, vy uz miizete v teple domova, tramvaje,
gkolni lavice v poklidu fesit tlohy série druhé. Vy, kdo fesite zaroven i PraSatko,! si
dobte rozvrhnéte, kdy budete co Fesit, nebot tentokrdt mame termin shodny.

Termin odevzdani druhé série je stanoven na pondéli 6. prosince v 8:00 SEC, coz
znamena, ze papirové feSeni byste méli podat na postu do stiedy 1. prosince.

Reseni pfijimame elektronicky na strance |ttps: //ksp.mff.cuni.cz/submit]. Chcete-li

s ndmi komunikovat bezpecné, muzete si oveérit nas Sifrovaci certifikat — zde je jeho
SHA1 hash: 7F:53:E7:00:60:F2:24:93:8F:52:51:EC:1E: A8:34:54:86:69:32:7D.

Také ndm feseni muiizete poslat klasickou postou na adresu

Korespondenéni seminar z programovani

KSVI MFF UK

Malostranské namésti 25

118 00 Prahal

Na pripadné dotazy vam radi odpovime také na adrese ksp@mff.cuni.cz a v diskusnim féru na nasem webu.

Druha série t¥iadvacatého ro¢éniku KSP

Alan Mathison Turing se narodil 23. cervna 1912 a ze-
mrel o 42 (!) let pozdéji. Nevite-li o ném nic dalstho, nez
ze si néjakym zpusobem musel zaslouzit, abychom tu o ném
psali, muzZete zacit premyslet nad tim, pro¢ tak brzo. Ale
radsi ctéte dal. Do sebevraZdy se mozZnd trefite, jeji okol-
nosti jsou vsak krajné zajimavé.

Gordon Brown se omluwvil 10. zari 2009. Vyjadril se v tom
smyslu, Ze je mu to celé moc lito a Ze za vSechny, kteri diky
Turingové prdci mohou Zit ve svobodé, Tikd, Ze... je mu
celd véc moc lito. Ucinil tak diky petici, kterou zaridil jisty
britsky programdtor.

10 bodu

23-2-1 Balicky balicka

% Petice byla samoziejmé elektronicka, ale aby ji pan pre-
miér nemohl zamést pod koberec, rozhodne se ji jeji ini-

cidtor John Graham-Cumming vytisknout a zaslat poStou.

Poprvé po mnoha letech studuje poStovné a co nevidi?

Vyhodné nabidky balickt! Muzete poslat jeden o vaze N kg,
dva o vaze N —1 kg, tfi o vdze N —2 kg, ..., N o vaze 1 kg,
kde N zavisi na roénim obdobi, denni hodiné a sjizdnosti
silnic. To vas nemusi trapit, N dostane va$ program na
vstupu.

Dale dostanete vahu H petice v celych kilogramech. Va-
§im tkolem bude vymyslet, které nabidky balicki je treba
vybrat, aby se do nich dohromady veslo H kg petice, ale
zaroven aby jejich kapacita byla co nejblize tomuto H.
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Je tfeba zdtraznit, ze ,,3 balicky, kazdy o vaze N — 2 kg“
je jedna nabidka, kterou jako celek bud pfijmete, nebo ne-
prijmete. Chcete-li poslat 3N — 6 kg, je to idedlni volba.

Chcete-li poslat N — 2 kg a N neni Gplné malé (tieba
N = 100), je lepsi zvolit nabidku ,1 bali¢ek o vaze N kg*,
prestoze dva kilogramy nevyuzijete. Stejné dobré feseni by
pak bylo vybrat ,,N balicki o vaze 1 kg“ a ndm je jedno,
které z takovych dvou stejné dobrych feseni vypisete.

Chcete-li poslat 100 kg a N = 12, mizete vybrat tieba
kombinaci 3 x (N —2) +3 x (N —2)+5 x (N —4)
3x104+3x10+5 x 8.

Tato uloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.? Piesny format vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

Turing byl ,,zakladatel modernt informatiky“. Co myslite,
datilo se mu na néco takového balit holky?

Zavedl nejvyznaméjsi teoreticky model pocitace, kterému
se dnes Tikd Turinguv stroj. MiZeme si ho predstavit jako
nekonecnou pdsku popsanou symboly z néjakée konecné mno-
ziny. Nad pdskou se pohybuje hlava stroje a v kazdém kroku
vypoctu podle jednoduché tabulky pravidel precte symbol,
nahradi ho jinym, a presune se doleva nebo doprava. Exis-
tuje teze, Ze prdce kaidého rozumného (teoretického i sku-
tecného) pocitace se dd na praci Turingova stroje prevést.

Na zdkladé tohoto modelu dokdzal, Ze neexistuje zarucené
konecny algoritmus, ktery by dokdzal posoudit, zdali se jiny
dany algoritmus na danych datech zastavi.

Tim rozhodnul Hilbertiv problém z roku 1928, ktery se
ptal po existenci zarucené konecéného algoritmu, ktery do-
stane matematické ariomy a domnénku a rozhodne, je-li
domnénka z téchto axiomi odvoditelnd. Zamitnul existen-
ci takového algoritmu, protoZe diky formalizaci Turingova
stroje umél vyjadrit ,zastavi se algoritmus na danych da-
tech?“ jako matematickou domnénku.

Vymyslel téz ,Turingiv test”. Jde v podstaté o clove-
kostrednou definici inteligence— objekt je inteligentni prave
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tehdy, nerozeznd-li lidsky pozorovatel jeho lingvisticky vy-
stup od lingvistického vystupu clovéka. Takové Turingovské
testovani provddi kazdy z nds vidy, kdyz mu pise nezndmd
entita po IM a nabizi vyrobek.

Co na tom, Ze ho v mnoha (i zminéngjch) vécech asi o rok
predbéhl Alonzo Church — Turinguv pristup se ukdzal byt
stravitelnéjsi nez Churchiv lambda kalkulus.

23-2-2 Zastaveni 10 bodu

Kdyz uz jsme u toho zastavovani... Mame-li spravedlivou
Sestisténnou kostku, umime na ni generovat (celd) ndhodna
¢isla mezi 1 a 6 (véetné) se stejnou pravdépodobnosti 1/6.
Predstavme si, ze mame po ruce 4-, 6-, 8-, 12- a 20sténnou
kostku. Pro které hodnoty n umime pomoci téchto kostek
generovat (celd ndhodnd) ¢isla mezi 1 a n (véetné) tak, aby
vSechna padala se stejnou pravdépodobnosti a trvalo nam
to zarucené konecny pocet kroka?

Pokud piSeme generovat, myslime tim prosté, ze néjaky vas
algoritmus dostane kostku ,zapdjcenou” a muze si s jeji
pomoci generovat ndhodna ¢isla, na jejichz zakladé nakonec
spocitd pozadované vysledné ndhodné cislo. Jakékoli jiné
nahodné generatory jsou zakazany. Nepujde-li vam to ve
v&i obecnosti, zkuste ovéfit, jestli (a jak) jdou vygenerovat
¢isla od 1 do 120.

Treba nahodné ¢islo v intervalu 1 az 32 snadno ziskame na
dva hody vyrazem (8(dy—1)+ds), kde d4 je ¢islo hozené na
CtyTsténné kostce a dg Cislo hozené na osmisténné kostce.

O Turingovi se povidd spousta ,geekovskych“ drbi. Cas-
to se zminuge jeho kolo, byl to ndruzivy cyklista. Zacal mu
pry jednou padat Tetéz a on nedbal opravy, misto toho si pri
jizdeé pocital otocky a pokazde, kdyz se to méelo stdt, seskocil
z kola a opatrné posunul Tetéz o pdr pozic ddl.

To zni straslivé neprakticky, dokud si neosvétlime, Ze Te-
tez padal pravé a jen tehdy, sesel-li se jeden ohnuty zoubek
na kotouci s jednou nedokonalou pozici na retézu. Je pak
otazka délitelnosti, kdy se pri jizdé takové dve chyby setkaji:
klidné to mohlo nastdavat ,jen“ kazZdych deset minut.

23-2-3 Projizdka 12 bodu

Predstavme si Turinga mificiho vlakem do krajiny, kterou
si chce na kole projet. Dostaneme na vstupu seznam roz-
cesti a cest, které vedou mezi nimi. Jeho kolo je tentokrat
bezvadné, le¢ terén je obtizny a hlavné nevyrovnany — né-
které silnice jsou kratké a klidné, dokonce vedou z kopce;
jiné jsou dlouhé, klikaté a strmé, takze velmi unavuji.

Turing kazdé z nich pfi pohledu do mapy pridélil celé ¢islo
vyjadiujici tuhle subjektivni obtiZznost — na kladné ohod-
nocenych cestach si bude odpocivat a na zaporné ohodno-
cenych tuhle nashromézdénou energii vyda.

Ted by od vés chtél, abyste napsali program, ktery mu na-
jde takovou cestu (véetné zac¢atku — a muZe zacinat na li-
bovolném rozcesti), po které jednak projede vSechny silnice
pravé jednou, druhak bude na kazdém rozcesti soucet vsech
Turingem do té chvile projetych silnic nezdporny a navic se
vrati na rozcesti, na kterém zacal. Chcete-li a myslite-li si,
ze vam to pomuze, predpokladejte klidné, ze z kazdého roz-
cesti vychézi sudy pocet silnic.

Dulezité je, Ze Turingovy védecké vysledky blednou ve
srovndni s jeho srdnatosti za druhé svétové vdlky. Ucastnil
se desifrovani némeckého Sifrovaciho stroje Enigma v ang-
lickém Bletchley Parku, postavil pri této prileZitosti jedno-
ucelovy pocita¢ Bombe, ktery podstatné urychlil prochdzeni
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moznosti. Diky tomu, Ze byly kody Nemecka zlomeny, na-
brala vdlka ponékud jiny rozmer, ktery hezky zachytil Neal
Stephenson ve své kniZce Kryptonomikon (ve které mimo-
chodem Turing skutecné vystupuje):

»[Ve filmech] se pravi, Ze Patton a MacArthur jsou od-
vazni generdlové. Svét bez dechu ocekdvd jejich dalsi neo-
hroZené eskapddy za mepratelskou linii. Waterhouse vi, Ze
Patton a MacArthur jsou vic nezZ cokoliv jiného inteligent-
ni konzumenti [prolomengch Sifer] Ultra/Magic. PouZivaji
je k tomu, aby zjistili, kde neptitel soustredil sily, pak ho
obejdou a uderi na misto, kde je nejslabsi. To je vsechno.“

23-2-4 Planovani 10 bodu

Porad by ale bylo ponékud nespravedlivé uptit vSsem spo-
jeneckym generalim jakoukoliv tvorivost. I kdyz vam cizi
zpravy diktuji, na kterd mista potfebujete kdy zautocit,
porad mate omezené zdroje.

V této tloze dostanete na vstupu seznam ¢asovych intervala
zadanych pfirozenymi ¢isly, ve kterych je potieba likvidovat
néjaky vyhodny cil plouzici se za frontovou linii. Seznam je
usporadany podle pocatkt téchto interval.

Chceme od vés, abyste nasli minimalni pocet bombardér,
ktery staci k likvidaci vsech cild, a jejich ¢asovy rozvrh.

Neuvazujte doby prilétani a odlétani, tankovani, udrzby a
podobné, to uz je zapocitano v intervalech. Letadlo je vzdy
plné vyuzito cely pozadovany interval, takze se nesnazte
o né&jaké triky s prfed¢asnym navratem, jednim letadlem na
dvou mistech apod.

Priklad vstupu:
5-8 7-12 11-13 12-15

Priklad vystupu:

8 bodu

23-2-5 Zaméiovani

@ Historicky se matematika ve valkach pouzivala vedle Sif-
rovani také pii vSemozné balistice. Nabizime vam touto

historii velmi vzdalené inspirovanou tilohu:

Dostanete na vstupu pozici dvou kanénti v kartézské sousta-
vé soutfadnic a po fadé vrcholy i nekonvexniho mnohotihel-
nika (ale zddné dvé jeho nesousedici hrany se neprotinaji),
na jehoz obvod Sileny velitel prikazal stiilet. Souradnice ne-
musi byt celd ¢isla.

Navic vyzaduje, aby oba kanoény strilely na takovy bod na
obvodu, pro ktery plati, ze je obsah trojihelnika uréeného
obéma kanény a timto bodem co nejblizsi zadanému ¢islu.
Pokud je jich vice, vypiste libovolny z nich.

Piiklad vstupu (kandny, pevnost, obsah):

(1, 11 [1, 2]

[2, 1] [2, 2.5] [3.71, 2.5] [3.71, 6] [7, 1]
1

Odpovidajici vystup muze byt tieba [3, 1].

Po vdlce pracoval Turing na stavbé pocitaci, tentokrdt uz
ne jednoucelovych, a néjakou dobu se mu darilo konkurovat
podstatné lépe financovanému americkému vyzkumu.

23-2-6 Testovaci 10 bodu

Potfebujeme-li u takového jednoduchého pocitace otesto-
vat bezchybnost, chceme néjakou dosti jednoduchou tlohu,
po jejimz vyfeSeni a naprogramovani si budeme moci byt



jisti, ze pokud dava pocitac¢ spatné vysledky, neni to nasim
naprogramovanim.

Co tfeba takovou?

Mate zadanou setfidénou posloupnost prirozenych cisel a
chcete vypsat vSechny trojice ve tvaru a, a + k, a + 2k (pro
v8echna moznd pfirozend a, k), které se v ni nachézeji.

Piiklady (vstup — vystup):
123589 —1-2-3 1-3-5 1-5-9 2-5-8
1 2 4 5 10 11 — nic (zde neni zZaddna takovd trojice)

Turing byl také mimochodem homosexudl, v Britdnii to
bylo do roku 1968 trestné (u nds ,jen“ do roku 1960), a tak
mu soud, kdyZ se na to prislo, zakdzal pracovat na vldd-
nich projektech na vystavbu pocitaci a naridil hormondlni
Hlecbu®. O dva roky pozdeji si Turing kousl do jablka, které
predtim naplnil kyanidem. Bizarni? Mél moc rdd Snéhurku
a sedm trpasliki od Disneyho — inspiraci tedy moznd nasel
v tomto filmu.

Kazdopddné se vseobecné soudi, Ze ho k tomu dohnaly do-
sti nepekné vedlejsi ucinky provddéného léceni a to je onim
duvodem, proc¢ se mu britsky premiér po 55 letech omluvil.

Mezi informatiky je Turing oblibeny, protoZe jeho Zivotni
pribéh dokumentuje, jak muZe byt takovy teoretik uZitecny,
kdyz vyvstanou velké praktické problémy. Existuji odhady,
podle kterych analytici z Bletchley Parku zkrdtili valku o rok
a zachrdnili milion lidi, a je samozrejmé nemozné tict, jestli
tomu tak je. Je rozhodné dojemné si uvédomit, Ze po vdalce
samozrejmeé jako hrdinové oslavovani nebyli, protoZe brit-
ska vldda nechtela, aby se o proloment dangych Sifer védelo.
Mnoho jich tedy, stejné jako Turing, zemrelo bez jakéhoko-
liv uzndni.

V cestiné vysla v edici Aliter popularizacni knizka ,MuZ,
ktery veédel prilis mnoho“, kterd se celd veénuje Turingove
Ziwotu a snaZi se jemné vysvetlovat jeho vysledky. Pokud vds
zajimd teoretickd informatika a chcete byt drsni, Charles
Petzold neddvno sepsal ,,Annotated Turing®, coZ je pretisk
Turingovova ustredniho ¢lanku s pozndmkami.

Ezristuje docela znamd beletristickd knizka o kryptoana-
lyticich z Bletchley Parku a sSpiondZnich taneccich kolem,
kterd se jmenuje , Enigma“ — dokonce podle ni natocili film.
Tam uz ale naseho hrdinu nenajdete.

23-2-7 Regulomaty 12 bodu

Po predstaveni syntaxe regularnich vyraz se podiva-
me na zoubek tomu, co se s nimi déje uvnit¥ pocitace.
Proc¢ se vlastné oném vyraztim fika regularni? Popisuji totiz
regularni jazyky, tedy jazyky rozpoznavané kone¢nymi sta-
vovymi automaty. Ze nevite, o ¢em pisu?
Koneény automat je mnozina (Q, A, 9, qo, F)) ... formalni
definici nechme na serial 17. série a lohu 17-2-5.

Koneény automat si predstavme jako mnozinu stavid, me-

zi kterymi miZeme rtzné prechazet tim, Ze precteme znak

\ ze vstupu. Ilustrativni obrazek napo-
a

vi vic nez sucha teorie. Tlusté Sipky
«——  »
<
e

symbolizuji vstupni stav a vystupni

stavy.
3 )\ je obvykle pouzivana zkratka pro prazdné slovo.

o

Vystupem naseho automatu pak bu-
de prijeti, nebo odmitnuti, podle to-
ho, jestli fetézec vyhovuje, ¢i nikoli.

o 4—— o

o8

Na zacatku jsme v pocateénim sta-
vu. Prec¢teme pismenko ze vstupu a

vybereme si pfislusnou hranu a po ni prejdeme do dalsiho
stavu. A zase precteme pismenko ze vstupu, vybereme si
hranu, prejdeme. . .

KdyZ nemame co precist, sta¢i ndm jednoduse zjistit, jestli
jsme zrovna ve vystupnim stavu, nebo nikoli. Pokud jsme
ve vystupnim stavu, tak jsme prijali vstup, jinak ho odmit-
neme. Vstup taktéz odmitneme, pokud pfi béhu zjistimeé,
ze z aktualniho stavu zadna vhodné hrana nevede.

Automat na obrazku tedy prijimé takova slova jako bba,
bababa, aaaaaaa, ale odmitne napiiklad slova abba, baba
(skonéi vpravo dole), ababab (skonéi vpravo nahofe), aaaa
nebo A* (skonéi vlevo nahote).

Existuje hezka véta, ktera rika, ze kazdy koneény automat
Ize prevést na regularni vyraz. To znamena, ze umime na-
jit regularni vyraz, ktery matchuje pravé ty vstupy, které
pfijme koneény automat (a z&dné jiné). Dikaz té véty se
da udélat tieba ukazanim univerzalniho postupu, ktery ale
bude az v autorském feSeni, jinak byste prisli o tu zabavu

vymyslet, jak na to.
N

Ukol 1 [4b]: Pievedte automat
/ \1«
O 1 D

na obrazku na regularni vyraz:
L]

Nebylo to tak hrozné, ne? Co si
to vzit obracené? Existuje do-
cela hezka véta, ktera dokazu-
je, ze kazdy regularni vyraz lze
prevést na koneCny automat. .
Nékteré jdou i rucné. (2)
Ukol 2 [3b]: Pievedte zadany vyraz na koneény automat:
(1(23132) 12(31113) 13(12]21))*

Cim méné hran a stavil, tim vice bodfi méte Sanci ziskat
(za automat majici vice nez 10 stavi nebudou ani 2 body).

Drtivou vétsinu vyrazt ale hned tak jednoduse pfevést ne-
ptjde, nebo to alespoii neni na prvni pohled vidét. Zavede-
me proto nedeterministické kone¢éné automaty (NKA).

NKA je automat, u kterého muze z jednoho stavu vést vice
hran pro jedno pismenko. Program si tedy muze vybrat,
kterou cestou ptjde. Vstup je pak pfijat, pokud existuje
moznost, jak ho prijmout, neboli pokud existuje vhodné
cesta (tedy po které program mohl jit), kterd kond¢i v néja-
kém z vystupnich stavi.

Navic si dovolime takzvané e-pfechody. To jsou hrany, po
kterych je mozno prejit, aniz precteme znak ze vstupu. Aby
bylo poznat, Zze jsme k hrané nezapomnéli pripsat jeji znak,
piSeme k ni € — symbol pro prazdny fetézec.

Tento automat pfijima tfeba fetézce 10111, 1111, ale tfeba
ne 000 nebo 111. Vyzkousejte si sami, jak.
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5
6

Ukol 3 [5b]: Prevedte vyraz (10(1(10)*1)*01)* na NKA
s e-pfechody. Bonus 2b pro ty, kdo vymysli jednodussi (tedy
krats{) ekvivalentni vyraz.

Recepty z programatorské kucharky

Prochazky po grafech
Tento spisek hojné pouziva jazyka teorie graft. Pokud jesté
terminy jako ,hrana“, ,cesta* nebo ,stupen vrcholu“ ne-

znate, prectéte si prosim nejprve tavodni kuchaiku o grafech
na nasich webovych strankéch.

Historicky problém

V roce 1735 se Svycarskému matematikovi Leonhardu Eu-
lerovi na stul dostal na prvni pohled jednoduchy problém,
ktery mu piedlozil starosta mésta Kralovec (dnesni Kalinin-
grad). Kralovcem tece feka Pregola, na ni je nékolik ostro-
vil a ostrovy byly spojeny se zbytkem mésta mosty. Dobova
ilustrace situaci vystihla takto (schématickd kresba):

Pan starosta se pana mate-
matika v dopise tazal, jest-
li je mozné zacit z nékteré-
ho z bfeht (nebo ostrovi) a
udélat si vychazku po més-
té tak, ze kazdym mostem
projdeme pravé jednou.
Navic chtél prochazku skoncit na kusu suché zemé, ze kte-
rého jsme vysli. Euler jej nejprve chtél poslat k sipku — pro-
blém jde snadno vyftesit rozborem pfipadt, coz by zvladli
i tehdejsi studenti stfedni skoly (natoz pak ti dnesni).
Profesor Euler se ovSem zachoval jako pravy mamematik
— ptisel na to, jak problém zobecnit, a mistrné vyresil ha-
danku i pro vSechna moznéa mésta, kterd kdy budou chtit
poradat podobné prochazky.
Eulerovsky tah
Pojdme si nyni problém popsat abstraktné a tim si p¥i-
pomenout grafovou terminologii. Vrcholy naseho grafu jsou
kusy pevniny, at uz to budou ¢asti mésta nebo ostrovy. Mezi
dvéma vrcholy povede hrana, pokud jsou spojeny mostem,
a onen most odpovida hrané. V tomto zadani mé smysl
uvazit, ze mezi dvéma kusy pevniny povede mostt vice —
napiiklad v Praze jich vede tolik, Ze se na to ptaji v leckte-
ré zemépisné olympiadé. Graf, kde mezi vrcholy vede vice
hran, nazyvame multigraf, a pokud dvé hrany vedou mezi
stejnymi vrcholy, mluvime o nich jako o paralelnich hra-
nach.

Obecna prochézka v grafu z vrcholu A

do vrcholu B (posloupnost hran takova,

ze cilovy vrchol predchozi hrany je poca-

te¢ni vrchol hrany nasledujici) se nazyva

sled z A do B. Ve sledu se mohou opako-

vat jak hrany, tak vrcholy; sled tedy neni

feSenim naSeho problému (ve sledu je mozné se vratit po
hrané, ze které jsme pravé pfisli). Pro nasi tlohu se hodi
posloupnost hran takova, ze vrcholy se opakovat mohou,
ale hrany nikoli. Této posloupnosti se fikd tah z A do B.
Kdyby se neopakovaly ani vrcholy, pak posloupnost ozna-
¢ujeme jako cestu. Tah (respektive sled) je uzavieny, pokud
zacind v A a kondi také v A.

Podivame-li se tedy na mapu Krélovce jako na multigraf,
ptéme se, zdali existuje uzavieny tah takovy, ze kazdou
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hranu navstivi pravé jednou. Takovému tahu pak fikdme
uzavreny eulerovsky.

Mimochodem, tahu se ,tah* nefika jen tak ndhodou. Déti
se Casto ve Skolce prekonavaji v uméni nakreslit obrazek
jednim tahem, aby se tuzkou nemuselo vracet po uz na-
kreslené ¢afe. Pokud si obrazek predstavime jako graf (¢a-
ry jsou hrany, mista jejich setkani vrcholy), pak eulerovsky
tah nalezneme jen v tom obrazku, ktery lze nakreslit jed-
nim tahem. V uzavieném eulerovském tahu se pak vratime
i do mista, kde jsme zacali.

Podminky tahu

Je na ¢ase poodhalit feseni naseho problému s eulerovskym
tahem. Pujdeme na to jako matematici — nejprve ukazeme
nutnou a hned nato postacujici podminku. Nutna vlastnost
grafu je takova, ze bez ni eulerovsky tah neni mozné najit;
postacujici vlastnost je ta, se kterou vzdy eulerovsky tah
najit umime. Jsou-li obé podminky stejné, pak se jedna
o ekvivalenci, a tak tomu bude i nyni.

Predstavme si, Zze jsme kouzlem néjaky uzavieny eulerovsky
tah nasli, at uz je jakykoli. Vzdy, kdyz se dostaneme do
jednoho vrcholu (a neni dilezité, jestli uz jsme v ném byli,
nebo ne), tak abychom tah uzavfeli, musime z néj hned
také odejit. A protoze tah je eulerovsky, kazdou hranou
projdeme jen jednou, takZe tyto dvé hrany (tu pfichozi a
odchozi) uz nepouzijeme. U kazdého vrcholu mimo vychozi
tedy plati, ze hrany tvori dvojice — jedna, co vedla dovnitt,
a jedna, ktera z néj vedla ven.

Podobna véc plati i pro startovni vrchol. Sice do néj ne-
vstoupime poprvé pomoci hrany, takze pocet navstivenych
hran u néj bude stale lichy — ale jen do chvile, nez se do
néj naposledy vratime a skoncime, protoze skonc¢enim jsme
pouzili posledni hranu, kterd bude tvofit dvojici s hranou
prvni.

Jakou vlastnost grafu jsme odhalili? Neplati, Ze graf ma
sudy pocet hran (protoZe trojuhelnik jednim tahem nakres-
lime a presto mé 3 hrany), ale plati, Zze do kazdého vrcholu
vede sudy pocet hran, tedy ze graf ma vSechny stupné
sudé. Nezapomenme také na to, Ze graf musi byt souvisly
— dva oddélené obrazky jednim tahem bez zvednuti tuzky
nenakreslime. Mame nutné podminky!

Nalezeni tahu

Zbyva tedy ovéfit, ze podminky jsou i postacujici. Méjme
souvisly graf, ktery ma vSechny stupné sudé. Umime v ném
vzdy najit uzavieny eulerovsky tah? Ovéfme to, jak se na
informatiky patfi — algoritmem.

Predlozeny algoritmus je zaloZeny na vylepSeném prohle-
dévani do hloubky, tedy DFS. To patifi do zékladniho ar-
zenalu kazdého programétora, jeho popis naleznete tieba
v programéatorské bibli* nebo na Wikipedii.> Také o ném
existuje hezka kuchaika na nasem webu.b

Vyberme si vrchol, v ném zacneme. N&§ algoritmus musi
umét oznacovat hrany jako ,probrané“, jako to déla DFS.
Vyberme si tedy jednu hranu, a pokracujme dale, zatim bez
vypisovani.

Po néjakém tom prochéazeni se jisté stane, Ze jsme se za-
stavili — vrchol uz nema zadné nepouzité hrany. Nutné to
znamena, ze to je ten vrchol, u kterého jsme zacinali. V pro-
chézeni do hloubky se vracime zpét, ale my k tomu pfidame
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vypisovani cesty — postupné pozpatku vypisujeme hrany,
kterymi se vracime zpét v prohledavani.

A

Na obrazku vyse je priklad pravé probihajiciho algoritmu.
Zacal ve zvyraznéném vrcholu vlevo, prochazel po Sipkach
az do bodu A, kde volil hrany tak, Ze hned skon¢il na zacat-
ku. Déle pokracoval vypisovanim hran pozpatku, az dosel
zase do bodu A. Zde si vybral jednu jesté nepouzitou hranu
a po ni prosel celou druhou kruznici — zbytek hran — zpét
do bodu A. Nyni vypisuje hrany pozpatku od bodu A.

Bud timto vypisem dojdeme az na zacatek, nebo se do-
staneme do vrcholu, ktery mé jesté néjaké nepouzité hrany
(situace muize vypadat tfeba jako na obrazku). Potom vypi-
sovani zastavime a pokracujeme v prohledavani DFS pres
nepouzitou hranu. I tam se to muZe zastavit (a zastavi),
i tam zacneme vypisovat pozpatku. Nakonec dojdeme do
ptvodniho mista rozboceni, a budeme opét pozpatku vy-
pisovat hrany, které nas nakonec dostanou aZ na pocatek,
kde skonc¢ime.

Najde tento algoritmus opravdu korektni uzavieny eulerov-
sky tah? Graf byl souvisly a o algoritmu DFS se vi, Ze v ta-
kovém pripadé navstivi kazdou hranu pravé jednou. Algo-
ritmus opravdu vypisuje cyklus — jen je u néj trochu zvlastni
zpisob, jak ho vypisuje. Kdyz dojde na kfizovatku s jesté
nepouzitymi hranami, tak vypis zastavi, tiSe po nich kraci,
oznacuje si je a vypisuje, az kdyz se po nich vraci. Ovéfme
si, ze hrany opravdu navazuji.

V duchu argumenti z predchazejici ¢asti vime, ze jediny
vrchol grafu s lichym poctem nepouzitych hran je praveé ona
kiizovatka — a algoritmus DF'S prochazi graf podobné, jako
jsme ho prochézeli v minulé sekci, takze pravé do tohoto
vrcholu algoritmus dojde, az se prichod touto Casti grafu
zastavi. Jakmile sem program dojde (a nezbudou mu volné
hrany), zac¢ne cestovat zpét a hrany vypisovat — a opravdu,
pokracuje se tedy z mista, kde naposledy prestal, a program
vskutku vypiSe tah pres vSechny hrany v grafu — uzavieny
eulerovsky tah.

Véta o eulerovském tahu v celé své krase tedy zni:

(Multi)graf obsahuje uzavieny eulerovsky tah pravé tehdy,
kdyZ ma vSechny stupné sudé a je souvisly.

Je tfeba podotknout, Ze slozitost naseho algoritmu na bazi
DF'S je linearni vici velikosti grafu (po¢tu vrcholi a hran).
Existuji i jiné algoritmy pro hledani eulerovského tahu, jed-
na varianta naptiklad prochazi grafem a vybira si na kiizo-
vatkach takové hrany, které souvislost grafu pokud mozno
neposkodi. Tyto algoritmy uz nemusi mit nutné linearni
¢asovou slozitost.

Eulerovskymi tahy jsme se také zabyvali v autorském feseni
tlohy 10-3-1 ...

Jiné druhy prochazek

Nejen kreslenim obrazkt ze stejného bodu ziv je clovek.
Co kdybychom mohli zacit a skoncit v jiném misté, tedy
ptali se po neuzavienych eulerovskych tazich, zménilo by se
néco? Neni tomu tak, pouze nutné a postacujici podminky
si vyzadaji, aby vSechny vrcholy mély sudy stupen az na
pravé dva vrcholy, které maji lichy stupen. Pokud nam to
neveérite, zkuste si to rozmyslet sami, opravdu to neni tézké.

Smysl také dava zkusit najit ne uzavieny tah, ale uzavienou
cestu — uzavrienou cestu pies vSechny vrcholy, kterd navstivi
kazdy vrchol pravé jednou. Bohuzel, ackoli jsou problémy
pribuzné, musime vas zklamat — neni znam zadny efektiv-
ni (polynomidlni) algoritmus na tento problém, a kdyby jej
nékdo z vés nalezl, vyfesil by otazku ,,P vs. NP“ a ziskal
alespoii milion dolart. Chcete-li si 0 tomto problému pie-
¢ist néco dalsiho, napiste do vyhledavace ,,Hamiltonovska
cesta“ — tak se ona tloha jmenuje.

V matematice se také nékdy zminuji ,ndhodné prochazky*
po grafech — muZete si je predstavit tak, Ze se po mos-
tech mésta Kralovce moté opilec, ktery si hézi (opilou nebo
spravedlivou) minci a podle toho se rozhoduje, pies ktery
most jit dal. Pouziti maji tyto modely hlavné v matematic-
ké teorii graft a teorii pravdépodobnosti. O tom si mtizeme
povédét zase nékdy jindy.
Dnesni menu uvaril a serviruje
Martin Béhm

Vzorova feSeni prvni série

23-1-1 Béasnikuv denik

Poduloha najit nejvyssi misto, kde spal, splnila sviij tcel:
vyTesili jste ji vSichni. Stacilo si jen pocitat nadmotské vys-
ky pfi¢tenim toho, co za den usel, k vysledku véerejsiho dne
a pii tom si v proménné aktualizovat nejvyssi misto, kam
dogel. Casu to zabere O(n) a stejné tak paméti (n je podet
dnti, po které psal denik).

Nalezeni nejcastéjsiho mista, kde prespal, slo Fesit riznymi
zpusoby. Nejoblibenéjsi byl pomoci t¥idéni.

V setiidénych nadmoiskych vyskach uz staci najit tu, kte-
ra je nejdelsi. To jste zvladli pfi jednom projiti. Pribézné
si pamatovat, kolik stejnych ¢isel za sebou bylo vidéno, a
srovnavat to se zatim nejdelsim vidénym tsekem. Ttidéni
trva lepsimi algoritmy O(nlogn) a projiti O(n). Celkové
tedy O(nlogn).

Hodné z vas taky vyuzivalo vyhledavaciho stromu, nékdy
pfevleceného za mapu ¢i slovnik, ale bylo podstatné si pti
tom uvédomit, ze se o vyhledavaci strom jedna. Slozitosti
pri tom zastavaji stejné.

Vzorovy program je pa konci letaku.

Jitka Novotnd

23-1-2 Jedna geometricka

Nejprve par slov k doslym fesenim. Mnozi z vas se u této
ulohy pokouseli hledat dva nejvzdéalenéjsi body a sestrojit
nad nimi Thaletovu kruznici. To v§ak obecné nefunguje, viz
obrazek 1. Hledany stfed kruhu dokonce ani nemusi lezet
na ose dvou nejvzdélenéjsich bodd (neni tedy pravda, Ze
oba tyto body lezi na jeho obvodu) — protipiiklad si zkuste
vymyslet sami.



Obrazek 1: protipfiklad na hledani 2 nej- .
vzdalenéjsich bodt. Mezi bodem nahote

a obéma body na obvodu je mensi vzda-

lenost nez mezi samotnymi body na ob-

vodu.

Pouze par feSeni fungovalo a z nich jen jedno pracovalo op-
timalné. Gratulace putuje k Jakubu Zikovi, jenz nastudoval
linedrni algoritmus nezaloZeny na pravdépodobnosti (t6zsi
na pochopeni nez zde prezentované feseni pracujici linedrné
jen v priméru) a pak ho popsal. Jak vidno, ne kazd4 dloha

s kratkym zadanim ma i kratké a jednoduché feseni.

Jedna se vSak o problém stary (poprvé se jim zabyval ang-
licky matematik Sylvester v roce 1857) a v praxi vyuZitelny.
Vezmeéte si napiiklad firmu, kterd ma po zemi rozmisténé
klienty a hled4 misto pro své stfedisko tak, aby k nému
74dny klient nemél moc daleko. Rika se mu také ,,problém
bomby* (chceme zjistit, kde odpalit vybusninu a jak mé
byt velkd, abychom zni¢ili v8echny cile).

Prvni pozorovani

Nyni k tomu, jak se tloha fesi. Nejmensi kruh obsahujici
vsechny body si ozna¢ime K. Pfi feSeni tlohy se budou
hodit nasledujici pozorovani:

Dostaneme-li na vstupu jen jeden bod, ma kruh nulovou
velikost, tento pripad tedy nebudeme uvazovat.

Na obvodu kruhu K lezi minimélné dva body, jinak ho mi-
Zeme zmensit (viz obrazek 2).

Obrazek 2: ¢arkované kruhy lze zmen-
§it, protoze se nedotykaji dvou bodt.

Kruh K je pro danou mnozinu bodt unikatni, tj. neexis-
tuji dva nejmensi kruhy obsahujici vSechny body (pokud
by byly dva rtizné, jejich prinik obsahuje vSechny body a
zaroven se musi vejit do kruhu s mensim polomérem, takze
tyto dva kruhy nejsou nejmensi, viz obrazek 3)

@

Na urceni kruhu ndm staci maximalné 3 body na jeho ob-
vodu. Pokud na jeho obvodu lezi pouze dva body, prameér
kruhu je vzdalenost mezi nimi. Jestlize je kruh urcen 3 body,
musi tvorit ostrothly nebo pravouhly trojuhelnik, jinak by
mohl mit kruh priamér rovny vzdalenosti strany proti tupé-
mu thlu a bod u tupého thlu by nelezel na obvodu (viz
obrazek 4). Jinak feéeno, jsou-li na obvodu kruhu alespoii
3 body, musi se mezi nimi vyskytovat 3 netvorici tupothly
trojuhelnik.

Obrazek 3: necht jsou dva kruhy
obsahujici vsechny body nejmen-
§i, ale pak jejich prinik, jenz se da
obklopit jesté mensim kruhem, ob-
sahuje vSechny body.

Obrazek 4: pokud 3 body tvofi tupo-
Ghly trojahelnik, neni fesenim opsat
jim kruznici.

Pohled do ZOO algoritmu

Algoritmi feSicich takovouto tlohu je vice, zde si letmo
predstavime ty jednodussi a letmo ten ,nejhustéjsi“, ale
kdo chce, at rovnou preskoé¢i na sekci randomizovany al-
goritmus, kde bude poradné vysvétleno v prumeéru linearni
feseni.

O kousek vySe je v pozorovanich zminéno, ze kruh K je
urcen 2 nebo 3 body. Co prosté vzit vSechny dvojice a tro-
jice bodd, opsat jim kruznici, zkontrolovat, jestli v ni lezi
vSechny body, a vybrat nejmensi? To bude urcite fungovat,
jen ¢asova slozitost je nepéknych O(N?).

Existuje celkem pfimocaré (geometricky mysSleno) FeSeni
bezici v ¢ase O(N?). Sklad4 se z nasledujicich krokii:

1. Na zacatku vezméte néjaky kruh, ktery bude urcité ob-
sahovat v8echny body (je jedno jaky).

. Najdéte nejvzdalenéjsi bod A od stfedu kruhu a zmen-
Sete polomér na vzdalenost mezi A a stfedem. Kruh se
ocCividné zmensi a stale bude obsahovat vsechny body.

. Pokud na obvodu lezi jen bod A, posunujte stfed po
pfimce mezi A a stfedem smérem k A a zarover zmen-
Sujte jeho polomér, aby A stéle leZel na obvodu. Po-
kracujte, dokud se obvod kruhu nedotkne jiného bodu
B.

. Nyni tedy lezi na obvodu minimalné 2 body. Dle nasich
pozorovani potfebujeme zjistit, jestli jsou mezi nimi 3
tvorici ostrotthly trojihelnik. Lze nahlédnout, Ze takové
3 body neexistuji praveé tehdy, kdyz na obvodu lze najit
¢ast neobsahujici body, ktera je delsi nez ptilka obvodu
(podivejte se na posledni obrazek u pozorovéani). Ta
také muze byt vzdy maximalné jedna.

. Pokud tam takova ¢ast neni, mtizeme skoncit. Jinak
vezméme dva body na okrajich této ¢asti bez bodl (na-
zveme je D a E), zmenSujme polomér kruhu a posou-
vejme stfed tak, ze D i E jsou stale na jeho obvodu.
Mohou nastat dva pripady:

a) Pramér kruhu je vzdélenost mezi D a E: pak jsme
nalezli nejmensi kruh obsahujici vsechny body.

b) Na obvod kruhu se dostane bod F', méme tedy ale-
sponn 3 body na obvodu a mutzeme opét prejit na
bod 4 (tj. zkusit najit ¢ast bez bodu delsi nez pilka
obvodu a pfipadné opét zmensovat kruh).

Implementace tohoto geometrického postupu je trochu ob-
tizna. Napfiklad zminéné zmensovani kruhu bude opét hle-
déani jistym zpusobem nejvzdéilenédjsiho bodu (pfesnéji fece-
no treba pro krok 2, pokud jsou dany dva body na obvodu
a primka, po niz se pohybuje stfed, je tfeba vypocitat, kde
bude lezet stfed, z toho se ziskaji poloméry a vybere se ten
nejvétsi).

Kroky 1, 2 a 3 zaberou linearni ¢as, samotny krok 4 také,
ale muZe se stat az (N —2)-krét, ze se bude krok 4 opakovat.
Proto je ¢asova slozitost v nejhorsim pifpads O(N?).

Toto Teseni bylo objeveno az v roce 1972 pany Elzingou a
Hearnem, potom nasledovaly tésné po sobé napady na prvni
O(N log N) algoritmy (Shamos a Hoey v r. 1975, Preparata
v r. 1977 a Shamos v r. 1978).

Zajimavy algoritmus vychazi z pozorovani, ze konvexni obal
urc¢uje hledany nejmensi kruh. V éase O(Nlog N) (resp.
O(N), mame-li body sefazené), najdeme konvexni obal, je-
ho velikost budiz H, a na néj prosté pustime kvadraticky
algoritmus, coz d4vé slozitost O(N log N + H?).



A7 v roce 1983 vymyslel Nimrod Megiddo k piekvapeni
vSech linearni algoritmus zaloZeny na metodé profezavej a
hledej (anglicky prune and search). Podstatou algoritmu je
na zakladé ne€kolika geometrickych trikii odstranit v linear-
nim ¢ase n/16 bodid bez zmény nejmensiho kruhu obsahu-
jictho vsechny body.

Na zbylych 15n/16 bodt je pusten algoritmus znovu a tak
dal, dokud nezbyde jen celkem maélo bodu (napf. 15), pro
nez lze tlohu rychle vyfesit i kvadratickym algoritmem.
Vtip je v tom, ze slozitost jednotlivych krokt algoritmu se
poscita diky vlastnostem geometrické fady na linearni slo-
Zitost, presnéji feceno: n+ 15n/16 + 225n/256 + ... = 16n.
Jelikoz Uplné vysvétleni by zabralo péknych par stranek,
radéji si prec¢téte ptvodni anglicky ¢lanek. 7
Randomizovany algoritmus

Jak jsme slibili, ted pfedvedeme randomizovany algoritmus
(randomizovany znamend zalozeny na nahodé, v tomto p¥i-
padé ndhoda ovlivituje éasovou slozitost), bézici v prameéru
linearné. Vymyslel ho Welzl v roce 1991. Ten zac¢ne s 2 body,
jimz opiSe kruznici, a poté postupné pridava bod po bodu a
upravuje nejmensi kruh K obsahujici vSsechny dosud prida-
né body, je-li to nutné. Nahodné poradi pfidavanych bod
zajisti onu linearni slozitost, jak pozdéji ukazeme.

Na zacatku je tedy vhodné ndhodné usporadat body v ca-
se O(N), aby ,zly“ uzivatel nezadal pofadi, na némz pro-
gram pobézi pomalu (tfeba i body set¥idéné dle soufadnice
x zpusobi pomaly pribéh, jak se za chvili ukaze). Tohle
miuzeme udélat naptiklad tak, Ze vybereme nahodny prvek
z pole (tedy vygenerujeme ¢islo od 1 do N), ten prohodime
s poslednim, pak vezmeme nahodny prvek, ale uz jen od 1
do N — 1, prohodime s pfedposlednim. .. A takto postupu-
jeme, dokud nedojdeme na zacatek.

Nyni pfijde trocha geometrickych hratek s body. Zacnéme
tedy prvnimi dvéma a opiSme jim kruh, jez nazveme Ks.
Obecné pak K; bude nejmensi kruh obsahujici body 1...:.
Co délat, kdyz pridame i-ty bod a méame kruznici K; 17
Pokud bod ndhodou padne do kruhu K;_; (nebo na jeho
obvod), pak K; = K;_1, tedy kruh se nezménil a mizeme
pokracovat vesele dal.

vz

Mnohem zajimavéjsi je pripad, kdy pridavany bod lezi mi-
mo kruh K; ;. Ozna¢me tento bod B;. Je zfejmé, ze B; mu-
si lezet na obvodu kruhu Kj;, jinak by uz lezel uvnitt K, 1
(neur¢uje kruh, mtizeme ho tedy vynechat beze zmény kru-
hu). TakZe nyn{ mame za tkol spo¢itat nejmensi kruh pro
i —1 bodu s B; na obvodu. A jak? Zavolanim stejné funkce
pro ¢ — 1 bodu jen navic s informaci, Ze jisty bod ma byt
na obvodu.

Obrazek 5: bod B; lezi mimo K;_1,
takzZe je treba zvétsit kruh.

Nagim FeSenim bude funkce, kterd v parametrech dostane
mnozinu bodd M (ty, pro néz po¢itd nejmensi kruh) a se-
znam bodi, jez musi lezet na obvodu (body na obvodu ne-
mus{ byt v mnoziné M). Funkce nejprve zkontroluje, jestli

uz na obvodu nemusi lezet 3 body (pak je kruh jednoznacéné
uréen a dopo¢ita se) nebo neni M prazdné (v tom piipadé
se kruh opise bodiim na obvodu, jsou-li n&jaké). Poté se
rekurzivné zavold s mnoZinou M o jeden bod B mensi (to
je ten pridévany bod), ulozi si vraceny kruh K a nasledné
zjisti, zdali bod B lezi v kruhu K nebo ne. Pokud ano, vrati
kruh K, jinak se rekurzivné zavola s mnozinou M o bod B
mensi a s B na obvodu.

Kdo se v tomto odstavci ztratil, mize se najit v nasleduji-
cim pseudokédu (O je mnoZina bodl na obvodu):

function nejmensiKruh(M, 0) {
if (IM| == 0 nebo |0| == 3) {
Vrat kruh spoéteny pfimo z mnoZziny 0
}
Bod B = Vezmi n&hodnjy bod z M
Kruh K = nejmensiKruh(M - B, 0)
if (B nelezi v K) {
P¥idej B do O
Vrat nejmensiKruh(M - B, 0)

}

Nahodny vyber z mnoziny, diky némuz uz za chvili ziskdme
primérnou linearni slozitost, zajistime nadhodnym setaze-
nim pole. Pak prosté budeme brat posledni prvek.

Tak a nyni k €éasové sloZitosti. Prostym pohledem na pseu-
dokéd by ¢lovek fekl, ze bude O(N?3) (pro kazdy piidany
bod spustime rekurzivné tu samou funkci s jednim bodem
na obvodu navic), coZ je také nejhorsi mozny pfipad. Jenze
nas ted zajima primérnd casova slozitost, k niz nam dopo-
mize ndhodné serazeni bodti.

Prvni rekurzivni voldni minimalniKruh (M - B, 0) ted bu-
deme tiSe ignorovat (ono se totiz provede vzdy) a budeme
predpokladat, ze body postupné pridavame. Zajima nas te-
dy, jaka je pravdépodobnost, Zze se s novym pridanym bo-
dem B zavold funkce rekurzivné s B na obvodu navic. Uva-
zujme nejmensi kruh K obsahujici uz bod B. VSimnéte si,
7e rekurzivni volani pfi pfidavani bodu B je podobné zmen-
Seni kruhu K po odebrani bodu B, tedy pravdépodobnost
,drahého* rekurzivniho volani je stejnéa jako pravdépodob-
nost, ze se kruh K po odebrani bodu B zmensi.

Nékde vysoko nahofe v tomto textu jsem zminil, Ze nejmen-
§i kruh je urcen 2 nebo 3 body. Hledana pravdépodobnost
pii pfidavani i-tého bodu tak vyjde 2/i nebo 3/i (pro jed-
noduchost budeme dale uvazovat jen 3/i, neni tezké si roz-
myslet, Ze pro 2/i vSe vyjde stejné).

Obrazek 6: kruh se zmensi pravé
tehdy, kdyz odebereme jeden ze
dvou konkrétnich bod.

Obrazek 7: To samé pro 3 body na
obvodu, jez tvori ostrothly troja-
helnik.

http://www.personal.kent.edu/ rmuhamma/Compgeometry/MyCG/CG-Applets/Center/centercli.htm
N. Megiddo, Linear-Time Algorithms for Linear Programming in IR® and Related Problems, SIAM Journal on Computing,
Vol. 12, 759-776, dostupné na http://www-ma2.upc.es/ geoc/m-lalparp-83.pdf.



Dale budeme rozebirat ¢asovou slozitost podle poc¢tu bodt,
jez musi byt na obvodu. Pro 3 je to trividlné O(1), takze
zaénéme se 2 body na obvodu. Rekurzivni volani algorit-
mu uz nés stoji pouze O(1) (na obvodu musi byt 3 body)
a pocet bodt na obvodu se nikdy nezmensi, takze N bodu
se dvéma danymi body na obvodu zvladne algoritmus vzdy
v O(N).
Zajimavéjsi je situace, je-li dan jen jeden bod na obvo-
du. Nyni vyuzijeme pted chvili spoc¢tenou pravdépodobnost
(zde 2/7 a ne 3/i, protoze mame jeden bod pfedem dany na
obvodu), a tak miizeme napsat ¢asovou slozitost po pfidani
i-tého bodu takto:
1—2

0Q) + %om —0(1)

Pro N bodi s jednim danym na obvodu se ¢asova slozitost
poséitd na O(N). A co N danych bodi a zadny, ktery by byl
urcité na obvodu? To je pfeci nase ptivodni uloha. Znovu
vyuzijeme pravdépodobnost, takze na pridani i-tého bodu
spotiebujeme:

1—3 3 .

— O(1) + A O@) =0(1)
Pri souctu jesté pridame pocateéni ndhodné zamichani pole
bodu:

Slava! Tak méme dokézénu i ¢asovou slozitost. Pamétova
je zjevné vzdy linearni.

A pouceni do pfisté? U nékterych tloh, jestlize si s nimi
lamete hlavu uz docela dlouho, se vyplati zeptat se vyhle-
davace, zdali nezna TfeSeni, jez pak pripadné prectete, po-
chopite a popisete vlastnimi slovy.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2312.cpg

Pavel Vesely

23-1-3 Jedna maticova

K této tloze ndm dosla spousta feSeni, témér kazdé fun-
govalo, ale problém byl ve slozitosti. Nékterd feseni byla
prilis pomald, u jinych byl problém se Spatné urcenou slo-
zitosti. Nezapominejte, ze pro dobré hodnoceni je potieba
mit spravny a srozumitelny popis vaseho algoritmu a také
spravnou ¢asovou a prostorovou slozitost.

Prvni feSeni spoc¢iva v prohledani celé matice fadek po rad-
ku a kontrole kazdého prvku. Takové feseni samoziejmé
funguje, dokonce funguje i pro obecné matice. A to je pravé
kamen trazu.

Protoze toto feseni nevyuziva vlastnosti matice, musi se
podivat na kazdy prvek. Jeho sloZitost je tedy O(n-m) pro
matici velikosti n x m. To ani zdaleka neni to, co bychom
chtéli a za co bychom byli ochotni dat celych 11 bodi.

Neékteri si uvédomili, ze kdyz je posloupnost ¢isel v fadku
ostfe rostouci, dalo by se vyuzit binarni vyhledavani. A tak
jde zlepsit slozitost z O(n-m) na O(nlogm). Ale véfte tomu
nebo ne, ani to nam nestaci.

Kdyz nestaci pouzit na kazdém fadku binarni vyhledavani,
co jeSté provést? Spravné reseni pouziva binarni vyhleda-
vani na hlavni diagonéle matice (tak se fika thlopficce ve-
douci doprava dolti). Pfed uvedenim algoritmu si musime
uvédomit, Ze plati dvé dulezité véci:

® Pokud je v matici A na indexech 4, j (oznac¢ime jako A; ;)
prvek, jehoz hodnota je mensi nez i +j (A4, ; < i+ j), vime
z usporadani prvkiu v fadcich a sloupcich, ze jsou mensi
i vSechny prvky v matici, jejichz souradnice jsou mensi nez
iayj (VE<il<j:Ax <k+I).
A; ; je alespon o jedna mensi nez i + j, tedy i napi. A;_1 ;
musi byt alespoil o jedna mensi nez A; j, coZ znamend, Ze
je alespon o jedna mens$i nez i — 1 + j. A takto tranzitivné
dale.

e Pokud plati A; ; > i+ j, pak Vk > 4,0 > j: A > k+ 1
Opét plati obdobné, A; ; je alespon o jedna vétsi nez i + 7,
takze i vSechny nasledujici prvky musi byt alespon o jedna
vychyleny.

Z téchto dvou pozorovani plyne, Ze pokud se podivime na
prvek uprostfed matice, tak mohou nastat t¥i moznosti.
Mobohli jsme narazit na spravny prvek. To znamené, ze mu-
zeme skoncit. Nebo je nalezeny prvek vétsi nez soucet jeho
soufadnic, pak mizeme zapomenout pravou dolni ¢tvrtinu
matice, pripadné je prvek mensi a zapomeneme levou horni
¢tvrtinu matice.

Takze budeme provadét binarni vyhledavani na hlavni di-
agonale, bud najdeme spravné feSeni, nebo nam nakonec
zustane jen prava horni a leva dolni ¢tvrtina matice. Na ty
zavolame rekurzivné stejny algoritmus. Pravé tento zptisob
je pouzit ve vzorovém kédu.

Toto feseni nam prislo nékolikrat, ovsem pouze jednou u néj
byla uvedena spravna casové slozitost. Pojdmé si ji tedy
rozebrat detailné. Cas potfebny pro nalezeni fefeni je de-
finovan rekurzivné: T'(n?) = 2T (n?/4) + logy n (pro jedno-
duchost pfedpokladame ¢tvercovou matici).

Kazdy spravny programétor je hlavné hrozny lenoch, vyu-
zijeme tedy kuchatrkovou metodu pro pocitani slozitosti re-
kurzivnich algoritmu. Ta se jmenuje Master Theorem a resi
rekurzivni vztahy ve tvaru T(N) = oT(N/b) + f(N), kde
a > 1,b > 1. Dale tvrdi, ze pokud f(N) = O(N'"0&(@)=¢)
pro n&jaké ¢ > 0, tak T(N) = O(N'0e& ),

Pro nasi rekurenci tohle vSechno plati:
a=2,b=4,logyn = O(n?'°8:427¢),

takze vysledna slozitost je ©(n). Prostorova slozitost je lo-
garitmicka, protoze pouzivame zasobnik.

Existuje i jednodussi feseni, které také vede k cili. Pro néj
si staci uvédomit, ze pokud se podivame na prvek v levém
dolnim rohu, tak bud jsme nasli spravné feseni, nebo je vétsi
nez soucet souradnic, pak mizeme zahodit cely posledni ra-
dek, nebo je mensi nez soucet souradnic a mizeme zahodit
cely prvni sloupec. Nakonec se posuneme bud nahoru nebo
doprava, podle toho, ¢eho jsme se zbavili, a pokracujeme
stejné.

Takto se v kazdém kroku zbavime bud celého sloupce, ne-
bo fddku. V nejhorsim piipadé tedy provedeme O(n + m)
operaci. Prostorova slozitost je zde konstantni.

Pokud bychom chtéli najit vSechny prvky matice, které od-
povidaji zadani, tak je snadné uvedené dva algoritmy upra-
vit, vime totiz, ze pokud najdeme jedno feseni, budou s nim
dalsi sousedit, nebo budou v zatim neprozkoumané c¢asti
matice.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2313.d

David Marek € Karel Tesar


http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2312.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2313.c

Vida, to je zvlastni druh algoritmu — rychlejsi nez linearni
ve velikosti vstupu (ta je m x n), protoZe si ani cely vstup
nemusi precist. Také vam vrta hlavou, jestli by nestacilo si
ze vstupu precist jesté méné? Pojdme dokazat, ze nestacilo.

Nejdiiv si tlohu prevedeme na jinou, ekvivalentni, aby se
nam o ni snaze premyslelo. Misto zadané matice budeme
uvazovat stejné velkou matici B; ; = A; ; —i — j. Jelikoz A
byla v fadcich i sloupcich rostouci, B bude alespon nekle-
sajici (rozmyslete si, pro¢). A hledané policko A4; ; =i+ j
odpovida policku B; ; = 0. Pokud tedy umime vyfesit pi-
vodni tlohu, dokazeme vyftesit i tuto, a naopak.

Nyni uvazujme matici B, ktera bude mit na hlavni diago-
nale a nad ni hodnoty +1 a pod diagonalou samé —1. To
je neklesajici matice, v niz zadné nulové policko neexistuje.
Kdykoliv ale zménime nékterou z +1 na diagonéle na 0,
matice bude porad neklesajici, ale feSeni v ni uz bude exis-
tovat:

+1 +1 +1 +1 +1
-1 +1 +1 +1 +1
-1 -1 +1 +1 +1
-1 -1 -1 0 +1
-1 -1 -1 -1 +1

Pokud tedy libovolny algoritmus fesici tlohu spustime na
nasi matici B, musi pfecist alespon vSechna policka na dia-
gonale, aby si ovéril, Ze v matici zddné nulové poli¢ko neni.

Martin M. Mares

23-1-4 Ale co trapné numerické chyby?

Na této tloze nebylo mnoho tézkého, a tak spousta fesitelt
dostala zaslouzenych 10 bodt. Blahopfejeme, pristé uz to
tak snadné nebude!

Prejdéme k tiloze samotné. Periodu racionalniho ¢isla nelze
poznat jen tak, ze se v desetinném zapisu opakuje Fetézec
(zacatek 0.88 neznamend periodu 8, naptiklad u 15/17).
Kdyz délime citatel a jmenovatel na papife, pozname peri-
odu tak, zZe se ,zacyklime“ — délime uz jednou to samé cislo,
ten samy zbytek. Tak pro¢ to tak neimplementovat? Zbyt-
ky po déleni jmenovatele nam budou slouzit jako odkazy do
pole, uvnit¥ pole si zapamatujeme prvni vyskyt odkazova-
ného zbytku — abychom védéli, kde zapsat zavorku. Hotovo!

Poznamenejme, 7e pamétova slozitost je O(N), kde N je
velikost jmenovatele, tedy pocet moznych zbytkl, a ¢asova
je linedrni vaci velikosti vystupu. (V nékterych ptipadech je
nikoli podle vstupu, ale podle velikosti vystupu. Nakonec,
i kdybychom uméli délit rychleji nez na papifre, stejné mu-
sime vystup vypsat.)

Vzorovy program je pa konci letaky.
Martin Béhm & CodFEx

23-1-5 Adina knihovna

Ocislujme si N knih po fadé zleva doprava 1 az N. Podi-
vejme se na knihu s ¢islem 1, ktera je jisté na kraji. Lze ji
presunout na jediné misto, a to na pozici 1+ K. Dalsim po-
hledem zjistime, ze knihu z pozice 1+ K musime pfesunout
na pozici 1, protoze jinou tam dat nesmime.

Podivejme se na knihu s ¢islem ¢ < K. Lze ji pfesunout na
jediné misto, a to na pozici ¢ + K, odkud presuneme knihu
na pozici ¢.

Tedy prvnich 2K knih povyménujeme mezi sebou a zbyde
nam N — 2K knih, na které mizu pouzit stejny argument.

-9 —

Tohle opakujeme ¢ kroki, az ndm zbyde 0 < N—-2¢K < 2K.
Budto plati, ze N — 2{K = 0, pak jsme hotovi (a tedy
plati, ze 2K déli N, protoze N/2K = i € N). Nebo mame
nenulovy zbytek, ale v tom jisté umime najit knihu, kterou
neumime pfesunout ani vlevo, ani vpravo (tfeba tu uplné
uprostied), tedy knihovnu s takovym K nelze pteskladat.

Zbyva tedy prvni varianta, a tedy bereme pouze takova K,
ktera déli N/2 (pro lichd N dloha nem4 FeSeni). Zjevné je
jen jeden zpisob, jak knihy preskladat, coz byla druhé véc,
na kterou se zadani ptalo.

Nekteri fesitelé jesté uvazovali trividlni pripad, kdy K = 0,
to funguje pro vsechna N (i lichd). Nékdo také fesil moz-
nost K < 0. To bylo mozné, i kdyz jsme to nijak extra
nehodnotili.

Jan ,Moskyto“ Matéjka & Pali Rohdr

23-1-6 Babbageova cesta

Piseme-li v zadani ,,Pro jednoduchost pfedpokladejme, ze
pouziti takového spojeni trva jednotkovy ¢as.“, mizeme tim
myslet rizné véci. Takové omezeni zjednodusuje popisovani
zadani, zjednodusuje nacitani vstupu. . .

Muze se stat, ze bychom zjednodusovali praci procesoru,
ze by asymptoticka Casova slozitost feSeni s takto omeze-
nym zadanim byla nizsi, nez slozitost feSeni, kde by pouziti
spojeni zabralo zadané vtefin?

Je to tak a vétSinu z vas jsme na to nachytali. Pouziti
Dijkstrova algoritmu je v daném pfipadé trivialné mozné:
sta¢i méFit vzdalenost v uspofadané dvojici (pocet pouzi-
tych hran, soucet cen na pouzitych hranach), kde p¥i po-
rovnavani klademe duraz na druhé slozky pouze v pripadé
rovnosti prvnich slozek.

Do casové slozitosti takového feSeni se vSak nevyhnutelné
vloudi logaritmy, které tam zaneslo pouziti haldy coby ro-
zumné implementace prioritni fronty, kterou Dijkstruv al-
goritmus prosté potrebuje.

Poodstoupime o krok zpatky: dokud jsme nevédéli, co to
Dijkstriav algoritmus je, uméli jsme mérit nejkratsi cesty
pouze co se poctu hran tyce, a to prohledavanim do sitky.
To nadm prirozené rozdéli vrcholy do vrstev podle vzdale-
nosti od vrcholu, ze kterého jsme prohledavat zacali, staci
si k vrcholu tuto vzdélenost pfipsat (vychozimu vrcholu
nastavit nulu) a p¥i vkladdni nezpracovanych vrcholt do
fronty jim ji pfidélovat o jednotku zvysSenou.

vvvvvv

mluvi o ohodnoceni hran. S tim se ale vyrovnidme snadno
lehkou upravou prohledavani do sitky: kdykoliv dostaneme
z fronty vrchol v s pfifazenou hranovou vzdalenosti n, roz-
hlédneme se po sousednich vrcholech (tj. téch, se kterymi
v spojuje hrana), vybereme jen ty, které jsou ve vrstvé vzda-
lené n—1 (od vychoziho bodu), a vrcholu v nastavime coby
minimalni cenu minimum ze sou¢tu cen vrchold z této vrst-
vy a piislusnych cen pfepravy (ohodnoceni hran) z téchto



vrchold do naseho v. A samozifejmé, abychom mohli posléze
zrekonstruovat cestu, si ulozime, ktery ze to vrchol z vrstvy
vzdalené n — 1 byl pro nas v takto vyhodny.

Bude to fungovat? Do daného vrcholu prosté musime pfijit
z vrcholu v nejvyse vrstvé vzdalené n— 1, chceme-li dodrzo-
vat hranovou vzdalenost coby thlavni kritérium — a z vrstvy
s mensim pofadovym ¢islem nam do vrcholu ve vrstvé n sa-
moziejmé zadna hrana vést nemuze. Pokud tedy véfime, ze
mame ceny v nizsich vrstvach spocitany spravné, budeme je
mit dobfe i ve spoc¢itaném vrcholu. No a protoze cena v po-
Gatednim vrcholu je dobfe (0), roznese ndm matematicka
indukce tuto spravnost po vSech vrcholech v grafu.

Samoziejmé nepotfebujeme vSechny cesty, ale to uz je ta
potiz s algoritmy pro hledani nejkratsi cesty z bodu A do
bodu B, Ze toho vétsinou musi mimodék spocitat o hodné
vic. Casova slozitost naseho feseni je kazdopadné O(n+m)
a paméfova stejné tak.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2316.d

Lukds Lansky

23-1-7 Regularni vyrazy

Seslo se nam pfes 30 feSeni rtzné kvality a pfistupu. By-
lo nelehkym tkolem je opravit a alespon pseudospravedlivé
obodovat, takze pokud vam bude pfipadat, ze jsme zrovna
k vam byli nespravedlivi, tak se ozvéte e-mailem opravu-
jicim, nebo tfeba na féru. Prostoru pro dotazy je dost, ty
nejvice o¢ekavané se zde pokusime zodpovédét rovnou.

Autorskym fesenim tkolu 1 byl vyraz ((b7a)*b)? — ten
prijimé opravdu stejné fetézce jako zadany b7 (a+b)* — za
kazdym b musi nutné nasledovat alespon jedno a, pokud te-
dy neni na konci fetézce. Musi vyhovovat i prazdny fetézec,
coz bylo ¢asto opominano.

Reseni spocivajici v ndhradé a+ za aa* nebo b? za b{0,1}
jsme hodnotili stylové desetinou bodu. On je to totiz vlastné
stejny vyraz.

V feSeni tkolu 2 jste se mohli odvéazit dal. Mnoho z vés
zustalo u vyrazu (a+|b+)*, ktery slo po kratkém rozmyslu
zredukovat na [abl*, coz je také autorské reSeni.

Ukol 3 byl ponékud #ileny. Na ném jste si mohli vyzkouset
tvorbu rozsahlych regext, na kterych je poznat kazda ne-
systemati¢nost, kazda vyjimka. Zde jsme strhavali body i za
pouzivani (012]4[618) misto [02468]. Ono to méa stejny
vyznam, akorat to prvni se ¢te vyrazné huf.

Mnoho resiteli jednoduse vypsalo vSechna koncova trojéisli
délitelna 8. To je sice hezké, ale pomalé. Kazdy znak navic
je zpomaleni. Porovnejte s autorskym FeSenim (mezery a
konce Fadkt ignorujte):

~10 -

(0l-7(8| [48] [08] | [159]6] [26]14]| [37]2]
[2468] ([048] [08] | [159]161 [2614][37]12) |
([1-9] [0-9]1%)7[13579]

([048]4|[159]2]| [26] [08] | [37]6) |
[1-9] [0-9]*[02468]

([048] [08] | [159]6] [26]141[37]12)))

Nelibila se nam ¢isla, kterd zacinala fadou nul, stejné tak
drobné chyby jako neuvazovani nuly nebo zapornych cisel,
nicméné jsme za né strhavali vyrazné méné nez za false
positives nebo false negatives.

Niésledovalo cviceni z exaktniho vyjadfovani. V tkolu 4 bylo
za ukol popsat, co danému vyrazu vyhovuje. Obycejny po-
pis stylu ,,sudy pocet nul, pak nula, nebo jednicka, a potom
sudy pocet jednicek* vyfasoval bod.

Napaditéjsi resitelé, ktefi napsali ,sudy pocet nul, pak li-
chy pocet jednicek, nebo lichy pocet nul a pak sudy pocet
jednicek“, ziskali body dva.

Hodi se zminit, Ze nula je také sudé c¢islo. Mnoho z véas si
to neuvédomilo a Fesili nulu zv1ast.

Nakonec trochu pfiblizeni reality. Ukol 5 vyzadoval opra-
vu zadaného vyrazu, coz je nejc¢astéjsi problém, se kterym
se pii praci s regexy setkate. Zadanému regexu meély vyho-
vovat pravé ty retézce, ve kterych je sudy pocet jednicek,
sudy pocet nul a nic jiného.

Zadany vyraz byl dost mimo. Jedna z moznosti, jak ho opra-
vit, spocivala ve zhruba dvojnasobném natazeni vyrazu, ne-
bot kromé bloku 0(00[11)*1(00|11)* bylo potfeba jesté
zahrnout blok 1(00]11)*0(00]11)*. Lepsi variantou bylo
zadany vyraz zahodit a vymyslet iplné novy.

Ma-li fetézec sestavat ze sudého poctu nul a sudého poctu
jednicek, pak musi mit také celkem sudy pocet znaki, tedy
nam rozhodné nebude vadit, Ze jej budeme kontrolovat po
dvojicich.

Prazdny fetézec rozhodné vyhovuje. Pokud nyni prec¢teme
dvojici (00/11), bude rozhodné vyhovovat taky. Naopak
kdybychom méli fetézec, ktery nevyhovuje, tak po precteni
dvojice (00]11) vyhovovat také nebude. Tedy nas nezaji-
ma, kdy, kde a v kolika exemplarich se néjaka tato dvojice
objevi.

Presné obracené to plati pro dvojici (01110). Ta vzdy pre-
pne mezi vyhovujicim a nevyhovujicim fetézcem. Té tedy
potfebujeme sudy pocet. Po poskladani vSech pozadavkl
méme vyraz (00]11)*(((01[10) (00|11)*){2})*

Prvni ¢ast spolkne zacatek sestavajici z (00|11)*, dalsi
¢ast vzdycky prejde do stavu ,,nevyhovujici fetézec*, spolk-
ne (00]11)*, prfejde do stavu ,,vyhovujici fetézec“ a zase
spolkne (00]11)*. Jednoduché a u¢inné.

Jozef Gandzala & Jan ,Moskyto“ Matéjka


http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2316.c

23-1-1 Program (Basnikuv denik])

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define MAX_N 42000

// porovndvaci funkce pro quicksort (pointer black magic)
int compare(const void *x, const void *y) { return *(int*)x-*(int*)y; }

int main(void){

int N; // pocet dni

int vrcholy[MAX_N]; // nadmoiské vysky taborist

int max = 0; // nejvys8i taboristé

int zac = 0; // zalatek posledniho idseku stejnjch &isel
int nej_mist; // misto, kde spal nejasté&ji

int nej_kolik = 0; // a kolikrat tam spal

// vstup

vrcholy[0] = O; // zagal u mofe

scanf ("%d",&N) ;
for (int i=1; i<N; i++){
scanf ("%d" ,&vrcholy[i]);
// rovnou zjistim p¥esnou nadmofskou vysku pFictenim vierejsi vysky
vrcholy[i] += vrcholy[i-1];
if (vrcholy[i] > max)
max = vrcholyl[i];

}

// t¥idé&ni quicksortem
gsort(vrcholy, N, sizeof(int), compare);

// najdu nejdel8i usek stejnjch Cisel
for (int i=0; i<N;i++){
if (vrcholy[i] != vrcholy[zac]) // v posloupnostech se zmé&nilo &islo
if (i-zac > nej_kolik){ // pokud je tento iusek deldi
nej_mist = vrcholy[zac];
nej_kolik = i-zac;
zac = 1i;

}

// vystup
printf("Nejvyse spal v: %d.\n",max);
printf("Nejast&ji spal v: %d.\n",nej_mist);

return O;
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23-1-4 Program ([Ale co trapné numerické chyby?)

#include <stdio.h>
#define MAX 1000000

int main(void)
{

int cit, jmen, j, i = 0, zac = 0;

// Vlastnost jazyka C -- rychlé vynulovani pole.
// ProtoZe pole je plné nul, uklddam si pozici
// o jedna vy83i neZ skutelnou.

int zb[MAX] = {0};

char vysl[MAX];

FILE *fin, *fout;

fin = fopen("zlomky.in", "r");
fscanf(fin, "%d %d\n", &cit, &jmen);
fout = fopen("vysledek.out", "w");

if (cit >= jmen) {
zac = cit/jmen;
cit %= jmen;
}
fprintf (fout, "%d.", zac);
if (lcit)
fprintf (fout, "0");

while (cit)
{
zb[cit] = i+1;
cit *= 10;
vysl[i] = cit / jmen + ’0°;
i++;
cit %= jmen;
if (zblcitl)
break;

3

// Abychom nemuseli vypisovat po znacich,
// vytvofime si pfed zalatkem periody "zarazku".
if (cit)
{
j = vysllzb[cit] - 1];
vysllzblcit] - 1] = 0;
}

vysl[i] = 0;
fprintf (fout, "¥%s", vysl);
if (cit)
{
fprintf (fout, "(");
vysllzblcit] - 1] = j;
vysl[i++] = ?)7;
vysl[i] = 0O;
fprintf (fout, "Y%s", vysl + zb[cit] - 1);
}

return 0;
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