Mili resitelé a resitelky!

Je rozhodnuto. Klasifikace je uzaviena, maturity jsou vyhodnoceny, KSP je opraveno
a my posildme nejlepsim z vas pozvanku na podzimni soustfedéni.

Dékujeme, zZe jste letos FeSili nas seminar a doufame, ze ndm ztstanete i nadale vérni.

Na pripadné dotazy vam radi odpovime na adrese ksp@mff.cuni.cz a v diskusnim féru

na nasem webu.

Vzorova feseni paté série

23-5-1 Boj s nanoboty

Napred si predstavime jednodussi feseni. Podivejme se na
problém jako na trojrozmérny svét (dva prostorové rozmeéry
a jeden ¢as). Nebo pokud neméte ¢asoprostorovou piedsta-
vivost, zkuste si pfedstavit hromadu 2D-svétti nad sebou
(dole je v ¢ase 0, nad nim v ¢ase 1 atd.).

A v téchto svétech budeme ukladat, na kterd vSechna po-
licka se hrdina mohl dostat a kolik zivych lidi jiz mohl mit
na svédomi, pokud by nyni pobyval na tomto policku. Tedy
v nultém svété (v tom piimo zadaném) se miize nachézet
pouze na jednom policku ((0,0)) a nemd na konté nikoho
(predpoklddejme, ze padouch zacina hrat nejdiive v ¢ase 1).

Jak spocitame novéjsi verzi naseho svéta? Z kazdého po-
licka, kde se mohl nachéazet, ho zkopirujeme do stejného
a vSech sousednich policek. Je-li na nové obsazeném polic-
ku zrovna na potvoru padouch, tak ho zamorduje a my si
pri¢teme skore.

Pokud mame moznost nakopirovat hrdinu z vice policek,
samoziejmé si vybereme to s nejlepSim skére (to, jak se
dostal na toto policko, jiz neovlivni budoucnost a zachranou
vice lidi si celkové pomiize, nikdy si nemuze uskodit).

Ke zrekonstruovani vysledku si ke kazdému moznému vy-
skytu hrdiny také potfebujeme poznamenat, které bitvy
s padouchem se tcastnil predtim.

Po spocitani vSech pater staci jen najit vyskyt s nejvyssim
skére a prohrabat se zpétné bitvami, které podstoupil.

Toto by samoziejmé fungovalo, ale je to pomalé. Muzeme si
ale vSimnout, ze vétsinu casu travime sledovanim bloumani
hrdiny po okoli. Nas vSak zajimé, jen jestli se véas dosta-
vi na rande, ne kterou cestu k tomu zvolil. Taktéz, neni
zajimavé, kde travi pfebytecny ¢as (Cekat mize kdekoliv).

Takze se omezime pouze na zajimavé udalosti. V§imnéme
si také, ze pro zjisténi, jak dlouho bude cesta trvat, staci
jen secist vzdélenosti mist v obou soufadnicich, tedy po-
kud jsou sousedni jen do stran, nahoru a dolt. Kdybychom
uvazovali i diagonalni sousedy, pak by to bylo maximum
z téchto vzdalenosti.

Tak tedy, sefadme si vypuSténi nanoboti chronologicky,
od nejbliz§iho v budoucnosti po nejvzdalenéjsi. Pro kaz-
dou udalost se podivame, ze kterych vSech stieti se to sem
da stihnout. Z nich vybereme ten, ktery ma nejlepsi skore,
a ulozime si jej.

Pro jednoduchost povazujme narozeni hrdiny také za sttet.
Nakonec vybereme udalost, po které mél nejvétsi skore,
a stejnym zptisobem jako v predchozim feSeni ji odmotame
k zacatku.

Slozitosti jsou jednoduché — pamatujeme si vSechny uda-
losti, tedy pamétova je linedrni. A pro kazdou udalost si
prohlizime vSechny piedchozi, coz je 1 +2 4+ 3 + ... + n,
z ¢ehoz nam vyjde slozitost kvadraticka.

A proc¢ to vlastné funguje? Vyuzivame pozorovani zminéné
v prvnim feseni — ze pokud se uz hrdina nékde vyskytuje,
tak na budoucnost jiz nemé vliv, jak se tam dostal, proto je
pro nas nejvyhodnéjsi, aby se na takovém misté vyskytoval
s nejvyssSim moznym skore.

Odborné se této vlastnosti problému — Ze mensi kousek

optimalniho feSeni je optimalni feSeni mensiho problému

— Fika submodularita.
Z toho indukci dokazeme, ze po kazdé udalosti by mél ma-
ximalni mozné skére, kdyby se ji Gcastnil. U narozeni je to
jasné a u kazdé dalsi to odvodime z toho, Ze jsme si vybrali
tu nejlepsi predchozi udalost.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2351.cpg

Michal ,Vorner“ Vaner

23-5-2 Zjednoduseni situace

Tuto tlohu — déleni mnozin bodi jednou primkou na polo-
viny — bylo tézké nejen vytesit, ale také zadat do CodExu.

Stoji za zminku, Ze v mnoha (i ndhodnych) pfipadech se da
pouzit rozumnych heuristik (setf¥idit podle néjaké osy, zku-
sit najit feSeni, pfipadné zvolit jinou osu a iterovat) a FeSen{
je pak stejné rychlé jako varianta optimélniho feSeni.
Dékujeme vSem, ktefi upozornili na tuto slabinu ptivodniho
zadéni.

Klicové pozorovani k FeSeni nasi ulohy je, ze si vlastné mu-
zeme predstavit, ze ona oddélujici pfimka prochézi dvéma
body vstupu — pokud bychom nasli néjakou, ktera toto ne-
spliiuje, muzeme ji nejdiiv posunout a pak pootocit tak,
aby jiz tento invariant splnovala.

Obtiz mame jen s tim, ze zadani prikladu tuto situaci za-
kazuje — vyTesime to tedy tak, ze najdeme TesSeni s body na
délici pfimce a pak jen pfimku o kousek pootocime sprav-
nym smérem a posuneme.

Uréité umime vyiesit problém v ¢ase O(n?®) — pro kazdou
dvojici bodi ze zadani existuje pravé jedna ptfimka, kterad
jimi prochazi, a pro tuto pfimku v linedrnim case snadno
zkontrolujeme, je-li to ta hledana, ¢i nikoli.

Pro feSeni v lepsim case nez kubickém pouzijeme klasic-
ky geometricky trik — kubické feseni casto zahazuje mezi-
vysledky, avSak my si pro néjakou mnozinu bodd umime
existenci TeSeni najit rychleji nez pro kazdy zvlast. Nejen
v tomto pfipadé budeme hledat vSechny mozné délici pfi-
mky, které prochazi jednim bodem.

Vezmeme si bod a setfidime si okolni body podle smérnice.
Predstavit si to mizeme tak, Ze mame nas bod uprostied a
kolem néj to¢ime postupné onu délici primku.

Pak prochéazejme ostatni body podle poradi, které nam ur-
¢ilo setfidéni. Pro prvni bod si spocitdme pocet vojakt na
obou stranach klasicky, v linearnim c¢ase. Kazdy dalsi bod
uz ale umime zpracovat v konstantnim case — vzdy prechazi


http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2351.cpp

budto ,zprava doleva®, nebo ,zleva doprava“ a podle toho
pricteme a odecteme jednicku.

Takto umime v ¢ase O(nlogn) zkontrolovat vSechny pfim-
ky, které maji jeden spolecny bod. Protoze uz vime, Ze nase
hledané feseni obsahuje dva body ze vstupu, musime po li-
nearnim poc¢tu krokt najit spravné feseni. Casové jsme se
dostali na O(n?logn) a pamétové na O(n).

Pro tplnost vzorového feseni se ujistime, ze primku lze vzdy
spravné posunout, tedy ze nejblizsi celociselny bod je od ni
dostatecné daleko.

Méjme tedy pfimku urc¢enou dvéma body, miizeme pfedpo-
kladat, Ze neni vodorovna ani svisla, pro né to plati jisté.
Jeden z bodt si mizeme (posunutim osy) zadefinovat jako
(0,0), ten druhy jako (k,1). Navic o soufadnicich (k,!) mu-
zeme tvrdit, Ze jsou nesoudélné, jinak bychom bez Gjmy na
obecnosti volili jiny bod.

Pfedstavme si nyni na§i pfimku jako graf funkce k - z/I.
Vkladejme za x celd ¢isla, dostavdme hodnoty y-ové sou-
fadnice. Pokud vysledek nebude celé ¢islo, jak daleko mii-
7e byt? Alespon 1/1, protoze neumime zvySit jmenovatel.
Pokud bychom otocili osy, ziskali bychom, ze to musi byt
alespoii 1/k.

Toto vsak neni tiplné presné. Mame pravouhly trojihelnik,
jehoz odvésny jsou dlouhé alespoii 1/k a 1/I. Spoéitdme-li
nyni jeho preponu Pythagorovou vétou a nasledné vysku
na preponu z vzorce S = ab = cv,, ziskdvame skute¢nou
vzdalenost mfizového bodu od pfimky.

Pokud za k il dosadim 100 000, vyska vyjde alesponi
coz je stale bohaté v mezich pfesnosti.

200000

Zbyva otézka — je to optimélni feSeni? Ale kdepak! Tato
uloha je celkem slavna, je to konkrétni varianta problému
sendvice se Sunkou, anglicky Ham sandwich problem.!

Pro nas rovinny pripad jej lze fesit dokonce v linedrnim
Case, miZzeme jej Fesit dokonce i ve vice dimenzich (tam
bychom pak hledali nadroviny). Optimalni feSeni vyuziva
principu ,, Rozdél a panuj“ tak, ze v kazdem kroku vyho-
di linedrné mnoho kandidati na délici prfimku a pokracuje
dale.

Algoritmus je to vSak ponékud netrividlni a pracuje s du-
alni verzi problému (tedy hledd bod, ktery lezi nad i pod
pravé polovinou piimek), takze jej tady neuvddime. Mozné
se k nému dostaneme nékdy pristé.

Jste-li netrpélivi, mizete si oprasit angli¢tinu a najit si od-
borny ¢lanek ,, Algorithms for Ham-Sandwich Cuts“ od au-
tord Lo, Matousek a Steiger. Nepodafi-li se vam jej ziskat,
napiste nam, zaridime.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2352.d

Martin Bohm & CodEx

23-5-3 Hra pro jednoho hrace

Hanojské véze jsou klasickym prikladem na rekurzi. Mame
dané kotouce n...1, n > 2 a chceme je pfesunout z tyce A
na ty¢ C za pomoci tyc¢e B. Postup vypada takto:
. kotouce (n — 1)...1 pfesuneme z tyée A na ty¢ B,

. nic ndm ted nebrani pfesunout kotou¢ n z tyce A na tyé¢ C,

3. kotouce (n —1)...1 z tyGe B polozime na ty¢ C.

I http://en.wikipedia.org/wiki/Ham_sandwich_theorer]
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Programem to samé pocitaci vysvétlime skoro stejné:
def hanoj(n, zdroj, pom, cil):
if n I= 1:
hanoj(n-1,
print(str(n) +
if n I= 1:
hanoj(n-1,

hanoj (3’ IIAII’ IIBII,

zdroj, cil, pom)
"i "+ zdroj + "->" + cil)

pom, zdroj, cil)
IIC“)

Casova slozitost je exponencidlni viiéi n a linedrni vzhle-
dem k velikosti vystupu, coz je to nejlepsi, v co jsme mohli
doufat. Pokynil k pfesunu kotouce bude 2 — 1 — to lze z al-
goritmu dokazat indukei, vzdyt 2(2"" ! — 1) +1=2" — 1.
Kod si pro feseni naseho zadadni mizeme docela snadno
upravit tak, aby sledoval stav hry a odpodcitaval tahy. Az
zjistime, Ze jsme v kyzeném tahu, prosté jen stav vytiskne-
me.
def hanoj(n, zdroj, pom, cil, k, kyzeneK, stav):

if n != 1 and kyzeneK < k + 2*x*(n-1) - 1:

hanoj(n-1, zdroj, cil, pom, k,
kyzeneK, stav)
k += 2x*x(n-1) - 1

if k == kyzeneK: print(stav)
stav[cil] .append(stav[zdroj].pop())

k += 1

if n != 1 and kyzeneK > k - 1:
hanoj(n-1, pom, zdroj, cil, k,
kyzeneK, stav)

Algoritmus funguje, ale mé stéle casovou slozitost O(2"),
pricemz v tomto pripadé to uz vystupem neomluvime — ten
je linearni.

Linearni algoritmus existuje — staci si uvédomit, ze pfi re-
kurzivnim prochazeni nikdy nepotfebujeme volat funkci ha-
noj dvakrat. Kdyz totiz pfesné vime, kolik taht které vo-
lani udéla, umime urdéit, jestli se k-ta pozice vyskytuje az
po presunu kotouce, nebo jesté pred nim.

Pak uz si jen zjednodusime praci tim, ze stav hry nebu-
deme udrzovat, ale budeme ho rovnou pribézné tisknout.
Zde je vysledny algoritmus fesici problém v linearnim case
i prostoru.
def hanoj(n, zdroj, pom, cil, k, kyzeneK):

if n == : return

if kyzeneK < k + 2**x(n-1)
print(str(n) + " je na tyci " + zdroj)
hanoj(n-1, zdroj, cil, pom, k, kyzenekK)

if kyzeneK >= k + 2*x(n-1)
print(str(n) + " je na tyci " + cil)
hanoj(n-1, pom, zdroj, cil,
k + 2xx(n-1), kyzenekK)

hanoj(3, "A", "B", ucn, O, 3)

Rozmyslete si, neéini-li ndm problém uziti pythonovského
mocnéni. Ma program, jak je napsan, opravdu linearni slo-
zitost? Pokud ne, pro¢? Bylo by tézké to opravit? Dalsi
namét k zamysleni — paméfova néro¢nost algoritmu, jak je
implementovan, je linedrni. Jak ji srazit na konstantni?
Viceméné toho samého programu se Slo dobrat i zapfemys-
lenim nad tim, co m& nas problém spole¢ného s pocitanim
n-té permutace.


http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2352.c
http://en.wikipedia.org/wiki/Ham_sandwich_theorem

Velka cast fesitelt naméfila, ze vyraz
M 1

pri vhodném nastaveni znaménka a zaokrouhleni (podle N)
dava kyzené cislo tyce pro N-ty disk; M pak urcuje cislo
tahu. S riznym tspéchem se Fesitelé snazili tuto skutecnost
vyuzit ve svém FeSeni, le¢ kamenem trazu byla absence di-
kazu spravnosti a ¢asté drobné chyby.

Neékolik tesitelit pouzivalo poznatek z Wikipedie o vztahu
dvojkového zapisu ¢isla tahu a situace hry. Nic jsem proti
tomu nemél, pokud autor prokazal kvalitnim zdtivodnénim,
7e rozumi, co se v postupu déje.

Lukads Lansky

23-5-4 Model ¢touciho Fidice

Priamo zo zadania vyplyva, ze pre kazda hranu, ktorou na
krizovatku prideme, je jasne urcend hrana, ktorou zase odi-
deme. Naopak, pre jednu vystupni hranu méze byt viacero
vstupnych.

Na zaciatku si o¢islujeme hrany a z pévodného grafu zostro-
jime $truktiru, v ktorej budeme hladat cesty. Tato Stuktira
bude reprezentovana ako pole hran, kde kazda hrana si pa-
méta svojho nasledovnika, a zoznam svojich predchodcov.

Struktiru vytvorime v ¢ase O(M). Pre kazdy vrchol v po-
vodnom grafe postupne prechadzame zoznam jeho hran od-
zadu. Ak narazime na vystupnd hranu, poznamenéme si ju
ako hranu H. Ak narazime na vstupni hranu, nastavime
jej nasledovnika hranu H, a hrane H priddme do zoznamu
predchodcov spracovavanu vstupnil hranu.

Je zaujimavé si uvedomit, Ze kym skoro kazd4 hrana méa

nutne nésledovnika (okrem hran vedtcich do vrcholu bez
/. 7 re . 7 ANV )

vystupnych hran), viacero hrén moZe nemat predchodcu.

Napriklad ak ma vrchol tri vystupné hrany za sebou, na

druhta a tretiu sa Sofér nikdy z iného vrcholu nedostane.

Ale moze nimi svoju cestu zacat.

Po vytvoreni Struktiry nastavime kazdej hrane priznak, ze
esSte nebola spracovana. Hrana si tiez paméta, aky vrchol
je jej zadiatofny a aky je koncovy (kedZe je orientovand).
Teraz zacneme hladat cesty. Na zacdiatku si vezmeme pr-
v hranu a prechadzanim dopredu si vytvarame spojovy
zoznam hréan tejto cesty. Kedze v povodnom grafe hlfaddme
cestu s IV vrcholmi, a teda N —1 hranami, v nasej Struktare
hran to odpoveda ceste dlzky N — 1.

Cesta je teda reprezentovand spojovym zoznamom hran,
ktoré pouziva, a drzime si ukazatel na jej zaciatok a koniec.

Vrcholy, ktorymi cesta prechadza, si pamitdme pomocou
pola o velkosti NV, kde hodnota v poli na mieste ¢ vyjadruje,
kolkokrat dané cesta prechadza vrcholom 7. Okrem toho si
tiez musime pamétat, kolko réznych vrcholov sme navstivili.

Pri vytvarani cesty si vzdy pri pridani hrany zvysSime hod-
notu v poli navstivenych vrcholov. Doélezité je, ze ak sa
hodnota zmenila z 0 na 1, zvySime pocet rozdielnych na-
vstivenych vrcholov.

Po pridani hrany si tato hranu oznacime ako spracovana.
Takisto priddm jej cenu do celkovej ceny cesty.

Po vytvoreni cesty skontrolujeme, kolko réznych vrcholov
sme navstivili. Ak ich je N a cena cesty je lepsia ako do-
teraz najlepsia najdena, ulozime si cestu ako najlepsiu do-
teraz najdeni. KedZe cesta je jednoznadne urdend svojou
za¢inajicou hranou, stac¢i si ulozit len prva hranu cesty.

Takze méme najdent nejakt prva cestu. Je dolezité si uve-
domit, Ze této cesta nemusi mat prave N — 1 vrcholov.
Mohla skondéif predcasne, ak jej koncovd hrana uz nema-
la nasledovnika. To vSak nevadi, ako uvidime neskér. Teraz
pomocou tejto cesty nidjdeme dalsie cesty, a to prehladava-
nim do hibky.

V kazdom kroku sa najprv pozrieme, ¢i ma zaciatocna hra-
na cesty nejakého predchodcu, po ktorom sme sa este ne-
vracali (berieme ich postupne v tom poradi, ako ich méme
ulozenych).

Ak 4no, posunieme cestu o jeden vrchol dozadu — priddme
predchodcu stiCasnej zaciato¢nej hrany na zaciatok cesty,
priddme hodnotu tejto hrany do celkovej ceny cesty, a zvysi-
me ¢itac¢ v poli navstivenych vrcholov u zaciatoéného vrcho-
lu prave pridanej hrany. TaktieZz upravime hodnotu, kolko
roznych vrcholov sme navstivili (ak sa ndm zmenila 0 na 1).

Ak je cesta dlhd N — 1 hréan (¢o nie je vzdy, moze byt
aj krat$ia), zrusime poslednt hranu na konci (na ktort si
drzime ukazatel). Odé¢itame jej hodnotu z celkovej hodnoty
cesty.

Tiez znizime ¢ita¢ v poli navstivenych vrcholov u koncové-
ho vrcholu hrany. Ak sa nam zmenila hodnota z 1 na 0,
znizime pocet roznych vrcholov, ktoré sme navstivili. Ak je
cesta kratsia ako N — 1, koncovi hranu nechame, ¢im cestu
o jedna predizime.

Naopak, pokial sa cesta neméze posunut smerom dozadu,
pokuisime sa ju posunitf smerom dopredu — posunieme za-
¢iato¢nu hranu na jej nasledovnika, pricom upravime pocty
navs§tivenych vrcholov. Ak mé koncové hrana nasledovnika,
posunieme aj ju. Ak nemé, koniec neposivame, a cesta sa
nam proste skrati.

Pri posune dopredu si musime dat pozor na cykly, po kto-
rych by sa cesta mohla postuvat teoreticky donekone¢na.

Po posune cesty si také nové hrany, cez ktoré prejdeme,
poznacime ako spracované.

Na konci posunu sa pozrieme, kolko roznych vrcholov sme
navstivili. Ak je ich prave N a cena cesty je lepsia ako dote-
raz najlepsia, upravime hodnotu najlepsej doteraz najdenej
cesty (konkrétne len zacdiatoénej hrany cesty) a jej cenu.

Ak sa nie je kam pohnut, tak sme skon¢ili spracovanie jed-
ného sivislého tseku hran. Usekov ale moze byt viacero.
Takze najdeme Gvodnu cestu v novom useku.

To urobime tak, Zze v zozname hran najdeme este nespraco-
vanu hranu a z nej spustime hladanie ivodnej cesty. Zoznam
v8ak neprechadzame od zaciatku, ale od miesta, kde sme

skoncili posledne, preto je zlozitost ndjdenia vSetkych zadi-
atkov O(M).

Analyza celkovej zloZitosti je nésledovnéd — vstup nacitame
v zlozitosti O(M + N). Néasledovnikov a predchodcov hran
spoCitame v O(M). Najdenie vSetkych zaciatkov ciest je
dokopy tiez O(M). Ostéva spocitat zlozitost hladania ciest.

Posun cesty zvladneme v ¢ase O(1). Kolko takychto posu-
nov bude? KedZe nésledovnik kazdej hrany je maximélne
jeden, je kazda hrana predchodcom pre najviac jednu hra-
nu. Celkovy pocet predchodcov je teda maximéalne M.

Pri pohybe dozadu sa kazda hrana vyskytne na zaciatku
cesty prave raz, pricom poradie uréuje prechadzanie do hib-
ky. Pohyb dopredu je jednoznac¢ne urc¢eny pohybom dozadu
— dopredu sa hybeme len ked sa nedd hybat dozadu, ¢im
simulujem prave prehladavanie do hibky.



Ked si to predstavime, vidime, Ze pri pohybe dopredu sa za-
¢iatok vracia po hranach, ktorymi predtym presiel dozadu.
Kazdou hranou teda prejde maximalne dvakrat — raz do-
predu a raz dozadu. Pri koncovych hranach useku je mozné,
7e nimi prejde len raz, a to dopredu.

Ked7e jeden posun cesty zaberie O(1), celkova zlozitost na-
jdenia vsetkych ciest bude O(M).

Casové zlozitost algoritmu je teda O(M + N), pamiifova
tiez O(M + N).

.....

noduchs$ia varianta spociva v tom, ze postupne berieme
vSetky hrany ako zaciatky ciest a sledujeme, Ci cesta dlha
N vrcholov prechadza vSetkymi vrcholmi.

Pritom vSak nesmieme zabudnif na to, Ze si nasledovnikov
hrén treba predpoditat dopredu, aby sme ich dokdzali urcit
v konsStantnom c¢ase. Ak by sme pre najdenie nésledovnika
hrany zakazdym museli prechadzat cely zoznam hran vo
vrchole, ¢asové zloZitost ndm narastie na O(M?).

Skonstruujeme si graf nésledovne. Na zacdiatku pridame hra-
ny tak, aby vznikla Hamiltonovska kruznica. Oznac¢me si ti-
eto hrany ,tucne®. V kazdom vrchole je teraz jedna vstupna
a jedna vystupna hrana.

Medzi tieto hrany teraz v smere jazdy Soféra vlozime (M —
N)/2N vstupnych hrén, a v opa¢nom smere (M — N)/2N
vystupnych. Teraz je teda pévodna tucnd vystupnd hrana
nasledovnik pre vSetky nové vstupné hrany, a naopak, prave
vloZzené vystupné hrany nemaju predchodcu.

Druhé konce vlozenych hréan zvolime tak, aby vznikol ko-

rektny graf.

Analyza zlozitosti hladania ciest v tomto grafe je nésle-
dovnd. Pre kazdu hranu plati, Ze mdze byt na ceste prva
az N-ta. Tuénd hrana bude raz prva a M/2N-krat druhd
a7z N-ta, teda pre 1iu budeme hladat nasledovnika dokopy
O(M)-krat.

Najdenie nasledovnika pre tu¢nd hranu trvd O(M/N) (mu-
sime prejst véetky umelo pridané vstupné hrany medzi tiou
a vystupnou hranou). Takze na kazdej tuénej hrane spotre-
bujeme dokopy O(M?/N) &asu.

Tuénych hrén je O(N), teda na vSetkych tuénych hrandch
spotrebujeme celkovo O(M?) ¢asu. Novopridané hrany uz
vysledok neovplyvnia.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2354.d

Maria Vamosovd

23-5-5 Kucharkova

Nasim tkolem je dokéazat, ze loha Metr je NP-uplné. Jak
nam kucharka radila, je prili§ pracné dokazovat tiplnost tak,

ze prevedeme na Metr vSechny tlohy z NP. Radéji tedy
dokézeme, ze lze jednu NP-tiplnou tlohu vyfesit pomoci
Metru.

Vv v

tloha se nam bude prevadét nejsnaz.

Na Metru stoji za vSimnuti, ze prekladani samotného met-
ru do pouzdra nam v jistém smyslu rozdéluje tiseky na dva
typy — pokud jde metr ulozit, tak jeden typ tseku je pre-
loZzen na jednu stranu (¥feknéme zprava doleva) a druhy je
prelozeny nazpatek (zleva doprava). Navic je metr zadan
jako posloupnost ¢isel.

Kdyz se podivame do seznamu NP-uplnych tloh, najdeme
tam ulohu Dva loupeznici, ktera také rozdéluje ¢isla na dvé
hromadky. Zkusme tedy pomoci Metru fesit Loupezniky.

Pripomenime si zadani Dvou loupeznikti z kucharky:
Ndzev problému: Dva loupeznici
Vstup: Seznam nezapornych celych cisel.

Problém: Existuje rozdéleni seznamu na dvé hromadky tak,
ze kazdé ¢islo bude v pravé jedné hromadce a v kazdé hro-
madce bude stejny soucet Cisel?

Zacénéme tedy pfevadét vstup Dvou loupeznikti na vstup
Metru. Vstup Loupeznikti ndm nijak neurcuje, jak velké
ma byt pouzdro metru — to si tedy muzeme zvolit sami,
aby se ndm snaz prevadeélo.

Dopredu neni tplné jasné, jaka velikost by se nam hodila.
Bude ndm stacit soucet vSech pfedmétl (oznac¢ujme ho o),
nebo velikost jednoho lupu, ¢/2? Méné nez o /2 nedava pii-
lis smysl, ale vice by mohlo. ..

Jak jsme diskutovali vyse, mohlo by ndm stacit oznacit ty
Casti metru (tedy tu ¢ast kofisti), které jdou zleva doprava,
jako lup pro loupeznika A a ty, které jdou zprava doleva,
prifadime loupezniku B.

Nyni se zamysleme nad vstupy, které by nam mohly dé-
lat neplechu. Napftiklad seznam pfedmétd 1 1 1 by se do
pouzdra velikosti alespon 1.5 snadno vesel, ale my musime
odpovédét NE, protoze jej rozdélit pro dva loupezniky nelze.

Mohli bychom tedy zkusit nastavit, aby zaca-
tek 1 konec lupu kon¢il ve stejném bodé metru
—napriklad tak, ze na zacatek i konec pridame
usek dlouhy jako celé pouzdro.

takova aprava vstupu vypadala, vidite na ob-
razku. Bohuzel nam po chvili ivah dojde, ze
by nédm také odpadl pripad 1 3 1 1, ktery

|

i

i

|

! Tim by ur¢ité odpadl piipad 1 1 1. Jak by
|

i

i

: ovsem rozdélit jde.

Podivejme se na vstup 1 3 1 1 a zamysleme

se, jak nasi ivahu vylepsit. Na dalsim obrazku

jsme jej zakreslili tak, aby se ulozeni metru
podobalo grafu funkce, ktery zac¢ina a konéi v nule.

Kazdé rozdélitelné zadani Dvou
loupezniktl jde takto nakreslit —
prosté jednu ¢ast kresleme jako
rostouci tsecky a druhou jako
klesajici.

Mizeme tedy vhodnou tpravou
naseho vstupu pro Loupezniky
zajistit, aby feSeni Metru presné odpovidalo grafu takovéto
funkce?



http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2354.c

Ano, staci jen trochu upravit napad, ktery jsme méli pred
par odstavci. Potfebujeme totiz v Metru povolit, abychom
mohli vstoupit na grafu i do ,zadpornych hodnot*.

Na zacatek metru tedy vlozme tsek o velikosti k, coz bude
také velikost pouzdra. Ten se d4 do pouzdra vlozit jen tak,
7e jeho konec bude na okraji pouzdra. Dalsi tsek si tedy
také zvolme — tentokrét jako k/2. Z okraje pouzdra jsme se
tedy dostali pfesné doprostied. To bude nas pocatek grafu.

Dale uz pokladejme tuseky o velikosti stejné, jako byly hod-
noty na vstupu Dvou loupeznikii, a ve stejném poradi. Aby-
chom se ujistili, ze na konci opravdu nase funkce skon¢i
v nule, pfidejme jesté jeden tsek délky k/2 a za néj tsek
délky k.

Nyni uz vime, co od k chceme — abychom nerek-
li zbytecné NE, pokud bychom neméli dostatecny
rozsah na jejich poskladani. Bude nam stacit na-
stavit k = o, ale klidné bychom mohli mit pouzdro
i vetsi.

Pfevod je dokonan, pojdme si tedy ukazat, Ze je
korektni.

Uz béhem rozboru jsme si rozmysleli, ze Feseni
Dvou loupeznikt existuje pravé tehdy, kdyz exis-
tuje nakresleni lupu jako grafu funkce tak, ze graf

zaciné i kon¢i v nule.
V nasi konstrukci plati, ze metr lze vlozit prave tehdy, kdyz
¢ast odpovidajici lupu loupeznikti zac¢inéd a konéi uprostied
pouzdra — a to plati pravé tehdy, kdyz existuje onen graf
funkce zacinajici a koncici v pocatku.

Slozenim téchto ekvivalenci dostaneme, Ze nas prevod odpo-
vi ANO na Metr pravé tehdy, kdyz problém Dva loupeznici
Sel vyftesit, a tedy je vSe v poradku — Metr je NP-tézky.

Pro formélni spravnost si jesté povézme, Ze rozdéleni me-
tru (informace o tom, kde metr za¢ind a v jakém sméru
jej zlomit) je polynomidlné velkym certifikitem k nasemu
problému, a Metr je tedy v NP. Obé tvrzeni spojime do-
hromady a dostavame, ze Metr je NP-uplny.

Martin Bohm

23-5-6 Predposledni

Nejvétsi problém celé ulohy je poznat, Ze se jedna o toky
v sitich (néco o tocich si mizete precist v kuchatce ke 4. sé-
rii). My si nyni tipneme, Ze se jedna o néjaky tok, a budeme
se jej tam snazit najit. Jak na to?

6/2 4 4/6 5 3/6
0w o< ° Vstupni hrany a vystup-
ni hrany jsou na sobé ne-
9 13 4 zévislé v ramci vrcholu.
Tak si kazdy vrchol roz-
o 3 : Se délime na 2 nové vrcholy,
4/2 3 1/4 6 1/5 levya pravy.

Levy ndm bude reprezentovat vystupni ¢ast (z této ¢asti po-
vedou vSechny hrany) a pravy bude reprezentovat vstupni
¢ast (do tohoto vrcholu naopak povedou vSechny hrany).

Neni tézké nahlédnout, ze jsme takto vytvofili orientovany
bipartitni graf, kde vSechny hrany vedou z levé partity do
pravé.

Nyni jesté potfebujeme zohlednit maximéalni vstupni soucet
a minimalni vystupni soucet. To udélame tak, ze do grafu
pfidame dalsi 2 vrcholy.

Jeden pojmenujeme zdroj a povede z né€j hrana do kazdého
vrcholu levé partity. Tyto hrany budou ohodnoceny maxi-
malnim vystupnim souctem pfislusnych vrchold.

Druhy pojmenujeme stok a z kazdého vrcholu pravé par-
tity do néj povede hrana. Tyto hrany budou ohodnoceny
minimalnim vstupnim souc¢tem prislusnych vrcholu.

Nyni mame ohodnoceny orientovany graf se zdrojem, sto-
kem a celoCiselnymi kapacitami hran. Zavolame tedy né-
ktery z algoritmi na hleddni maximélniho (celo¢iselného)
toku, naptiklad Fordav-Fulkersoniv algoritmus s hledanim
zlepSujicich cest pomoci prohledévani do sitky (viz kuchai-
ku).

Pokud se velikost maximéalniho toku bude rovnat sumé mi-
nimalnich vystupnich souctt, tak jsme nasli pfislusné ohod-
noceni. Pokud ne, tak neexistuje zadné fesSeni.

Proc¢ to funguje? Hrany ze zdroje do levé partity ndm za-
jistuji, ze se do grafu nikdy nedostanou takové hrany, které
by porusovaly podminku maximélniho vystupniho souctu.
Hrany mezi partitami jsou presné ty samé hrany jako hrany
v puvodnim grafu.

Hrany vedouci z pravé partity do stoku nam obstaravaji
miniméalni vstupni soucty a jejich kapacity jsou praveé tyto
hodnoty. Kdybychom totiz méli feSeni, ve kterém by né-
ktery vstupni soucet byl vétsi nez dany minimalni, tak pak
muzeme tok hran vedoucich dovnitf libovolné snizit tak,
aby jejich soucet byl roven minimalnimu vstupnimu souc¢tu
a v8echny podminky ztistanou zachovany.

Hrany z pravé partity do stoku nam tvori v grafu fez. Pro-
blém mé feSeni, pravé kdyz tyto hrany jsou naplnény na
maximum. Hrany mezi partitami nam také tvori rez, tak-
ze vSe, co protece ze zdroje do stoku, protece i hranami
mezi partitami. A hrany mezi partitami reprezentuji hrany
puvodniho grafu, takze tok na nich je nasim feSenim.

Nyni k ¢asové slozitosti. Casova slozitost pievodu na novy
graf je O(n+m), kde n je pocéet vrcholi v ptivodnim grafu
a m je pocet hran.

Kazdy vrchol zdvojime, na kazdou hranu se podivame jen
jednou a pfridavame jen 2 nové vrcholy a s nimi dohromady
2n hran. Zbytek Casové slozitosti zavisi na pouzitém algo-
ritmu pro zjisténi maximélniho toku. V nasem pripadé, kdy
jsme pouzili Forda-Fulkersona s prochazenim do $itky, je to
O(nm?).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2356.cpd

Karel Tesar


http://ksp.mff.cuni.cz/tasks/23/2356.cpp

23-5-7 Perlim, Perlis, Perlime

V ftloze byly zadany dva tkoly. Prvni tézsi, druhy lehci.
S obéma jste se dokazali velmi dobfe vyrovnat.
Prvni ikol bylo mozno fesit dvéma zpisoby. Budto smazu
mensi ze zadanych ¢isel, nebo matchnu cely vyraz a sprav-
nou konstrukci z backreferenci vyberu to vétsi. Oba postupy
vyuzivaly rekurzi a rozhlizeni (bez toho to pravdépodobné
neslo).
Mnoho z vas si vSimlo, ze z rozhlizecich predpokladii se da
sestavit jakasi podminka — ((?=A)B|C) znamend jednoduse
to, ze pokud fetézec spliiuje regex A, tak pouzij B, jinak
pouzij C.
Rozeberme si autorské feseni. Predpokladame v ném, zZe
¢isla nejsou uvozena nulami.
s#™((7=C. ((?2) ] ).D).+H).x (%)

(7=.4(72) (21 D)) (%) x|

C.x)0.x (\6[11.%) | (C.*x)1.%) \9[0].%)$

#$4$537$8#

Na prvnim fadku jsme rekurzi zjistili, Ze druhé z cisel je del-
§1, takze si vybereme to druhé z nich. Na druhém fadkujsme
analogicky zjistili, ze prvni z Cisel je delsi. Mimochodem,
domaéci cviceni — jaky je rozdil mezi (?!.) a $7

Na tfetim fadku jsou tedy cisla nutné stejné dlouha. Vy-
uzijeme Zravosti hvézdicky (.* polkne co nejvic) a predlo-
zenym vyrazem zjistime rozdil dvou stejné dlouhych cisel —
porovnavame prvni cifru, ktera se lisi.

Na poslednim fadku je nahrazovaci vyraz. Jsou to reference
na ,ty spravné zavorky“, které budto nematchly, a tedy
neobsahuji nic, a nebo obsahuji to vétsi z Cisel.

Ukol se jak zadanim, tak stylem feseni dosti podobé po-
slednimu tikolu z pfedchoziho dilu. Resitelé, kteii si toto
uvédomili, si usettili trochu premysleni.

Ukol 2 byl jednodussi. Stacilo upravit piiklad ze zadani
na spravné uzévorkovani a uvédomit si, jak se d& vyraz
negovat. Jedna z variant byla typu s/(?7!A).*//. Druha
nepouzivala rozhliZeni, ale referenci — s/ (8) | .*/$1/.

V prvnim pfipadé pokud A vyhovuje, tak se nepokracuje
dal, tedy .* nic nepoZere a nic se nesmaze, jinak se smaze
vsechno. Ve druhém piipadé se matchne bud A a nahradi se
za sebe sama, nebo se matchne vSechno a $1 bude prazdna.

I zde si rozebereme autorské fesSeni, FeSeni ucastnikt se
prakticky nelisila.
s#™ (71 (["<>])*(<([[:alnum:]]+)>

(PL</\3>["<>]#) %) $) . xS##

Regex nejprve precte veskery prosty text. Pak je zde velka
ohvézdickovand zavorka, ve které se matchne oteviraci tag,
uzaviraci tag, dalsi nasledny prosty text a spusti se cely
regex rekurzivné na vnitiek tagu. Rekurze se zastavuje tim,
ze ona velka ohvézdickovand zavorka nematchne ani jednou.

Negace regexu je prvniho uvedeného typu. Ma to tu vyho-
du, Ze se zbytecné nenahrazuje za $1, takze se Tetézec cely
nepfepisuje, pokud to neni potieba.

vvvvv

zor. at uz z hlediska spotfebovaného ¢asu, nebo paméti.
Vezmeéme si naptiklad regex

s/~ (a{0,10000}){0,10000}$//,
ktery vypadd na prvni pohled nevinné. Nicméné Perl jej

nedokéze zoptimalizovat a na vstupu aaaaaaaaaaaaaaaa-
aaaaaaaaab uz bézi nékolik vtefin. ..

Nicméné takové problémy jsem pri opravovani nehledal a
nefesil.

Jan ,Moskyto“ Matéjka

Tento roénik pro vas pripravovali

Opravujici a autori aloh
Martin Bohm

CodEx

Pavel Cizek

Jozef Gandzala

Karel Kral

Lukas Lansky

David Marek

Martin ,Medvéd“ Mares
Jan ,Moskyto“ Matéjka
Lucie Mohelnikova
Jitka Novotna

Petr Onderka

Pali Rohéar

Karel Tesar

Michal ,Vorner“ Vaner
Pavel , Paulie“ Vesely

Autori pribéhu

Lukas Lénsky (1., 2. a 5. série)
Jitka Novotnd (3. série)

Pavel Vesely (4. série)

Autori kucharek

Martin Boshm (Prochéazky po grafech a Tézké problémy)
Lukas Lénsky (Toky)

Serial pripravoval Jan ,Moskyto* Maté&jka a hojné jej kon-
zultoval s Martinem ,,Medvédem“ MareSem.

Obrazky s hrochy kreslila Lucie Mohelnikova a nékteré ar-
chivni kreslil Martin ,,Bobfik“ Krulis.

O technické zazemi se starali prevazné Martin Bohm, Mar-

tin ,Medvéd“ Mares, Jan ,Moskyto“ Matéjka a zacinajici
TEXnik Karel Kral.
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Cestné misto na posledni strané a titul ,,Staiesina KSP*“ za rekordnich 23 sérii v celkem 6 roénicich ziskava. ..

63. Radim Cajzl GNoMésNMor 4 23 | | 0,0



