Mili tesitele a resitelky!

Drzite v ruce treti letdk 24. roéniku KSP. Kazda série letos obsahuje 8 dloh a z nich se
5 nejlépe vyfesenych zapocitava do celkového bodového hodnoceni.

Nové je mozno byt piijat na MFF UK za tispésné feseni KSP. Uspésngm FeSitelem se stavé ten,
kdo ziské za cely ro¢nik alespon 50 % bodi. Za leto$ni rok ptlijde ziskat maximélné 300 bod,

takze hranice pro spésné fesitele je 150.

Upozornujeme letosni maturanty, ze termin odevzdani paté série bude piilis pozdé na to, aby
patou sérii dohanéli chybéjici body. Diplom tspésného resitele ale mtizeme v pripadé potfeby

zaslat i drive, budete-li mit dost bod1i.

Termin odevzdani tieti série je stanoven na pondéli 13. tinora v 8:00 SEC, coZ znamena, Ze
papirové FeSeni byste méli podat na postu do stfedy 8. inora, aby nam stihlo pfijit. CodExova
tloha ma termin o den posunuty, protoze ndm ji opravuje automat — 14. inora v 8:00.

Reseni prijimame elektronicky na strance https://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Chcete-li s ndmi komunikovat bezpeéné, mtizete si
ovéFit nas HTTPS certifikat — zde je jeho SHA1 hash: 7F:53:E7:00:60:F2:24:93:8F:52:51:EC: 1E:A8:34:54:86:69:32:7D.

Také nam feSeni muzete poslat klasickou postou na adresu

Korespondenéni seminaf z programovani
KSVI MFF UK
Malostranské namésti 25

118 00 Prahal

Treti série ¢tyFiadvacatého roéniku KSP

Odpadla posledni cihla a archeolog-dobrodruh se konecéné
dostavd do hrobky, kde na néj éekd hora pokladi. Ouha, pri
v$t nedockavosti doslapne na Spatny panel na zemi a jakoby
odnikud se na néj vali obii balvan. . .

O cem asi dnesni pribéh bude? O archeologii? Brakové
literature? Tak alespori o sférickych objektech? Kdepak, o té
nejzajimaveéjsi édsti minulého odstavce, o vstupnich zatize-
nich. Hlavné o téch, co se daji zapojit do naseho nejlepsiho
kamardada — pocitace.

Pokud vds téma nenadchlo, soucitime s vami. Zde je ulo-
ha na usmirenou.

12 bodu

24-3-1 Intervalové duplicity

I% Mame posloupnost pfirozenych ¢isel délky N. Na vstu-
pu kromé této posloupnosti dostaneme také K dotazt —

intervalt. Mame rozhodnout pro kazdy dotaz zvlast, jestli

se v intervalu c¢isel ze zadané posloupnosti opakuje alespon

jedna hodnota.

Tato tloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.! Piesny format vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.

Pokud preskocime par tisicileti a podivame se do 30. let
19. stoleti, moznd nds prekvapi, Ze spolu s Babbageovym
znamym Analytickym strojem uz byly vynalezeny jak dérné
stitky, tak kldvesnice — tehdy ovsem jesté oddelené, kldves-
nice jako soucast pouze prvnich psacich stroju. Dérné stit-
ky nejprve slouZily jako instrukce jednoduchym automatim
(jako samohrajicim pidnim na Divokém zdpadé).

Psact stroje se zacaly vice proddvat a $itit aZ nékdy v 60.
a 70. letech 19. stoleti, kdy také vzniklo dnes takrka stan-
dardni rozloZend klaves QWERTY. Pocitace na svij vzestup
jesté cekaly a tehdejsi prototypy byly stdle ovldddny dérnymi
Stitky.

Deérné stitky nakonec na svij soumrak cekaji dlouhou do-
bu — informatici na Matfyzu jsou stdle straseni historkami

I http://ksp.mff.cuni.cz/zaciname/codex.htm]|

o ladéni programu zaddvangch pomoci dérngch stitku. Prilis
flexibilnt vstupni zarizent to vskutku nebyla.

Kldvesnice se u pocitaci (po experimentech ve 40. le-
tech 20. stoleti) objevily aZ v 60. letech, spoleéné s pronimi
video termindly (na pocitacich MULTICS). Pomérné rych-
le vytlacovaly dérné stitky, nebot to bylo vylepSeni opravdu
podstatné. Tedy, alespon tam, kde na novéjsi pocitace byly
penize.

24-3-2 Nemnoho pocitaca 10 bodua

V jedné méné bohaté spolec¢nosti maji NV pocitaci, kde kaz-
dy pocita¢ méa prifazeno prirozené ¢islo — typ pocitace. Do-
zvedéli jsme se, Ze firma vlastni maximaln€ log, N rdznych
druhii pocitacii (tedy je na vstupu jen log, N riiznych hod-
not).

Nagim tukolem je vymyslet algoritmus, ktery za takovéto
podminky set¥idi N ¢isel (typt pocitacli) ze vstupu co nej-
rychleji.

Napriklad vstup3 2 4 4 2 3 4 2ma jen 3 rizné hodnoty,
coz je log, 8.

Setfidéné posloupnost je potom 2 2 2 3 3 4 4 4.

I na klavesnicich samotngch se zrcadlil rychly vijvoj
20. stoleti. Psaci stroje pouzivaly kladivka, kterd se po stisku
klavesy obtiskla na papive. Pri vyssich rychlostech psani se
vsak kladivka casto zasekdvala, coZ neiumeérné zpomalovalo
psani. Proto pry vzniklo rozloZeni QWERTY — cilem by-
lo minimalizovat pocéet stiski kldves blizko u sebe (coZ bylo
hlavni pricinou zasekdvdni).

Proni kldvesnice zapojené do pocitace byly prosté jen na-
mackané prepinace na sobé, kaZdy pro jednu kldvesu zvldst.
Takové Tesent vsak bylo prilis drahé a tehdy také hure pou-
Zitelné.
seni — membrdnové klavesy s gumovymsi cepickami, které po
stisku spoji desku s tisténymi spoji dole s grafitovou cdsti
uvnitt, coz vysle signdl pro danou kldvesu.


http://ksp.mff.cuni.cz/zaciname/codex.html

Druhy nejcastejsi typ kldves jsou nuzkové spinace, kte-
ré jsou zaloZeny opét na gumové membrané a jejim stisku,
ovsem stisku napomdhaji kiizici se podpéry s malou volnos-
ti, diky cemuZ kldvesy nepotrebuji tak velky prostor a zdaji
se placatéjsimi.

Tyto klavesy jsou casté u laptopi a také u nekterych vy-
robct stolnich klavesnic. Oba dva hlavni typy kldvesnic jsou
velmi levn€, a tak vétsina populace znd jen tyto.

24-3-3 Parovani znalcu 10 bodu

Vratili jsme se do nasi hypotetické firmy a nyni koukame
na hierarchii zaméstnancu a jejich $éfu. Kazdy zaméstnanec
(kromé feditele) mé jednoho p¥imého nadfizeného, feditel
géfuje celé firmé a ve firmé nejsou zadni lidé, co by si byli
navzdjem $éfem i podfizenym. (Jinak Feceno, zaméstnanci
tvofi strom.)

Kvili kurzu psani vSemi deseti potfebujeme rozdélit za-
méstnance do co nejvic nepfekryvajicich se dvojic tak, ze
ve dvojici je vzdy jeden zaméstnanec a jeho pfimy nadri-
zeny. Naleznéte algoritmus, ktery pro danou firmu spocita
maximalni mozny pocet téchto dvojic.

Jaké dalsi typy kldvesnic ti ,,znalci® vlastné znaji? Kromé
membrdnovich kldvesnic existuji jesté kldvesnice, kterym se
7ikd mechanické. Tyto kldvesnice sice také casto vyuZivdji
membrdnové cepicky, ale casto je kombinuji s jinymi tech-
nologiemi, které maji za cil vyvdzit nevyhody membrdno-
vych kldvesnic.

Za hlavni nevyhodu je povazZovdna velmi mald odezva kld-
ves, takzZe pisatel must vyvinout vétsi tlak na kldvesu, aby ji
stiskl.

Mezi tyto klavesnice patii napriklad jejich hlavni zdastup-
ce, mechanické spinacové klavesnice, které podobné jako
jejich predkové pouzivaji spinaé pro kaZdou kldvesu zvldst,
v kombinaci s pruzinkou a zvukovou odezvou po stisknuti.
Dadle k nim vadime také kapacitni klavesnice a kldvesnice
s ohgbagici se pruzinkou.

Ackoli kldvesnicovi gurmdni mnohdy preferuji mechanic-
ké kldvesnice nad témi levngmi, jejich skutecné vyhody mo-
hou byt hodné subjektivni a hlavné malé v porovndni s Td-
dové vyssi cenou kldvesnice.

I w membranovych kldvesnic existuji kvalitni produkty
s rozumnou odezvou i cenou — je treba byt pysny na ceskou
firmu ZF Electronics Kldsterec s.r.o, vyrobnu kvalitnich jak
membrdnovijch, tak mechanickijch kldvesnic v CR.

Ironii ovsem je, Ze ackoli se kldvesnice stdle vyrdbi, vét-
sina jejich produktu neni dostupnd na ceském trhu a musite
je dovézt napriklad ze sousedniho Nemecka ¢i Rakouska.

Mechanické kldvesnice (hlavné diky své vysoké cené) te-
dy neziskaly na popularité a byly zcela poraZeny jejich lev-
néjsimi bratranky, zatimco jiné oblasti prdce s pocitacem
(grafické proky, zvuk) si udrZely na trhu kvalitni produkty
diky pouzitelnosti v profesiondlni sfére.

Az bude soused vyhazovat svoji starou kldvesnici z 90. let,
radéji se na ni bézte podivat — mnohdy lidé nasli v sousedstvi
starou kldvesnici IBM, kterd se pak dala prodat za pékny
peniz na internetu.
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24-3-4 Navrat do podposloupnosti 12 bodu

Predstavme si na chvili, Ze jsme firmou IBM a drzime v ru-
ce seznam vSech nasich verzi klavesnic. Verze jsou vlastné
prirozené ¢isla. Obcas ale probéhne v IBM reorganizace, a
tak posloupnost ¢isel verzi nemusi byt rostouci.

Zajimalo by néas, jakou nejdelsi souvislou rostouci podpo-
sloupnost ¢isel verzi klavesnic v seznamu najdeme. AvSak
nejsme jen obvykla firma, jsme IBM — mame ve skladu stroj
¢asu na jedno pouziti. Mlizeme se tedy vratit v case a je-
den souvisly tsek verzi (rostouci nebo ne) prosté ze seznamu
skrtnout — a pak hledat nejdelsi souvislou rostouci podpo-
sloupnost ¢isel ve zbytku.

Vymyslete algoritmus, ktery ndm v tomto hledani pomtze.
Pokud existuje vice TfesSeni, vypiste libovolné z nich.

Naprtiklad pro seznam 1 4 7 2 3 5 9 1 vyskrtneme cast
4 7 a dostaneme tak rostouci souvislou podposloupnost
12350.

A tak mnoho z nds pise na levnych kldvesnicich a jsme
stastni ve zdravi. Nebo nejsme? Syndrom karpdiniho tunelu
je skutecnd zdlezitost, a prestoZe mnoho z nds se stdle tési
dobrému rucnimu zdravi, autor tohoto ¢ldnku nedoporucuje
pohodli pri psant zanedbat.

Jste-li pysni na to, jak rychle pisete, muzZe se vam lehce
stdt, Ze za par let pysni nebudete — moznd ve svych 40 letech
uZ nebudete moci psdt vibec.

Nicméné neznamend to, Ze musite hned prejit na poho-
dinéjsi klavesnici. Fxistuje trida kldvesnic, které se snazi
zachrdnit pisatelum ruce, nazyvaji se ergonomicke.

Z osobni zkuSenosti mohu potuvrdit, Ze na nékterych se
opravdu pise pohodlnéji. Stejné jako uw mmnoha jinych ne-
moci ovsem neni zcela prokdzdino, Ze syndrom karpdlniho
tunelu je tvoten psanim na Spatné kldvesnici a Ze ergono-
mické klavesnice maji jakykoli prospésny efekt.

Budete-li premyslet nad svym zdravim, zamyslete se hlav-
né nad tim, jok u pocitace sedite a na jaké Zidli.

24-3-5 Soudin zlomku 10 bodu

Nelamte si u pocitace pater, zkuste si radsi zlamat par zlom-
ki. Na vstupu maéate seznam racionalnich ¢isel — zlomku
zapsanych v zédkladnim tvaru. Vasim tkolem je zlomky vy-
nasobit a vypsat vysledek opét v zdkladnim tvaru.

Pozor, zlomkt miize byt hodné a pfestoze se kazdé ¢islo na
vstupu i vysledek vejdou do celociselného datového typu,
uz neplati, ze by se kazdy mezivysledek musel do takového
typu vejit. Cely vstup se také do paméti vejde.

Napriiklad na vstup 17/63 100/99 81/85 77/20 vypiSete
vystup 1 nebo 1/1. Vstup i vystup ma jisté Citatele i jme-
novatele mensi nez bajt, nicméné po vynasobeni prvnich
dvou ¢lent ziskdme 1700/6237. ..

Nejen klavesnicems vstupuje clovek do pocitace. V 70. le-
tech vzniklo dalsi dnes vsudypritomné vstupni zavizeni —
mys. K zrodu mysi se vdze tato anekdota:

Kdyz Steve Jobs prijel do vyvojového strediska Xerozu
v Palo Alto, ukdzali mu tam tritlacitkové zatizeni za 300
dolaru — mys. Byl ji tak unesen, Ze se rozhodl mysi doddvat
ke svym pocitacium Apple.

Apple v té dobé ovsem neproddval predrazené produkty,
takze se jim podatilo zjednodusit puvodni mys od Xeroxu a
snizit cenu za 15 dolari, coZ byl pruni odraz mysi do svéta
(stolnich) poéitaci.



Priznejme si, Ze toto vie trochu minulo éesky trh, nebot
po revoluct v roce 1989 uz prodavali mysi vsichni velci hrdci.
Postupné mys ztratila své kolecko, které se muselo cistit od
prachu, pocet tlacitek se meustdle ménil, aZ se vrdtil na 8
i vice. . .

Mimochodem, pokud vdm bude po odstavci o mechanic-
kych kldvesnicich lito, Ze jednu takovou nemdte doma, mi-
Zete se utésit tim, Ze vlastné mdte — akordt je tritlacitkovad
a jmenuje se mys.

24-3-6 Prunik planu 13 bodu

Zaméstnanec Applu planuje proniknout do sidla Xeroxu,
aby mohl co nejlépe okopirovat jejich mys. Drzi pfed sebou
plany obchodniho a vyzkumného stfediska, obé budovy se
trochu prekryvaji. Pfedstavme si je jako dva konvexni mno-
hotihelniky.

Po spusténi poplachu nebude mit mnoho ¢asu a chce tedy
projit jen tu oblast, které tyto dvé budovy maji spole¢nou —
prinik. Vymyslete program, ktery mu pomtize tento prinik
najit.

Na zdver ndam dovolte maly pohled do budoucnosti. Kld-
vesnice byla vynalezena hlavné proto, aby zrychlila prevod
textu do tisku (a pozdéji do pocitace), nebot psani rukou
bylo dosti nepohodiné a pomalé. Nebylo to ale zrychleni na
vSech frontdch (naptiklad matematické predndasky se stdle
dost $patné zapisuji do pocitace bez pouziti OCR nebo vlast-
nich notact).

Jak zrychlit vstup jesté vice? Ackoli jsme v tom stdle
jeste bridilove, rozpozndvdni zvuku a subjektivné zajimavéy-
St rozpoznavani mozkovych vin postupuje ddle a je mozné,
ze brzy se stanou dominantnimi technikamsi zaznamendvdni
lidskych myslenek do nul a jednicek. UZ ted jsou na trhu
pomérné zajimavé hracky.?

Kldvesnice, mysi a jin€ sice nezmizi zcela ze svéta (u nds
doma mdme stdle videokazety a videoprehrdvac), ale moznd
je nasi potomci budou zndt jen z vyprdavéni nds melancholic-
kych stariki. Treba jsme jedna z poslednich generact, kterd
na nich bude umét psdt. To je fajn, ne?

Mimochodem, Cesi na kldvesnicich psdt celkem umi -
1 v psant na pocitaci se konaji mezindrodni soutéZe (i pro
stredoskoldky) a Cesi jsou ¢asto ma prvnich piickdch. Na-
priklad Intersteno.’

Programadtorské soutéze vsak obsahugji stdle jesté o trochu
vic premyslent nad uloZkami, jako je tato:

24-3-7 Mazani zavorek 8 bodu

@ Na vstupu se nachézi uzavorkovani délky N s K razny-
mi druhy parovych zévorek. Uzévorkovani mtize a nemu-
si byt korektni. Vasim tikolem je zjistit, jestli je korektni,
a pokud neni, jestli existuje néjaky druh zavorek takovy,
7e po odebrani vsech zavorek tohoto typu bude zbytek uz
korektné uzavorkovan.

Naptiklad uzavorkovani ([{]1}) pro N = 6 a K = 3 neni
korektni, ale po odebrani zavorek typu [] se takovym stane,
stejné jako kdyz odebereme zavorky typu {3}.

Poviddni o vstupnich zarizenich bylo dlouhé, ale mnoho
oblasti jsme prakticky zatajili. Joysticky, volanty, peddly,
rozloZeni kldves na kldvesnici, jakékoli detaily a tak ddle.

Pokud by vds zagimalo vic. . . odloZte psaci stroje a zkuste
se podivat na internet. Slyseli jsme, Ze se na ném dd najit
spousta véci.

Martin Béhm

24-3-8 Scitame hry s panem Conwayem 14 bodu

Minule jsme v matematické ¢asti rozebrali nékteré pripady
piskvorek jako zastupci pozi¢nich her (hraci obsazuji pozi-
ce, dokud neni jednim hracem zaplnéna jedna z vyhernich
linif).

V dnesnim dile naseho kone¢ného seridlu navazeme na vy-
feSeni Nimu v prvni sérii a predstavime neformalnim zpu-
sobem slavnou teorii pana Conwaye.

Pokud jste do seridlu v prvni nebo v druhé sérii nenahléd-
li, nevadi, nebude to potieba. Pfipomenme si jen pravidla
Nimu: mame nékolik hromadek Zetont. Dva hraci se stfida-
ji v odebirani libovolného poctu zetont z jedné hromadky.
Komu nezbyl Zadny Zeton na odebrani, prohral.

Zopakujme si také, jakymi hrami se zabyvame:
hraji 2 hraci, ktefi se stiidaji v tazich,

z kazdé pozice ma hrac¢ jen koneéné mnoho tahi,
bez nédhody (nehézi se kostkou),

s tzv. Gplnou informaci (oba hra¢i maji vSechny informace
o stavu hry, takZe nikdo z nich neskryva karty),

s tzv. nulovym sou¢tem (zisk jednoho hrace znamena ztratu

druhého hréce).

Pro matematické feseni her se hodi, kdyz se pozice neo-
pakuji a prohrava ten, kdo nemé tah (napf. v Nimu ne-
zbyla zadna hroméddka). Neopakujici se pozice zarucuji, Ze
kazda partie skoné¢i vyhrou jednoho z hrac¢d nebo remizou
(existuje-li).

Malé poznédmka na tivod: v této teorii se casto mysli pod po-
jmem hra konkrétni pozice v néjaké hie s danymi pravidly.
Proto pozici budeme znacit G od anglického game. Pozi-
ci chapeme jako cely stav hry (rozlozené kameny, vSechny
povolené tahy), ale nékdy bez informace, ktery hrac je na
tahu.

Oproti hram jako Sachy je na Nimu zvlastni, ze z dané po-
zice maji oba hraci stejné tahy a zalezi jen, kdo ma praveé
odebirat zetony. Takovym hram se fika nestranné.

Opakem jsou zaujaté hry — mozné tahy hract se pro danou
pozici mohou lisit, naptiklad v Sachach smi bily pohnout jen
s bilymi figurkami. I piskvorky jsou zaujaté, ackoliv hraci
mohou tdhnout na stejnd mista.

Vsimnéte si souvislosti s obtiznosti her. Nim jakozto ne-
strannou hru jsme kompletné vyfesili (dokdzeme zjistit, kdo
vyhraje a jak m4 tdhnout), kdezto v pfipadé Sachii nebo Go
je jen miziva nadéje, ze by se je podafilo vyfesit (at uz s po-
moci pocitacde nebo matematicky).

2 http://en.wikipedia.org/wiki/Brain%E2%80%93computer_interfacd

3 http://www.intersteno.org/|

4 http://en.wikipedia.org/wiki/Sprague-Grundy_theoren|
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Dokonce neexistuje zadné nestranna hra, kterou by dnes
bylo tézké vyiesit. Kazdou lze totiz pievést na Nim? i hrat
podle strategie v ném. Nestranné hry tedy nebudou ty za-
jimavé.

Jednou z motivaci pro Conwaye k vyvoji teorie zaujatych
her bylo pozorovani, ze v koncovkach Go se hra rozpada na
nékolik oddélenych c¢asti, jez se ve vysledku sectou.

Scitani pozic si lze predstavit snadno na Nimu: v jedné hie
mam dvé hromadky, v druhé tfi, jejich souctem bude hra
s péti hromadkami o velikostech stejnych jako v piivodnich
hrach. Hra¢ pak mé moznost vybrat si, do jaké hry ze souc-
tu bude tdhnout.

Go je vsak velmi slozité i pro dnesni pocitace, které nejsou
zdaleka schopné vyhrat nad profesionaly. Proto si s¢itani
ukézeme na jednodussi zaujaté hie: dominovdni.

Mame hraci desku se ¢tvercovou siti, na
kterou hraci st¥idavé pokladaji dominové
kostky o rozmérech 2 x 1 na volna policka.
Kdo nema tah, prohral.

Aby se nam lépe uvazovalo, ozna¢me si
hrace: jeden bude Levy a druhy pRavy
(zkratky L a R pochdzeji samoziejmé z angli¢tiny).

Ve hie poklada levy domina svisLe, pravy vodoRovné.

Dale rozdélime pozice do ¢tyfech skupin podle vitéze, pfi-
¢emz nas bude zajimat, kdo vyhraje, kdyz zacne levy a kdyz
zacne pravy. Tyto skupiny budeme nazyvat vysledkové tri-
dy:

vyhraje hra¢, ktery bude tdhnout jako prvni, at uz je to
levy nebo pravy. Takovym pozicim budeme fikat vyhrané
(pro zacinajiciho hrace) a jejich tfidu (néco jako mmnozinu)
oznacovat V.

zacinajici hrac¢ prohraje, pozice je tedy prohrana. T¥idu pro-
hranych pozic budeme znacit P.

levy vzdy vyhraje, at zacne kdokoliv. Pozice je levého a
L oznacuje t¥idu takovych pozic.

analogicky se trida pozic pravého hrace znaci R.

Receno tabulkou:

R zacne
vyhraje R
L L v
zacne R R

Zleva je piiklad pozice levého (tj. hry nalezejici do L), pra-
vého, pozice vyhrané a prohrané.

Vsimnéte si, ze pozici rozebirame, jako by v ni mohl zacit
hrat kterykoliv hrac¢, coz se bude hodit pro s¢itani.

Nestranné hry jsou mnohem jednodussi: jelikoz nelze rozli-
sit levého a pravého hréade, pozice jsou bud vyhrané, nebo
prohrané pro zacinajiciho. Jak jste ovéfili v prvni sérii, v Ni-
mu jsou v t¥idé prohranych ty, v nichz je XOR hromadek 0,
v8echny ostatni jsou vyhrané.

Ukol 1 [3b]: Hra Maze spo¢iva v posouvéni zetonu v bludisti
(viz obrazek). Levy posouva zeton sikmo doleva a dolii o ko-
lik poli¢ek chce (avsak alespoii o jedno), pravy sikmo dopra-
va a dola také o libovolny pocet policek. Neni vSak mozné
tahnout skrz vnitini nebo vnéjsi obvodovou zed.

I v této hie prohrava, kdo ne-
miize tdhnout. Na nasledujicim
hernim planu urcete pro kazdé
z moznych pocatecnich policek
zetonu, jak dopadne hra.

Jinymi slovy fedeno — zafadte
kazdé policko do jedné ze tiid
L, RV, P.

Hra + hra = hra

Hura na s¢itani her! Méjme v dominovani tieba tuto pozici:

Volné policka jsou rozdélena dominovymi kostkami upro-
stfed na dvé nezévislé casti. Mizeme tedy vyfesit hru pro
obé casti a pak dat vysledky dohromady — ¢ili obé ¢asti
seCist.

Pravé ona nezavislost pozic je pro scitani dilezita. Pokud
1ze zahrat do obou ¢asti najednou, presunout kdmen z jedné
¢asti do druhé nebo néco podobného, nemusi platit nic, co
si dale ukazeme.

Leva ¢ast pozice na obrazku je jasné vyhrana pro levého
(m4 jeden tah, kdeZto pravy tam nemuze poloZit ani jednu
dominovou kostku). Pro pravou pozici si lze snadno roz-
myslet, Ze oba hraci tam polozi jedno domino, at uz zacina
kdokoliv. Pak uz nelze zahrat ani tah, takze pozice je v t¥idé
P.

Jak dopadne soucet? Levy (svisly) mé dva tahy bez ohledu
na to, kdo za¢ne, pravy (vodorovny) jen jeden, pozici tedy
vyhraje vzdy levy.

Obecné plati, ze soucet hry G a pozice prohrané pro zaci-
najiciho je ve stejné vysledkové t¥idé jako G. Zkusme si to
dokézat. Oznac¢me si prohranou pozici jako H a rozlisime
¢tyti pripady podle toho, kam patii G:

G je v t¥idé L a na tahu je pravy: levy hraje vzdy do stejné
hry jako predtim pravy. Jinymi slovy, kdyz pravy zahraje
do G, levy néasledné taky, kdyz tahne do H, i levy tahne
do H. Tim se hra rozpadne na dvé nezavislé ¢dsti (tahy lze
rozdélit ty, co jsou do G, a ty do H). Obé ¢asti mé vyhrané
levy, diky ¢emuz vyhrava i soucet G + H.

G je v L a na tahu je levy: levy zahraje do G, ¢imz ji zméni
na hru z P nebo z L (nic jiného neni mozné, jinak by v ni
mohl vyhréat pravy). Pak uz levy opét jen hraje do stejnych
her jako pravy, éimz vyhréva a soucet nalezi do L — at zac¢ne
kdokoliv, vyhraje levy.

G je v R: analogicky dtkaz jako pro L.

G je v P: druhy hrac¢ na tahu se zase ,,0pi¢i“ po prvnim: hra-
je do stejné hry jako pfedtim prvni. Hra se tedy v podstaté
rozpadne na dvé oddélené Casti, které jsou obé prohrané
pro prvniho hrace, a souctem je tedy prohrana hra.



® (G je ve V: ten, kdo je na tahu, zahraje do G, ¢imz ji zméni
na prohranou hru nebo hru prvniho hrécée (pokud je to levy,
tak hru z t¥idy L). Uz vime, Ze soucet dvou prohranych her
je prohrand hra a soudet hry z L (popf. R) a prohrané hry
nalezi do L (popft. R), tudiz prvni na tahu v soué¢tu G+ H
vyhrava a soucet je ve tfide V.

Dale plati, ze soucet dvou pozic vyhranych pro levého patii
opét do tiidy L, coZ si lze snadno rozmyslet. Analogicky dvé
pozice pravého davaji v sou¢tu hru z R. Jak vsak dopadne
soucet pozice levého a pozice pravého?
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V souc¢tu vlevo nahote m4 levy o jeden tah vice (tedy vy-
hraje bez ohledu na to, kdo za¢ne), podobné v pozici dole
ma pravy o tah vice. Soucet vpravo je prohrana hra.

Ukol 2 [6b]: Pro kazdé piirozené k zjistéte, do jaké tiidy
patfi dominovani na mfizce 2 x 4k. Nikde zatim neni po-
lozeno z4dné domino (mfizka je prazdna).

Jak je to se sou¢tem vice nez dvou pozic? Aby tento soucet
néjak fungoval, bylo by tfeba dokézat asociativitu, tedy zZe
(G+H)+1 =G+ (HH+1), coz je spise technicka zalezitost.
Komutativita je celkem zfejma a uz muzeme s hrami pocitat
témér jako s Cisly.

Jako s ¢isly? A co z her udélat rovnou d¢isla, at se ndm
lépe s¢itd? Pojdme na to! Jelikoz vSak c¢islovani her vyda
na péknych par odstavct a dnes jich bylo uz dost, na cisla
si zatim jen pfipravime ptidu a nechdme je na priste.
Bude se ndm hodit umét rozeznat, které hry jsou shodné.
Hry G a H se rovnaji, tedy G = H, pokud dopadnou stej-
né, kdyz ke kazdé pri¢teme libovolnou jinou hru. Presnéji
feceno pro kazdou hru X nalezi hry G + X a H + X do
stejné vysledkové tridy.

Specialné jsou dvé hry stejné, pokud maji stejné herni stro-
my (az na pofadi syni).

Dale lze hru obratit: hrac¢i si vyméni mozné tahy, které od
ted povedou do podobné obracenych pozic. V dominovéani
si to lze predstavit tak, ze levy bude pokladat vodorovna

domina a pravy svisld nebo Ze hraci desku prosté otoc¢ime
0 90°. Obrécend hra G se znaci —G.

Na obrazku je popofadé hra G, hra H = G a hra —G.
Vsimneéte si, ze H vzniklo z G jednoduse pri¢tenim prohrané
pozice (volna policka vpravo a dole).

Ukol 3 [5b]: Mé&jme dvé hry G a H, piicemz G = H. Dokaz-
te, ze hra G+ (—H) (intuitivné l1ze psat také G — H) nalezi
do tfidy P. Neptjde-li vam to, ukazte alespon, ze G — G je
prohrana hra.

Pavel Vesely

Recepty z programatorské kucharky

Intervalové stromy
Predstavme si, Ze mame posloupnost celych ¢isel

Pb1,pP2,.-.,PN,
se kterou budeme priibézné provadét tyto dvé operace:

1. Zména jednoho ¢isla v posloupnosti.

— 5=

. Zjisténi soudtu c¢isel na néjakém intervalu [a,b], tedy

Pa +pa+1+~"+pb-

Nejdiive se zkusime zamyslet, jak bychom tlohu fesili, kdy-
bychom méli jen druhou operaci, tj. dotazy na soucty na
konkrétnich intervalech. K feSeni vyuZijeme pole prefizo-
vych soucti.

Pole prefixovych souctu je pole délky N + 1, ve kterém na
indexu 7 lezi soucet prvku posloupnosti od indexu 1 az do
indexu i. Tedy pref[i] = p[1] + ... + p[il; z praktic-
kych dtvodi dodefinujeme pref [0] = O.

Neni tézké si rozmyslet, Ze toto pole dokazeme jednoduse
spoCitat v ¢ase O(N).

Nyni, kdyZ uz zname vSechny prefixové souc¢ty posloupnos-
ti, umime snadno spocitat soucet na libovolném intervalu
[a, b]:

s[a,b] = pref[b] - prefla-1]

Kazdy dotaz dokazeme zodpovédét v konstantnim case. Ce-
1y algoritmus mé tedy slozitost O(N + D), kde N je délka
posloupnosti a D je pocet dotazu.

Kdyz si povolime i ménit ¢isla v posloupnosti, pokazime
si casovou slozitost. S prefixovymi soucty stale dokazeme
dotaz na soucet podposloupnosti provadét v konstantnim
case, ale pri zméné c¢isla v posloupnosti se nam muze stat, ze
musime zménit az vSechny prefixové soucty, takze slozitost
této operace je O(N) a celkovd slozitost pro Z zmén a D
dotazi je v nejhorsim pfipadé O(NZ + D).

S touto slozitosti se samoziejmé nespokojime a budeme
se snazit, abychom vysledné intervaly uméli co nejrychle-
ji skladat z predpocitanych hodnot a abychom pfi zméné
posloupnosti museli zménit co nejméné hodnot. K tomu
se nam bude hodit datova struktura jménem intervalovy
strom.

Zavedeni intervalového stromu
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Intervalovy strom je dokonale vyvazeny binarni strom, je-
hoz kazdy list predstavuje néjaky interval a vSechny ostatni

vrcholy reprezentuji interval, ktery vznikne slozenim inter-
valtl jejich syntl.

Zaroven intervaly vrcholi jedné hladiny na sebe navazuji
(vzdy smérem zleva doprava). Z toho vyplyva, Ze slozenim



intervalii z vrcholil jedné hladiny dostaneme interval, ktery
si pamatujeme v kofeni.

Intervalovych stromi existuje vice druhii. Obvykle je roz-
lisujeme podle toho, jaké informace si v nich pamatujeme.
Napriklad ve stromé pro soucty si kazdy vrchol pamatuje
soucet na svém intervalu, ve stromé pro maxima si pama-
tuje maximum na intervalu apod.

Muzeme ale klidné mit tfeba strom, ktery si pamatuje, jestli
cely jeho interval obsahuje jen jednu hodnotu, a pokud ano,
tak jakou.

My se ted zaméfime na intervalovy strom pro soucty a po-
moci néj vyfesime tvodni tlohu.

Na zacatku budeme chtit, aby v listech intervalového stro-
mu byly hodnoty ptvodni posloupnosti, pfiCemz prvni a
posledni list stromu nechame volné, pozdéji uvidime proc.
Zaroven ale chceme, aby tento strom byl dokonale vyvaze-
ny.

Posloupnost tedy prodlouzime tak, aby jeji velikost byla
mocnina dvojky minus dva (na jeji konec priddme néjaké
prvky). Vsimnéte si, Zze tim jsme strom nezvétsili vice nez
dvakrat a ze nam nezélezi na tom, jaké prvky jsme do stro-
mu pridali, protoZze s nimi nikdy nebudeme pracovat. Nyni
k jednotlivym operacim.

Zménu ¢isla v posloupnosti udélame jednoduse. Zjistime,
o kolik se hodnota prvku posloupnosti zméni, najdeme od-
povidajici list a k tomuto listu a ke vSem jeho predkim
pricteme dany rozdil. Tim jsme upravili vSechny intervaly,
do kterych tento prvek patii.
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Zmeéna hodnoty na indexu 5 — musime zmenit vyznacené

5], [4,7], [1,7] a

Nyni se podivejme, jak ze stromu zjistime soucet na néja-
kém intervalu [a,b]. Jingmi slovy: potfebujeme ze stromu
vybrat takové vrcholy, aby sjednoceni jejich intervala byl
nas dotazovany interval, a zaroven chceme, aby téchto vr-
cholt bylo co nejméné.

vrcholy — intervaly [5,5], [4, [1,14]

Soucet intervalu [a, b] zjistime tak, Ze si ve stromé najdeme
listy reprezentujici pozice a — 1 a b+ 1 posloupnosti a jejich
nejblizsiho spole¢ného predka p.

Nyni budeme postupovat z listu od a—1 az do p a vzdy kdyz
do néjakého vrcholu pfijdeme z levého syna, tak do vysledku
pfidame interval pravého syna. Stejné tak postupujeme od
b+ 1 k p a pokud do vrcholu pfijdeme z pravého syna, tak
pridame jeho levého syna. Postupné tak poskladame cely
interval.
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Vigbér intervalu [3,10]. Jeho soucet spocitdme pies vyzna-

cené intervaly: [3,3], [ .71, 18,9] a [10,10].
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Zména prvku posloupnosti ma ¢asovou slozitost O(log N),
protoze jsme na kazdé hladiné zménili pouze jeden interval
a strom ma O(log N) hladin.

Zjisténi sou¢tu na intervalu mé také slozitost O(log N), ne-
bot jsme do vysledku pfidali maximélné 2log N intervali:
nejvyse log N pfi cesté z listu a —1 a log N pfi cesté z b+ 1.

Implementace intervalového stromu

P1i implementaci intervalového stromu vyuzijeme jeho do-
konalé vyvazenosti a budeme jej implementovat v poli (stej-
né jako se do pole uklad4 halda). Kofen stromu bude v poli
na indexu 1, vrcholy z druhé hladiny budou mit postupné
indexy 2 a 3, az listy budou mit indexy N, , 2N — 1.
V této reprezentaci plati pro vrchol s indexem ¢ nasledujici
pravidla:

. 2i a 2t + 1 jsou jeho synové.

. |#/2] je jeho pfedek (pro ¢ > 1).

. Pokud je ¢ sudé, tak je vrchol levym synem, jinak pravym.
. Pro sudé i je i+ 1 pravy bratr, pro liché i je i — 1 levy bratr.

Nyni vime vSe potfebné, tak se podivejme na samotnou
implementaci v jazyce C. Pozor, prvky posloupnosti inde-
xujeme od 1.
int N = 100;
int posl[100];
int *strom;

// velikost posloupnosti
// posloupnost
// intervalovy strom

// Deklarace funkci

void inic(int N);

void pricti(int index, int hodnota);
int soucet(int A, int B);

void inic(int N) {
// Najdeme nejblizsi vy33i mocninu dvojky
int listy = 1;
while (listy<N+2) listy = listy*2;
// Pro strom potfebujeme 2*(podet listt) vrchold
// (nepouzivame strom[0])
strom = (int*)malloc(sizeof (int)*2x*listy);
N = listy;
for (int i=0; i<2*listy; i++) strom[i] = 0O;
// Na p¥islu3nd mista p¥iéteme hodnoty posloupnosti
for (int i=0; i<N; i++)
pricti(i, posl[il);

}

// Pfi&teni hodnoty na dané misto posloupnosti
void pricti(int index, int hodnota) {

int k = N + index;

while(k>0) {

strom[k] = strom[k] + hodnota;
= k/2;

}

}

// Zjisténi souétu na intervalu
int soucet(int A, int B) {

int souc = 0;
int a =N+ A - 1;
int b =N+ B + 1;

while (a'!=b) {
// Pokud je a levy syn, tak p¥i&ti pravého bratra
if (a%2==0) souc souc + strom[a+1];
// Pokud je b pravy syn, tak p¥icti levého bratra
if (b%2==1) souc souc + strom[b-1];

a/2; b = b/2; // P¥esun na otce

}

// Navic jsme p¥icetli syny spole&ného predka.
souc souc - strom[2*a] - strom[2*a+1];
return souc;



V této implementaci jsme strom upravovali zdola smérem
nahoru. Existuje jesté rekurzivni implementace, kde upra-
vujeme strom od kofene smérem doli.

Cviceni
Naprogramujte rekurzivni implementaci operaci (strom se
prochézi shora dolit).

Jak by vypadala implementace intervalového stromu pro
maxima?

PouZiti intervalového stromu

Intervalovy strom je silny nastroj, kterym se da vyfesit
spousta tloh. Ale nez ho za¢nete pouzivat, tak si vzdy roz-
myslete, zda tloha nelze TeSit elegantnéji — jestli nejdete
kanénem na vrabce.

Navic se nékteré druhy intervalovych stromt implementuji
velmi obtizné a za tu praci to nestoji.

Intervalovy strom obvykle pouzijeme, pokud potiebujme
pribézné zjistovat informace o intervalech a zaroven je i
ménit. Naptiklad pokud pouzivame jen jednu z téchto ope-
raci (a tu druhou jen zfidka), existuje Casto lepsi feseni nez
intervalovy strom — viz ivodni ptiklad.

Fenwickuv strom

Fenwickiv strom, nékdy také zvany finsky strom, je v pod-
staté jen strom reprezentovany v poli. Jeho pouzivani je
podobné jako pouzivani intervalového stromu pro soucty.
Rozdil je jen v implementaci danych funkci.

My si Fenwickiv strom opét ukdzeme na tivodnim prikladu.
Zase tedy budeme potifebovat funkci pro zménu hodnoty
v posloupnosti a funkci pro zjisténi souctu na intervalu.
(Ve skutecnosti zjistime dva prefixové soucty a z nich pak
spocitame vysledny interval.)

Fenwickiv strom je ponékud magickd datova struktura.
Abychom vSak nepfisli o povéstny ,aha-efekt”, obratime
bézny postup vysvétlovani. Nejdiive si ukazeme, jak se Fe-
nwickliv strom implementuje, a teprve pak dokézeme, ze ta
magie opravdu funguje.

Fenwickiv strom bude pole velikosti N + 1, kde index 0 ne-
budeme pouzivat. Pouzivat budeme pouze prvky 1, ..., N,
které vSechny na zacatku nastavime na 0.

Pokud v posloupnosti zménime hodnotu, stejné jako u in-
tervalového stromu, ve Fenwickové stromé na néktera mista
pri¢teme rozdil oproti predchozi hodnoté.
void pricti(unsigned int index, int rozdil) {
while (index<=N) {
strom[index] += rozdil;
index index + (index & -index);

}

// bitovy and

}

A zde je funkce pro zjiSténi prefixového souctu:

int prefSoucet(unsigned int index) {
int soucet 0;
while (index>0) {
soucet = soucet + strom[index];
index index & (index-1);
}

return soucet;

}

Tot celd implementace. No, nevypad4d na prvni pohled ma-
gicky? Pokud chcete védét, jak tohle celé funguje, tak ctéte
dal.

Ve Fenwickové stromé je na indexu 1 ulozen prvni prvek,
na indexu 2 soucet prvniho a druhého, na indexu 3 tfeti
prvek, na indexu 4 soucet prvnich ¢tyft, ...

Na indexu N je uloZen soucet poslednich 2% hodnot, kde
K je pozice prvniho jednic¢kového bitu zprava v bindrnim
zapisu Cisla N. Ve stromé mame tedy uloZenou takovou
pravidelnou strukturu intervald.
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Nyni se podivame, co délaji nase magické funkce na posou-
vani ve stromé.

Ve vyrazu index & (index-1) z funkce prefSoucet() se
vynuluje nejpravéjsi jednickovy bit v indexu. Tim se dosta-
neme na prvni interval, ktery jsme jeSté nepficetli. Jakmile
méme index == 0, miZeme ukonéit viypodcet, nebof jiz mé-
me interval cely seCteny.

Vyraz index + (index & -index) déla to, Ze se v pomy-
slném stromé intervali posune o troven vys. Pokud jsme
tedy v intervalu o velikosti 2, tak se dostaneme do intervalu
velikosti 4, ktery dany interval obsahuje (tento interval je
jednoznaény). Samotny vypodet déla to, ze v Cisle index
vezme nejpravéjsi jednicku a znova ji pricte.

Magicka operace index & -index funguje jen v pripadé, ze

se jako reprezentace zaporného c¢isla pouziva tzv. dvoj-

kovy doplnék: -k == ~“k + 1, neboli vSechny bity ¢isla se

zneguji a pak se pricte jednicka.
Fenwicktv strom se pouziva hlavné kvili jednoduchosti je-
ho naprogramovani a také kvili efektivité samotného vypo-
¢tu a nevelké naro¢nosti na pamét. Pfi jeho implementaci
doporucujeme davat si pozor na spravnost bitovych funkci.

Cviceni
Rozmyslete si, ze oba magické vypocty opravdu délaji to,
co maji, a také, proc¢ vse vlastné funguje.

Karel Tesar



