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Uvod Rocénik dvacaty paty, 2012/2013

Uvod

Korespondené¢ni semindf z programovéni (déle jen KSP), jehoz dvacaty pa-
ty rocnik se vam dostava do rukou, patfi k nejznaméjsim aktivitdm poradanym
MFF pro zajemce o informatiku a programovani z fad studentt stfednich skol.
ReSenim tloh naseho seminéie ziskavaji stfedoskolaci praxi ve zdolavani nej-
riznéjsich algoritmickych problémi, jakoz i hlubsi ndhled na mnohé discipliny
informatiky.

Roénik KSP je obvykle rozdélen do péti sérii, neboli kol. Béhem kazdé ro-
zesleme Tesiteltim zadani vétsinou osmi tloh okofenéné piibéhem. Posledni tloha
je tvofena tzv. seridlem, coZ je povidani o néjakém zajimavém informatickém té-
matu prolinajici se celym ro¢nikem. V této rocence je serial vyclenén z ostatnich
tloh a uveden pohromadé.

Na sepséani feseni v klidu doméaciho krbu a odevzdani pies nase stranky nebo
postou byva nékolik tydnii. Poté vse opravime, vysledkovou listinu se vzorovymi
feSenimi vystavime na Internet a posleme postou s dalsi sérii.

Zavérecnym bonbdénkem je pak pravidelné tydenni soustredéni nejlepsich
fesitelft seminafe, konané obvykle na zacatku nasledujictho roéniku. Ucastnici
soustfedéni zaziji bohaty program — aktivity ryze odborné (pfedevsim prednasky
na ruznd zajimava témata) i ryze neodborné (kupfikladu hry a soutéZe v pfirodé).
Pro zacinajici fesitele jiz nékolik let poradame o trochu kratsi jarni soustfedént,
kam miZe jet kterykoliv stfedoskolak se zajmem o programovani ¢i informatiku,
i kdyz tfeba jesté nic nevytesil.

Checete-li se na cokoliv zeptat, at uz ohledné seminéare, studia na nasi fakulté
nebo néjakého informatického ¢i programétorského problému, nevahejte a napiste
ndm na diskusni férum na strance http://ksp.mff.cuni.cz/forum/ nebo na nasi
postovni adresu:

Korespondenéni seminaf z programovani
KAM MFF UK
Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1

e-mail:  ksp@mfff.cuni.cz
www:  http: //ksp.mff.cuni.cz/
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(Nejen) u tloh v této knize lze zahlédnout tyto znacky oznacujici typ tlohy:

@ Takto oznacenou ulohu povazujeme za FeSitelnou i pro zacatecniky, zkuseni
fesitelé ji jisté zvladnou levou zadni. Pro jeji vytfeSeni by nemély byt potieba
zadné specialni znalosti.

A Aby si i pokrodili pfisli na své, zafazujeme nékdy do zadani tézkou tlohu,
ktera se muze stat leckomu no¢ni miirou. Na jeji pokofeni jsou ¢asto potieba
hlubsi znalosti algoritmt a datovych struktur, odmeénou je vSak vyssi bodovy zisk.

% Této tloze fikame praktickd, jelikoz neni potieba popsat algoritmus, jen ho
naprogramovat a odevzdat pfes Internet. Blizsi informace naleznete pfimo
v jejim zadani.

V kazdém ro¢niku KSP rozebirame na pokracovani néjaké zajimavé infor-

matické téma do hloubky. Posledni tuloha série je pokracovanim takového
seridlu — obsahuje kromé samotného zadani jesté text, ve kterém se miuzete do-
zvédét o tématu néco nového. Jelikoz dily seridlu na sebe navazuji, vyplati se mit
nastudované i predchozi série.

é Protoze chapeme, ze k ,,uvaieni“ feseni jsou Casto potieba znalosti zaklad-

nich algoritmi a datovych struktur, obvykle téz pfikladame do kazdé série
tzv. kuchaiku, ze které se mizete takové véci naudit. Casto je také v zadani dloha,
jiz 1ze Tesit algoritmem z kuchaiky. A pozor — dalsi kuchaiky najdete na nasich
webovych strankach.

@ Dale timto symbolem oznacujeme mista, jejichz pochopeni muze vyzadovat
vétsi zamysleni, pfipadné néjaké predchozi znalosti.



Zadani dloh — 1. série Roénik dvacaty paty, 2012/2013
Zadani tloh
Prvni série
(volné pielozeno z japonského origindlu)

Vazeny strycku,

jsem Vdm velice vdééen za Vasi pomoc p¥i pripravdch nasi cesty do Ceské
republiky. Je to velice zajimavd zemé s mnoha prazvldsinimi obyceji, které se
Viam pokusim aspon trochu pribliZit.

Nafotil jsem spoustu fotografit, ukdzat Vam je vsak nemohu — jak pisi ddle,
o vSechny jsem prisel.

Uz nds prijezd byl takovy zvldstni — cekal jsem, Ze nds na letisti vyzvedne
privodce, pojedeme autobusem do centra, vysedneme na néjaké rusné ulici plné
turisti a vyddme se obdivovat pamdtky.

Misto toho jsme vsak nasedli do dodavky, kterd tréela v dopravni zdcpé snad
hodinu. Pak jsme se dlouho proplétali uzounkymi ulickami, aZ jsme se zastavili
v jedné velice zapadlé, nikde nikdo a skoro nebylo vidét na slunce.

Chvili to trvalo, neZ jsme se vymotali z ulicek a dostali do mist, kde byli i
jint lide. Vydali jsme se s rodici pres takovy stary most do centra. Cestou jsme
samozrejmé vsichni fotili.

25-1-1 Fotografovani 12 bodu

Méme N japonskych turistii, ktefl se mezi sebou navzajem foti. Typicky,
kdyz jeden Japonec vyfoti druhého, ten druhy mu to musi ze slusnosti oplatit.

Japonci maji v oblibé jednu hru: v urcitou chvili nékdo oznami pfirozené
¢islo K, nacez si vSichni spoéitaji, kolik ostatnich maji nafoceno (coz je zjevné po-
et lidi, ktefi fotili je samotné). Kazdy, kdo ma nafoceno méné nez K kamaradi,
vypadava ze hry.

V druhém kole se pocitaji pouze ti, ktefi nevypadli. Opét ti, kteri maji
nafoceno méné nez K nevypadnuvsich, vypadnou ze hry. Takto hra pokracuje,
dokud se stav mezi dvéma koly méni. Vsichni zbyli hru vyhraji.

Vite, které dvojice Japoncu se navzajem vyfotily. Urcete pro kazdého z nich,
pro jaké maximalni K hru vyhraje. 7 bodt dostanete, pokud najdete vyhravajici
skupinku pro K = 3. 1 9

Priklad: Uvazujme situaci pro
N = 7, pficemz se vyfotily dvoji- 3
ce: 1-2, 2-4, 4-5, 3-1, 3-6, 6-1, 6-2,
6-7, 7-1, 72 a 7-4. Pro K > 3 ne- 6 7
vyhraje nikdo. Pro K = 3 vyhraji hraci 1,2,6,7, pro K = 2 vyhraji v§ichni az
na hrace 5 a pro K < 2 vyhraji vSichni.
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Uzkymi ulickami jsme se dostali na ndmésti. Méli zde moc pékné hodiny
s figurkami. Také jsme se podivali do mistni trinice. Nevéril byste, jak jsou mistnt
trhovci hadavi.

25-1-2 Stanky na namésti 12 bodu

& Mame T trhovctu. Kazdy trhovec ma vlastni stanek. Pfi jeho stavbé zkuse-
nym okem urcil oblast, odkud na néj turisté nejlépe uvidi, tato oblast ma
tvar konvexniho mnohothelnika.

Problém nastava, pokud se dvé takovéto oblasti protinaji — potom se trhovci
neustale hadaji a pfetahuji si navzajem turisty.

Radni o problému vi a snazi se mu zabranit. Oblasti vam zadaji jako T se-
znami bodt, kde body jsou vzdy zadané podél obvodu. Kazdy seznam bodu tvori
konvexni mnohotuhelnik. Chtéli by védét, jestli se néjaké dvé oblasti prekryvaji.

Priklad: Pro T = 2 a oblasti uréené seznamy bodu {[1,1],[2,1],[2,2], [1,2]}
a {[2,2],[4,2],]2,3]} se tyto dvé neprotinaji (vlevo), ale pro T = 3 a oblasti
zadané pomoci bodt {[17 1]: [2> 1]7 [27 2]}» {[37 1]7 [47 1]7 [47 2”’ a {[17 3]5 [27 1]7 [3> 3”’
se prvni a tfeti oblast protinaji (vpravo).

[N
| ittty Suiniiietiieii it hd
! |
! |
! |
! |
! |
[ -

Pak jsme se vrdtili po stejném mosté, pry se podivame na misto, kde Zije
cesky prezident. Tesil jsem se hlavné na praZskou hradni strdz, slysel jsem totiZ,
Ze jeji Tazeni pri vymene je poveéstné.

25-1-3 Razeni hradni straze 7 bodu

@ Pfi vymeéné dvou gard straze ta odchozi nastoupi na nadvoii do fady. Pii-
chozi straz nastoupi vedle ni.

Obé gardy jsou prirozené stejné velké — kazda ma pravé N vojakd. Vojaci
maji dopfedu urceno misto, kde hlidaji, kazdy z gardy hlida na jiném misté.

Pro kontrolu, Ze jsou vSichni a Ze zadné z mist neztistane nehlidano, se
prichozi garda musi sefadit stejné jako ta odchozi.

Razeni podle protokolu probihé tak, Ze se vzdy odpoji posledni v fadé pii-
chozi gardy a zafadi se na libovolné misto. Kolik takovychto presunti je nejméné
potieba, aby prichozi garda byla sefazena stejné jako odchozi?

Priklad: Kdyz si vojaky ocislujeme 1... N dle mista, kde budou hlidat, tak
pro odchozi fadu 4, 2,1, 3,5 a prichozi fadu 1, 3, 5, 2,4 jsou potfeba dva pfesuny.
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To jsem bohuZel uz nevidél. Na tom mosté jsem se snazil vyfotit hlavu ve
zdi, neZ se mi to vsak podatilo, vsichni byli ddvno pryc. Snazil jsem se je dohnat,
ale néjak jsem se ztratil.

Dostal jsem se do krasného parku, jsou tady i néjakd obrovskd mimina.

,Dobry den, pane, promirite, Ze obtézuji, ale nevidel jste tu skupinku turisti
z Japonska?“

Pan vypadal velmi vyjevené. Pak jen zadrmolil ,Sor-
ry, don’t speak english,“ a zmizel. Copak jd na néj mluvim
anglicky? VZdyt to ani neumim. .. Zkusil jsem se ptdt jes-
teé par dalSich, vidy s podobnym wvysledkem. Koukali na
mée, jako bych spadl z Marsu. Jeden z nich mi zdviZenym
prostrednickem naznacil, Ze jsem jednicka, ale stejné mi
nepomohl.

Nikdo mi nerozumi. Sedl jsem si na lavicku, sklopil
hlavu a premgyslel, jok se dostanu zpdtky. Takovd ostuda!
Takhle zahanbit své rodice!

»Ahoj, co tu delds tak sdam?“

Zvedl jsem hlavu. Tak prece nékdo! Stala nade mnou mensi hnédovlasd slec-
na, na sobé meéla hranaté kovové bryle a pres rameno brasnu.

,Kde mas rodice?“

»Jd nevim. Byli jsme tamhle na mosté, fotil jsem, ostatni najednou zmizeli. “

Kdyz uZ jsem mél v ruce fotdk, tak jsem si slecnu vyfotil.

wA kam §li?¢

,Rikali néco o hradu, ale tézko vict.“

LA vis aspon, kde se mdte sejit?“

»lady za rohem mdme doddvku, nejspis tam.“

,Tak pojd.“

Chwili jsme se proplétali ulickami, nez jsme nasli tu jednu liduprdzdnou,
kde jsme parkovali. Ted uz moc liduprdzdnd nebyla. Bylo tam asi dvacet muZi,
vsichni stali kolem nasi doddvky. Nékteri se jen divali okolo, nékteri vyklddali
z nasi doddvky néjaké zbozi. Asi ¢tyri z nich stdli opoddl a Zivé spolu diskutovali.

Samozrejmé jsem zacal fotit, tohle se jen tak nevidi. Pri pdté fotce fotoapardt
usoudil, Ze scéna je moc tmavd, a zapnul blesk. V tu chvili se vsichni zarazili a
podivali se na mé. Spoust jsem zmdcknul jesté jednou.

V tu chvili mé ona slecna chnapla za ruku a tdhla pryc. Rozbéhli jsme se a
uttkali, co ndm sily stacily. Proc¢, proboha? Na otazky vsak nebyl ¢as. Pochopil
jsem, Ze z néjakého duvodu nds mesmi chytit. Nejspis tu slecnu znaji a hraji
néjakou spolecenskou hru.

Beézeli za ndmi dva. KdyZ se rozdelime, budou nds hledat mnohem hufe.
Vytrhl jsem slecné svoji ruku a rychle zahnul doprava. Nejspis pochopila maij
zameér a zahnula doleva.

V dzkych ulickdch je snadno ztratime.
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25-1-4 Utsk 12 bodt

E Uzké ulicky tvoii bludisté. V tomto bludisti jsou osoby, které nesmite po-
tkat. Tyto osoby nebéhaji chaoticky, maji jisty okruh, po kterém chodi stale
dokola.

Bludisté je zadano jako ¢tvercova sit o rozmérech W x H, kde 1 < W, H < 70.
V bludisti jsou étyfi typy poli: zed #, volno ., start S a cil C. Start je v bludisti
pravé jeden.

V bludisti je IV osob, kterym utikate, pficemz 0 < N < 2. Pohyb kazdé
z 0sob je dan seznamem soutadnic délky D, jehoz konec navazuje na zacatek.
Osoba se po nich cyklicky pohybuje. Seznam je dlouhy 1 < D < 50 a je vzdy
platny (osoby neprochézeji zdmi, mista na sebe navazuji). Je-li N = 2, pak
mohou obé osoby stat na stejném misté.

Pohyb v bludisti probiha po tazich, v tahu se vzdy muizete posunout o jedno
policko vodorovné nebo svisle, nebo stat na misté. Nejprve se pohnete vy, poté
chytajici osoby.

Najdéte nejrychlejsi cestu ven z bludisté, aniz byste potkali libovolnou z osob.

6 bodu ziskate za FeSeni fungujici pro N = 0, 3 body pro N = 1 a 3 body
pro N = 2.

UZ mné dychal na krk. Najednou se vsak zastavil a nesel ddle. Dosel jsem
na vétst obdélnikové namésti, uprostied vedly tramvajove koleje.
Uf. To bylo o fous.

Najednou jsem na chodniku uvidél penéZenku. Jak mé to mi cténi rodice
vZdy ucili, sebral jsem ji, neoteviral a zacal se poohliZet po policistech, kterym
bych ji mohl odevzdat.

Jeden Sel kousek ode mé. Vydal jsem se mu naproti a natahl ruku s penézen-
kou. Policista dosel ke mné, porddné se na me ani nepodival, ignoroval penéZenku
a sebral mi fotdk.

Stal jsem jako opateny, stdle s mataZenou rukou. Najednou byla prdzdnd.
Nejak se tam objevila ta slecna, kterd se mnou predtim utikala.

S penéZenkou v ruce se o nécem s policistou dohadovala. Po chvili vsak bez
jediného slova zmizela.

Policista se na mé podival a snaZil se mi néco Tict, ja mu vsak nerozumel.
Pak mé odvedl s sebou na sluzebnu. Ach, strycku! Pripadal jsem si jako néjaky
sprosty zlodej!

Policista mé posadil naproti svému stolu, chvili na meé koukal, pak zmizel.
Koukal jsem na prdci jejich sekretarky. Pordd vytahovala z kartotéky néjaké pa-
piry, obcas na né néco nacmdarala a pak je zase vloZila zpatky. Vypadalo to vsak
velmi neefektivné.
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25-1-5 Algoritmus sekretarky 7 bodu

@ Predstavte si, Ze sekretaika je naprogramovand a provadi nasledujici kéd:

S for i in range (0, N):
for j in range (0, M):
if (alil==c[j1):
print b[il+" "+d[j]1+"\n";

Zkuste si rozmyslet, co kéd (sekretaika) déld a s jakou ¢asovou slozitosti. Po-
tom zkuste vymyslet vlastni program, ktery déla totéz efektivnéji, nebo dokazte,
Ze (asymptoticky) to uz efektivnéji nejde.

Vzpomnél jsem si, Ze mam v kapse karticku, kterou mi rodice napsali pro
podobné pripady. Vyndal jsem ji a podal policistovi, kdyz se vrdtil.

Ten si ji precetl a zvedl telefon. Tém slovim jsem nerozumél, presto se mi
vryla do paméti.

,Dobry den, mdme tu jedno ztracené dité, md s sebou karticku s vasim
cislem. Jmenuje se Tanaka Mashiro, md krdtké cerné vlasy, velké kulaté sluneéni
bryle, na sobé cerné tricko a modré rifle, nosi s sebou cerny fotobatoh. .. Viine?
Vyborné, dovedu ho k vam.“

Pak se zvedl, néco si zamumlal a naznadcil, Ze mdm jit s nim. Chvili jsme se
proplétali ulickami, neZ jsem uvidel nasi krasnou vlagku.

Vesli jsme do budovy, nad kterou visela. Policista se chvili bavil s vrdtnym,
pak odesel a zmizel.

Vrdtny se na meé usmdl a ukdzal na stil vedle.

»Posad se a chvili pockej. Mds hlad? Donesu ti néco k jidlu.“

Teprve ted jsem se trosku uklidnil.

Pri cekdni jsem se dival z okna na zahradu. Je na ni kratky zeleny trdvnik
a spousta nadhernych kvétin. Zajimalo by mé, jak ji sekaji.

25-1-6 Sekani travy 10 bodu

Predstavte si travnik N x M, ktery chceme posekat. Mame sekacku, kterou
se mtzeme pohybovat pouze vodorovné nebo svisle.

Zac¢indme v levém hornim rohu a chceme kazdé policko projet pravé jed-
nou (start je vyjimka) a vrétit se na zacatek. Na travniku rostou kvétiny, které
nechceme posekat.

Pro jaké N, M a umisténi kvétin umime travnik posekat? Pro zjednoduseni
predpokladejte, ze na travniku rostou kvétiny jen na jednom policku.

4 body dostanete, pokud vyftesite sekani travniku bez kvétin.

Sedé¢l jsem tam asi pul hodiny, neZ prisel pan v obleku.
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» Vitej na japonské ambasddé. UZ jsem volal tvym rodicum, vyzvednou si té
tady. Mds velke stésti, Ze ses sem dostal. Ztraci se tady spousta déti. Mohl bys
mi 7ict, co se vlastné stalo?¥

Vsechno jsem pdnovi vyloZil, celou dobu pozorné poslouchal. Zminil jsem se
mimo jin€ i o zmizelém fotoapardtu.

Lehce se uklonil a natahl ruce s fotoaparatem. Téz jsem se uklonil a prevzal
jej.

wDatovou kartu bohuZel nemame, je mi lito.“

»Presto vam co nejsrdecnéji dekugi.

»Ted mé omluv. Musim zmizet na schizi.

Premyslel jsem, jak se budou rodice tvdrit, aZ mé uvidi. Nejspis na mé budou
nastvani, Ze jsem jim takhle zkazil dovolenou. Ani fotky nemdm. . .

Nakonec ale méli spis radost, Ze mé nasli. Dosli jsme zpdtky k doddvce (ten-
tokrat uz kolem ni nikdo nestdl), nasedli a jeli zpdtky na letisté. Mezitim jsem
od rodici dostal aspori GPS s logem, abych se mohl podivat, kam dosli.

Pri prochdzent logu jsem si vSimal hlavné nadmorskijch vysek. Cestou po
Praze dosti kolisaly. Zajimavy byl zejména pocet kopecki a jeho zmény s pribli-
Zenim mapy.

Po chvili jsem si v§imnul, Ze pri vhodném pribliZeni to vypadd tak, Ze se
nejprve hodné dlouho stoupd, pak se dosihne vrcholu a za nim se uZ jen klesd.
Dal by se podobny vybér udélat i ,ruéné“?

25-1-7 GPS log 7 bodua

Mate zadanou posloupnost nadmoiskych vysek tak, jak je turisté postupné
prochézeli. Zvladnete z nich vyskrtat co nejméné vysek tak, aby zbyla posloup-
nost obsahovala maximum, vysky pfed maximem pouze stoupaly a ty za nim
klesaly?

Priklad: Pro posloupnost vysek 1,3,2,2,3,4,6,7,7,5,6 je jednim ze sprav-
nych feseni posloupnost 1,2,3,4,6,7,5 (posledni prvek 1ze nahradit Sestkou).

Jisté uzndte, Ze tato cesta byla velice zvldstni. Doted povdadné nechdpu, co
se vlastné stalo. Moznd mi to nékdo néekdy vysvétli.
Tanaka Mashiro
Z japonstiny preloZil:

Radim ,Rumcajz“ Cajzl
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Druh3a série

,Ujezd. Pristi zastdvka: Hellichova.“ No jo, tahle hldseni bych mohla odii-
kdvat nazpamét. Ne Ze bych si za téch pdr let, co v Praze Ziju, stihla zapamatovat
vSechny linky MHD, ale useky nékterych z nich ano.

Dav turisti, miricich nejspis na petrinskou lanovku, se vyhrne z tramvage.
Hned se tu asporn dd trochu dychat. Nékdy by se hodilo védeét, kde se md clovek
pripravit na nejuetsi davy.

25-2-1 VytiZenost dopravy 13 bodu

Pokud si predstavime, ze zastavky jsou vrcholy grafu a spoje predstavuji
hrany mezi nimi, potom dopravni sit tvo¥i strom. Hrany jsou ohodnocené oceka-
vanym poctem cestujicich.

Navrhnéte datovou strukturu, ktera se vybuduje pro zadany strom a nasled-
né bude umét co nejrychleji odpovidat, ve kterém tiseku (na které hrané) cesty
z vrcholu X do vrcholu Y pocestuje nejvice lidi. Pocitejte s tim, ze pocet dotazi
bude fadové odpovidat poctu vrcholi.

@ Lehéi varianta (za 7 bodi): Reste stejnou tlohu za predpokladu, Ze grafem
predstavujicim dopravni sit je cesta.

Konecéné dorazime na Hellichovu. Ani necekam na dals$i hlaseni a vystupu-
ju. Ted uZ jen pdr ulicek a japonsky velvyslanec pan Yamada se miZe tésit na
milou ndvstévu. Jemu moznd tak mila pripadat nebude, ale... wvase clanky se
nedostanou na titulni stranky novin proto, Ze se lidi ptdte jen na milé veéci.

Cestou kolem muzea hudby si vsimam hezky upravené zahrady, a hlavné
chlapiki, co ji pravé secou. Pordd se stridaji u sekacky. Skoro to vypada, Ze hraji
néjakou hru.
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25-2-2 Sekani travy podruhé 11 bodu

Méjme zahradu tvorenou nékolika obdélniky ve ctvercové siti. Zahrada je
souvisla. Jednotlivé obdélniky spolu sousedi, ale nepfekryvaji se. Kazdy obdélnik
ma sudy obsah.

Na zacatku stoji sekacka na libovolném policku. Dva hraci se pravidelné
sttidaji, kazdy vzdy popojede se sekackou o jedno policko. Benzin je v dnesni
dobé drahy, a proto nesmi byt zadné policko posekano vicekrat. Ten hraé, ktery
jako prvni nemé kam sekackou pohnout, prohral a musi ji po dosekani uklidit.

Rozhodnéte, pro kterého hrace existuje vyherni strategie, a popiste ji. Tedy
zjistéte, jestli vyhraje ten, kdo pohne se sekackou jako prvni, nebo ten, kdo s ni

pohne jako druhy. Pro tohoto hrace popiste, jak ma tdhnout, aby mu zadné
protitahy jeho soupefe nezkazily vyhru.

Na obrézku je jeden z moznych tvarti zahrady. Ulohu feste obecné pro vech-
ny tvary zahrady spliiujici podminky zadéani.

N WA

N N&

Na chvilku jsem se u sledovani sekdni zapomnela, ale opét vyrdZim ddl. Po
chvilce se dostdavam na misto urceni. A koho to mevidim, to bych si snad ani
nemohla napldnovat — pan Yamada osobné. Priddvdm do kroku.

, Ohayou gozaimasu, Yamada-sama!“ zastupuju muzi cestu, zatimco si nend-
padné zapinam ukryty diktafon. Prvotni prekvapent ve tvari pana Yamady stridd
jasny vyraz nespokojenosti, tim se ovsem menechdvdm zastrasit. Mluvim o ne-
ddvnych pripadech, ptdim se ho na jeho ndzor. Mluvim o mafii a chci po nem
vyjadrend.

Odpovédi jsou vsechny jenom takové ty diplomatické frazicky, ale jsem si
jistd, Ze tenhle clovek vi vic, neZ prizndvd. Najednou pan Yamada sahd po telefonu
a s omluvou odchdzi o kus ddl. Zaslechnu jen slova . .. zase tady“ a ,udélej s ni
néco”, kupodivu mluvi cesky. Zacindm tusit problémy.

A taky Ze jo! Neuplynulo snad ani pét minut a prihnal se sem néjaky poli-
cista. Ze tohle nesmim, %e musim odejit, bld bld.
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Je cas pouzit mou uZasnou vymluvu. ,,Promirte, jd si jen chtéla nechat po-
radit s touhle japonskou kalkulackou,” vytahuju svoji starou kalkulacku znacky
Yamaha. ,Md jeden zajimavy mod.“

25-2-3 Dopliovani operatoru 6 bodu

@ Mame zadana cela ¢isla a chceme mezi né doplnit znaménka plus + nebo
krat * tak, aby vysledek vzniklého vyrazu byl co nejvétsi. Jak to udélat?

Priklad: Pro ¢isla 6 2 1 3 0 je nejvyhodnéjsi doplnéni
6%x2x1x3+40=36.

FEvidentné byl kol prilis jednoduchy. Hlavné mé ten policista zdrZel natolik,
Ze mily pan velvyslanec pldchl. Pro ted bude asi rozumnéjsi zmizet a vrdtit se sem
jindy. Radéji se pujdu nékam projit.

Moje kroky mé dovedly azZ na Kampu. A o kus dal, k mensimu japonskému
chlapci. Pisobi ztracené, radsi ovérim situaci.

,Qoi. Hitoribocchi desu. Naze.“ ptdm se. Chlapec se na mé podival a uplné
se mu rozzdrily oci.

Po chvilce uz vim, Ze se jmenuje Tanaka, zatoulal se své skupince a Ze snad
trefi tam, kde se maji sejit. Samoziejmé ho doprovodim, potiebuje to... a kdo
vi, treba se od jeho skupinky jesté dozvim méco zajimavého.

Z Tanakova vyrazu vyctu, Ze bychom meli byt na misté, a vzapéti lapdm po
dechu. Mafidni! Lidi pfed ndmi jsou urcité mafidni uprostied akce. KdyZ déldte
novinarinu dost dlouho, na nékteré véci prosté mdte cuch, a tohle k nim patri.
Choili sleduju, jak jsou zorganizovani.

13
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25-2-4 Organizace vykladky 13 bodua

E‘ Zakladem organizovanosti je vybrani dobrého mista pro zastaveni dodavky.

Mafiani se kolem ni pak rozestavi v pomyslné ¢tvercové siti a predavaji si
zbozi, které se ma dopravit na jednotlivd mista. Je zadouci, aby pocet mafidnt
potiebnych na vylozeni vSeho zbozi byl co nejmensi. Pohyb mafiani po ¢tvercové
siti odpovida pohybu kréale po Sachovnici.

Formalnéji feceno, méjme N bodu v roviné, pouzivejme maximovou metriku
(prévé ta odpovidd minimalnimu poctu kroki Sachového krale mezi dvéma poli
Sachovnice). Hleddme bod ze zadanych, pro ktery plati, Ze soudet vzdalenosti od
vSech ostatnich bodi je pro néj nejmensi.

Maximova metrika funguje v roviné tak, ze vzdalenosti bodu odpovida vétsi
z rozdill jejich soufadnic. Tedy d((z1,y1), (x2,y2)) = max{|z1 — zal, |y1 — y2|}

(7t SR At et e ?
1 1 1 1
ol 1 !
——>
i 5 :
] 1 I |
-- - ———— =
.Tb.

Nagednou se objevi blesk z Tanakova fotdku. A do hdje! Vichni si nds sa-
mozrejme vsimli.

Chytdm Tanaku za ruku a rozbthdm se s nim pryé. Kdyby nds chytili, mohlo
by to byt hodné spatné. Najednou se mi Tanaka vytrhl. Bézi doprava. Nejsem si
jistd, co md v pldnu, ale odbocuju doleva. Mame tak vétsi Sance a on se snad
znovu neztrati. Ani nenechd chytit.

Z nejakého duvodu, moznd jak jsme se od sebe tak odtrhli, mi ale vyletel
z brasny blok s pozndmkami a vysypaly se z néj jednotlive papiry!

To mi tak chybelo. .. potrebuju je posbirat, a to hezky rychle.

25-2-5 Sbirani papiru 8 bodu

Novinafce se na cestu rozsypaly papiry. Predstavme si cestu jako ¢tvercovou
sit M x N, kde pfesun mezi dvéma policky odpovidd jednomu kroku a neni
povoleno pfesouvani Sikmo. Na néktera pole se vysypaly jednotlivé papiry.

Novinaika se nemtize vracet zpét (feknéme doli), mize jen vpied (nahoru),
doprava a doleva. Zaroven potfebuje posbirat vSechny papiry na co nejmensi
pocet krokd. Navrhnéte algoritmus, ktery ji poradi, jak se ma pohybovat. Na
zacatku stoji novinarka v levém dolnim rohu.
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Priklad: (poli¢ko s papirem je 1, bez papiru 0)

o O O
O =
= O O
O = O

Optimalni FeSeni je napiiklad RRURLLU.

@ Lehéi varianta (za 3 body): Reste tlohu pro oblast sirokou pravé 3 policka,
tedy pro ¢tvercovou sit rozméru 3 x N.

S papiry v ndruci utikdm ddl, dokud se mi nepovede setrdst i posledniho
mafiana. Té€Zce oddechuju. Vibec jsem nevnimala, kam béZim, ale to vyresim
pozdéji. Tohle bude 1iZasny cldnek. Skoda jenom, Ze nemdm ty fotky, co nafotil
Tanaka. Ale Ziju, to je moznd hlavni.

Saham do brasny pro mobil, abych zavolala Jitce. Moment, tady je néco
Spatne!

Chvili zoufale prehrabuju brasnu, neZ si pripustim, Ze md penéZenka v ni
prosté neni. JenZe rano jsem ji urcité mela. Musela jsem ji vytratit pri tom
2bésilém utéku. Co ted?

Zpdtky, primo do ndruce mafidni, se mi tedy nechce. Radéji vyrdZim po
okoli se zoufalou nadéji, Ze se penéZenka nekde zdzracné objevi.

A dneska se zdzraky podle vseho déji. Kluk, kterého vidim, totiZ neni nikdo
jing nez Tanaka, a vée, kterou drzi ve své ruce, neni nic jiného nez ma penézenka!
A ..., pockat, to je ten otrava z rdna, co mé odhdnél od ambasddy!

Co se to tam vlastné déje? Tanaka mavd mou penézZenkou a Otrava mu bere
fotdk. .. Ha, fotdk! Kdybych se dostala k fotkdm, byl by materidl pro éldnek uZ
naprosto dokonaly.

Dojdu k tém dvéma bliz. Tanaka je tak zaraZeny, Ze si vubec nevsimd, kdyz
mu z ruky vytdhnu svou penéZenku. Otrava si toho ale vsiml a hned po mné vyjel.
Brdnim se, Ze penéZenka je moje, Ze v ni jsou doklady, podle kterych mé mize
zkontrolovat.

S nediuverivym pohledem mi bere penéZenku. Nijak zdsadné se nebranim.

,Nechcete podrZet ten fotdk, af to miZete lip zkontrolovat?“ ptdm se.

LHm. .. jo, diky,“ zabruci Otrava a podd mi fotdk.

Jo! Kdyz délate novinarinu dost dlouho, naucite se taky dost rychle vytahovat
pamétovky z fotdki. A dost nendpadné.

Takze kdyz mi pan policista o chvili pozdéji s naleZitymi omluvami a do-
miuvami poddvd penéZenku zpét, bydli uZ pamétovka z Tanakova fotdku v mé
brasne.

Spokojené mizim primo do redakce. Tam mé vitaji zpravy o optimalizaci, ¢i
co to md byt.
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25-2-6 Optimalizace v redakci 9 bodu

é’ Novinovy ¢lanek se muze nachazet v mnoha riznych stavech a mezi kazdymi
dvéma z nich ho mtze pfesouvat nejvyse jeden redaktor. Kazdému takovému

redaktorovi se ale plati, a Séfredaktoii se rozhodli snizit vydaje. Chtéji tedy

nékteré redaktory propustit, aby soucet plati téch zbylych byl co nejmensi.

Je ovsem tfeba zajistit, ze se ¢lanek stale bude moci dostat z libovolného
stavu do libovolného jiného. Zjistéte, ktefl redaktori se nemusi trapit, ktefi si
maji zac¢it hledat novou praci a ktefi by méli vyrazit koupit svym nadiizenym
dobrou bonboniéru.

Formalnéji feceno, naleznéte algoritmus, ktery pro kazdou hranu neoriento-
vaného ohodnoceného grafu (vahy vice hran mohou byt stejné) rozhodne, zda ta
hrana lezi v kazdé minimalni kostfe grafu, Zddné miniméalni kostfe, nebo v né-
kterych minimalnich kostrach. Pfipomeiime, ze o minimalnich kostrach piSseme
v kucharce.

Priklad: V nasledujicim grafu jsou tuéné vyznaceny hrany, které lezi ve vSech
minimalnich kostrach, tence hrany, které lezi v nékterych, a ¢arkované hrany,
které nelezi v zadné miniméalni kostre.

S potésenim zjistuju, Ze jd jsem v bezpedi. A v jesté vétsim bezpeci budu, aZ
konecné dopisu ten clanek.
Investigativne novinarila

Karolina ,,Karry“ Buresovd
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Tteti série

10. 12. 2042

Odklddat véci je snadné, proklaté snadné. Nékdy kolem tricatych narozenin
jsem si Tekl, Ze jednou sepisu nékteré ze sviych zazitku a zanechdm v nich otisk
svych pociti z tohoto svéta. Kazdy rok jsem si ikal, Ze jesté neni ta pravd chvile,
Ze to prece md sviy cas. A najednou. .. ani nevim jak, jsem starcem a tusim, Ze
cas se krdti.

Kdyz se tak zpétné ohlizim, asi jsem nikdy prilis neprivykl tempu Zivota.
V mlddi jsem usiloval o spoustu véct, ale vZdy se mi nakonec podarilo nechat si
je proplout mezi prsty. Jednou jsem na prechodnou dobu prijal misto u policie.
7 prechodné doby se stala zaleZitost na cely Zivot. Asi jsem objevil klid, ktery jsem
hledal. Prdci jsem trdvil pochuzkami, vétsinou jsem lidem pomdhal s ruznymi
vytrzniky a chuligany, délal jsem to velmi rad a po prdci meél konecné klid na
vSechny ty véci, které mi drive unikaly. . .

Chci vyprdvét o mnohém, ale zacnu historkou, kterd mi do dnesniho dne
obcas nedd spdt.

* k ok

I kdyz se odehrdl pred desitkami let, pamatugi si ten den velice dobre. Dopo-
ledne zajimavé nebylo, zacalo velkou poradou, pred kterou si nds velitel, porucik
Hamacek, neodpustil monolog o stavu discipliny v policejnim sboru, ktery koru-
noval okdzalou kontrolou toho, zda se vsichni dostavili.

25-3-1 Kontrola dochazky 12 bodu

g Pro fadnou kontrolu dochazky je nutno své podiizené prepocitat. Policejni
poruc¢ik Hamacek na to ma sviyj systém osvédcéeny léty sluzby — ve svém
notesu mé N dvojic (M;, K;). VSechna ¢isla M; jsou po dvou nesoudélné a plati
0 < K; < M;. Celkovy pocet policistu je mensi nez soucin vSech M;.

Samotné kontrola probihd v N krocich, v i-tém kroku se p¥islusnici srovnaji
do fad po M; osobéach a poru¢ik Hamacek nasledné zkontroluje, zda odpovida
pocet policisti, kteri uz nemohli vytvorit celou fadu, hodnoté K;.

Vrchni referent, strazmistr Bortivka, se stéhuje. Pomozte mu urcit k takové,
Ze vygumovanim dvojice (My, Ki) z poruc¢ikova notesu umozni co nejvétsimu
poctu kolegii mu misto porady pomoci se stéhovanim.

Porucik nesmi nic poznat, tedy poc¢ty nezatazenych policisti pro zbyvajicich
N — 1 dvojic musi stale odpovidat.

Priklad: Méjme 7157 policistt, ktefi se postupné fadi do fad po 12, 13 a 49
osobéch. Dvojice (M;, K;) tedy jsou (12,5), (13,7) a (49, 3). Optimalnim feSenim
je vygumovat dvojici (13,7). Na stanici pak musi zistat 101 policisti.

Po iumorném prepocitdivdni, pripominajicim vojenské cvicent, jsme konecné
mohli usednout k poradé.
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25-3-2 Zasedani u kulatého stolu 10 bodu

Na policejni schiizi se seslo N piislusniki policejniho sboru sedicich u kulaté-
ho stolu, vzdalenost mezi kazdymi dvéma sousednimi policisty je shodnéa. Schiize
je dlouha, policisté v jejim prubéhu vselijak odchézeji a prichazeji. Pfitomnost
policistii v pravé poledne je zadana jakozto posloupnost N nul a jednicek, kde
i-t4 jednicka znamena, ze policista na i-tém misté je na schizi pravé pritomen.
Vasim tkolem je zjistit, zda existuje K > 3 takové, Ze lze vytvorit pravidelny
K-thelnik, jehoz vrcholy tvofi pfitomni policisté.

Priklad: Pro 12 policistit a posloupnost 111010111011 je odpoveéd kladna,
lze sestrojit trojuhelnik nebo Sestitthelnik. Pro 5 policistti a posloupnost 10111
pravidelny K-thelnik nesestrojime. Dalsi pfiklad je na obrazku (plné tecky pred-
stavuji pfitomné policisty):

Po schiizi jsem se z nasi tehdejsi sluzebny ve Vlasské ulici vydal na pochizku.
Propletl jsem se spoustou aut pred Schinbornskym paldcem, asi se na americké
ambasddé konala duleZitd recepce, a pak zahnul do spleti uzkjch ulicek.

V jedné velmi uzké ulicce stdala dost svérazné zaparkovand cernd doddvka
s japonskym osazenstvem. Po zdlouhavé komunikaci, kterd spis neZ pomoci ne-
kolika mdlo anglickiych sluvek probihala predevsim gestikulact, se mi podatilo do-
mluvit, at mi zavolaji nékoho, kdo se alespori trochu dorozumi anglicky (moznd
némecky, jisty jsem si nasi domluvou prili§ nebyl). Zatimco jsem cekal, zacalo
me velmi silné zajimat, co se nachdzi v téch cernych pytlich v doddvce.

V tom okamZziku se ale z mé vysilacky ozval rozkaz k okamZitému presunu
k japonskée ambasdde. Md ndamitka, Ze zrovna néco zajimavého mam, byla smete-
na. Pry je nutné se okamzité postarat o bezpecnost japonského konzula. Propletl
jsem se tedy nékolika uzkymi ulickami a za zvuku sekacek z nedalekého parku
uhdnél k ambasdde.
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25-3-3 Do tretice sekani 13 bodu

V této sérii pro zménu travnik vypada jako jeden fadek ¢tvercové sité a je jiz
posekan, nyni je potfeba posvazet posekanou travu. Vasim tkolem je zanalyzovat,
kolik by rtizné moznosti svozu staly namahy.

Mate zadano N prirozenych ¢isel udavajicich hmotnost travy na jednotli-
vych polich a D intervalt [a..b]. Takovy interval znamend, ze se bude svazet
z policek a az b. Namaha pro prevoz L travy z policka k na policko [ je dana jako
L-|k —1|. Pro kazdy interval uréete poli¢ko, na které se d4 vSechna trava posva-
zet s nejmensi celkovou namahou. Celkova namaha je soucet veskeré namahy, jez
byla potfeba pro svezeni travy z celého intervalu na toto policko.

Pokud existuje vice spravnych policek, vypiste libovolné z nich. Vypocty pro
jednotlivé intervaly jsou nezavislé, tedy mnozstvi travy na jednotlivych poli¢cich

se mezi intervaly neméni. Slozitost algoritmu by méla byt optimalizovina pro
pripady, kdy je D fadoveé stejné velké jako N.

Priklad: (Prvni ¥adek obsahuje N a D, nasleduji hodnoty L a pak intervaly.)

10 3
103139854129

g W =
O O

Odpovédi pro jednotlivé intervaly jsou 1 5 7.

Pred ambasddou postdvalo nékolik lidi. Nejvice pozornosti zde poutala Zena
hovotici s jednim Japoncem, pravdépodobné onim konzulem, v jeho rodné reci.
Jemu to zrejmeé nebylo prilis prijemné.

Oslowil jsem je, abych zjistil, co se déje. Na to spustila pritomnd Zena dlouhy
monolog o tom, Ze je novindrkou, Ze se zabyvd dileZitou mezindrodni zloc¢innou
kauzou, Ze je ve verejném zdjmu, aby poloZila nékolik otdzek konzulovi, Ze ji
japonskd ambasdda odpird prdvo ma informace a Ze v této zemi obecné ment
dostatecné cténa svoboda tisku. Zatimco mi to vse tak emotivné sdélovala, ji ale
pan konzul utekl.

V okamZiku, kdy si toho vsimla, trochu znejistéla, rekla néco o tom, Ze mi
vlastné vibec nic neni do toho, co deld. Ona si pry jen tak postdvd pred amba-
sadou a zrovna potrebuje néco spocitat na jakési specidlni kalkulacce. A skutecné
vytdhla z kabelky kalkulacku.

Ohldsil jsem stanici, Ze konzul je mimo nebezpeci. Trochu vzruseny hlas
porucika Hamdcka mi sdélil, Ze se mam okamzité presunout na misto na druhém
konci Malé Strany. Pry naSe jednotka bude provadét zdsah.
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Podarilo se mi tam dorazit v okamZiku, kdy probihaly posledni pripravy.
Zatimco chlapi z jednotky kontrolovali zbrané, vyprdvel porucik Hamdcéek svgm
skoro otcovskym hlasem o tom, jak mu jeho pecliva pfiprava jednou zachrdnila
Zivot pri stretu se cleny jednoho mebezpecného mezindrodniho gangu.

25-3-4 Zloc¢inna zalezitost 10 bodu

Ve Spinavych vodach mezinarodniho zloc¢inu je obzvlasté dilezita organiza-
ce, typickym prikladem zloc¢inu je vyroba néceho ilegalniho. Vyroba probiha ve
fazich a obvykle na vice nez jednom misté. Pfevoz z jednoho mista na druhé
je nejkriti¢téjsi casti vyrobniho procesu, proto je potifeba pocet prevozi mezi
vyrobnimi misty minimalizovat.

V této tloze budete mit na vstupu popsan vyrobni proces ve dvou tovarnach.
Prvni fadek obsahuje ¢isla N a M, kde N udéava pocet vyrobnich fazi a M pocet
zavislosti mezi nimi. Druhy fadek vstupu obsahuje N hodnot, kde i-t4 hodnota
je 1, pokud ma i-t4 faze probihat v prvni ilegalni tovarné, a 2 v piipadé, kdy
ma probihat ve druhé tovarné. Nasleduje M tadka obsahujici dvojice a, b, které
znadi, ze faze b muze probéhnout az tehdy, kdyz byla provedena faze a.

Urcete poradi fazi vyrobniho procesu tak, aby kazda faze probéhla az poté,
co jsou provedeny vSechny faze, na kterych je zavisla, a aby pocet pfevozu mezi
vyrobnimi misty byl minimdalni. Pfevoz je nutny vzdy, kdyZ po fazi probihajici
v tovarné 1 bezprostfedné nasleduje fize v tovarné 2, nebo naopak. (MuZete
predpokladat, Ze FeSeni existuje.)

@ Lehéi varianta (za 6 bodit): Nabizime k FeSeni i jednodussi variantu tlohy,
kde v8echny faze probihaji v jediné tovarné.

Priklad:

~
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O PP OOWwNDDNON
~NOoO N SN OE N O

(o)}

Pottebujeme alespon 4 prevozy. Vyroba miize probéhnout takto — zacneme
v prvni tovarné, provedeme v ni faze 3 a 4, pak se pfesuneme do druhé tovarny
a provedeme faze 2 a 1. Nasleduji faze 5 v prvni tovarné a 6 v druhé tovarné,
kon¢ime po ¢étvrtém pievozu v prvni tovarné fazi 7.
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UZ se nepamatuji, jaké zloc¢ince tam nase jednotka ocekdvala. KaZdopddneé,
po pompéznim vyraZeni dveri a sraZeni k zemi vsech pritomnych osob zjistili
ozbrojent kolegové, Ze se jim podatilo zneskodnit vSehovsudy tri zaméstnankyné
jakéhosi asijskeho bufetu. Vydal jsem se tedy zase zpatky k doddavce, treba tam
jeste meéco zajimavého bude.

Nesel jsem ani pét minut a opét me volali vysilackou. K doddvce se asi jen
tak nedostanu. Mél jsem privést japonského chlapce v cerném tricku a modrych
riflich s velkym fotoapardtem. Spatien pry byl na nedalekém ndmésti.

me zahlédl, ke mné natahl ruku s penéZenkou. Netusil jsem, co tim zamysli, zda
to jsou jeho doklady, ¢i néjakd lest k tomu, aby mohl ndsledné utéci. KaZdopdadné
jsem k nému pristoupil, pokusil se na néj usmdt, néco mu vict a radéji jej chytil
jemné za rameno a pro jistotu chytil i onen dileZity fotdk, aby jej v té nervozité
jeste merozbil.

néZenku. Povidala, Ze to je jeji penéZenka a Ze si to klidné mohu zkontrolovat.
Ucinil jsem tak a dal ji podrZet chlapciv fotoapardt. Driv, nez jsem stihl zare-
agovat, z néj vyndala pamétovou kartu. V duchu jsem si zanaddval, védél jsem,
Ze tyhle novindrky jsou dost mazané a Sikouvné na to, abych tu kartu uz nikdy
nevidél a radsi se tvdril, Ze jsem si toho nevsimnul. (Krdtce pred tim jsem udélal
jeste jeden prusvih, a kdyby se k tomu pridalo, Ze jsem si nechal pred nosem vzit
pamétovou kartu, opravdu by mi to neprospélo.)

Pak jsem chlapce odvedl k ndm na stanici. Na chodbé zrovna postdval jeden
z vyssich velitelu prazské policie, u nds na stanici jsem jej vidél asi podruhé. Vzal
st ode mé chlapciv fotoapardt a Tekl mi, at se postardm o chlapce a najdu jeho
rodice.

Vzal jsem jej k nam do kancelare, zdal se byt hodné zaujat praci nasi sekre-
tarky. Zrovna prerovndvala prilohy ke spisum, predevsim grafy.
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25-3-5 Histogram 9 bodu

Jednim z ¢etné pouzivanych typu grafu je histogram. Histogram je, jak pravi
Wikipedie, grafické znazornéni distribuce dat pomoci sloupcového grafu se sloup-
ci stejné sirky. Mate zadan histogram jakozto posloupnost N pfirozenych cisel
udavajicich vysky sloupcti, Sitka sloupcil je jednotkova. Urcete obsah nejvétsi-
ho obdélnika rovnobézného s osami, ktery 1ze do grafu umistit tak, ze cela jeho
plocha lezi na sloupcich histogramu.

Priklad: Pro 7 sloupci a vysky 3 6 7 4 2 3 1 je vysledny obsah 12. Existuji
hned 4 rizné obdélniky s timto optimalnim obsahem. Dalsi pfiklad s jednoznac-
nym fesenim je na obrazku:

8 8
[ 17
—6 L

Chlapec mi nastésti dal karticku pro podobné pripady. Mimo jiné se na ni
nachdzelo ¢islo na japonskou ambasadu. Béhem telefondtu s ambasddou prisel
velitel, jemuZ jsem preddval fotdk. Byl dost mastvdn, Ze ve fotoapardtu nebyla
pamétovd karta a jestli o tom néco nevim, samozrejmé jsem odpovédél, Ze nikoliv.
Sekretarka ambasddy se pri nasem telefondtu musela dobre bavit.

Domluvili jsme se, Ze jim chlapce privedu. Predal jsem jej vrdtnému, ten
clovek to asi s détmi umel lépe. UzZ kdyzZ se pozdravili, objevil se na chlapcove
tvari usmév. Na jeho stole jsem dokonce zahlédl néjakou knihu s kresbou draka
a princezny. Chlapec byl urcité v dobrijch rukou.

25-3-6 Rytif a princezny 10 bodu

% Rytif v dalekém kralovstvi se vydal na hrdinnou vypravu. Trasa jeho vypra-

vy vypadéa jako N poli usporadanych do fadku. Na kazdém poli se nachéazi
bud drak, ktery ma u sebe H zlatych minci, nebo princezna, kterd m4 koeficient
krasy K. Rytif se pohybuje pii své vypraveé z prvniho policka na posledni a je
dostatecné silny na to, aby zabil kteréhokoliv draka po cesté. Je jeho volbou, zda
draka zabije a ziskd mince, ¢i jej obejde a ponecha drakovi zivot i mince.

V okamziku, kdy pfijde k princezné o krase K, nastavaji dvé moZnosti.
Pokud jiz rytif zabil alesponn K drakt, princezna se do néj zamiluje a chce si jej
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vzit. Rytif neni schopen odmitnout a jeho vyprava konci. Pokud rytii zabil mensi
pocet drakii, prohodi par zdvofilych slov s princeznou a pokracuje ve vypravé.

Na poslednim policku sidli princezna, kterou rytif miluje. Pro zadanou trasu
vypravy urcete, zda je mozné ziskat princeznu na poslednim poli. Pokud ano,
vypiSte seznam zabitych drakl tak, aby rytif ziskal nejen princeznu na poslednim
poli, ale i co nejvice zlatych minci.

Konecné jsem se mohl vrdtit na misto doddvky, ta uz tam prirozené nebyla.
Misto jsem prohledal. V nedalekém prichodu jsem objevil svého starého kolegu
a pritele, Tikejme mu Jan. Jan se tam bavil s dalsim muZem, pravdépodobné
Japoncem. K mé smale si mne vsimli a Japonec se dal na utek. Rozbéhl jsem se
za nim, ale Jan se mi postavil do cesty.

Mel s sebou obri brasnu na spisy. Vypadal opravdu vydésené, tikal jen: ,,Pro-
stm, nech mé odejit. Nikdy jsme se tady nevideli.“ Tak jsem to i udélal. Byt to
kdokoli jiny, okamZzité jej zatykam a zabavuji tyto spisy. Toto ale byl Jan — mayj
nejlepsi pritel, kterému jsem vdecil opravdu za mnoho. V dalsich castech svého
vypravovani se k tomu snad jesté dostanu.

* Kk k.
O kauze toho pozdéji proniklo mnoho ven. Doslo i k sérii vrazd, asi 2 mésice
po dni, o némz jsem vypravel. O 20 let pozdéji se mi podatilo dokonce dostat

k odtajnéngm spisiim GIBS a UOOZ. Vysetiovalo se velmi dikladné, ale nakonec
byl pripad uzavren pro nedostatek dukazi.

25-3-7 Zkratky 7 bodu

@ Svét je plny zkratek, nejen téch policejnich. V této tloze mate zadano
nejvyse 10 zkratek o nejvyse péti pismenech a slovo délky L. Vasim tkolem
je rozhodnout, zda lze slovo sestavit ze zadanych zkratek. Zkratky je mozno
spojovat za sebe a jednu zkratku lze pouzit i opakované.

Priklad: Pokud bychom jako zkratky méli oblibenou ctvetici sus, usu, sss,
Ssu a jesté pro obohaceni su. Pak slovo Ssusss postavit ptjde, slovo sususu také
a rovnou dvéma zpisoby, ale slova ssss nebo susSus uz nepostavime.

S Janem jsme prekvapivé zistali v kontaktu. Rikal, Ze se svou nerozvdznosti
dostal do obfiho prusvihu a slo mu o Zivot. Domluvili jsme se, Ze dalsi informace
st radéji nechd pro sebe. Mnoho casu jsem premital nad tim, jakd je cena prdtel-
stvi. Trdpila mé otdzka, zda praveé tyto spisy nemohly pripad rozuzlovat a treba i
zabranit dalsimu krveproliti. . .

Ke zpoveédi policisty se dostal

Lukads Folwarczny
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Ctvrté série

Deniky japonského velvyslance v CR p. Yamady. Desifrovano a pielozeno
v NSA 2023-11-15.

To byl zase den. Nakonec vsechno dobie dopadlo, ale jsem opravdu vycer-
pany. Tak vycerpany, Ze bych snad odloZil dnesni zapis aZ na zitiek. Ale to bych
mel $patné€ spani a vibec bych si meodpocinul. Na tom doporuceni psychologa
néco bude, vypsat se ze svych starosti. Tak tedy do toho.

Den zacal jako kazdy jiny. Nejaké nepodstatné schizky, podepisovdinst, ukld-
néni a potrdsani. Ti Evropané jsou divni. Tohle musi prispivat k $ifeni nemoct.

Pak ale prislo prunt vytrient ze stereotypu. Kodovand zprdva od jednoho kon-
taktu uw mistni policie. Budu si muset promluvit se svymi lidmi. Takovd jednodu-
chd Sifra, primitivni prohazovdni pismen. Takto mi ty kontakty dlouho nevydrzi,
nékdo je urcité objevi.

25-4-1 Presmycky 10 bodu

Kazdé slovo je zasifrované jako posloupnost pismen a ¢islo k. Pismena jsou
ze zaSifrovaného slova, jen prehazena. Naleznéte ptivodni slovo, coz je k-ta pre-
smycka v lexikografickém poradi z danych pismen. Naptiklad pro vstup

acb 3
je vysledkem bac, nebot piesmycky v lexikografickém poradi jsou:
abc acb bac bca cab cba

Pozor, pismena se mohou opakovat. V takovém pfipadé jsou stejna pismena
nerozlisitelna, tedy tfeba slovo aaa mé jedinou presmycku, slovo baa ma pie-
smycky tfi, konkrétné aab aba baa.

@ Leh¢i varianta (za 7 bodu): Vyteste tlohu za pfedpokladu, Ze se pismena
opakovat nemohou.
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Po dekodovani se o mé vsak pokusil infarkt. Nastésti jsem jej kratickou me-
ditact zaZehnal. Na vic neZ 5 minut jsem vsak ¢as nemél. Ve zprdvé totiz stalo, Ze
policie ma tip na jeden z mych skladi zboZi a chystaji dnes razii. Diky varovant
mdm nastésti nekolik hodin ndskok, zacnu tedy pldnovat, jak zachrdnit jak sklad,
tak své lidi.

Pldn byl jednoduchy. Je to totiz prodejni sklad, takzZe md i mistnost pro styk
s verejnosti. A ta je maskovand jako levné ¢inské bistro. Staci tedy zboZi naloZit
a odvézt. AZ dorazi policie, najde jen kucharku a ¢isnice. Jeding hdcek byl tedy
v odvozu.

Md organizace md, samoziejme, k dispozici dostatecné mnoZstvi rychlych
vozi. Pokud jsou ale naloZené, musi v zatdcéce pribrzdit. A to zdrzuje. A ¢im déle
budou vozy na cesté, tim vétsi je sance, Ze je neékdo odhali. Vzal jsem tedy mapu
Prahy a zacal pldnovat trasu s co nejmené zatackami.

25-4-2 Planovani trasy 9 bodu

Predstavme si Prahu jako ¢tvercovou sit. Na nékterych polickach stoji pre-
kazky (budovy, policisté a podobnég), témi ostatnimi jde projizdét. Déle méme
na mapé vyznaceno startovni a cilové poli¢ko. Obé tato policka jsou prijezdna.

Viz se vyda ze startovniho policka nékterym ze ¢tyf smérti a pokracuje
stale rovné, az kam to jde (tedy, kdyby pokracoval jesté jedno policko, najel by
na piekazku, pfipadné by vyjel z mapy). Zde si opét vybere jeden ze zbylych t¥i
sméri a pokracuje, kam az to jde. Tedy, nikdy neni ochotny zatocit, pokud ptred
sebou ma volné misto. Pokud se ocitne na cilovém policku, zastavi se.

Naleznéte trasu, ktera obsahuje co nejméné zatacek. Z takovych, pokud jich
bude vic, vyberte tu nejkratsi.

Po tak ndroéné cinnosti jsem se Sel projit na zahradu. Ale klid mi to nepfti-
neslo. Napred tam délali hluk ti zahradnici, co sekali zahradu. A v$ude nechavali
hrozné moc posekané travy. Doufdm, Ze se zitra nadfou pri jejim svazZeni. Oni si
urcité budou chtit praci usnadnit, takZe bych jim mél ddt za ukol posvdzet travu
z néjaké casti, kde to ani tak mnebudou mit prilis jednoduché. Pozorovat je pri
praci mi totiZ zitra jisté zvedne ndladu.
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25-4-3 Rozpis svozu 13 bodua

Travnik je obdélnikovy a rozdéleny na c¢tverce o strané 1 metr. Vime, kolik
posekané travy se nachazi na kazdém ze ctvercu.

Jsou dény rozméry travniku N, M. Dale dostaneme K oblasti (uréenych
svym levym hornim a pravym dolnim rohem). Chceme pro kazdou z téchto oblasti
urcit nejmensi nutnou praci pro svoz travy z celé oblasti na néjaké jedno policko.

Préace se spocita jako hmotnost travy na c¢tverci vynasobena vzdalenosti,
kam se veze, s tim, ze vozit smime jen vodorovné nebo svisle. Tedy vzdalenost
mezi étverci (0,0) a (3,4) je 7, nikoliv 5.

Pro kazdou oblast urcete policko, kam travu svézt, aby celkovéa prace byla
nejmensi moznd, a prislusné mnozstvi prace. Pokud existuje takovych nejlep-
Sich policek vice, vypiste libovolné z nich. Slozitost algoritmu optimalizujte pro
ptipady, kdy K je fadovée stejné velké jako N.

Priklad: (Prvni ¥addek obsahuje rozméry travniku, dalsich M fadki popisuje
hmotnosti travy na jednotlivych ¢tvercich, pak nasleduje ¢islo K a K radkua
popisujicich oblasti.)

35

8 2 1 65 3
6 9 1 2 7
11 3 2 10
3

1133
3253
2142

Nejvyhodnéjsi policka s prislusnou praci jsou nasledujici:
2 2 36

5 3 22
2224

Pozndmka: Pokud vam to pfipad4 téméi jako zadani tlohy 25-3-3,! jen na
dvojrozmérném travniku, pak mate zcela spravny pocit.

Nez jsem stihl rozmyslet, kterou cast jim vyberu, objevila se mi tu néjakd
Zenskd. Nepamatuji se, Ze bych takové kdy poskytl audienci a rozhodné jsem to
ani nepldnoval. Ona vSak méla tolik drzosti, Ze se mé hned zacala vyptdvat na
mé soukromé obchody. A, povasite, dokonce japonsky. Takové neticty bych se ve
svém rodném Japonsku rozhodné nedockal.

! http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-3-3
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Bohuzel, ve zdejsich koncindch nent pripustné nosit samurajsky mec a za-
strasovat jim drzé zvédavce. Nezbylo mi tedy neZ sahnout po telefonu a poZadat
o laskavost jednoho z mych vérnygch lidi u policie. Kdyz jsem se tenkrdt sdzel se
svym cinskym kolegou, kdo dokdzZe podplatit i posledniho policistu, nikdy jsem
netusil, jak moc se to bude hodit.

25-4-4 Podplaceni 8 bodu

Policejni hierarchie je jakasi pyramida. Uplné nahofe se nachazi jeden kapi-
tan. Ten méa k dispozici dva nadporuciky. Déle existuji t¥i porucici, ¢tyfi pod-
porudici, atd. az uplné dola k fadovym policistim. Cela hierarchie o vysce 7 je
schematicky znazornéna jako piiklad nize. Nedivte se, Ze nékteri policisté maji
dva pfimé nadfizené, v nasi zemi je mozné cokoliv.

V podplaceni soutézi dva velvyslanci. Ten, ktery je na fadé, si vybere jedno-
ho policistu, ktery jesté nebyl podplacen, a pfedd mu zavazadlo naplnéné penézi.
Tento policista obejde vSechny své jesté nepodplacené nadiizené (pfimé i nepfi-
mé) a penize jim spravedlivé rozdéli. Tim je podplati. Takto by tedy vypadala
hierarchie po jednom podplaceni:

Vyhréava ten velvyslanec, ktery podplati posledniho policistu.

Pokud je zadana vyska celé hierarchie, urcete, ktery z velvyslanci ma vy-
hravajici strategii. Zac¢ina Japonec.
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A opravdu, po kratické chvilce se objevil policista a zbavil mé ji. Asi ji zacal
docela zatdpét, coz je jediné dobre. Po chvilicce se zcela zrejmé pokusila prechyt-
racit policistu néejakym trikem s kalkulackou. Neminil jsem cekat na to, az se ji
to podati, a radéji jsem zmizel opét dovnitr. UZ mi v kanceldri stacili pripravit
caj.

Jak jsem si tak sedal, wvédomil jsem si, Ze to byl uplné stejny typ kalkulacky,
na jaké jsem se ucil vyssimu ucetnictvi. V tomto ucetnictvi bylo mnoho klicek a
triki, jak v nem schovat vydeélky, do kterych nikomu nic neni. Muj nejoblibenéjst
byl ten, Ze urednici neumeli pocitat s velkymi cisly, proto pracovali jen se zbytky
po vydéleni svym inteligencnim mazximem. To skytalo opravdu mnoho moznosti,
jak je primét si myslet, Ze vlastné nikdo nevydélal nic, a tedy Ze ani nemad platit
Zadné dané.

25-4-5 U¢&etnictvi 12 bodu

E Na za¢dtku neméme na tétu nic (sviti na ném tedy hezk4 0). Budeme prova-
dét transakce po dobu k dni. V i-tém dni provedeme transakci v hodnoté i.
Umime ovlivnit, jestli penize pfijdou na ucet, nebo z néj odejdou.

Ufednici berfidku poéitaji mod n. Zvolme napiiklad n = 50. Mame-li na
aétu 20 K¢, mizeme si na néj nechat prevést od kamarada 30 K¢ a berndk si
bude myslet, ze nemame nic. Kdybychom naopak z prazdného uc¢tu kamaradovi
30 K¢ odvedli, skon¢ime s 20 korunami.

Zajimalo by nas, kolika zptisoby mizeme rozvrhnout vSechny transakce tak,
abychom na konci méli opét , prazdny* ucet. Pocet zpisobi ale roste velmi rychle,
staci tedy pocet ,cest z nuly do nuly“ pocitat modulo 10° + 7.

Odpoledne se opét neslo ve znameni nepodstatnych potrdsdni a ukldnént.
Tedy, s vyjimkou dvou telefondtu. Jeden mi sdéloval, samoziejmé smluvenym
kodem, Ze se presun skladisté zdatil.

Druhy telefondat oznamoval radostnou zpravu, Ze nové zbozi z domoviny zddr-
né dorazilo. Samoziejmé, maskované jako skupinka turisti s fotdky. Mij nevlastni
bratranec z tretiho kolena Mashiro je opravdu trida. Turisté nic netusili, a do-
konce jako maskovdani poslal i svého vlastniho synovce. Jak jsem se nasmadl, kdyZ
mi predevcirem vyprdvél na videohovoru, Ze se maly Tanaka tak moc tési.

Vecer byl ale opét namdahavy. Obchodni jedndni s jednim z klienti. DoZadoval
se mnozstevni slevy. Nakonec se mi takovou katastrofu podarilo zaZehnat, ale jen
diky tomu, Ze jsem ho obehrdl v prastarych japonskych Tridddch.

25-4-6 Triady 12 bodt

Triady jsou karetni hra. Celd pravidla jsou komplikovana, ndm bude stacit
jen zakladni princip. Na stil se vzdy vylozi n karet. Kazda karta nese k riznych
vlastnosti (kde k£ mize byt velké) a kazda vlastnost mize mit jednu ze 3 réiznych
hodnot.
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Trojici vyloZenych karet nazveme triddou, pokud se v kazdé vlastnosti vSech-
ny tii karty shoduji, nebo se v ni navzajem lisi. Pokud bude n =4, k = 3 a vy-
lozené karty (1,2,3), (1,2,1), (1,3,2) a (1,1, 3), tak potom druh4, tfeti a ¢tvrta
karta tvofi triddu. V prvni vlastnosti se shoduji a ve druhych dvou se lisi.

Vasim tukolem je mezi zadanymi kartami najit triddu, nebo zjistit, Ze mezi
nimi Z4dné neni (samoziejmé rychleji nez soupef).

Tak to by byl dalsi namdhavy den. Pro jistotu musim jesté svij denik zasifro-
vat, aby se k nemu nedostal nékdo, kdo by jej mohl zneuZit ve svuj prospéch. Jak
tak prohlizim to Sifrovact zatizeni s knofliky, premyslim, jak dlouho by nékomu
trvalo, nez by vyzkousel vSechna moznd hesla. Heslo se zaddvd nastavenim knof-
liki do sprdvngch pozic. Na mé verzi je celych 20 knofiliki, kazdy s 12 pozicems.
To by mohlo i takové NSA trvat aspori 100 let, a tou dobou uZ to nebude miyj
problém.

25-4-7 Sifrovaci knofliky 10 bodu

Sifrovaci zaiizeni na sobé ma k otoénych knoflikti a kazdy jde nastavit do n
riznych pozic (knofliky se chovaji cyklicky, tedy je mozné je protocit). Témito
knofliky se nastavuje Sifrovaci kli¢, a to jak k zasifrovani, tak poté k desifrovani.

My kli¢ neznédme, proto bychom radi vyzkouseli vSechny moznosti nastaveni
knoflikti. Nechceme se vSak zdrzovat, a proto chceme kazdy kli¢ nastavit praveé
jednou. V jednom kroku umime otocit jednim knoflikem o jednu pozici.

Popiste zpusob, jak knofliky otacet, abychom nastavili kazdy kli¢ pravé jed-
nou. Zaroven pozadujeme, aby na konci byly knofliky ve vychozich pozicich.

@ Lehéi varianta (za 5 bodi): Vyfeste ilohu bez pozadavku, aby se knofliky
vratily do vychozich pozic.

V archivu NSA nalezl

Michal ,vorner® Vaner
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Pri tlacenici v metru se muZ uZ po nékolikdté podival na hodinky. Byl to
pobocénik vysoce postaveného dustojnika policie a spéchal do prdce. Tedy ne Ze by
byl pobocnikem jiz néjak dlouho, na tohle misto byl pridéleny asi pred mésicem,
ale uZ stacil zjistit, Ze $éf nemd rdd nedochvilnost.

Konecneé dojel na Malostranskou a rychle vybéehl po eskaldtorech. Délnici
stale kopali tramwvajové koleje, takZe © dnes se musel svézt nahradnim autobusem.
»Tak co, jednou prijdu pozdé. Snad jen, kdyby ten 7idi¢ byl dneska obzvlasté
rychly. . . “ pomyslel si pri nastupovdni do nezvykle vypadagjiciho vozidla.

25-5-1 Cesta autobusem 11 bodu

Dopravni podnik testuje novy druh autobusu — autobus s roztazitelnou ka-
rosérii. Bohuzel vytocit se s nim v tzkych ulickdch neni vzdy snadné a vyzaduje
to velké ridi¢ské umeéni.

Predstavte si plan mésta jako klasickou ¢tvercovou sit, volna mista predsta-
vuji ulice a ndmésti, na zaplnénych polickach jsou domy, parky, fontany a jiné
véci, pres které by autobus projizdét nemél. Autobus obsazuje nékolik policek
za sebou (tedy je to jakysi obdélnik o Sifce jedna a délce k) a mize jet bud
vodorovné, nebo svisle, a to obéma sméry (bud jede dopfedu, nebo couva).

Na planu mésta je start, cil a navic jsou zde nastupni a vystupni zastavky.
Pokud autobus projede pres nastupni zastavku, tak se o jedno policko do délky
natédhne (proti sméru, ze kterého na policko pfijel), a pokud naopak pres vy-
stupni, tak se zkrati. Nemuze se vSak zkratit na nulovou délku. Zastavkou nelze
projet dvakrat tésné za sebou, je nutné mezitim navstivit alespon jednu jinou.

Aby se autobus mohl otocit, potiebuje dostatek mista. Otaci se kolem né-
kterého ze svych konci, a to tak, ze pokud ma délku k, musi stat timto koncem
v rohu volného prostoru rozméru k x k. Pak se otoc¢i jako na obrazku a stoji
ho to pravé jeden krok. Pfirozené, druhy konec autobusu se také musi nachazet
v onom volném prostoru.

N

A _
\ N
Y Y R

Vasim tkolem je nalézt nejkratsi cestu ze startu do cile (nemusite projet
vSemi zastdvkami) takovou, aby autobus projel a mél dostatek mista na otéceni.

@ Lehéi varianta (za 6 bodu): Vyfeste to samé, ale bez zastavek (tedy autobus
mé jen pevnou délku k a béhem cesty se jeho délka uz neméni).
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Po Elikaté jizdé skrz ulicky vybéhl pobocnik z autobusu a rychle béZel na sta-
nici, kde se mél se séfem setkat. Cestou minul na dvore néjaky policejni ndstup,
mistni porucik si asi prepocitaval pritomné policisty. To uz ale pobocnik vesel do
budovy a u dveri kancelare zaslechl hlas $éfa. Zrovna domlouwval néjaké odvoldani
nepohodiného pochizkdre na jiné€ misto, jak pobocnik pochopil.

,Tak na to se podivejme!“ zamumlal si potichu, aby to nikdo neslysel. To
by zapadalo do obrdzku, ktery si o svém $éfovi udélal béhem toho mésice, ktery
u néj zatim stravil. Podivnd setkdni, divné zpravy, rozkazy a ndhody. Zacinal mit
vazné podezrent, Ze na néj séf nehraje cistou hru. Zaslechl od kolegi néjaké zvésti
o rozrustajict se japonské mafii.

Chwili vdhal, ale pak se rozhodl. Tuhle nahrdvku musel mit celou. Séf udélal
chybu a tenhle rozhovor vedl pres telefon na stanici, ktery byl samozrejmé nahra-
van. Opatrné tedy vesel do vedlejsi mistnosti, zaviel za sebou dvere a posadil se
k pocitaci.

25-5-2 Telefonni Gstfedna 9 bodu

Program telefonni tstfedny na policejni stanici zaznamenévé vsechny prove-
dené hovory. Bohuzel véci, co zaznamenava, je spousta, a proto se musi ukladat
komprimovanym zpusobem.

VSechny zaznamy tvofi dohromady posloupnost 0 a 1 dlouhou n. Hovor je
identifikovany konkrétnim vzorcem 0 a 1 o délce s, ktery se v posloupnosti muze
vyskytovat jako vybrana podposloupnost.?

Mame zadany vzorec nadmi hledaného hovoru a ptame se, kolik hovort si
budeme muset pfinejhorsim poslechnout, abychom nalezli ten pravy. Neboli kolik
je moznosti, jak vybrat z celé posloupnosti dany vzorec.

Priklad: Pro posloupnost 010111 existuje 9 zptsob1, jak v ni nalézt vzo-
rec 011.

LKonecné, uz to mam!“ zaradoval se v duchu pobocnik. V tom ale malem
dostal infarkt. TezZka ruka mu dopadla na rameno. Za nim se ozval §éfuv hlas.

LJane, co to tu délate?“

»Jd. .. pane. .. jd...“ rychle se pokousel schovat okno se zdznamy hovori.

Séf si vypisu zdznami vsak vsiml. Chvili stdl mlcky s rukou na Janové ra-
meni. Jan skoro citil, jak S€f v hlavé prochdzi spoustu moznosti — nedopadne Jan
stejné jako predchozi poboénik, o kterém se povidd, Ze uz ho nikdo nikdy nevidél?
Pak si to 3éf zjevné rozmyslel a jen suse vekl: ,Pojdte Jane, pijdeme se nékam
najist. “

Jan, nevéda co ocekdvat, ho ndsledoval. Skoro micky dosli do blizké restau-
race. Jan premyslel, jestli nemd utéct, ale néjaky tajemny pocit mu ¥ikal, Ze ted

Vybrana podposloupnost vznikne z puvodni posloupnosti ¢isel tak, Ze vynechame
nékteré jeji prvky. Poradi zbylych prvka zistane zachovano.
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Seéfovi muze vérit. Usadili se v osamélém rohu a objednali si jidlo. Mezitim, co
Jan opatrné uZdiboval spagety, zacal mu séf licit spoustu véci.

25-5-3 Spagety 11 bodu

Predstavte si Spagety v typické italské restauraci v centru Prahy. Je to jakasi
smés zamotanych téstovin a ¢loveék musi hodné davat pozor, jak je nabirat, aby
si je na sebe pfi jidle neplacl. Proto je nejlepsi odebirat Spagety jen z vrchu talife
a netahat je zespoda.

Talif $paget si miZeme pfedstavit jako trojrozmérnou mifzku. Spageta je
vzdy néjaky souvisly ,had“ slozeny z trojrozmérnych jednotkovych krychlicek,
ktery se muze libovolné kroutit. Jednotlivé Spagety se v trojrozmérné mfiizce
vzajemné neprotinaji.

Navic mame dany smér gravitace, tedy osu, ve které budeme Spagety po-
stupné jist. V kazdém kroku mutzeme vzit pravé ty spagety, na kterych ve sméru
této osy nelezi Zadnd jind Spageta (sama na sobé vSak leZet muZe, to ndm ne-
vadi). T{im se ndm uvolni nékteré dalsi Spagety, které zase mtizeme odebrat p¥i
dalsim kroku, a tak dale. Skon¢ime ve chvili, kdy bud snime cely tali¥, nebo uz
nebudeme mit zadnou Spagetu volnou.

Vasim tikolem pro zadany talif Spaget je tedy spocitat minimalni pocet krokt
pro snézeni celého talife a vypsat Spagety odebirané v kazdém kroku, nebo urcit,
ze Spagety snist nelze. Jako vstup muzete predpoklddat popis celého talife po
jednotlivych soufadnicich (tedy bud se na soufadnici nachézi kus néjaké urcité
$pagety, nebo je zde volné misto).

@ Lehéi varianta (za 5 bodu): UvaZujte jen rovinnou situaci, tedy kdyz se
Spagety budou proplétat jen ve dvou rozmérech a odebirat je budeme ve
sméru jedné z os.

,To snad nemyslite vainé, pane!“ ekl Jan, kdyZ koneéné dojedl Spagety.
Beéhem uplynulijch dvaceti minut se mu tplné prevrdtil pohled na $éfa. Zddni
mafidn, agent specidlniho utvaru policie to byl!

,Dobfe jste vsechny okolo vodil za nos. A proc jste si vlastné vybral mé?“

HInu Jane, to byla souddst plinu. Mafidny nejlépe dostanete zevniti. A pro¢
jsem si vybral vds? Nejste z Prahy, takZe vds memuZou zndt, vaSe hodnocent
ze sluzby v Brné je primo ukdzkové a mij kamardd, S€f vaseho okrsku, mi vds
doporuéil. A navic jste byl rok v Japonsku a priy umite trochu japonsky, coz se
moznd bude hodit. Ale ted —“ ndhle ho prerusil telefon.

Séf rychle prohodil nékolik slov do telefonu a pak se na Jana podival. ,Ale
ted provedeme pdr vyslechi, porucikovi zdejstho oddéleni Hamdckovi se prdvé
povedlo udélat razii v néjakém cinském bistru,“ zlovéstné se usmdl.
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25-5-4 Vyslechy 11 bodu

Policii se povedlo pfi razii v ¢inském bistru zadrzet nékolik osob. Bohuzel
nevime, kdo z nich je spofddany zaméstnanec bistra a kdo z nich je mafian.
Jediné, co vime, je, Ze mafidni vzdy 1Zou a zaméstnanci bistra vzdy mluvi pravdu.

Méme mnozinu vyroku dvou typu: ,A tvrdi, Ze B je mafian“ a ,,A tvrdi, Ze
B neni mafian“. Protoze policisté chtéji mit pti rozklicovani této situace alespon
néjaka voditka, chtéji po vas zjistit pocet moznych Feseni, neboli pocet riznych
zpusobi, kterymi lze podezielé oznacit za mafidny nebo zaméstnance bistra. Po-
¢et chceme spocitat modulo néjakou konstantou K (tedy tato tloha neni myslend
jako tloha na velka ¢isla).

Navic byste méli poznat, pokud si vypovédi néjakym zptisobem protireci.
Presné feceno ze neexistuje zadné mozné rozdéleni na mafidny a zaméstnance,
které by pfi danych vyrocich davalo smysl (v tom pfipadé se pak uz policisté
néjak zaridi).

Priklad: Pro mnozinu t¥i osob A, B a C a pro vyroky: ,A tvrdi, Ze B je
mafian“ a ,A tvrdi, Ze C neni mafisn“ méme jen dvé moZnosti: A a C jsou
mafidni a B zaméstnanec bistra, nebo presné naopak. Kdybychom k nim vsSak
pridali jesté osobu D, tak se ndm pocet moznosti zdvojnésobi (protoze D muiize
byt v obou piipadech jak mafidn, tak zaméstnanec bistra).

Vyslechy byly zdlouhavé a tahly se aZ do vecera. Nakonec ale Jan se séfem
zjistili néco, co se jim wvibec nelibilo. Vypadd to, Ze prdvé ted se chystd velkd
doddvka nelegdlniho zbozi.

Aby toho nebylo mdlo, tak hned venku prinesl néjaky rychly posel §éfovi
zprdavu. Séf si ji precetl a pak zaklel. To bylo poprvé, co ho Jan slysel miluvit
sproste.

»Prdvée dostali mého clovéka. Nevim, jak se o ném doslechli, ale lezi ve vdz-
ném stavu v nemocnici. Dnes vecer mél domluvenou tajnou schizku s konzulem,
mél hrat prostrednika jistému bohatému podnikateli.“

Séf chvili premgjslel. Pak ho néco napadlo. Vysvétlil Janovi svij pldn.

Jan chvili premyslel. To, co po ném sef chtel, nebylo lehké. Jestli tohle vyjde,
muzou nachytat celou japonskou mafii i s konzulem. Ale pokud ne. .. Ale co na
tom, rodinu nemd, o rybicky se mu doma uz nékdo postard — ,,Jdu do toho, pane.“

* Kk k.

V drahém obleku se Jan citil trochu nesvij, ale uZ si na néj zvykal. Jen se
bez zbrané na boku a odznaku v kapse citil jako nahy. Pred chvili navic minul
svého starého zndmého, jednoho z pochuzkadri. Jen tak tak, Ze ho nepredvedl na
sluzebnu, kdyz prebiral aktovku s dokumenty od jednoho kontaktu.

Ted 3el rozvdinym krokem k japonské ambasddé. KdyZ uz byl skoro u ni,
vsiml si znaven€ vypadagicich zahradniku. ,Zajimavé, jako by cely den vozili sem
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a tam trdvu,“ podivil se. Ted uZ to vypadalo, Ze zahradu u ambasddy koneéné
uklizi.

25-5-5 Uklid travniku 9 bodu

Zahradnici starajici se o travnik u japonské ambasady jsou po celém naroc-
ném dni uz silné€ unaveni, ale jeSté na né cekd posledni tkol. Musi z posekané
travy vybrat reprezentativni vzorek, ktery poslou do laboratofe na rozbor, jestli
je travnik zdravy.

Na sbér travy pouzivaji zmensenou verzi balikovaciho stroje, kterym se trava
svazuje do malych krychlovych thlednych baliki. Do laboratofe chtéji zaslat
pravé k nahodné vybranych balikl z celého travniku, ale nevi, na kolik baliki
sbér vsi posekané travy vyjde.

Chtéji tedy od vas néjaky postup, jak z posloupnosti balikti nezndmé délky
vybrat pravé k balikt. Kazdéa k-tice balikii musi mit stejnou pravdépodobnost,
ze bude vybréna. Jiz proslé baliky nelze vracet (nakladaji se na valnik a ten je
odvazi na kompost), tedy nelze si pocéet balikli nejdiive spocitat a pak teprve
vybirat. Vse je nutné udé€lat béhem jednoho prichodu.

@ Lehéi varianta (za 4 body): Reste tlohu pro k = 1, tedy pokud chceme
vybrat jen jeden ndhodny balik.

To uz ale Jan dosel na ambasddu a nechal se uvést ke konzulovi. Jesté nez
mohl konzul cokoliv Tict, tak Jan spustil.

»Predné bych vdm chtél podekovat, pane Yamado. Nevim, jak ten speh ke
mné proklouzl, ale pristé budu své lidi mnohem vice provérovat. Jsem vdm za-
vdzdn. A ted bychom se mohli vénovat zapocatému obchodu,“ uctivé se uklonil.
Pokousel se drzet si sebejistou tvdr, ale srdce mél strachem aZ v krku.

»TakZe pan Kebner osobné, jsem rdd, Ze konecné vidim wvasi tvdr.“ Luskl
prsty a rdzem priskocili dva bodyguardi, kteri ho béhem pdr sekund prohledali
a pak rychle kyvli na konzula. ,V porddku, chtel jsem si byt jisty. Posadite se
a ddte si se mnou particku Tridd? MizZeme nad nimi prodiskutovat tu mnoZstevni
slevu, kterou jste mavrhoval.“

Jan, potésen, Ze mu konzul zatim veri, se s nim posadil nad hernt stolek.
BohuZzel konzul byl prilis dobry a Jan stdle vystraseny, takze konzul snadno vyhrdl.
Béhem toho mluvili o obchodu a konzulovi nedalo prilis prdace poZadovanou slevu
srazit na minimum. Vsak Janovi o penize vlastné ani neslo. Navzdjem si také
poturdili vse, co uzZ drive domlouval nyni raneny agent, jen zménili data a casy.
Meélo to probéhnout jiz dnes v noci.

Jesté nez se vsak dostali k samotnému napldnovdni, prerusila je konzulova

Zena. ,,Drahy pane, miuj mily muzi. . . “ pokousela se mluvit cesky, ale bylo na ni
zndt, Ze se musi hodné soustiedit. ,Dnes ja upekla tento... dort se tomu 7ikd

u vas?“ Jan prikyvl. ,,Prosim, dejte si.“
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Pak potichu odesla. Jan se na dort podival. Byl celkem maly a jiZ nakrdjeny,
ale docela nepravidelné. Etiketa sice vyZadovala, aby ho cely nesnédl sam, ale mel
uZ désny hlad, a tak se ho chtél najist co nejvic.

25-5-6 Déleni dortu 11 bodu

E Kulaty dort je nakrajeny na jednotlivé kousky rtzné velikosti, kousky maji

tvar kruhové vysece. Prvni stravnik si vybere jakykoliv kousek dortu a ten
sni. Pak se postupné stfidaji s druhym stravnikem, dokud nesnédi cely dort.
Poté, co uz je odebran prvni dilek, je mozné odebirat pouze z okraje odebrané
vysece (tedy vzdy jsou na vybér maximélné dva dilky).

Uvazujte, ze oba stravnici chtéji snist co nejvétsi mnozstvi dortu a ze dru-
hy stravnik vzdy odebird optimalné. Jaké nejvétsi mnozstvi dortu miZze prvni
stravnik snist pii pouziti optimélni strategie?

Poté, co dojedli dort — Janovi se povedlo snist vice, coZ ho trochu zasyti-
lo a dodalo mu sebejistoty — sdhl konzul nékam za sebe a spustil umné ukryty
projektor. Na zdi se za chvili objevila celkem podrobnd mapa Prahy.

» Tohle uZ asi zndte, pane Kebnere?“ zeptal se. Jan opatrné prikyvl, i kdyzZ
mapu v Zivoté nevidel. Na okragich bylo pdr pozndmek v japonsting, které s vy-
pétim sil prelouskal. Popisovaly néco o rozmisténi policejnich hlidek.

,Ted se ale trochu méni situace. Nevim, proc¢ to plutonium a dalsi véci chce-
te, ale uZ si po dnesku nemuzu dovolit nechat si to ve svych skladech. Musime to
provést jeste dnes.

»Povedlo se mi z jistého zdroje ziskat aktudlni rozestavéni policie.“ Po kon-
zulovych slovech se Jan opét podival na mapu. V duchu si oddechl, to duleZité tam
schazelo. Musel napldnovat trasu predani nelegdlniho zbozi tak, aby to konzulovi
nebylo podezrelé, ale tak, aby ho dostal tam, kam potrebuje. . .

25-5-7 Policejni koridor 13 bodu

‘é’ Méme zadanou mapu mésta jako neohodnoceny neorientovany graf (k¥izo-

vatky pospojované ulicemi), na nékterych kiizovatkach stoji policejni kon-
troly. Déle mame zadany start, sklad a cil jako néjaké kiizovatky a chceme vyjet
ze startu, nalozit véci ve skladu a dojet do cile.

Okolo kazdé policejni kontroly muzeme projet za celou cestu maximélné
jednou. Kdybychom okolo ni projeli vicekrat, tak uz ji to ptijde podezrelé, zastavi
nés a podrobi nas prohlidce — a to pfesné nechceme. Soucasné chceme cestu
absolvovat co nejrychleji.

Najdéte tedy pro zadanou mapu s policejnimi hlidkami co nejkratsi cestu
mezi startem, skladem a cilem tak, aby kazdou kfizovatkou s kontrolou procha-
zela nejvyse jednou.

@ Lehé&i varianta (za 7 boda): Zjistéte jen, jestli takova cesta existuje.
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Janovi se konecéné povedlo vymyslet trasu, kterd vypadala alespon trochu ro-
zumné. Ukdzal ji konzulovi. Ten nad ni chvili taky vdhal, ale pak prikyvl. , Tohle
vypadd dobre. Ano. Ale pojedete s ndmi, at mdme jistotu.“ S timhle Jan nepo-
Gital, chteél odejit. Ale ted tu operaci prece nemiiZe pokazit, ted uz je to mnutné
dohrdt aZ do konce, at bude jakykoliv. ,Dobre, kdy vyrdZime?*

Auto se pomalu bliZilo k mistu setkani. Cely nakladovy prostor byl zaskldaddn
nelegdlnim zboZim a uprostred néj trunila zlovéstnd bedna se znaky radioaktivity
na boku. Jelo pomalu, bez svétel.

Na smluveném misté z néj vystoupil jeden muz. Dosel doprostred placku
ohraniceného starymi pramyslovymi budovami. Tam céekalo druhé auto s jednim
osamocenym muzZem. Pruni muZ se rozhlédl, néco mu tady nehrdlo. Najednou se
ozvalo nékolik kovovych cinknuti.

Jan védel, co cekat. Vyskocil z auta, pevné zavrel oci a pritiskl si ruce na
usi. Okoli najednou zaplavilo nesnesitelné svétlo a zvuk o omracugici sile. Sokové
grandty. Svétlo zmizelo stejné rychle, jako se objevilo. Jan otevrel oci, kopem
skolil jednoho z japonskiych bodyguardi a vrhl se do bezpeci mezi priumyslové
budovy.

Pldcek mezitim zaplavilo svétlo z mnoha reflektori a vykriky policie. Mafi-
ani byli natolik zaskoceni, Ze se nikdo nezmohl na Zdadny odpor, nikomu nebylo
ubliZeno. Béhem nekolika sekund slozili zbrané a policisté je odvedli.

wDobrd prace Jane,“ ozvalo se nad nim. Byl to $éf a natahoval ruku, aby
mu pomohl se zvednout. ,Nechcete pro mé pracovat i dal?“

Zavér pribéhu vyprdvénéeho z riznych pohlediu sepsal

Jirka Setnicka
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Serial o TEXu

Jan Matéjka

25-1-8 Sazime v TEXu 13 bodu

Bylo nebylo, 30. bfezna 1977 obdrzel Donald Ervin Knuth testovaci vytisk

jedné ze svych knih (druhé edice druhého dilu série The Art of Computer
Programming). Prohlasil: ,Stravil jsem 15 let psanim knih, ale pokud budou
vypadat takhle nechutné, tak uz zddnou nenapisu.“ Pak stdhnul knihu z tisku
a napsal TEX — sazeci systém a programovaci jazyk.

Prvni a zaroven posledni stabilni verzi TEXu vydal v roce 1989. Od té doby
se jiz cely systém prakticky nezménil. Nazev se ¢te ,tech® nebo ,tek“, nebot
ono X je ve skutecnosti velké fecké pismeno chi. Pokud byste ndhodou nezvladli
napsat nazev TEX se snizenym E, tak muzete napsat TeX. Nikdy ne vsak TEX.

Pojdme si tedy piedstavit program a jazyk, diky kterym letdky KSP skvéle
vypadaji a dobfe se ¢tou. Naucime se pouzivat TEX od tplnych zakladi, zacneme
obyCejnymi texty, probereme se matematickymi vzorci a nakonec si ukazeme
i zbésilé triky. Stanete se TEXniky, jaxepatii.

Instalace

Jak zacit? Mate-1i Linux, je to jednoduché. Nainstalujte si ,,/ TEXovou distri-
buci* TEXlive (sta¢i minimalistickd verze) plus ¢eskoslovenska rozsifeni. V Debi-
anu a Ubuntu se jedna o baliky texlive-base a texlive-lang-czechslovak.

Ve Windows je to o néco slozit&jsi. Stahnéte si instalaéni balik z CTANu®
a rozbalte jej. Mate-li dost mista na disku, muzete spustit install-tl.bat,
odklikate Next a nainstaluje se prakticky vSechno, co byste kdy mohli i nemohli
potiebovat. Zabere to pres 3 GB.

Pokud nechcete ucpat tolik mista na disku, pfipadné nechcete stahovat tolik
dat (to, co ted méte, je jen instaldtor), spustte install-tl-advanced.bat a
v otevieném okné si naklikejte mensi instalaci. Pokud nevite, pfipadné se vam
nad tim nechce premyslet, pouZijte tento navod:
. Jako ,Selected scheme* vyberte ,basic scheme*.
. Z ,Language collections“ vyberte ¢eskoslovensky balik.
. TEXDIR upravte, pokud chcete zménit misto, kam bude TEX nainstalovan.
. Ujistéte se, ze ,Default page size“ je A4.
. ,Install TeXworks front end* pfepnéte na Yes (posledni bod).

SO R W N

. Kliknéte na ,Install TeX Live“. Instalator stahne z internetu vSechno, co je
potfeba, a nainstaluje. Celkem zabere okolo 250 MB.

3 http://mirror.ctan.org/systems/texlive/tlnet/install-tl.zig
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Ahoj, svéte!
Vyzkousime si, jak se TEX spousti. Pouzijeme k tomu testovaci vstup:
Ahoj svéte
\bye

Na Linuxu si prosté oteviete néjaky textovy editor (autor méa rad Vim, ale
klidng pouzijte tfeba GEdit), vyrobite soubor ahoj.tex, oteviete si terminal,
dokracite do prislusné slozky prikazem cd a spustite pdfcsplain ahoj.tex, coz
vyrobi soubor ahoj.pdf, ktery si prohlédnete.

Pod Windows bych doporucil pouzit TeXworks, které jste si pred chvili
nainstalovali. Nejdfive trocha nastavovani:
. V menu Edit vyberte Preferences.
. Na karté Editor vyberte Encoding: ISO-8859-2.
. Na karté Typesetting v rdmecku Processing tools kliknéte na tlacitko +.
. Vypliite pdfCSplain jako Name a pdfcsplain.exe jako Program.
. Do pole Arguments pfidejte $synctexoption a $fullname.

D U R W N~

. Kliknéte na OK, nastavte pdfCSplain jako Default a zaviete Preferences
klikem na OK.

7. Zaviete TeXworks a oteviete je znovu.

Nyni miZete vepsat testovaci vstup. Stiskem zeleného tlacitka se Sipkou
vlevo nahore jej prelozite a zobrazite.

Poznamky:

e TeXworks existuji i pro Linux, ale j& mam radsi Vim. OvSem vyberte si dle
chuti sami. De gustibus non est disputandum.

® TEX se da spustit z piikazové fadky pod Windows, ale TeXworks jsou asi
0 néco prijemnéjsi.

® S pripadnymi problémy s instalaci mizeme pomoct, pokud se nam svérite
na féru na nasem webu.

e Znak \ najdete na Ceské klavesnici na klavese Q pri stisknutém pravém Altu.

Sazime texty do odstavcu

Napisete-li do vstupniho souboru libovolny text, TEX jej vysazi. VyzkousSejte
si to dle libosti. Chcete-li pfejit na novy odstavec, vynechejte prazdny fadek. TEX
povazuje libovolné nenulové mnozstvi mezer a tabuldtord za jednu mezeru.

Taktéz se polykaji konce rfadkl, nejedné-li se tedy o dva konce Ffadkd za
sebou (ty znad¢i konec odstavce). TEX také spolyka veskeré mezery a tabuldtory
na zacatku a na konci odstavce.
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Nékteré znaky neni mozné zadat ptimo do vstupniho textu, nebot je TEX
interpretuje jako specialni. Jsou to znaky #$\%&" _{}~. Pokud chcete napsat #,
%, $, &, a _, stadl pfedfadit zpétné lomitko: \#, \%, \$, \&, a \_. Stiiska je
povazovana za diakritické znaménko, takze je potfeba ji nakreslit samostatné:
\"\relax % se vykresli jako ".

TEX pouziva znak \ pro tzv. fidici sekvence. Ty muzou byt jednoznakové
jako v minulém odstavci, nebo viceznakové sloZené z pismen. Za pismennymi se
polykaji mezery; kdybyste za nimi potiebovali mezeru vynutit, pouzijte \..

Ostatni (\, {, } a ~) jsou znaky, které se pouzivaji prakticky vyhradné
v matematickém zapise, ten néas ¢eka za chvili.

Ceska pismena s hacky a Garkami, stejné jako slovenska I, f, I, &, 6 apod.
je mozno napsat piimo do textu. TEX ale umi i ne-Gplné-bézna pismena, tfeba
muzete napsat xiltovka nebo gytirli. Existuji totiz piikazy, které pridaji vhodné
diakritické znaménko nad/pod nésledujici pismeno.

Vstup  Vystup Vstup  Vystup

\‘o 0 cdrka dozadu \.o o0 tecka nad

\’0 6 carka dopredu \u o 06 pulkolecko nad
\"o 0 striska \v o 0 hdéek nad
\"o 6 prehldska \c o @ cedilla

\"o 0 vinka \d o o tecka pod

\=o0 0 Cddra nad \b o o ddra pod

\accent23 o 0 krouZek nad
\H o 08 dlouhd prehldska (v madarstiné)
\t oo 00 obloucek spojujici 2 pismena

TEX automaticky déli slova, kterd se nevejdou na konec fadku. Pouziva
k tomu slovnik, ktery je specificky pro kazdy jazyk. Zakladni je anglic¢tina; po-
kud chcete nastavit cestinu nebo slovencinu, pouzijte \language\czech, resp.
\language\slovak.

Ukol 1 [2b]: Vysazejte tento text:

Poznatky ziskané cilevédomé v preadolescentnim véku jsou adekvdini po-
znatkdm pofizengm ndhodné ve veéku seniorském. (Co se v mladi naucis, ve stdii
jako kdyz najdes.)

Pokud se TEXu nepovedlo vyséazet text tak, aby se vesel na fadek, objevi se zal}
nim éerny obdélnik (slimak). Pak je potfeba fadek zlomit ru¢né, bud poradit
TEXu, kde muze lamat slovo, znackou \- (slo\-vi&\-ko), nebo tieba preformu-
lovat text.

4 \relax je prazdny piikaz
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Chcete-li vysazet néco tuéné nebo kurzivou, pouzijete \bf nebo \it ve sku-
piné. Skupina je kus vstupu uzavieny mezi slozené zavorky { a }. Vsechno, co
se nastavi ve skupiné, plati jen v ni, a po ukonéeni skupiny zase plati ptvodni
nastaveni.

Takto tedy sazime tuéné a kurzivou:

Takto tedy sézime {\bf tuin&} a {\it kurzivou}:

Ukol 2 [2b]: Vymyslete (vyzkousejte), co déla \rm, a dodejte ukdzkovy kéd.

Za zminku stoji jesté nékolik Ceskych typografickych pravidel. V c&eStiné
nesmi zustat na konci fadku jednopismenna predlozka. Pokud by ji tam TEX
nechal, je potfeba mu naznacit, Ze nasledujici mezera je nedélitelna. K tomu
slouzi vlnka: K" tomu, u~lesa.

Kdyz pisete ceské ,uvozovky“, pouzijte Fidici sekvenci \uv: \uv{uvozovky}.
Pozor, neni mozné presahovat uvozovkami pres hranici odstavce. V takovém
pfipadé je ale obvykle lepsi vyznacit dlouhou pfimou fe¢ treba jinym fezem
pisma nebo tfeba zGzenim okraju.

Také stoji za zminku pomlcky a podobné znaky. Spojujeme-li dvé slova, na-
priklad ,c¢esko-slovensky* nebo ,byl-li“, napiSseme to TEXu jako jednu pomlcku.

Pokud pouzivame pomlcku jako interpunkéni znaménko — tieba zde, zapi-
Seme ji jako dvé pomlcky vedle sebe a oddélime ji na obou stranach mezerou.
Totéz plati pro rozsah, naptiklad ,ponde€li — stieda“: pond&li -- st¥eda.

Pro tplnost jesté zminime dlouhou pomlc¢ku ---, kterad se pouziva ziidka —
obvykle na vyznaceni ndhle ukoncené p¥imé reci.

»Prosim pozor —“ Nadrazni rozhlas zmlknul, svétlo zhaslo, notebook se

prepnul na baterii. Vypadla elektrina.
Matematicky méd

Velké prednosti TEXu jsou v sazbé matematiky. VyzkouSejme si zakladni
véci. Matematika se v TigXu obaluje mezi dolary ($), nebot v dievnich® dobach
typografie byla jeji sazba velmi draha.

Jednoduchou matematiku staci psat. Mezery se v matematickém mddu ig-
noruji zcela, TEX je pocita podle pomérné slozitého algoritmu a v drtivé vétsiné
pfipadu vypadaji vysazené vzorce hezky.

Ty doby byly ve skute¢nosti nejen dfevni/dfevéné, ale i olovéné. Kdysi se totiz
sazelo ruc¢né, uchycovala se olovéna pismenka do dfevénych rami. Vysazet tehdy
kvalitné matematiku umél mélokdo a obvykle si za to nechal mastné zaplatit.
Kvalita ovSem odpovidala cené. Tehdejsimu uméni ruc¢nich saze¢t se dnesni po-
Gitacova sazba ani zdaleka nevyrovnd, natoz pak tieba Word nebo LibreOffice.
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$a+b$
$a+b~2$
$a(b + ©)$
$abc + def$
$a_1+a_2$
$a+b~{2c}$
$a+b~2c$

Roénik dvacaty paty, 2012/2013

a+b
a+b?
a(b+c)
abc + def
CL1+Q2
a+b*
a+ b’

Povsimnéte si rozdilu mezi poslednimi dvéma radky. Je zde vyuzita skupina,
ktera slouzi k oznaceni, co vSechno ma byt hornim indexem. Stejné se chova dolni

index.

Horni a dolni index se vejde pod sebe, jsou-li uvedeny oba.

$a_1"2 = a~2_1%

$P_x"y \ne P{}_x"y$
$2°{2"{2"x}1%
$x_{y"a_b} "{z_c~d}r$
$a’, a’’, a’’’, \dots$

2_ 2
ay = ay
y Yy
22"

d

zZ

2
/yg/l "
a',dd”, ...

Zde se objevila sekvence \dots, ktera vykresli trojtecku se spravnymi roze-
stupy tecek. Je mozno ji pouzivat i mimo matematicky mdd ... Prohlédnéte si
rozdil oproti tfem samostatnym teckam ...

$\sqrt{2}$

$\sqrt{x"3-1}$
$\overline{x+y}$
$\overline{\overline{x}+y}$
$\root 3 \of 2%

$\root n~2+n+1 \of {n"2-n+1}$

2
Y2 —n+1

TEX umi v matematickém médu mnoho rtznych znacek a symbolt. V prvé
fadé umi reckou abecedu, néktera pismena dokonce ve vice variantach. Vyzkou-

Sejte:

\alpha, \beta, \gamma, \delta, \epsilon/\varepsilon,
\zeta, \eta, \theta/\vartheta, \iota, \kappa,
\lambda, \mu, \nu, \xi, o, \pi/\varpi,
\rho/\varrho, \sigma/\varsigma, \tau, \upsilon,

\phi/\varphi, \chi, \psi, \omega.

Dalsi zajimavé znacky jsou naptiklad rtzné relace nebo operace: =, >, <,
# (\ne), < (\le), > (\ge), ~ (\sim), € (\in), C (\subseteq), x (\times), \
(\setminus), N (\cap),U (\cup), V (\vee, \lor), A (\wedge, \land), ...
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Zavorky se piSou svymi standardnimi znaky s vyjimkou sloZzenych zavorek,
zapisovanych \{ a \}. Se zévorkami jde délat spousta zajimavych véci, ale to
nechame na néjakou pristi sérii, pokud bude misto.

Taktéz nékteré zajimavé funkce maji své Fidici sekvence, napiiklad sin, cos,
log, min nebo max: \sin, ... Porovnejte: sinz # sinz ($\sin x \ne sin x$).

Posledni, co se dnes nauc¢ime, budou zlomky. Prace se zlomky je jednodu-

ché, slouzi k tomu sekvence \over, kterou zapiseme mezi Citatele a jmenovatele.
Vsechno, co je vlevo, je Citatel; napravo je jmenovatel.

$a + b \over c + d$ Zig
$a + {b \over c} + d$ a—l—%—l—d
${a \over b} + {c \over d} \over {e \over f + g}$ %i_ﬁ

ft+ag

Pokud pottebujete vysazet vzorec na samostatnou fadku, obalte jej mezi
dvojité dolary: $$a + b + c$$ se vysazi takto:

a+b+c

V tomto médu se nékteré konstrukce sazi jinak, protoze maji vic mista. Vyzkou-
gejte si naptiklad odmocniny, zlomky nebo > (\sum) a [] (\prod).

Poznamky:

® V matematickém mdédu piSeme i samostatné stojici proménné apod. Napii-
klad ,z je nezavislé na funkci f pii libovolné volbé parametrt a, b, c*.

® VInovky vyuzijeme i zde: proménna~$x$ nebo funkce~$£$, piipadné $y$~ je.
Jednopismenné vzorce, ¢isla apod., to vSechno by mélo byt privlnovkované
k nejtésnéji souvisejicimu slovu.

e Obséahly seznam viech znadek najdete v TigXbooku © na stranach 434 az 439.

e Néazev programu (TEX) se vysazi jako \TeX.

Ukol 3 [5b): Vymyslete, jak vysazet tento vzorec, a dodejte zdrojovy kéd:

a(b—2dc)?

+
HNWR OO0
[

+

Pokud se vam nebude dafit jej zkonstruovat cely, vymyslete aspon cast,
budou za to také néjaké body.

Donald Ervin Knuth: The TgXbook (Reading, Massachusetts: Addison-Wesley,
1984), ISBN 978-0-201-13448-9
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Ukol 4 [4b]: Vyséazejte TEXem FeSeni jiné Glohy v této sérii a dodejte zdrojovy
kéd. Méli byste znat dost na to, aby z TEXu vypadnul rozumné hezky vystup.
Pokud si nebudete védét s nécim rady, zeptejte se na féru na nasem webu a
orgové vam radi poradi.

25-2-7 Zalévame dokument 13 bodu

Serial o TEXu pokracuje svym druhym dilem. Minule jsme se naucili zaklady

sazby, prelozili prvni dokumenty a vyzkouseli matematicky méd. Tentokrat
se ponofime hloubéji do vnitinosti TEXu, nau¢ime se psat makra a zavieme
dokument do krabicky. Matematika ptijde zkratka, v této sérii se neobjevi.

Pripominam, Ze preferovany format feSeni je komentovany zdrojovy kdd
odevzdany jako prosty text. Nemusite se snazit zdrojak hezky vyséazet apod., jen
bychom s tim meéli zbytecné vic prace.

Sazba do boxu

TEX sazi na stranku nepfeberné mnozstvi riznych objekt. Aby se v tom
vyznal, kazdy z nich zabali do krabicky, a dal uz pracuje jenom s ni. VSechno, co
se sazi, je tedy krabicka — obdélnikovy box, ktery mé definovanou vysku, sitku
a hloubku.

vyska

referen¢ni bod— ucart ,]J\
hloubka

1

+— Sitka —
TEX vidi jednotliva pismenka jako boxy, z nich (a vyplni mezi boxy) pak
stavi fadky a celé stranky.
Tuto vétu vidi priblizné takto:
CH d e 0 T 07 T

Jednotlivé boxy se mohou sklddat do horizontalnich a vertikalnich boxi —
véty v odstavci sestavaji z pismen, ktera se naskladaji do horizontalnich boxi —
fadkt. Radky se pak nasypou do vertikalniho boxu a z toho vznikne odstavec.

Do horizontéalniho boxu se tedy skladaji objekty vedle sebe, kdezto do ver-
tikalniho boxu pod sebe.
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TEX fesi skladani do boxti automaticky, ale piesto je obc¢as potieba vyrabét
boxy explicitné. K tomu se mtizou hodit nasledujici primitiva:”

\hbox{n&co} a \vbox{néco} explicitné vyrobi horizontalni nebo vertikalni
box a do nich vlozi prislusny obsah.

\hbox to 10cm{} je hbox Siroky pfesné¢ 10cm. To znamend, ze jeho obsah
se natdhne nebo smrskne presné na zadanou velikost. Pokud to TEX nezvladne,
bude si stézovat hlaskou Overfull hbox nebo Underfull hboz.

Dalsi mozné jednotky délky jsou napfiklad mm, in, pt, pfipadné em a ex.
Prvni ¢tyfi jsou absolutni — jsou prosté dlouhé centimetr, milimetr, palec nebo
americky typograficky bod (TEX point; Tlm palce). Jednotky em a ex zavisi na
nastavené velikosti pisma. Prvni z nich odpovida Sifce velkého pismene M, druha
z nich odpovida vysce malého pismene x.

Chcete-li hbox Siroky pfesné stejné jako stranka (nezasahujici do okraji),
pouzijte \1line{obsah} nebo \hbox to \hsize{obsah}. Oboji udéla totéz. Roz-
mér \hsize urcuje sitku, na kterou se sazi odstavec.

\vbox to 10cm{} je vbox vysoky pfesné 10 cm. Jesté existuje \vtop, ktery
maé referencéni bod v referenénim bodu prvniho z objekt uvnitt¥, kdezto \vbox
ma referen¢ni bod v referenénim bodé posledniho z objektd uvnitf.

Pozor, jakmile se uvnitt vboxu objevi odstavec, tak ma vbox automaticky
sitku \hsize.

Pro¢ tolik fesim referenéni bod, respektive ucari? Protoze v drtivé vétSiné
pripadi se objekty skladaji do horizontalniho boxu tak, aby jejich ucaii licovala
s Gcarimi toho horizontalniho boxu.

A pro¢ mé vlastné kazdy box vysku a hloubku? Sazime-li pismena na Fédek,
pak nékteré znaky presahuji pod fadek: gjpqy — ty pak maji nenulovou hloubku.
Stejné jsou na tom napiiklad zavorky: ()

Moédy, ¢ary a prazdné misto

TEX operuje v ruznych mddech. Na zacatku je ve vertikdlnim mddu, tedy
sklada boxy pod sebe. Jakmile zacnete odstavec, prejde do horizontalniho médu
a sklada boxy vedle sebe. Kdyz skonéi odstavec (\par), zptsobi zaldmani a prejde
zpét do vertikalniho mdédu.

Taktéz uvnitt vboxu je ve vertikdlnim médu a uvnitf hboxu v horizontalnim,
jen s tou vyjimkou, Ze uvnitf boxt jste jistym zptisobem ohraniceni, naptiklad
hbox se vam nezalame.

Primitivum je zakladni ¥idici pfikaz TEXu. Je vhodné jej nepiedefinovat, protoze
by se pak TEX mohl chovat podivné.
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Kdyz chcete nakreslit vodorovnou nebo svislou ¢aru, pouzijte \hrule nebo
\vrule. Pozor, \hrule smi byt pouzita jen ve vertikdlnim mdédu a \vrule jen
v horizontalnim.

Vodorovna ¢ara je standardné vysoka 0.4 pt a Siroka stejné jako box, ktery ji
ohrani¢uje (coz je bud pfislusny vbox, nebo celd stranka). Pokud se ndm to neli-
bi, mizeme to zménit: \hrule width 2cm height 1pt depth 1pt. Analogicky
funguje svisla ¢ara v horizontalnim boxu.

Doporucuji za takovyhle ptikaz napsat \relax, ¢imz zamezite tomu, aby se
TEX pokousel interpretovat néjaky nasledujici text jako rozméry ¢ary.

Nakonec, kdyz chcete bilé misto, pouzijte pfikaz \vskip nebo \hskip podle
moédu, ve kterém jste: \vskip 15mm vytvoii 15 mm vertikalni mezeru.

Pokud potrebujete roztazitelnou mezeru, pouzijte \vfil nebo \hfil. Tako-
va vypln se mize roztahovat do nekonecna. Takze napfiklad centrovany radek
vypadé takto: \1line{\hfil obsah\hfil}. Nebo pouZijte konstrukci \center-
line{obsah}, ta funguje stejné.

K boxtim a vyplnim se jesté vratime ve ¢tvrté sérii a vysvétlime si, jak
funguji doopravdy uvnit¥ riznych procedur TEXu.

Makra

Mate-li pocit, ze néjaky kus textu nebo kédu pisete vicekrat, jsou makra
presné pro vas. Funguji podobné jako funkce v béZznych programovacich jazycich.

Zakladni variantou je makro bez parametri. Definuje se primitivem \def:
\def\nazevmakra{obsah {\bf makral}}

Na takto definované makro se pak muzete kdekoli dal odvolat pomoci \na-
zevmakra. Typické pouziti mize byt tfeba takovéto:

\def\podpis{Karel Povolnyj, MFF UK\par}
Text dopisu 1
\podpis
\vfilleject %} dalsi stranka
Text dopisu 2
\podpis
\vfilleject
\bye
Primitivum \par zpusobi pfechod na novy odstavec, stejné jako prazdny
radek.
S makry jste se uz potkali v minulé sérii. Naptiklad \TeX je makro, které
vysazi nazev programu TEX se spravné posunutymi pismeny.

Kazdé makro je definované jen v ramci své skupiny. VyzkouSejte, jak se
prelozi naptiklad nasledujici zdrojéak:
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\def\makro{ABC}{\def\makro{DEF}\makro}\makro

Definici jiz existujiciho makra predefinujete stavajici. Tim si miZete abso-
lutné rozbit prostredi, takze je potieba si vybirat jména, kterd zatim neexistuji.
Spolehlivy test vypada napiiklad takto:

\def\isdefined#1{\ifx\undefined#1N\else Y\fi}
\isdefined{\macro}
\isdefined{\wtf} ...

Takové testovani provedte jednou. Ve chvili, kdy makro definujete, si ovéite,
Ze tim nic nezkazite. Pak takovy test zruste, nema smysl, zbytecné by akorat
zaplevelil zdrojak. Zadna budouci verze plainu vam vase makro nerozbije.®

Makra s parametry
Funkce obvykle miizou mit parametry, stejné na tom jsou makra.

\def\makro#1#2#3{Tohle je makro se t¥emi
parametry. Parametr 1 je #1, parametr 2 je #2
a parametr 3 je #3.}
\makro{kombajn}{bagr}{traktor}

Tohle je makro se tremi parametry. Parametr 1 je kombajn, parametr 2 je
bagr a parametr 3 je traktor.

Kazdé makro mtze mit az 9 parametri, ¢islovanych od 1. Na n-ty parametr
se odkazujeme pomoci #n. Na kazdy parametr se muzeme odkéazat klidné vicekrat,
nebo také vibec.

\def\rekl#1{Karel ¥ekl: \uv{#1}
Opravdu fekl: \uv{#1}}
\def\ignoruj#1#2#3{}

Makra s oddélenymi parametry

Makra jsou mocnéjsi zbran, nez by se mohlo zdat. Parametry totiz nemu-
si byt jenom uzaviené ve slozenych zavorkach. Mohou byt oddéleny prakticky
¢imkoli. Takova definice vypada napriklad takto:

\def\uloha#1: #2b{Uloha za #2 bodfi: #1\par}
\uloha T#¥idé&ni: 4b
\uloha Grafy: 5b

Parametr #1 v uvedeném piikladu tedy poZere vSechno az do dvojtecky
a nasledujici mezery. A parametr #2 poZere vSechno od toho mista dal az do
nejblizsiho b.

D. E. Knuth prohlésil, Ze plain nebude ménit, ziistane navéky stejny.
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Méjme nasledujici definici a zkoumejme chovani makra \mc:
\def\mc#1: :#2:#3: :#4:{(#1) (#2) (#3) (#4) }
\it
\mc::::::
\mc:a::
\mc a

Vystup vypada takto:

0000 (-a)(b)(c)(d) (a)(b)(:c)(d): ()()(:a)( ():a)()(: )()::

Jesté stoji za poznamku, Ze je mozno michat oddélené a neoddélené para-
metry. Plati, Ze za neoddélenym parametrem neni zadny oddélovac, v definici
\def\mc#1:#2#3#4:: jsou to parametry 2 a 3, kdezto 1 a 4 jsou oddélené dvoj-
teckou, resp. Ctyiteckou.

Znacka #n je zjednodusené odkaz na prislusny parametr. Pokud byste napfi-
klad ale chtéli napsat ,makro, které definuje makro“, mozna budete potiebovat
##, coz se expanduje na jediny znak #. Vyzkousejte nasledujici kod:

\def\obalmakro#1#2{\def#1##1{##1#244#1}}

Ukol 1 [3b]: Nakreslete TEXem Sachovnici 8 x 8. Hrana ¢tvercového policka necht
je presné 2cm. Bodujeme hlavné preciznost a cistotu kédu. Méla by vypadat
takhle, jen vétsi:

Ukol 2 [2b]: Definujte makro \uloha, které se bude volat takto:
\uloha 25-2-7: Zalévéme dokument (13)

a vysazi se tak, aby vysledek vypadal co nejvice jako hlavicka tlohy v letacich
KSP. Sklonovani u po¢tu bodi muZete ignorovat, za vyraz ,,3 bodid* vam zadné
body nestrhneme.
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Kategorie znaku

TEX rozlisuje 16 kategorii znaku:

Cislo Nazev Znaky

0 Escape char \

1 Open group {

2 Close group }

3 Math $

4 Alignment &

5 End of line CR (znak s ASCII kédem 13)
6 Parameter #

7 Superscript -

8 Subscript _

9 Ignored znak s ASCII kédem 0

10 Space U

11 Letter a-z, A-Z

12 Other cokoli jiného neuvedeného
13 Active -

14 Comment yA

15 Invalid znak s ASCII kédem 127

Znaky se mezi kategoriemi daji pfehazovat uzitim primitiva \catcode. Ve
skuteénosti je to 256 nezavislych 4-bitovych ¢isel. Prostym uvedenim ASCII ké-
du znaku za \catcode vybirate jeho kategorii: \catcode 71 odpovida kategorii
znaku G, tedy 11.

Chceme-li ¢islo vysazet, pouzijeme primitivum \the: \the\catcode 64 by
mélo vysazet 12 (coz je kategorie znaku @). Kdyz chceme ¢éiselnou hodnotu na-
stavit, pouzijeme nasledujici konstrukci:

\catcode 64 = 13 % Pfehledn&jsi varianta
\catcode 64 13 %% Totéz jako pfedchozi

Cislo je také mozno zapsat jinak ne deciméalné: ’xyz je oktalovy zapis, "xy
je hexadecimalni zapis a ‘\x je ASCII kéd znaku x. Tedy ’107, 71, "47 a ‘\G
znamenaji totéz ¢islo.

Kategorie znakii maji rizny vyznam. Escape char uvozuje fidici sekvenci,
avsak nezapocitava se do ni: Je-li \catcode ‘\@=0, pak @par a \par maji Gplné
stejny vyznam.

Open group a close group slouzi k uzavorkovani vseho mozného. Stejné jako

u escape charu, nezalezi na ASCII kédu znaku, oteviit resp. uzaviit skupinu
miize kterykoli znak kategorie 1 resp. 2.
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Uvozovaci znak matematiky uz znte z minula. Alignment se pouziva v ta-
bulkovych konstrukcich, to nas ¢eka v néjaké z dalsich sérii.

Znaky end-of-line se chovaji stejné jako mezera, az na to, ze za EOL se
ignoruje zbytek radky. Zkuste si to v praxi sami. Je-li navic znak EOL na zacatku
radky, prelozi se na \par.

Parameter slouzi k oznaceni parametru maker, také se s nim potkdme v ta-
bulkach. Subscript a superscript se pouzivaji v matematice na horni a dolni
index.

Ignored a invalid se chovaji témér stejné — jsou ignorovany. V pripadé inva-
lidniho znaku si jesté navic TEX stézuje.

U mezery se ignoruje ASCII kéd a nahrazuje se bilym mistem podle para-
metrt fontu. Mezera je totiz divny znak — vSimnéte si, Ze jako jedind muze mit
ruznou §itku podle potreby.

Pismena a ostatni znaky se lisi prakticky jedinou véci — tim, jak se chovaji za

escape charem. Ridici sekvence je toti# escape char + vSechny nasledujici znaky
kategorie 11, nebo escape char + jeden nasledujici znak libovolné kategorie.

Aktivni znaky se chovaji stejné jako Fidici sekvence. Muzete je pouzit za
\def a definovat.

A kone¢né znak komentare. Od toho se ignoruje vSe az ke konci radky.
Radky

MozZnéa vés zarazilo, Ze jenom znak CR (13) je end-of-line, kdyZ na Linuxu
je konec fadky znak LF (10).

TEX ¢te vstup po radkach tak, jak je dostava od systému. Na Linuxu je to
tedy znak LF (kéd 10), na Windows dvojice znaktt CR+LF (13 a 10). Systémovy
znak konce fadku se ufizne, ofezou se bilé znaky a na konec Fadku se vlozi
znak CR.

Na vstupu miize také probihat netrivalni prekédovani, obvykle se tim ale
neni tfeba zabyvat.

Tokeny

Je dulezité védét, jak se TEX vlastné chova ke svému vstupu. Kazdy znak,
ktery se objevi, je tokenizovan. Je uréena jeho kategorie a jeho ASCII kéd spo-
lecné s kategorii je uloZen jako token. Tokeny budeme znacit takto: (znak, kate-
gorie).

Dluzno podotknouti, ze ridici sekvence se povazuje za jeden token, tedy
napiiklad \par je jen jeden token (par, 0).
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Tento kéd nefunguje tak, jak byste ¢ekali. Zkuste si to:

\catcode ‘\@ 11 %% @ je letter
\def\mac #1@{parametr: (#1)}
\catcode ‘\@ 12 %), @ je other
\mac néco @

\catcode ‘\@ 11 %} @ je letter
\mac néco @

Makro totiz odekava token (@, 11), nikoli (@, 12). A tak éte tokeny jeden za
druhym a cek4, jestli se neobjevi ten spravny. A on se neobjevi, protoze i kdyz
postupné precte \catcode ‘\@ 11 na patém radku, tak jsou to pro néj stale jen
tokeny, které piijdou do prvniho parametru. ..

Expanze maker

Kdyz se na néjakém misté objevi fidici sekvence, ktera je definovana jako
makro, tak se TEX podiva, jak se ma volat a jak maji vypadat parametry. Pak
¢te tokeny jeden za druhym, dokud nenacte vSechny parametry makra.

Prectené tokeny odstrani a misto nich vlozi definici makra. V ni nahradi
v8echny vyskyty #n pfisluSnymi parametry a vSechny dvojice tokent (#, 6) zre-
dukuje na jednotlivé vyskyty. A pak se na to pusti hledani maker znova a znova,
dokud tam nezistanou jenom znaky a primitiva.

TEX navic obsahuje omezeni pro p¥ipad béZnych preklepii (zapomenutych
pravych zavorek) — standardné neni povoleno, aby parametr makra obsahoval
\par. Kdyz to potiebujete, prediadte pfed definici makra \long:

\long\def\a#1{}
\def\b#1{}

\a{\par} %% projde
\b{\par} %% vyhodi chybu

Ukol 3 [8b]: Vymyslete, jak ptepnout TEX do médu, kdy vysazi na vystup (témér)
presné to, co ma ve vstupu. Hodnoti se funk¢nost, ¢istota kédu a napad. Nebojte
se zeptat ve féru, radi poradime a pomuzeme, také se tam mizete dozvédét ruzna
doporuceni a upfesnéni tlohy.

Spolu s hotovym makrem dodejte také ukazkové pouziti — vysazené feseni
néjaké jiné tlohy z této série se zdrojovym kdédem. Toto Feseni dodejte jako
soucast Feseni této tlohy, jinak nebude hodnoceno.

Pokud by vas nahodou napadlo prozkoumat zdrojové kédy IMTEXu, nedélejte
to, byt by se v nich jedno mozné feseni dalo najit. Jsou spletité a akorét se v nich
zamotate. Radsi to zkuste vymyslet sami.

Béhem feseni uloh se vam jesté mize hodit primitivum \let: Po provedeni
\let\xyz\abc ma \xyz identicky vyznam jako \abc. Pouzivd se napfiklad na
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uloZeni ptivodniho vyznamu fidici sekvence, pfipadné na ,nakopirovani“ makra.
I kdyZz se pak zméni vyznam puvodni sekvence (v uvedeném piikladé \abc),
vyznam nové sekvence zustava. Vyzkousejte:

\def\abc{ABC} \abc
\let\xyz\abc \xyz
\def\abc{DEF} \abc \xyz

Ve skutecnosti \let nepfifazuje vyznam Fidici sekvence, ale vyznam toke-
nu, takze naptiklad mtzete pouzit konstrukci \let\zavinac @ a pak bude mit
\zavinac stejny vyznam jako token (@, 12).

Také se vam pfi definovani maker muzou hodit primitiva \begingroup a
\endgroup. Hodi se ve chvili, kdy potfebujete naptiklad jednim makrem oteviit
a jinym pak zaviit skupinu, nebot definice makra musi byt dobfe uzavorkovana.

Pozor, toto je jiny typ skupiny nez ta, kterd je ohranifena tokeny (*, 1)
a (*, 2).° Takze skupina oteviena primitivem \begingroup musi byt uzaviena
pomoci \endgroup, jinak si TEX stéZzuje (a obricené skupina oteviena tokenem
kategorie 1 musi byt uzaviena tokenem kategorie 2).

Tot protentokrat vse. Pfeji mnoho $tésti pfi definovani maker. Dotazy a
doplnéni posilejte do féra, stejné jako v prvni sérii.

9 U tokenti kategorie 1 a 2 nezalezi na kédu znaku, proto jsou uvedeny hvézdicky.
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25-3-8 Tabulatika 13 bodu

Tteti dil serialu o TEXu bude snad méné désivy nez druhy. Nebojte, budeme
se vénovat ,jenom* tabulkdm, pokroc¢ilé matematice a podrobnostem sazby
odstavcti.

Sazba na tabulatory

Nejjednodussi tabulky mtzeme sazet jednoduchym zptsobem. Nasledujici
konstrukci rozdélime stranku na 3 stejné Siroké sloupce a do nich sazime radky:

\settabs 3\columns
\+Sloupec 1&Sloupec 2&Sloupec 3\cr
\+&Jen druhj\cr
\+Prvni&&a t¥etilcr
\+Vykfi¢nik je ve &tvrtém sloupci™-- mimo&&&!\cr
\+Prvni sloupec je p¥ilis dlouhj&
a druhy se pfesdzi pres néj.\cr
\+Mezery za \&& se ignoruji.\cr
\+\hfill Tento Fadek&\hfill je zarovnan
&\hfill na pravy okraj.&\cr

Ukonceni tabulky se nijak zvlast nefesi.

Sloupec 1 Sloupec 2 Sloupec 3
Jen druhy
Prvni a treti
Vykti¢nik je ve ¢tvrtém sloupci — mimo !
Prvni sloupec je pHldrdlgubg presazi pres néj.
Mezery za & se ignoruji.
Tento radek je zarovnan na pravy okraj.

Ukonceni tabulky se nijak zv14sf nefesi.
Poznamka: Divod, pro¢ zde mé \hfill najednou dvé L, vysvétlime v tomto
dile seridlu v kapitole o rtiznych typech lepidla.
Nelibi se vam stejné Siroké sloupce? Vymyslete si vzorovy rfadek, podle kte-
rého TEX nastavi sitky sloupcii:
\settabs\+Prvni sloupec &Druhj sloupec
&Tfeti sloupec &Zbytek&\cr
\+A&B&C&D&E\cr

\+Prvni sloupec &Druhj sloupec
&Tfeti sloupec &Zbytek&!\cr

A B C D E
Prvni sloupec Druhy sloupec Treti sloupec Zbytek!

Vzorovy fadek se nezobrazi, jen se podle néj nastavi sitka sloupci.
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Ukol 1 [2b]: Vysézejte pomoci tabulator tuto jednoduchou tabulku z knihy jizd:

Odkud Kam Kdy  Kolik km
Praha Olomouc 21. 12. 250
Olomouc Uherské Hradisté — 30. 12. 130
Uherské Hradisté Vyssi Brod 5. 1. 350
Vyssi Brod Jablonec nad Nisou 17. 2. 324

Spravné odsazeny zdrojovy kod

Tabulatory vibec nemusi byt extra pevné. Muzeme zrusit vSechny tabu-
latorové pozice vpravo od aktudlni ,bunky® piikazem \cleartabs. A pokud
pouZzijeme mezi \+ a \cr znak & na misté, kde jesté neni definovana tabulatorova
pozice, tak se ta pozice jednodusSe nadefinuje préavé na ono misto.

Vic asi ukaze priklad:

\cleartabs
\+{\bf if} $x<0%: &{\bf if} $x<-1000%:

&{\it print} \uv{$x$ je echt zdporné}\cr
\+&{\bf else}:

&{\it print} \uv{$x$ je trochu zaporné}\cr
\+{\bf else}: &\cleartabs{\bf if} $x>0$:

&{\it print} \uv{$x$ je kladnél}\cr
\+&{\bf else}: &{\it print} \uv{$x$ je nulal\cr

if x < 0: if x < —1000: print ,x je echt zaporné*

else: print ,x je trochu zdporné“
else: if z > 0: print ,x je kladné“
else: print .z je nula®

Tabulky

Pfi sazbé na tabulatory je potfeba odhadnout, ktery sloupec bude jak dlou-
hy, a podle toho nastavit sifku sloupci. Také pokud chcete tabulku s ordmova-
nim, nemate moc rozumnych moznosti. TEX vSak nabizi mocnéjsi nastroj nez
sazbu na tabulatory — primitivum \halign.

Tabulku z tkolu 1 vysizime primitivem \halign takto:

\halign{

# \hfil&# \hfil&# \hfil& \hfil#\cr

\it Odkud&\it Kam&\it Kdy&\it Kolik km\cr
Praha&0lomouc&21. 12.&250\cr
Olomouc&Uherské Hradisté&30. 12.&130\cr
Uherské Hradisté&Vy38i Brod&5. 1.&350\cr
Vys8i Brod&Jablonec nad Nisou&l7. 2.&324\cr
}
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Tabulka se skladd z jednotlivych fadkd oddélenych od sebe znackou \cr.
Buriky se od sebe oddéluji znakem & (nebo jinym znakem kategorie 4 — align-
ment).

Prvni fadek obsahuje vzor. V kazdé butice musi byt znak # (kategorie 6 — pa-
rameter) pravé jednou (jinak vam TEX vynadd), jinak mtize byt vzorem prakticky
libovolny kus TEXu, ktery se d4 pouzit uvnitf hboxu (tfeba \bye neni povoleny
piikaz). Builky se pak sdzi tak, Ze se v pFislusném vzoru nahradi vyskyt znaku
# za obsah bunky.

Dejte si pozor na mezery — mezery za & se ignoruji, mezery pfed & ale ne.
Tabulky a boxy

Pri sazbé tabulky si TEX zjisti pro kazdy sloupec, jak bude Siroky, a podle
toho nastavi Sitku vSem jeho bunkam. Kazda bunka tabulky je separatni hbox
siroky prave tak jako cely sloupec. Pokud nechcete mit osklivé roztazené mezery
v textu, vlozte na vhodné misto \hfil-y, vizte piiklad vyse.

Oc¢arovana tabulka

Potfebujete-li do tabulky vloZit vodorovnou ¢aru (nebo libovolny jiny mate-
ridl), vyuzijte prostiedi \noalign. Tim zacne vertikalni box §ifky pfesné takové,
jak je siroka cela tabulka:

\halign{
\strut# \hfil&# \hfil&# \hfil& \hfil#\cr
\it Odkud&\it Kam&\it Kdy&\it Kolik km\cr
\noalign{\hrule\smallskip\line{\hfil

2012 \hfil}\smallskip\hrule\smallskip}
Praha&0lomouc&21. 12.&250\cr
Olomouc&Uherské HradiZté&&30. 12.&130\cr
\noalign{\hrule\smallskip\line{\hfil

2013 \hfil}\smallskip\hrule\smallskip}
Uherské Hradisté&Vy38i Brod&5. 1.&350\cr
Vys8i Brod&Jablonec nad Nisou&l7. 2.&324\cr

}

Odkud Kam Kdy  Kolik km
2012

Praha Olomouc 21. 12. 250

Olomouc Uherské Hradisté — 30. 12. 130
2013

Uherské Hradisté Vyssi Brod 5. 1. 350

Vyssi Brod Jablonec nad Nisou 17. 2. 324
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kazdy fadek tabulky samostatné do strankového vboxu jako jednotlivé hboxy.
TakZze mezi n€ vlozi \lineskip nebo \baselineskip. Proto je musime vypnout
a vysky radkt nastavit explicitné. Na vypnuti lineskipti ,,pofadné a dikladné“
pouzijte makro \offinterlineskip, které mysli i na zbésilé okrajové pripady.

Aby byl kazdy Fadek stejné vysoky, je potieba do néj vlozit vzpéru. Jinak
by sazba vypadala osklivé. K tomu se hodi makro \strut, které je v Plain TEXu
definovano piiblizné takto:

\def\strut{\vrule height 8.5pt
depth 3.5pt width Opt\relax}

Odkud Kam | Kdy  Kolik km
2012

Praha Olomouc 21. 12. 250

Olomouc Uherské Hradisté 30. 12. 130
2013

Uherské Hradisté Vyssi Brod 5. 1. 350

Vyssi Brod Jablonec nad Nisou | 17. 2. 324

{\offinterlineskip

\def\higher{\vrule height 11pt
depth 3.5pt width Opt\relax}

\halign{¥
\strut# \hfil&# \hfill\vrule\ &# \hfil& \hfil#\cr
\it Odkud&\it Kam&\it Kdy&\it Kolik km\cr
\noalign{\hrule\smallskip\line{\hfil

2012 \hfil}\smallskip\hrule}
\higher Praha&0lomouc&21. 12.&250\cr
Olomouc&Uherské Hradist&&30. 12.&130\cr
\noalign{\hrule\smallskip\line{\hfil

2013 \hfil}\smallskip\hrule}
\higher Uherské Hradisté&&Vy3si Brod&5. 1.&350\cr
Vy881i Brod&Jablonec nad Nisou&l7. 2.&324\cr
1

Jesté se vam muzou hodit dvé tabulkové operace: \omit na zacatku bunky
docasné nahradi vzor pro tuto buniku za prosté #.

Misto & v bézném Fadku muzete pouzit \span. V tu chvili se pfislusné dvé
bunky spoji. To, co bylo pfed \span-em, se vlozi na misto prvniho #, a to, co je
za \span-em, se vlozi na misto druhého #.
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{\offinterlineskip

\halign{

\strut1A#1B\hfil\vrule&\ 2A#2B\hfil\vrule
&\ 3A#3B\hfill\cr

x&y&z\cr

\omit\strut x x&y\span z\cr

\omit\strut\hfil x\span\omit y&z\cr

xxx& yyy& zzz\cr

x\span y\span z\cr

\omit\span\omit\span\omit
\strut\hfil abcde\hfillcr

1
1Ax1B |2Ay2B |3Az3B
X x 2Ay2B| 3Az3B

xy 3Az3B
1AXXX1B‘ 2Ayyy2B‘ 3Azzz3B
1Ax1B| 2Ay2B| 3Az3B
abcde

Podrobnosti o tom, jak se vlastné TEX v tabulkach chovéa, si najdéte na-
piiklad v TEXbooku v kapitole 22 (nebo v TBNC v kapitole 4) — piekracuje to
ramec tohoto seridlu.

Ukol 2 [6b]: Definujte makra pro sazbu vysledkové listiny KSP. Zdrojék vysled-
kovky pak miize vypadat naptiklad takto:

\vysledkovka{

\radek 1. Petr Pilny (GABCD; 4; 7):
127 -495 -7: 49,4 69,3

\radek 2.

}

Pokud se vam nelibi soucasny desing nasi vysledkovky, navrhnéte lepsi a
prehlednéjsi.

Poznamka: Pokud byste potiebovali tabulku ne po fadkéch, ale po sloupcich,
zkuste \valign. Funguje to stejné€ jako \halign, jenom otocené.
Periodicka hlavicka

Zdvojite-li v hlavi¢ce na néjakém (nejvyse jednom) misté &, fikate tim TEXu:
»Zde zacina periodickd ¢ast hlavicky.“ Tedy pokud by v néjakém fadku dosly
vzory pro buriky, tak zacne recyklovat vzory od && dal:

Petr Olsak: TEXbook naruby, Konvoj Brno 2001 (2. vydani), ISBN 80-7302-007-6

56



Serial o TEXu Roénik dvacaty paty, 2012/2013

\halign{1# & 2# && 1P# & 2P# \cr
AB&C&DEE&F&GEHEI& J&K&L\cr
A&B&C&DEE&F&G\cr
}
1A 2B 1PC 2PD 1PE 2PF 1PG 2PH 1PI 2PJ 1PK 2PL
1A 2B 1PC 2PD 1PE 2PF 1PG
Tolik k tabulkdm.
Matematické zavorky

Ve druhé ¢asti ponékud rozkouskovaného tietiho dilu se budeme vénovat

Slozité vzorce jsou Casto ruzné zbésile vysoké a jedna velikost zavorek ne-
staci. Prohlédnéte si priklad:

(S

TEX si umi uréit velikost zévorek sam, jen je potfeba mu fict, ktera patii ke
které. Pouzivaji se k tomu primitiva \left a \right, kterymi se oznaci pfislusné
zavorky:

$$\left (\sqrt{
\left(x + \sqrt{x - 1}\right)
\left (\sum_{k=1}"\infty {1 \over k~2}\right)
Hright)$$

TEX sam zvoli velikost zévorek takovou, aby byly vhodné vysoké. Pokud
byste pottebovali, aby se jedna ze zavorek nezobrazila, pouZzijte misto ni tecku:

\left ({x\over y}\right.

(r
Y
Typt zavorek je hrozné spousta, Plain urcité zna tyto:

$$0O [I\{\X\vert\Vert\lceil\rceil
\1floor\rfloor\langle\rangle
\backslash/\uparrow\downarrow
\Uparrow\Downarrow\updownarrow\Updownarrow$$

ODGHITTLON LD
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Pokud byste ¢irou nadhodou potrebovali pouzit jiné zavorky, konzultujte
TEXbook, kapitolu 17 a nasledujici (nebo TBN, kapitolu 5).

MizZe se vam vsak stat, ze potfebujete jinak velkou zavorku, nez vam da
TEX. V takovém ptfipadé€ jsou pro vas pripraveny varianty \big, \bigg, \Big a
\Bigg:

$\Bigg (\bigg(\Big(\big(()\big) \Big)\bigg) \Bigg)$

(((0)))

Ani cely rozsah seridlu by zdaleka nevystacil na vyloZeni sazby matematiky
v celé jeji krase a sile. Donald Knuth na to v TEXbooku vynalozil pfes 60 stran.
Naznacime si vsak nékteré principy, které by vam pii pokrocilé sazbé nemély
zustat utajeny.

Zakulisi matematické sazby

TEX umi velmi sofistikované rozlozit mezery do matematického vzorce, po-
kud vi, jakého typu je ktera ¢ast vzorce. Rozlisuje téchto 13 typi:

Ord Standardni ,atom* réil

Op Velky operétor Yéf
Bin Binarni operator + ¢ —
Rel Relace = nebo <
Open/Close Zacatek/konec zavorky (/), [/], - -
Punct Interpunkce carka, stfednik
Inner Slozitéjsi konstrukce zlomek
Over/Under Atom s éarou nad/pod T, z

Acc Atom s ,diakritikou” T, T

Rad Cosi pod odmocninou /2

Vcent Vystup z \vcenter

Poznamka: PlainTEX méa v matematice definovana tato diakritickd znamén-
ka: \acute (), \bar (a), \breve (&), \check (a), \ddot (a), \dot (@), \grave
(a), \hat (&), \vec (@), \tilde (@), \widetilde (abc), \widehat (abc). Pouzivaji
se stejnym zpusobem jako nematematicka.

Poznamka: \vcenter je explicitni vbox v matematickém maddu, ktery je stej-
né vysoky jako hluboky, takze se vysdzi centrovany na osu. Vubec, matematika
se sazi ne na ucari, ale na pomyslnou vodorovnou osu, nebot vzorce jsou ¢asto
takto symetrické. Ale toho uz jste si jisté v&imli.

Mezi jednotlivymi kategoriemi je pak definovana tabulka, kterd urcuje, kam
patii jak velkd mezera. Tato tabulka je pro drtivou vétsinu pouziti dostacujici.
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Pokud vam pfipada, ze TEX néjakou mezeru urcil chybné, zkuste oznacit
atomy v jejim okoli jejich typem. K tomu pouzijte \mathord, \mathop, \mathbin,
\mathrel, \mathopen, \mathclose, \mathpunct a \mathinner. Zbytek typt se
znaci automaticky a nelze je oznacit rucné.

Pokud selze i oznaceni atomu vhodnym typem, muzete pouzit mezery riz-
nych velikosti — \,, \; nebo \!:

$$x\!y\quad xy\quad x\,y\quad x\;y$$

y Yy Yy TY

Matematicky mdd se déli na nékolik dil¢ich mdéda. Vsimnéte si, jak se
vysadzi razné vyrazy na raznych mistech — $$\sum$$, $\sum$, $x"{\sum}$ ¢i
$x~{x"{\sum}}$. Nejde jen o velikost, ale také o umisténi indext a rozloZeni
mezer.

Ony dil¢i médy jsou D, T, S a SS: , display“, ,text®, ,script* a ,scriptscript®
uvedené ve stejném poradi jako v pfedchozim odstavci.
Chcete-li si vyzkouset vic magie okolo médi, poradim primitivum \mathcho-
ice:
\def\te{{\mathchoice{D}{T}{S}{SS}}}
$$\te {\te"{\te~\te} \over \te {\te~\te}}$$

Nebo muzete vynutit konkrétni méd pouzitim \displaystyle, \textstyle,
\scriptstyle a \scriptscriptstyle.

Tabulkové konstrukce v matematice
Plain TEX definuje nékteré maticové konstrukce:

$$\pmatrix{a_{11}&a_{12}&\1dots&a_{in}\cr
a_{21}&a_{22}&\1ldots&a_{2n}\cr
\vdots&\vdots&\ddots&\vdots\cr
a_{mi1}&a_{m2}&\ldots&a_{mn}\cr}$$

ai @12 A1n
a1 a22 a2n
am1 am?2 Amn
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Pouziti je obdobné jako u tabulek, jen nemusite definovat vzorovy radek.
Matici bez zdvorek miiZete ziskat pouzitim \matrix. A na matici s okraji je
definovdno makro \bordermatrix (vyzkouSejte sami).

Ukol 3 [3b]: Vysazejte tento vzorec:

N N
N>0: Y (2> log|hi— X =) V(M)
7 i=1 i<j . i=1
N <O: 7@
N=0: 0

Sazime odstavec

Dalsi kousek tfetiho dilu vénujeme podrobnéjsimu ndhledu na algoritmus
lamani odstavce.

Kdyz se na vstupu objevi néco, co by mélo za¢it odstavec (znak, \in-
dent, ... ), zkontroluje TEX nékolik véci. Na za¢atek horizontalniho boxu, ktery
bude pozdéji zalaman na jednotlivé fadky v odstavci, se vlozi prazdné misto ve-
likosti \parindent (pokud nebyl odstavec zahdjen pomoci pfikazu \noindent).

Pak se expanduje \everypar, coZ je seznam tokenl (pseudomakro), které
se ma vlozit na zacatek kazdého odstavce. Prifazuje se do néj zavolanim \eve-
rypar={né&co}. Standardné je prazdny. Pak se do horizontalniho boxu postupné
vkladaji znaky, dokud se neobjevi \par.

Nyni se na uplny konec boxu vlozi prazdné misto velikosti \parfillskip
(standardné \hfil). Pak se TEX pokusi zaldmat odstavec s pfihlédnutim k na-
stavenému tvaru odstavce. Kazdy fadek musi obsahovat nejprve prazdné misto
velikosti \leftskip, pak pfislusny kus odstavce a pak prazdné misto velikosti
\rightskip. Dohromady je vzdy Siroky pfesné \hsize.

Poznamka: Pro zjednoduseni nyni vynechavime moznost tpravy tvaru od-
stavce primitivem \parshape a nastavenim \hangindent a \hangafter, které
nas Cekaji v dalsi sérii.

TEX se pokousi zalamat odstavec celkem tiikrat. Nejprve v mezerach mezi
slovy. Pokud mu to nejde, zkusi rozdélit slova podle pravidel pro déleni slov.
Pokud se mu ani toto nepovede, zkusi nepatrné roztdhnout mezery a rozdélit
slova. Pokud selZe i posledni pokus, vyhlasi chybu, necha néjaky fadek pretéct a
vykresli slimaka.

Primitivum \indent explicitné zapoc¢ne odstavec; \indent\indent si vyzada
dvojité odsazeni (mozno opakovat vicekrat pro vicendsobné odsazeni). A kone¢né
explicitni zacatek odstavce bez odsazeni vynutite primitivem \noindent.
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Lamani odstavce probihd najednou, TEX se snazi, aby nebyl jeden radek
osklivé stazeny a hned ten dalsi osklivé roztazeny — ma néjaky zakladni smysl pro
estetiku. Nicméné kdyz pfi druhém a tfetim pokusu déli slova, musi védét, kde
vSude muze délit, jinak muze odstavec vyjit zbytecné osklivé. To je ten zasadni
divod, pro¢ jsem v prvni sérii vSem TeSitelim bez \language\czech strhéval

body.

Presny algoritmus véetné vSech podrobnosti, které jste nikdy nechtéli znat,
najdete v TEXbooku v kapitole 14 (nebo v TBN v kapitole 6).
Lepidlo

Prazdné misto je v sazbé dulezitd véc. Nékdy se s nadsazkou dokonce ika,

Ze celd typografie je véda o prazdném misté. V posledni ¢asti tohoto dilu seridlu
se naucime pracovat s jeho roztaznosti.

TEX nahlizi na prazdné misto jako na kusy ,lepidla®, které se muze rtzné
roztahovat a smritovat. Cesky odborny nazev je ,vyplnék“. Je nékolik druhti
roztaznosti:

Pevny vyplnék svoji velikost neméni. Je vzdy stejné velky:

\hbox{A\hskip 2cm\relax B}

A B
Omezené roztaZitelny vyplnék m4 zakladni velikost a meze, kam az se mutze
roztdhnout.
\hbox to 15mm{A\hskip 2cm plus 1cm minus lcmB}
\hbox to 25mm{A\hskip 2cm plus lcm minus lcmB}

A B
A B
Roztaznost nemusi byt na obé strany stejna: 10mm plus 5mm minus 3mm
Nekonecné roztazitelny vyplnék méa zakladni velikost a jinak se mlze roz-
tahnout neomezené podle potieby.
\hbox to 5cm{A\hskip 2cm plus 1fill\relax B}
\hbox to lcm{A\hskip 2cm minus 1fill\relax B}

A B
A B

Nekoneénych roztaznosti jsou t¥i druhy: £il, £ill a £i111. Cim vic L, tim
agresivnéji se roztahuje.

Jeden vyplnék je nuda. Co kdyby se nékde potkalo vice vyplnku? Kdyz TEX
sklada box, u kterého doptredu nevi, jak bude velky, tak se vibec roztaznosti
netidi. Idedlni je vzdycky, kdyz se nic natahovat nemusi, takze pouzije vzdy
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pouze zakladni velikost. V opa¢ném ptipadé ma nafizeno, jak musi byt vysledny

box velky, a musi se do néj chté nechté vejit.

Pokud je nutné roztahovat a stahovat bilé misto, TEX urci spravné mezery
priblizné takovymto algoritmem:

1. Zjisti, jakou velikost by mél box, kdyby se pouzily zakladni velikosti. Ur-
¢i rozdil mezi pozadovanou a zakladni velikosti. Je-li rozdil kladny, bude
nas déle zajimat pouze kladna roztaznost; je-li rozdil zdporny, budeme fFesit
pouze zapornou roztaznost. Tento rozdil si oznac¢me jako w.

2. Secte povolenou roztaznost pres cely box — zvlast omezenou a zv1ast kazdy
druh nekonecéné roztaznosti.

3. Vybere nejagresivnéjsi roztaznost, kterd je nenulova, a tou se bude zabyvat.

4. Rozpo¢ita w mezi vSechny vyplnky, které prispély do roztaznosti, podle
pomeéru, ve kterém prispély.

Vizte priklad:
\hbox{\vrule
\hbox to 6cm{\strut
\hskip 5mm plus 3cm
\vrule width lcm
\hskip lcm plus lcm minus lcm
\vrule width lcm
\hskip 5mm minus 2cm
Hvrule}

Vnitini hbox ma byt Siroky 6 cm. Zakladni sitka boxu vyjde 0,54+ 1+ 1 +
1405 =4cm, w=6—4 = 2cm. Zajima nas tedy kladna roztaznost. Cary se
neroztahuji, fesime tedy jen skipy: 3 + 1+ 0 = 4 cm, jind roztaznost neni.

Potiebujeme tedy rozdélit 2 cm mezi prvni a druhy skip v poméru 3:1, tedy
prvnimu skipu se pfidéli 15 mm a druhému 5 mm. Box se tedy vysazi, jako by
byl zadan takto:

\hbox to 5cm{\hskip 20mm\vrule width lcm
\hskip 15mm\vrule width lcm\hskip 5mm}
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Druhy ptiklad bude slozitéjsi:
\hbox{\vrule
\hbox to 5cm{%
\hskip 5mm plus 1fil
\vrule width lcm
\hskip lcm plus 2cm minus lcm
\vrule width lcm
\hskip 5mm minus 1fil
HNvrule}

Zakladni sitka boxu je 5cm, obsah ma zdkladni $itku 4cm, w = 1 cm. Cel-
kova kladné roztaznost je 2cm + 1fil, takze nas zajima jen 1fil. Prvnimu skipu
se tedy pridéli cely 1cm.

Rozmyslete si, co se stane, kdyz:

® posledni hskip nebude mit minus 1£fil, ale plus -1fil;
e prvni hskip bude mit plus 1£fill;
® bude hbox to 4cm nebo to 3cm.

Nyni je ¢as na dilezitou poznamku. Roztaznost maji pouze skipy (vypliky),
mezi které se pocitaji i bézné mezery mezi slovy. VSechno ostatni (boxy, ¢ary)
méa pevnou velikost, jakmile je to vytvoreno. Neni mozné vytvofit box, jehoz
rozméry by byly pruzné podle jeho okoli. Najdéte si tfeba ve své sazbé radek
s hodné roztazenymi mezerami a ¢ast toho fadku uzaviete do hboxu. Vsimnéte
si, co se stane s mezerami, a zkuste si rozmyslet, pro¢ to tak muze byt.

Pripominam, Ze je nanejvys vhodné si vyzkouset praci s tabulkami i pokro-
¢ilou matematikou na uvedenych ptikladech. Zkuste je dal modifikovat a hrat si
s nimi, at si to vSechno dukladné zazijete. PFisté budeme kone¢né programovat.

Ukol 4 [2b]: Vymyslete nastaveni parametri odstavce tak, aby se
zarovnal na stfed, priblizné tak, jako je zarovnano zadani tohoto tkolu.

Reseni nemusi byt univerzalni, sta¢i, aby se zadany
odstavec povedlo vysazet v bézném pripadé. Nemusite feSit
okrajové pripady, kdy je odstavec extrémné kratky apod.

A to bude ze treti série vSe. TéSim se na vase Feseni.
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25-4-8 TEXgramy 14 bodua

Ve ¢tvrtém dilu seridlu o TEXu si ukazeme pokrocilé programovani. Potkate
proménné, podminky, ¢teni souboru i zapis. Naucime se, jak automaticky
¢islovat nadpisy, tabulky, obrazky i cokoli jiného.

Cisla, rozméry a skipy

TEX nabizi uzivateli 256 celociselnych registri, ke kterym se pristupuje pri-
mitivem \count stejné jako ke \catcode. S ¢iselnym registrem se da pracovat
stejné jako s \catcode, jen \count m4 vétsi rozsah (32bitové celé ¢islo se zna-
ménkem).

Na uklddani rozméra poslouzi \dimen. Je to ve skutecnosti také celociselny
registr, jehoz zékladni jednotkou je ovSem 1sp (1 pt = 65536 sp). TEX nepracuje
s rozméry vétsimi nez 230 sp = 16384 pt, coZ je néco pies 570 cm, takze by vAm to
do zacatku mélo stacit, pokud zrovna nenavrhujete billboard obludnych rozmér.

Registry typu \skip pak slouzi k ukladéni pruznych rozméri (s roztaznosti).
Jejich omezeni je stejné jako u pevnych rozméri.

Kromé vypisovani primitivem \the a pfifazeni umi tyto typy registru také
zakladni aritmetické operace. Primitivum \advance naptiklad slouzi ke séitani.

\count0=1 % p¥i¥ad 1 do \countO
\advance\count0 by 1 % zvys o 1
\the\count0 % vysédzej 2
\advance\count0 by -15 % sniZ o 15
\the\countO ¥ vysazej -13
\dimen0O=1in

\advance\dimenO by lcm

\the\dimen0 % vyséazej 100.72273pt

Klic¢ové slovo by je mozno vynechat, ale pro prehlednost se hodi.

Celociselné registry umi také celociselné nasobit a délit, stejné tak rozméry
a skipy.

\count0=30
\multiply\countO by 5
\the\countO ¥ vysdzej 150
\divide\countO by 7
\the\count0 % vysazej 21

\skipO=1pt plus 2pt minus 3pt
\multiply\skipO by 3
\the\skip0O % 3pt plus 6pt minus 9pt
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Rozméry mizeme také nasobit ¢iselnou konstantou uvedenou pted nimi (ski-
py ani celo¢iselné konstanty ne). Pozor, pokud se pouzije skip tam, kde se o¢ekava
rozmér, TEX mlci jako hrob a jako rozmér vezme zakladni velikost skipu.

\dimenO=1pt

\skipO=\dimenO plus 0.3\dimenO
\the\skipO % 1pt plus 0.3pt
\dimen0=0.6\skip0

\the\dimenO % 0.6pt

Pokud si ukazku opravdu spustite, zjistite, ze nékteré vypsané rozméry
nejsou presné. TEX je totiz pocita vSechny celociseln€ a zaokrouhluje. Nicméné
1sp =~ 5,36 nm, takze piipadné rozdily jsou zanedbatelné (vlnova délka viditel-
ného svétla je fadové 100sp). Je v8ak vhodné o zaokrouhlovani védét.

Mnoho internich hodnot TEXu jsou ¢isla nebo rozméry; kompletni seznam
muzete najit v TEXbooku na strané 272 a nasledujicich.

Prirazeni do vSech registru i internich hodnot je lokalni v ramci skupiny,
neni-li uvedeno primitivum \global:
\dimenO=5pt\dimenl=\dimen0
\the\dimenO \the\dimenl 7 5pt 5pt
{\dimen0=10pt\global\dimenl=\dimenO
\the\dimenO \the\dimenl} % 10pt 10pt
\the\dimenO \the\dimenl % 5pt 10pt

Boxy

TEX poskytuje 256 boxovych registri. Muzete si do nich ulozit libovolny
hbox nebo vbox a nad nimi pak provadét dalsi operace. Pfifazeni do boxu se
provadi primitivem \setbox a jeho vysazeni/pouziti primitivem \box.

\setbox0=\vbox{Ahoj Karle\par Jak se mas7?}
N&co mezi.\par
\boxO 7% Box s pozdravem se vloZi sem.

Po pouziti primitiva \box se registr vyprazdni. Pokud potfebujete, aby tam
box ztistal, pouzijte na to primitivum \copy.
\def\fivetimes#1{{\setboxO\vbox{#1}/
\copyO\copyO\copyO\copyO\box0}}

TEX znd rozméry ulozeného boxu. Dostanete se k nim (a daji se i zménit!)
pouzitim primitiv \ht (vyska), \dp (hloubka) a \wd (sitka).
\def\measure#1{{\setbox0\vbox{#1}}
(\the\htO\ + \the\dpO) $\times$ \the\wdO}}
\def\nullbox#1{{\setboxO\vbox{#1}%
\ht0=0pt\dp0=0pt\wd0=0pt\box0}}
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\quad R1l\par
\setbox1\vbox{\hrule

\quad\quad R2\par

\quad\quad\quad R3\par\hrule}
\measure{\copyl}\par
\nullbox{\box1}
\quad\quad\quad\quad R4\par
\quad\quad\quad\quad\quad R5\par

R1

(27.55594pt + 0.0pt) x 348.77654pt

R2 R4

R3 .
RS

Vsimnéte si, ze takto nelze natahovat nebo smrstovat samotny obsah bo-
xu. To TEX neumi.'? Umi viak pfedstirat, Ze box mé jinou velikost, nez je ta
skuteéna. Toho jste si jisté vSimli v pfikladu. Mozné vyuziti jisté vymyslite sami.

Rozbalovani boxu

Cas od ¢asu je pot¥eba box rozbalit. Nap¥iklad si v boxu poskladate kousek
stranky a chcete, aby se TEX mohl rozhodnout, ze uprostied néj zlomi stranku.
V takovém prfipadé se vam mizou hodit primitiva \unvbox a \unhbox, kterymi
se vlozi obsah odkazovaného boxu. Pokud potfebujete, aby se box akci nevy-
prazdnil, pouzijte primitiva \unvcopy nebo \unhcopy.

Jesté vyssi liga je pak déleni vboxu primitivem \vsplit:

% Do vboxu vloZime n&kolik odstavcl textu
\setbox0\vbox{...}

% Ufizneme z né&j a vloZzime prvnich 10cm
\vsplitO to 10cm
\hrule % napfiklad ¢&ra na oddé&leni

% Vlozime zbytek
\box0

Ufiznuti obsahu z boxu se kond na rozhrani box uvnitf. Takze obvykle
se netrefite pfesné na rozmér. TEX zde pouziva naprosto stejny algoritmus jako
na lamani stranky (ten nés v hrubych rysech éeka pfisté). Dostanete tedy box
vysoky presné zadany rozmeér se spravné roztahanymi mezerami.

pdfTEX to ve skute¢nosti umi, ale neni to tiplné p¥imocéaré. Reknéte si kdyztak
na féru o pohddku o transformac¢nich maticich.
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Umyslné zde pisu box. Nésledujici konstrukee je totiz povolenas:

% Do vboxu vloZime n&kolik odstavcd textu
\setbox0\vbox{...}

% Ufizneme z né&j prvnich 10cm do boxu 1
\setbox1\vsplit0 to 10cm

% ... a nakopirujeme dvakrat hned pod sebe
\copy1\box1

Pojmenované registry

Ve slozitéjsim dokumentu je vhodné pojmenovat si proménné, nebot mezi
ocCislovanymi boxy se dé jednoduse ztratit. K tomu slouzi sada maker \new. . ..
Povsimnéte si rozdilu mezi praci s boxem a s ¢iselnymi veli¢inami.

\newcount\pocitadlo
\newdimen\velikost
\newskip\guma
\newbox\krabicka

\pocitadlo = 5\relax
\the\pocitadlo

\velikost = 5mm
\the\velikost

\guma = 5cm plus lcm minus lcm
\the\guma

\setbox\krabicka\vbox{obsah boxu}
\copy\krabicka

\unvcopy\krabicka
\vsplit\krabicka to \velikost
\box\krabicka

Vypise toto:

5

14.22636pt

142.26378pt plus 28.45274pt minus 28.45274pt

oBsaH Boxu
obsah boxu

obsah boxu

Plain TEX rezervuje nékteré registry pro sva makra a nékteré registry pro
vaSe makra (pfes \new...). Pokud se vdm nechce si rezervovat registr, ktery
pouzivate jenom jako docasné ulozisté nékde uvniti slozitych maker, jsou vam
k dispozici registry s jednocifernymi ¢isly. I na né si vSak dejte pozor — pokud se
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v takovém misté zaCne lamat stranka, nebo pokud je zménite globalné, dockate
se velmi nepfijemnych piekvapeni.

Pokud si cheete byt jisti, pouzivejte vzdy a na vsechno pojmenované registry.
Podminka

TEX nabizi sadu podminek \if. . ., které umoziuji vétvit kéd a psat mocnéj-
$1 makra. Nejprve si ukdzeme moznosti, které nam TEX nabizi, a potom detailné
prozkoumame, jak zpracovava zdrojovy kéd, ktery obsahuje podminku.

e \if expanduje nasledujici tokeny, dokud to jde. Pokud jsou ve vysledku
prvni dva tokeny stejné, je podminka splnéna. (\if aa je pravda, \if ab
je lez)

® \ifx vezme dva nasledujici tokeny bez expanze. Pokud jsou identické (stejny
znak, stejna kategorie, pripadné stejné definované makro nebo stejné primi-
tivum), je podminka splnéna. Tahle podminka se hodi zv1ast ve chvili, kdy
pottebujete detekovat napiiklad prazdny parametr:
\def\x#1{\def\p{#1}\ifx\p\empty...}

® \ifnum porovnava dvé cisla. Povolené operace jsou >, < a =, pficemz se
také parametr expanduje; \ifnum\count1>5\xy nemusi byt kompletni pod-
minka, nebot za pétkou mize pokracovat ¢islo, tedy i \xy za pétkou bude
expandovano (a piipadné i dalsi makra).

\ifodd je pravda, pokud je uvedené ¢islo liché.

e \ifdim porovnava dva rozméry podobné jako podminka \ifnum.

e \ifvoid, \ifhbox nebo \ifvbox detekuje, jestli je boxovy registr prazdny,
zaplnény hboxem nebo vboxem. Jako parametr ¢te jedno ¢islo.

\ifhmode, \ifvmode, \ifmmode a \ifinner slouzi ke zjisténi, v jakém mo-
du zrovna jsme (horizontalnim, vertikalnim, matematickém, ptipadné vniti-
nim). Prvni t¥i se vzadjemné vylucuji, ¢tvrty je nezavisly (podminka \ifin-
ner je splnéna, pokud jsme uvniti explicitniho vboxu, hboxu, nebo uvnit¥
jednodolarové matematiky).

Také si muzete definovat vlastni podminku makrem \newif, kterou si pak
muzete prepinat dle libosti.
\newif\ifbagr % v8echny podminky maji zaéinat if
\bagrtrue % nastavim, Ze je podminka splnéna
\bagrfalse % nastavim, Ze podminka neni splnéna

Jesté jsme neukézali kompletni syntaxi podminky. TEX, kdyz uvidi \if. ..,
vyhodnoti podminku a rozhodne se, jestli je pravdivé, nebo nepravdiva. Pokud je
pravdiva, bude pokracovat dale ve zpracovavani, dokud nenajde \else. Od této
chvile jen cte tokeny a zahazuje je, dokud nenajde \fi. TEX dodrzuje uzavorko-
vani podminek, takze pokud je v zahazovaném seznamu tokenu \if.. ., zahodi
i prislusné \fi.
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Pokud je podminka nepravdiva, zahodi se vSechno do \else nebo \fi, co
nastane diiv. Vétev \else je totiz nepovinna.

Dejte si pozor na to, ze tokeny \if..., \else a \fi ukoncuji napiiklad
nacitani ¢isla nebo rozméru. Neni tedy mozné napsat \count\if... 5 \else
6\fi apod. Podminky ovSem nevytvareji skupinu, jsou tedy bézné naptiklad
takovéto konstrukce:

\ifnum\count0>10
\def\next{...}
\else
\let\next\relax
\fi\next

Ukol 1 [4b]: Vymyslete, jak automaticky ¢islovat nadpisy. Definujte sadu maker
pro t¥i trovné nadpisti. Makro nesmi brat za parametry nic jiného nez text
nadpisu. Nadpisy se automaticky ¢isluji (od jedné), ¢isla nadpist nizsi Grovné
zacinaji vzdy od jedné po kazdém nadpisu vySsi Grovné.

Rozmyslete a vhodné osetfete situaci, kdy bude text nadpisu ptilis dlouhy,
takze se nevejde na radek. V feSeni tikolu se zkuste obejit bez primitiva \global.

Vzhledem k tomu, Ze uz jste pomérné zkuseni, pripravte makra vcetné vhod-
ného nastaveni mezer a velikosti pisma (vizte déle). Estetickd kvalita vystupu
bude zahrnuta do hodnoceni.

Soubory: Vstup a vystup

Béhem sazby je mozno pracovat i s jinymi soubory nez tim vstupnim. Je
vhodné si je nejprve pojmenovat, to se provadi makrem \newread (pro vstup)
a \newwrite (pro vystup). Pfesnéji feCeno, timhle si pojmenujete ukazatel na
soubor. Jeden ukazatel nemuze zaroven ukazovat na vstup i vystup a jeden soubor
neni mozno otevrit zaroven pro Cteni i pro zapis.

Soubor oteviete primitivem \openin nebo \openout, pak je z néj mozno
¢ist nebo do néj zapisovat primitivem \read nebo \write a nakonec je vhodné
soubor zavfit primitivem \closein nebo \closeout.

\newread\cti
\newwrite\pis
\openin\cti=in % in je jméno vstupniho souboru
\openout\pis=out % out je jméno vyst. souboru

\read\cti to \neco
\write\pis{\neco}

\closein\cti
\closeout\pis
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Cteci operace se odehravaji ihned, zapisovaci viak az ve chvili, kdy se de-
finitivné sklada stranka. Pokud vSak vlozite pred takovou operaci primitivum
\immediate, provede se hned. Divod je jednoduchy — obcas potfebujete pii za-
pisovani do souboru védét, na které strance nakonec skonéi okolni text.

Primitivum \write svij argument pred zapsanim kompletné expanduje;
potiebujete-li do vystupu propasovat pfimo néco s backslashem (napfiklad pokud
budete ten soubor za chvili vkladat primitivem \input), pfediadte \noexpand.

Ukol 2 [4b]: Rozsifte fedeni tikolu 1 o sazbu obsahu. Tedy piidejte pifslugnd makra
a upravte stavajici. Uvazujte sazbu obsahu na konci i na zacatku, nezapomeiite
rozmyslet sazbu pfilis dlouhych nadpist (které se nevejdou na fadek obsahu,
takze bude potieba je rozdélit) apod.

Obsah vypada tak, Ze na kazdém fadku je na zacatku cislo nadpisu, pak
text nadpisu a na konci fadku ¢islo stranky.

Pokud budete sazet obsah na zacatku, pocitejte s vicepriichodovym zpraco-
vanim (na jeden priichod to nejde).

K vyreseni tohoto tkolu se bude hodit védét, ze ¢islo aktualni strany se
nachézi v ¢iselném registru jménem \pageno.

Ukol 3 [6b]: Vytvofte makro \multicolumn{X}, kterému piedate jako X jedno
celé cislo. Vsechno mezi ,zacdtkem® \multicolumn{X} a ,koncem“ \endmulti-
column bude vysédzeno v X sloupcich stejné sifky vedle sebe (dohromady vcetné
mezer daji $itku sazby mimo toto prostiedi).

Mezi sloupci necht je mezera, jejiz celkovou §itku bude urcéovat registr \new-
dimen\multicolumngap, uprostfed ni necht je svisld ¢ara oddélujici sloupce §i-
rokd \multicolumnline.

Predpokladejte, Ze vysledna sazba se vejde na jednu stranku, tedy neres-
te strankovy zlom. Vyhnéte se nacitani vnititku prostfedi do parametru makra.
\multicolumn necht prostiedi inicializuje a \endmulticolumn necht prostiedi
uzavie a vysazi prislusny pocet sloupcu.

Za TeSeni, které bude zvladat jen X = 2, dostanete maximalné 3 body.
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Primitivni metoda, jak pracovat s pismem, je nac¢teni a pouziti jednoho fon-
tu. Konstrukei \font\xyz=csr10 jste ridici sekvenci \xyz ztotoznili s pouzitim
béZného pocesténého desetibodového patkového fontu z rodiny Computer Mo-

dern.

Uvedena konstrukce muze byt doplnéna jesté upfesnénim typu at 15pt, coz
vezme puvodni vkladany font a zvétsi jej na uvedeny rozmeér.

Pocesténé fonty z rodiny Computer Modern se jmenuji nasledovné:

csrl0
cssl10
cstil0
csb10
csbx10
csbxsl110
csbxtilO
cscscl0
cstt10
cssltt10

csitti10

cstcscl0

csvttl0

csss10
csssdcl10
csssil0
csssbx10

csull

Bézné patkové (Roman)

Sklonéné (Slanted)

Kurziva (Italic)

Polotuéné (Bold)

Tuéné rozsifené (Bold extended)

Tuéné sklonéné (Bold extended slanted)
Tuénd kurziva (Bold extended italic)
KAPITALKY (SMALL CAPS)

Strojopisné (Typewriter)

Sklonéné strojopisné

(Slanted typewriter)

Strojopisna kurziva (Italic typewriter)

STROJOPISNE MALE KAPITALKY
(TYPEWRITER SMALL CAPS)

Strojopisné proporcionalni
(Typewriter variable)

Bezpatkové (Sans-serif)

Bezpatkové Gzké (Sans-serif demi condensed)
Bezpatkova kurziva (Sans-serif italic)
Bezpatkové tuéné (Sans-serif bold extended)

Narovnand italika (Unslanted)

vvvvvv

fontt (csr, csbx) se obvykle dodédvaji i jiné zakladni velikosti, nebot napiiklad
v mensich velikostech je font Sirsi — fontim se rizné méni proporce, zvétseni
fontu neni prosté geometrické natazeni.
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Také je nutno poznamenat, ze zakladni velikost fontu neni velikost pismenek.
Obvykle se jednd o soucet maximalni vysky a maximalni hloubky pismene.

Tegtovaci Fet&€zec csr3 at 10pt
Testovaci fetézec csr6 at 10pt

Testovaci fetézec csr8 at 10pt

Testovaci fetézec csr10 at 10pt

Testovaci fetézec csri2 at 10pt

Testovaci fetézec csr1s at 10pt

Testovaci Tetézec csr20 at 10pt

Tetomd vtz csr40 at 10pt

Rozsah dodavanych fontti zalezi na distribuci a na balikach, které maéte
nainstalované. V pripadé CM fontt navic existuje tzv. Sauterova parametrizace,
to je generator vsech zakladnich velikosti v rozsahu cca 2 pt az 50 pt.

Bézna instalace csplainu obsahuje obvykle font csr velikosti 5, 6, 7, 8, 10, 12
a l17.

Po nastaveni fontu je také potfeba spravné nastavit nékteré dalsi hodnoty,
typicky \baselineskip.

Matematické fonty ztstavaji nedotceny; pokud potiebujete ménit i velikost
pisma v matematice, zkuste se podivat do TEXbooku (od strany 153) nebo do
TBN (sekce 5.3), pfipadné pouzit néjaky sofistikovany systém, tfeba OFS.
Olsakuv systém fonta (OFS)

Pokud potfebujete seriézné pracovat s fonty a nechce se vam zabihat do
detailti, je vhodné pouzit néjaky balik, ktery praci s fonty abstrahuje. Osobné

doporuéim prostudovat dokumentaci k OFS.'? Je to velmi chytie napsany a
mocny systém, ktery sdm bézné pouzivam v sazbé a ktery pouzivame i v KSP.

X %%

13 http://petr.olsak.net/ftp/olsak/ofs/papers/ofs-slt.pdi

72


http://petr.olsak.net/ftp/olsak/ofs/papers/ofs-slt.pdf

14

Serial o TEXu Roénik dvacaty paty, 2012/2013

25-5-8 Boxy, z TEXu ven! 15 bodu

Posledni dil seridlu vénujeme pfevazné vystupnim rutindm a strankovému

zlomu. Vysvétlime si, jak funguji penalty a Spatnost sazby, a stru¢né si
ukézeme okoli TEXu — forméty a nadstavby. Nakonec vlozime obrazek a vysazime
barevny dokument.

Strankovy zlom

TEX pfi sazbé stranky skladd boxy pod sebe do specidlniho vertikalniho
boxu. Ve chvili, kdy zjisti, Ze se uz nevejde s vyskou sazby do \vsize, najde
spravné misto, na kterém je nejlepsi strankovy zlom, a tam ufizne box. Co se
neveslo, to si schova pro pristi stranu.

Nejvyhodnéjsi strankovy zlom se pocita tak, ze se mezi kazdymi dvéma
polozkami v boxu spoc¢itd hodnota

0, pokud b = oo nebo g > 10000;
o= P, pokud p < —10000;
b+p+yq, pokud b < 10000;
100 000, pokud b = 10000,

pricemz b je ,,badness®, hodnota urcujici osklivost roztazeni nebo stazeni stranky
pfi zlomu na tomto misté;'# p je penalta, hodnota uréujici nevhodnost zlomu na
tomto misté (napiiklad mezi prvnim a druhym fddkem odstavce); ¢ je hodnota
\insertpenalties, coz je soucet penalt pro specialni objekty jako poznamky
pod carou odpovidajici zlomu.

Jediné, co miiZzete ovlivnit piimo, je penalta. Uvedete-li \penalty 15, vlozi
se na to misto penalta s hodnotou 15. Cim niz$i penalta, tim spi§ se na daném
misté zlomi. Penalta —10000 a nizsi vyvola zlom vzdy; penalta 10000 a vyssi
zlom zakaze. Pokud se n¢kde vyskytnou dvé penalty za sebou, jejich hodnoty se
sCitaji.

Navic je povoleno lamat jen na nékterych mistech. TEX rozlisuje ,zahodi-
telné“ a ,nezahoditelné“ objekty. Prvni z nich se za zlomem zahazuji. Jedna se
hlavné o penalty a vypliky.

Lamat se pak smi jen ptfed vyplikem, pfed kterym je néco nezahoditelného,
nebo na penalté. V TEXbooku nebo TBN si to miizete precist precizné.

Badness spoéitdime podle vzorce b = min(10000,100-(g/g0)?), kde g je soudet
roztaZeni nebo stazeni mezer oproti normalu a gq je celkové maximalni povolené
roztazeni nebo stazeni.
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Zde se muzou hodit vysvétlit nékteré zkratky, které jsme diive definovali
bez vysvétleni:

\def~{\penalty 10000 \ } % ned&litelna mezera
% Mezera se povaZuje za vyplnék a penalta
% je zahoditelna ...

\def\break{\penalty-10000 } % zlom vzdy
\def\nobreak{\penalty 10000 } 7 nelémej nikdy
\def\allowbreak{\penalty O } % povol zlom

% Na nékterjch mistech se nesmi lamat,

% naptfiklad mezi dvéma Carami.

% Na penalté se smi lamat vzdy.

\def\filbreak{\par\vfil\penalty-200\vfilneg}
\filbreak vyuZiva skuteénosti, Ze na zal&atku
kazdé stranky se zahodi vSechny skipy.
Prfejde na novou stranku a zbytek vyplni
prazdnym mistem, tedy pokud je zaporna
penalta dostatedna.

Jinak se vyplné vyrusSi:

\def\vfil{\vskip Opt plus 1fil}
\def\vfilneg{\vskip Opt plus -1fil}
\def\goodbreak{\par\penalty-500 }
\def\eject{\par\break}
\def\supereject{\par\penalty-20000 }

% Penalta -20000 se vyuziva pro poZadani

% vystupni rutiny, aby vysazela vSechny

% poznamky pod Earou a podobné elementy.

S ST S s s s o

TEX si pak vybere takové misto, pro které je ¢ nejmensi, a tam ufizne box.
Co je pred fezem, to vlozi do vboxu ¢islo 255 a spusti vystupni rutinu.
Vystupni rutina

Na misto, kde doslo ke strankovému zlomu, se vlozi {, obsah seznamu tokenu
\output a }. Cokoli, co vysazite béhem vystupni rutiny, se pfilepi pfed to, co
zistalo za strankovym zlomem, a pokracuje se dal. Takto se tedy miize vystupni
rutina rozhodnout, ze kus materidlu nevysazi, a pfesunout jej na dalsi stranu.
Na konci vystupni rutiny musi ztistat vbox 255 prazdny.

Dejte si pozor na to, ze vystupni rutina se muze aktivovat pokazdé, kdy
vlozite néjaky material do hlavniho vboxu, mimo jiné tam, kde se objevi \par,
vloZeni boxu, ¢ara, ... Pokud tedy v néjakém makru pouzivate stejné proménné
jako ve vystupni rutiné (napfiklad \count0O az \count9), pohlidejte si, aby se
nespustila vystupni rutina zrovna v tu chvili, kdy je mate predefinované.
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Ve vystupni rutiné se provedou vSechny takové véci jako zvyseni ¢isla stran-
ky, pfipojeni hlavicek, paticek a poznamek pod carou. Ve chvili, kdy je posklada-
néa celd stranka, zavold se \shipout a za toto primitivum se vlozi box, ktery tvori
stranku. Tento box se ukotvi svym levym hornim rohem do bodu vzdéaleného 1in
od levého i horniho okraje. Tyto hodnoty se daji nastavit jako \pdfhorigin a
\pdfvorigin.

Vznikla stranka mé rozméry \pdfpagewidth x \pdfpageheight, leda by
néjaky z téch rozmeért byl nastaven na nulu. V takovém ptipadé se piislusny
rozmér vypocita jako © = xg + 2(f + r), kde z¢ je rozmér boxu predhozeného
primitivu \shipout, f je \hoffset resp. \voffset a r je \pdfhorigin resp.
\pdfvorigin.

Veskeré odlozené operace (\write apod.) se provadéji ve chvili, kdy p¥i-
slusné misto projde \shipoutem. Je tedy potifeba zajistit, aby vSechna pouzita
makra byla definovana v misté vystupni rutiny. Dokonce kdyz zadavate odloze-
ny \write, tak nemusite mit pouzitd makra definovana, stac¢i uvnitf vystupni
rutiny.

Kdyz se objevi \end, zavola se vystupni rutina. Pokud po ni néco zbylo, vlozi
se do vystupu \line{}\vfill\penalty-’10000000000 a znova se zpracovava
token \end. Zkuste si pfedefinovat \line, vysazet extrémné dlouhy odstavec,
a uvidite, co se stane. Ve chvili, kdy uz neni co zpracovat, TEX skonci.

Znamé makro \bye je definovano takto:
\outer\def\bye{\par\vfill\supereject\end}

Vystupni rutina plainTEXu

\output{\plainoutput}

\def\plainoutput{%
\shipout\vbox{%

\makeheadline\box255\makefootline}y,

\advance\pageno by 1 }

\def\makeheadline{\vbox to Opt{\vskip-22.5pt
\line{\vbox to8.5pt{}\the\headline}\vss}
\nointerlineskip}

\def\makefootline{%
\baselineskip24pt\lineskiplimitOpt
\line{\the\footline}}

Toto je zjednodusSend verze vystupni rutiny plainTEXu. Jejim centrem je
makro \plainoutput, které posle stranku do vystupu a zvysi éislo stranky.
Stranku posklad4 tak, ze nahoru vlozi \headline (vhodné vysézenou), pak pfida
samotnou stranku \box255 a nakonec ptipoji \footline.
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Ve skutecnosti se ve vystupni rutiné plainu délé trochu vic véci, napiiklad
se vkladaji poznamky pod carou.

Miize se vam hodit umét nahradit kus vystupni rutiny plainu néjakym jinym
kédem. V redlné vystupni rutiné je napiiklad pouzito makro \pagebody misto
\box255, které si mizete predefinovat.

Stejné tak mizete potfebovat napiiklad jinak pozicovanou hlavicku nebo
paticku stranky. Staéi predefinovat prislusné makro.

Ukol 1 [3b]: Definujte makro \stopoutput, které vlozenim do zdrojaku zpiisobi,
Ze od toho mista dal se na vystup nic neposle. Definujte také makro \startout-
put s opacnym efektem, které na vystup data posle. Vase makro musi fungovat
s libovolnou vystupni rutinou — o jejich vlastnostech nesmite predpokladat prak-
ticky nic.

Pii definici nefeste patologické a okrajové pripady, staci, kdyz bude makro
fungovat pfi obvyklém pouziti (a dokumentujte, co se v tomto pfipadé mysli
obvyklym pouzitim). Napiiklad mtizete vyzadovat, aby makro nebylo pouZito
uvnitt explicitnitho hboxu nebo vboxu, nebo zakizat vnoreni.

Miize se vam hodit védét, ze TEX inkrementuje ¢itac \deadcycles pokazdé,
kdyz vstupuje do vystupni rutiny. Pokud jeho hodnota pretece 25, skonci s chy-
bou, nebof se domniva, Ze méate ve vystupni rutiné chybu a jste zacykleni. Citaé
se nuluje pfi pouziti \shipout, nebo ho musite snizovat ruc¢né.

Ukol 2 [9b]: Upravte (vasi nebo vzorovou) implementaci \multicolumn z minulé
série tak, ze bude mozno sazet text a dalsi materiadl do vice sloupci pres vice
stran, podobné jako sazime letdk KSP.

Neuvazujte poznamky pod carou, zkuste vSak implementovat makro tak,
abyste umoznili vnofeni. \multicolumn uvnitf jiného \multicolumn prosté vy-
sazi vicesloupcovou sazbu uvniti vicesloupcové sazby.

Stejné tak se pokuste o to, aby se makro chovalo stejné jako v minulé sérii
v pripadé, Ze jej pouzijete uvnitt jiného boxu.
Nezapomente na dokumentaci.

Format

Samotny TEX je pomérné hold a osekana kostra. Umi jen to nejnutnéjsi,
zbytek se definuje ve formatu, coz je soubor v bézné syntaxi TEXu, ktery kondci
piikazem \dump. Tim se vygeneruje komprimovany vnitini stav TEXu na konci
zpracovavani formatu. Béhem generovani formétu plati omezeni, Ze se nesmi
vibec nic vysazet.

TEX tedy umi pracovat ve dvou mddech. Prvni z nich jsme pouzivali celou
dobu v seridlu. Vezme uloZeny formét (v nasem piipadé csplain), nacte ulozené
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hodnoty do paméti a zpracovava a sazi vstup. Ve druhém médu vezme vstup pro
format a vygeneruje jej. Tomu se také fika iniTEX.

Chcete-li TEXu nafidit, jaky format pouzit, pouzijte na prikazové fadce pa-
rametr —fmt a za néj pripojte nazev formatu. Chcete-li TEX spustit jako iniTEX,
pouzijte parametr —-ini.

Vzpomenete-li si na prvni dil a instalaci TeXworks, pak stejné jako pdfcspla-
in si mtzete nastavit TEX s libovolnym jingym formatem, kdyZ do pole Arguments
napisete spravné argumenty.

Napfiiklad znadmy WTEX, ConTEXt a dalsi jsou jen rtzné formaty pro TgX,
stejné jako plain.

Nadstavby

Ptvodni TEX mé mnohd omezeni. Generuje vystup ve formétu DVI (,device
independent“), coz byvalo uzite¢né v dobach, kdy jesté tiskdrny neumély zadny
jednotny jazyk a piikazy v DVI se pieklddaly prfimo do jazyka konkrétni tiskarny
jejim ovladacem. Navic se pracovalo na fadkovych termindlech, kde nebylo mozné
si pozadovany vystup zobrazit.

Soucasné tiskarny umi prakticky vSechny PostScript a pred tiskem si prohli-
zite PDF. Vytvéaiet DVI je tedy prakticky zbyte¢né. Proto vzniknul pdfTEX,'®
ktery generuje primo vystup v PDF. Nad ramec toho, co umi TgX, implementu-
je dalsi uzitecné vlastnosti a funkce, napiiklad pfimé vkladani obrazka, zékladni
praci s barvami apod. Néktera z téchto rozsifeni jste uz v seridlu potkali, kon-
krétné vSechno, co za¢ind \pdf. ..

V dnesnim multilingvalnim a internacionalizovaném svété je TEX se svym
8bitovym chipanim vstupu silné zastaraly. Svétem hybe UTF-8. Situaci se snazi
zachranit encTX,'6 rozsifeni, diky kterému je mozno mapovat sekvence 8bito-
vych znakt (napiiklad znaky z UTF-8) na sekvence tokentl.

Vsechny funkce pdfTEXu a encTEXu by vydaly na samostatnou sérii, tak jen
podotknéme, Ze bézné dodévany formét plain-utf8-cs se zapnutym encTEXem
(argument -enc pro iniTEX) je csplain v UTF-8:

% vygenerovani formatu

pdftex -enc -ini plain-utf8-cs

% pouziti formatu

pdftex -fmt plain-utf8-cs vstup.tex

Jako slibny projekt se pak jevi luaTEX,'” coz je implementace TEXu s moz-
nosti vkladat do vstupniho souboru kusy kédu v jazyce Lua. Ten jiz pracuje

http://www.tug.org/applications/pdftex/|
http://petr.olsak.net/enctex.html]
http://www.luatex.org/|
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opakovand tokenizace, zavéSena interpunkce apod.). Nékteré z téchto nedostatki
se snazi napravit rozsifeni eTEX. Jesté jste se v téch TEXech neztratili?

Obrazky

Obrazky se vkladaji primitivem \pdfximage (v pdfTEXu). Je mozno nadik-
tovat si rozméry vkladaného obrazku i dal$i parametry vytvareného objektu ve
vysledném PDF. Kompletni syntaxi a moznosti tohoto primitiva najdete v do-
kumentaci na webu pdfTEXu.

Primitivum \pdfximage pouze vlozi obrazek jako objekt do PDF. Pokud
jej chcete vlozit do stranky, potfebujete primitivum \pdfrefximage, za které
patii ¢islo objektu. To ziskate primitivem \pdflastximage pro posledni obrazek
vlozeny do PDF. (Pokud chcete vkladat jeden obrazek do stranky vicekrét, vlozte
jej do PDF jen jednou a pak se na néj vicekrat odkazte.)

\pdfximage@width@2cm@height@2cm@depth@lcm@{o. jpg}
\pdfrefximage\pdflastximage
Podporované forméaty jsou JPEG pro fotografie, PNG pro bitmapovou gra-
fiku, JBIG2 pro dvoubarevné bitmapy a PDF pro vektorovou grafiku.

Obrazek vlozeny ve strance se chova jako vrule, resp. hrule. Pokud s nim
potiebujete délat néjaké speciality, zaviete jej do boxu.

Barvy

Kazdy objekt vykresleny TEXem mé néjakou barvu, zékladni je cerna. Jeji
nastaveni neni v pavodnim TgXu podporovano. V pdfTEXu je nutno vlozit pfimo
kus kédu z forméatu PDF.
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Nejjednodussi zptsob, jak zménit barvu, je pfimé nastaveni:

\def\red{\pdfliteral{l 0 0 rg}}
\def\black{\pdfliteral{0 0 0 rg}}
\def\green{\pdfliteral{0 0.5 0 rg}}
Cerny text, \red &erveny text, \green
zeleny text, \black Cerny text.

Cerny text, cerveny text, zeleny text, Gerny text.

Piikaz rg nastavuje barvu v prostoru RGB. T¥i parametry se uvadi pred
nim, oddélené mezerou. Jsou to redlna ¢isla v rozsahu 0 az 1. Prvni je Cervena,
druhé je zelend a tfeti modra slozka.

Dejte si pozor na to, ze pfimy zapis do PDF naprosto ignoruje néjaké uza-
vieni do skupin, které vidi TEX, naopak je tieba uvazovat uzévorkovani uvniti
PDF. Barva je nastavena obvykle do konce strany.

Chcete-li ulozit na zasobnik aktualni stav grafiky v PDF, mizete pouzit
piikazy q a Q:
% Uloz stav grafiky
\def\beginpdfgroup{\pdfliteral{q}}
% Vrat stav grafiky
\def\endpdfgroup{\pdfliteral{Q}}

Analogicky k ptikazu rg funguje pfikaz k se ¢tyfmi parametry, ktery pracuje
v prostoru CMYK, a pfikaz g s jednim parametrem, jenz nastavuje barvu ve
stupnich Sedé. Vyrabite-li tedy PDF pro tisk, pouzijte CMYK, pokud se ma
vystup zobrazovat na obrazovce, pouzijte RGB.

Celé je to jesté trochu ztizené tim, ze uvedené PDF pitikazy plati jen pro ¢ary.
Neékteré objekty se vykresluji jako vypli. Pokud se ve vystupu objevuji objekty,
které nerespektuji nastaveni barev, pridejte k nastaveni barvy jesté jednou totéz,
ale velkymi pismeny. VSimnéte si zlomkovych car:

\def\red{\pdfliteral{0 1 1 0 k}}
\def\green{\pdfliteral{1 0 1 O k}}
\def\black{\pdfliteral{0 g}}
\def\Red{\pdfliteral{0 1 1 0 K}}
\def\Green{\pdfliteral{1 0 1 O K}}
\def\Black{\pdfliteral{0 G}}
\def\fr{{at+b\over c}\quad}
$\displaystyle\fr\red\fr\green\fr\black
\fr\Red\fr\Green\fr\Black\fr$

a+b a+b a+b a+b a+b a+db a+bd

& & & & & & &
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Format PDF je daleko mocnéjsi, co se tyce barev, ale to uz vyrazné presahuje
moznosti naseho seridlu. Mate-li zadjem o pfimé barvy Pantone, ICC profily a
dalsi, zeptejte se na féru.

Ukol 3 [3b]: Implementujte makra pro pohodIng&jsi praci s barvami. Vs balik musi
umét definovat barvu v systémech RGB, CMYK a stupnich Sedé a pohodlné pak
definovanou barvu nastavit. Pouziti mize vypadat napfiklad takto:

\defrgbcolor\red{1 0 0}
\defcmykcolor\green{l 0 1 0O}
\defgrayscalecolor\halfgray{0.5}
\defgrayscalecolor\black{0}

Cerny, \red Zervenjy, \green zeleny,
\halfgray Sedy, \black Cerny text.

Pri feSeni kol se vAm mozné budou hodit néjaké triky, které se objevi
v TeSeni Ctvrté série. Nezapomerite tam nahlédnout.A to je vSe, pfatelé. Doufam,
ze TpXu zustanete vérni i nadale.

80



Prog. kucharky — SlozZitost Roénik dvacaty paty, 2012/2013

Programatorské kucharky
Kuchatka prvni série — slozitost

» p o e Y
Casova a paméfova sloZitost

V této kuchafce se muzete docist o zdkladech casové a pamétové slozitosti.
Po precteni byste méli byt schopni sami rozebrat slozitost jednoduchych algorit-
mu. To se hodi tfeba pfi navrhu algoritmi a FeSeni algoritmickych tloh, které
muZete potkat napiiklad v KSP.

Nejdfive si ujasnime, co to ta slozitost vlastné je, a ukazeme si par priklada.
Pak si fekneme, s jakou presnosti budeme slozitost chtit urcovat, a zavedeme si
asymptotickou slozitost. Na zaveér si ukdzeme bézné tiidy slozitosti.

Zakladni prehled

Pokud fesime néjakou programatorskou tulohu, ¢asto nas napadne vice riz-
nych feSeni a potiebujeme se rozhodnout, které z nich je ,nejlepsi“. Abychom
to mohli posoudit, potfebujeme si zavést méritka, podle kterych budeme rtzné
algoritmy porovnavat. Nas u kazdého algoritmu budou zajimat dvé vlastnosti:
éas, po ktery algoritmus bézi, a pamét, kterou pii tom spotfebuje.

Cas nebudeme méfit v sekundach (protoZe stejny program na riiznych poéi-
tac¢ich bézi rozdilnou dobu), ale v poétu provedenych operaci. Pro jednoduchost
budeme predpokladat, ze aritmetické operace, pfifazovani, porovnavani apod.
nas stoji jednotkovy ¢as. Ona to neni Gplna pravda, tyto operace se ve skutecnos-
ti prelozi na procesorové instrukce, které se teprve zpracovavaji. Ale nam postaci
védeét, ze téch instrukci bude vzdy konstantni pocéet. A pozdéji se dozvime, pro¢
nam na takové konstanté nezalezi.

Mnozstvi pouzité paméti mizeme zjistit tak, ze prosté spocitame, kolik by-
t paméti nas program pouzil. Nam obvykle bude stacit mensi presnost, takze
vSechna ¢isla budeme povazovat za stejné velka a velikost jednoho prohlasime
za jednotku prostoru.

Jak cas, tak pamét se obvykle 1is{ podle toho, jaky vstup nas program zrovna
dostal — na velké vstupy spotfebuje vice ¢asu i paméti nez na ty malé. Budeme
proto oba parametry uréovat v zdvislosti na velikosti vstupu a hledat funkci,
kterd ndm tuto zavislost popiSe. Takové funkci se odborné ¥ikd casovd (pripadné
pamétovd, nékdy téZ prostorovd) sloZitost algoritmu/programu.

Nyni si na prikladu ukéZeme, jak se ¢asova a pamétova slozitost da urcovat
intuitivné, a pak si vSe podrobné vysvétlime.

Predstavme si, ze mame danou posloupnost N celych ¢isel, ze které chceme
vybrat maximum. Pouzijeme algoritmus, ktery za maximum prohlasi nejprve
prvni ¢islo posloupnosti. Pak toto maximum postupné porovnava s dalsimi ¢isly
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v posloupnosti, a pokud je nékteré vétsi, ufini z néj nové maximum. Zapsat
bychom to mohli t¥eba takto:

posl[i...N] = vstup
max = posl[1]
Pro i = 2 az N:
Jestlize posl[i] > max:
max = posl[i]
Vypi§ max

Neni tézké nahlédnout, ze algoritmus provede maximalné N — 1 porovnani.
Intuitivné ¢asova slozitost bude linedrné zéaviset na N, protoze porovnani dvou
éisel ndm zabere ,jednotkovy ¢as“, a pamétova slozitost bude také na N zéviset
linearné, protoze si kazdé ¢islo z posloupnosti budeme uchovavat v paméti.

Pokud bychom si nepamatovali celou posloupnost, ale vzdy jen posledni
preéteny ¢len, stacilo by ndm jen konstantné mnoho proménnych, takze pamétova
slozitost by klesla na konstantni (nezévislou na N) a ¢asovd by zustala stejné.

Jiny piiklad: Méjme dané ¢islo K. Nasim tkolem je vypsat tabulku vSech
nasobk ¢isel od 1 do K:

Pro i = 1 az K:
Pro j = 1 az K:
Vypis i*j a mezeru
Prejdi na novy radek

Tabulka m4 velikost K2 a na kazdém jejim poli¢ku stravime jen konstantni
¢as. Proto &asova slozitost bude zaviset na é&isle K kvadraticky, tedy bude K?2.
Pamétova slozitost bude bud konstantni, pokud hodnoty budeme jen vypisovat,
anebo kvadraticka, pokud si tabulku budeme ukladat do paméti. Mizeme si také
vsimnout, ze tabulku nemusime vypisovat celou, ale bude nam stacit jen jeji
dolni trojuhelnikova ¢ast — i tak budeme muset spocitat (K- K — K)/2 + K =
K?/2 + K /2 hodnot, co? je stale fadové kvadratické vzhledem ke K.

U vybéru algoritmu tedy bereme v potaz ¢as a pamét. Ktery z téchto faktort
také plati, ze ¢im vice ¢asu se snazime uSetfit, tim vice paméti nas to pak stoji.
To kvuli chytré reprezentaci dat v paméti a ruznym vyhledavacim strukturam,
o kterych se miZete doc¢ist v nasich dalsich kucharkach.

Nés u valné vétsiny algoritmii bude nejdfive zajimat ¢asova slozitost a az
poté sloZitost pamétova. Paméti maji totiz dnesni pocitade dost, a tak se malokdy
stane, ze vymyslime algoritmus, ktery méa dokonaly cas, ale nesta¢i ndm na néj
pamét. Ale presto doporucujeme dévat si na pamétova omezeni pozor.

Nez se pustime do podrobnéjsiho vysvétlovani, jesté si ukazeme tzv. ,metodu
kouknu a vidim“, kterou mizeme pouzit na urcovani ¢asové slozitosti u téch nej-
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jednodussich algoritmu. Spoc¢iva jen v tom, Ze se podivame, kolik nejvic obsahuje
n4s$ program vnofenych cykli. Reknéme, 7e jich je k a Ze kazdy bézi od 1 do N.
Potom za ¢asovou slozitost prohlasime N*.

Vzhledem k éemu budeme sloZitosti urcéovat?

Slozitosti obvykle uréujeme vzhledem k velikosti vstupu (pocet éisel, pfi-
padné znaki na vstupu). Tento pocet si ozna¢me N. Casovou i pamétovou sloZi-
tost pak vyjadiime vzhledem k tomuto N. To je vidét tfeba na vybéru maxima
v predchozim textu.

Pokud by existovalo nékolik vstupt stejné velikosti, pro které nas algoritmus
bézi rtizné dlouho, bude ¢asova slozitost popisovat ten nejhorsi z nich (takovy, na
kterém algoritmus pobé&zi nejpomaleji). Stejné tak pro pamétovou sloZitost pou-
Zijeme ten ze vstupu délky N, na ktery spotfebujeme nejvice paméti. Dostaneme
tzv. slozitosti v nejhorsim piipadé. Podrobnéji si o tom povime pozdéji.

Nékdy se nam hodi urcit slozitost v zavislosti na vice nez jedné proménné.
Pokud bychom napfiklad chtéli vypisovat vSechny dvojice podstatného a pridav-
ného jména ze zadaného slovniku, stravime tim ¢as, ktery bude zaviset nejen na
celkové velikosti slovniku, ale i na tom, kolik obsahuje podstatnych a kolik pridav-
nych jmen. Rozmyslete si, jaka slozitost vyjde, pokud vite, ze velikost slovniku
je S, podstatnych jmen je A a pfidavnych jmen B.

Castym piikladem, kde si velikost vstupu potiebujeme rozdélit do vice pro-
ménnych, jsou algoritmy pracujici s grafy (viz grafova kuchaika).'® V piipadé
grafi obvykle vyjadfujeme slozitost pomoci proménnych N a M, kde N je pocet
vrchola grafu a M je pocet jeho hran. I pro vice proménnych vybirame nejhorsi
pripad.

Ne vzdy ale urcujeme slozitosti v zavislosti na velikosti vstupt. Naptiklad
pokud je velikost vstupu konstantni, slozitost ur¢ime vzhledem k hodnotam pro-
ménnych na vstupu. Treba u pfikladu s tabulkou nasobkt jsme slozitost urcili
vzhledem k velikosti tabulky, kterou jsme dostali na vstupu. Jinym pfikladem
miize byt vypsani vSech prvocisel mensich nez dané N.

Asymptoticka sloZitost

V této Casti textu se budeme vénovat pouze ¢asové slozitosti. Vsechna pra-
vidla, kterd si fekneme, pak budou platit i pro pamétovou slozitost.

U urcovani casové slozitosti nas bude pfedevSim zajimat, jak se algoritmy
chovaji pro velké vstupy. Mé&jme naptiklad algoritmus A o ¢asové slozitosti 4N
a algoritmus B o slozitosti N2. Tehdy je sice pro N = 1,2,3 algoritmus B
rychlejsi nez A, ale pro vSechna vétsi N ho uz algoritmus A pfedbéhne. Takze
pokud bychom si méli mezi témito algoritmy zvolit, vybereme si algoritmus A.

18 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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U slozitosti nas obvykle nebude zajimat, jak se chova na malych vstupech,
protoze na téch je rychly téméi kazdy algoritmus. Rozhodujici pro nas bude
slozitost na maximalnich vstupech (pokud néjaké omezeni existuje) anebo slo-
Zitost pro ,hodné velké vstupy“. Proto si zavedeme tzv. asymptotickou ¢asovou
sloZitost.

Piedstavme si, e mame algoritmus se slozitosti n2/4+6n+12. Pod asympto-
tikou si mtizeme predstavit, ze nas zajima jen nejvyznamnéjsi ¢len vyrazu, podle
kterého se pak pro velké vstupy chova cely vyraz. To znamena, Ze:

¢ Konstanty u jednotlivych ¢lentt mtizeme $krtnout (napt. 6n se chovd podob-
né jako n). Tim dostavame n? +n + 1.

e Pro velka n je n + 1 oproti n? nevyznamné, tak ho miiZzeme také skrtnout.
Dostavame tak slozitost n2. Obecné krtdme vsechny ¢leny, které jsou pro
dost velké n mensi nez néjaky neskrtnuty clen.

Tahle pravidla sice vétSinou funguji, ale Skrtat ve vypoctech pfece nemizeme
jen tak. Proto si nyni zavedeme operétor O (velké O), diky kterému budeme umét
popsat, co presné nase ,Skrtani“ znamend, a pouzivat ho korektné.

Definice: M&jme funkce f : N — R* a g : N — R*. Rekneme, Ze f € O(g),
pokud Ing € N a 3c € RV tak, ze Vn > ng plati f(n) < c-g(n).

Nyni slovy: Mé&jme funkce f a g funkce z pfirozenych do kladnych redlnych
¢isel. Rekneme, 7e funkce f patii do tiidy O(g), pokud existuji konstanty ng a c
takové, ze f je pro dost velkd n (totiZ pro n > ng) mensi nez c- g(n).

Neékdy také piseme, ze f = O(g) nebo fikdme, Ze program ma slozitost O(f).
A zde je pouziti: n2/4+6n+12 € O(n?), protoze napiiklad pro ¢ = 10 plati
pro vSechna n > 1 (tedy ng = 2):

n?/4 4 6n + 12 < 10n2.

Pokud vam tento zpisob nevyhovuje a vice se vam libi metoda pomoci
LSkrtani“, tak ji klidné pouzivejte, akorat viude piste O(...). Nékdy také fikdme,
ze se konstanty a méné vyznamné cleny v O ztraci.

Jesté poznamenejme, ze operator O(. ..) znamend asymptoticky horni odhad
funkce. TakZe pokud funkce pat¥i do O(N), tak pak patiiido O(N?), O(N3), ...

Nejhorsi a prumérny p¥ipad
Opét si vSe vysvétlime jen na Casové slozitosti.

Velka cast algoritmi bézi pro rizné vstupy stejné velikosti riznou dobu.
U takovych algoritmii pak muZeme rozliSovat slozitost v nejhorsim pfipadé (tu
uz zname), v nejlepsim pfipadé a t¥eba i pramérnou ¢asovou slozitost.
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Vse si ukdzeme na algoritmu BubbleSort (bublinkovém tiidéni), o kterém se
muzete dodist v kuchaice o t¥idicich algoritmech.'® Funguje tak, Ze se diva na
vsechny dvojice sousednich prvki, a kdykoliv je dvojice ve Spatném potadi, tak
ji prohodi. Zde je pseudokdd algoritmu:

BubbleSort (pole, N):
Opakuj:
setfidéno = 1
Pro i = 1 az N-1:
JestliZze pole[i] > polel[i+1]:
p = polelil
polel[i] = pole[i+1]
pole[i+1] = p
set¥idéno = 0
Skonéi, aZ bude set¥idéno = 1

Casova slozitost v nejhorsim piipadé ¢ini O(N?) — v kazdém priichodu vndj-
$im cyklem nadm totiz nejvétsi hodnota ,,probubld“ na konec a ostatni se posu-
nou o jednu pozici doleva. Rozmyslete si, pro¢. Priichodd je proto nejvyse N —1
a kazdy z nich trva O(N). Tento nejhorsi pfipad muze doopravdy nastat, pokud
nechame setridit klesajici posloupnost. Tam provedeme presné N — 1 prichodi.

Naopak v nejlepsim pfipadé bude ¢asova slozitost pouze O(N). To nastane,
pokud na vstupu dostaneme uz setfidénou posloupnost. U té algoritmus pouze
zkontroluje vSechny dvojice a pak se ihned zastavi.

Primérna casova slozitost nam udéava, jak dlouho nas algoritmus bézi pri-
mérné. Co to ale znamend, neni snadné definovat ani spocitat. U t¥idiciho al-
goritmu bychom mohli poditat primeér pfes vSechny moznosti, jak mohou byt
prvky na vstupu zamichané (tedy pfes vSechny jejich permutace). To ndm nékdy
muze dat presnéjsi odhad chovani algoritmu.

Zrovna u BubbleSortu a mnoha jinych algoritmu vyjde primérna ¢asova slo-
zitost stejné jako slozitost v nejhorsim pripadé. Jednim z nejznaméjsich prikladia
algoritmu, ktery je v primeéru asymptoticky lepsi, je t¥idici algoritmus QuickSort
(opét viz tfidici kuchaika). Jeho primeérna ¢asova slozitost ¢ini O(N -log N), za-
timco v nejhorsim pripadé mutze bézet az kvadraticky dlouho.

Casto pouzivané sloZitosti

Na zavér si ukdZzeme Casto se vyskytujici Casové sloZitosti algoritmu (ty pa-
métové jsou obdobné). Sefadili jsme je od nejrychlejsich a ke kazdé pfipsali pii-
klad algoritmu.

19 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni
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O(1) — konstantni (t¥eba zjisténi, jestli je ¢islo sudé)

O(log N) — logaritmickd (bindrni vyhledavani); vSimnéte si, Ze na zdkla-

du logaritmu nezélezi, protoze plati log, n = log, n/log, a, takze logaritmy

o ruznych zakladech se lisi jen konstanta-krét, coz se ,schova do O-cka“.

O(N) — linedrni (hledani maxima z N &isel)

O(N -log N) — linedrné-logaritmickd (nejlepsi algoritmy na t¥idéni pomoci

porovnavani)

O(N?) — kvadratickd (BubbleSort)

O(N?) — kubickd (nasobeni matic podle definice)

O(2N) - exponencidlni (nalezeni viech posloupnosti délky N slozenych z nul

a jedni¢ek; pokud je chceme i vypsat, dostaneme O(N - 2V))

O(N!) - faktoridlovd, N' =1-2-3-...- N (nalezeni vSech permutac{ N prv-

ki, tedy napfiklad vSech pfesmycek slova o N riiznych pismenech)
nomialni fikédme tém, které patii do O(N*) pro né&jaké k. Naopak nepolynomialni

v v

jsou ty, pro néz zadné takové k neexistuje.

Do polynomidlnich algoritmii pat¥i napf. i algoritmus se slozitosti O(log V).
A to proto, ze O(logN) C O(N) (kazdy algoritmus, ktery sebéhne v case
O(log N), sebéhne i v O(N)).

Nepolynomidlni jsou z nadf tabulky t¥idy O(2) a O(N!). Takové algoritmy
jsou extrémné pomalé a snazime se jim co nejvice vyhybat.

Pro pfedstavu o tom, jak se slozitost projevuje na opravdovém pocitaci, se
podivame, jak dlouho pobé&zi algoritmy na poé&itadi, ktery provede 109 (miliardu)
operaci za sekundu. Tento pocitac je srovnatelny s témi, které bézné pouzivame.
Podivejme se, jak dlouho na ném pobézi algoritmy s nasledujicimi slozitostmi:

funkce / n = 10 20 50 100 1000 108

logy n 3,3ns 4,3ns 49ns 6,6ns 10,0ns 19,9ns

n 10ns 20ns 30ns 100ns lpus 1ms
n-logon 33ns 86ns 282ns 664ns 10pus 20ms
n? 100ns 400ns 900ns 100 ps 1ms 1000s
n3 lps 8pus 27ps 1ms 1s 10%s
A lps 1ms 1s 10%'s 10%?s =~ oo
n! 3ms 10%s 10%%s 101495 10%%%8s =~ oo

Pro predstavu: 1000s je asi tak ¢tvrt hodiny, 1 000000s je necelych 12 dni,
10%s je 31 let a 10'%s je asi tak stafi Vesmiru. Tak#e nepolynomiélni algoritmy
zacnou byt velmi brzy nepouzitelné.

Karel Tesar a Martin Mares
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Kucharka druhé série — minimalni kostra

Predstavme si nasledujici problém: Chceme uréit silnice, které se budou v zi-
mé udrzovat sjizdné, a to tak, abychom celkové udrzovali co nejméné kilometriu
silnic, a presto zddné mésto od ostatnich neodtizli.

Meésta a silnice si mtizeme predstavit jako graf, o kterém nyni budeme pred-
pokladat, zZe je souvisly. Kdyby nebyl, nas problém nijak vyftesit nelze. Vysledny
podgraf/seznam silnic, ktery fesi nas problém se snéhem, nazyvaji matematici
minimdlni kostra grafu.

Pokud vibec netusite, co je to graf, prectéte si tvodni grafovou kucharku
na nasem webu.2’

Co se v souvislém grafu presné€ mysli pod pojmem kostra? Nazveme ji li-
bovolny podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy a zaroven je stromem. Strom
jsme si definovali v kapitole o grafech; jsou to presné ty grafy, které jsou sou-
vislé (z kazdého vrcholu ,dojedeme* do kazdého jiného) a bez kruznice (takze
nemame v silniéni siti Zddné pfebytecéné cesty).

Pokud kazdou hranu grafu ohodnotime néjakou vahou, coz v nasem pripadé
bude vzdy kladné ¢islo, dostaneme ohodnoceny graf. V takovych grafech pak
obvykle hleddme mezi vSemi kostrami kostru minimadini, coz je takova, pro kterou
je soucet vah jejich hran nejmensi mozny.

Graf mize mit vice minimalnich koster — naptiklad jestlize jsou vSechny vahy
hran jednicky, vSechny kostry maji stejnou vahu n — 1 (kde n je pocet vrcholi
grafu), a tedy jsou vSechny minimalni.

Pro vyfeseni problému hledani minimalni kostry se nam bude hodit datova
struktura Disjoint-Find-Union (DFU). Ta umi pro dané disjunktni mnoziny (dis-
junktni znamena, ze kazdé 2 mnoziny maji prazdny prunik neboli zadné spole¢né
prvky) rychle rozhodnout, jestli dva prvky patii do stejné mnoziny, a provadét
operaci sjednoceni dvou mnozin.

Algoritmus

Algoritmus na hledédni minimalni kostry, ktery si predvedeme, je typickou
ukazkou tzv. hladového algoritmu. Nejprve setfidime hrany vzestupné podle je-
jich vahy. Kostru budeme postupné vytvafret pridavanim hran od té s nejmensi
vahou tak, Zze hranu do kostry pfiddme pravé tehdy, pokud spojuje dvé (proza-
tim) rtzné komponenty souvislosti vytvofeného podgrafu. Jinak feceno, hranu
do vytvarené kostry pridame, pokud v ni zatim neexistuje cesta mezi vrcholy,
které zkoumana hrana spojuje.

Je zfejmé, Ze timto postupem ziskame kostru, tj. acyklicky podgraf grafu,
ktery je souvisly (pokud vstupni graf je souvisly, coz mlcéky predpokladame). Nez

20 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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si ukazeme, Ze nalezend kostra je opravdu miniméalni, podivejme se na ¢asovou
slozitost naseho algoritmu: Pokud vstupni graf ma N vrcholi a M hran, tak
uvodni setfidéni hran vyzaduje ¢as O(M log M) (pouzijeme néktery z rychlych
tfidicich algoritmt popsanych v jednom z minulych dild kuchaiky) a poté se
pokusime pridat kazdou z M hran.

V druhé ¢asti kucharky si ukaZzeme datovou strukturu, s jejiz pomoci bude
M testli toho, zda mezi dvéma vrcholy vede hrana, trvat nejvyse O(M log N).
Celkova Gasova slozitost naseho algoritmu je tedy O(M log N) (vSimnéte si, Zze
logM < log N? = 2log N). Pamétova slozitost je linearni vzhledem k poctu
hran, tj. O(M).

Dikaz spravnosti

Zbyva dokézat, Ze nalezend kostra vstupniho grafu je minimalni. Bez Gjmy
na obecnosti mizeme predpokladat, ze vahy vsech hran grafu jsou navzajem riz-
né: Pokud tomu tak neni jiz na zacatku, pricteme k nékterym z hran, jejichz vahy
jsou duplicitni, velmi mala kladna cela ¢isla tak, aby pofadi hran nalezené nasim
tfidicim algoritmem zustalo zachovano. Tim se kostra nalezend hladovym algo-
ritmem nezméni, a pokud bude tato kostra minimélni s modifikovanymi vahami,
bude minimalni i pro pivodni zadani.

Oznac¢me si nyni T4, kostru nalezenou hladovym algoritmem a Ty, néjakou
minimalni kostru. Co by se stalo, kdyby byly rizné? Vime, ze vSechny kostry maji
stejny pocet hran, takze musi existovat alespoinl jedna hrana e, kterd je v Ty,
ale neni v T, Ze vSech takovych hran si vyberme tu, kterd méa nejmensi vahu,
tedy kterou algoritmus pridal jako prvni. Kdyz se podivame na stav algoritmu
tésné pred pridanim e, vidime, ze sestrojil néjakou ¢astecnou kostru F, ktera je
jesté soucasti jak Tinin, tak Thig.

Pridejme nyni hranu e ke kostfe Tnin. Tim vznikl podgraf vstupniho grafu,
ktery zjevné obsahuje néjakou kruznici C' — uz pred pfidanim hrany e totiz T
byla souvisla. Protoze kostra T, neobsahuje Zadnou kruznici, na kruznici C
musi byt alespoil jedna hrana €', kterd neni v Tyigs.

Vsimnéme si, Ze hranu ¢’ nemohl algoritmus zpracovat pfed hranou e: hra-
na ¢’ nelezi v Ty na zadném cyklu, takze tim spi$ netvori cyklus v F, a kdyby
ji algoritmus zpracoval, musel by ji pfidat do F, coz, jak vime, neucinil. Z to-
ho plyne, Ze vaha hrany ¢’ je vétsi nez vaha hrany e. KdyZ nyni z kostry Tiin
odebereme hranu ¢’ a priddme misto ni hranu e, musime opét dostat souvisly
podgraf (e a €’ pfeci lezely na spoleéné kruznici), tudiz kostru vstupniho grafu.
JenZe tato kostra mé celkové mensi vahu neZ minimélni kostra Ty,in, coZ neni
mozné. Tim jsme dosli ke sporu, a proto Ti,in a Talg nemohou byt rizné.

Cviceni
e V dikazu jsme predpokladali, Ze vahy hran jsou ruzné.Neni potieba i v sa-
motném algoritmu pficitat velmi mald ¢isla k hranam se stejnou vahou?
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Disjoint-Find-Union

Datova struktura DFU slouzi k udrzovani rozkladu mnoziny na nékolik dis-
junktnich podmnozin (¢ili takovych, Ze zadné dvé nemaji spoleény prvek). To
znamena, ze pomoci této struktury mutzeme pro kazdé dva z ulozenych prvki
Fici, zda patfi ¢i nepatii do stejné podmnoziny rozkladu.

V algoritmu hledani minimalni kostry budou prvky v DFU vrcholy zadaného
grafu a budou nélezet do stejné podmnoziny rozkladu, pokud mezi nimi v jiz
vytvorené Casti kostry existuje cesta. Jinymi slovy podmnoziny v DFU budou
odpovidat komponentam souvislosti vytvarené kostry.

S reprezentovanym rozkladem umoziiuje datova struktura DFU provadét
nasledujici dvé operace:

e find: Test, zda dva prvky lezi ve stejné podmnoziné rozkladu. Tato operace
bude v pfipadé naseho algoritmu odpovidat testu, zda dva vrcholy lezi ve
stejné komponenté souvislosti.

¢ union: Slouceni dvou podmnozin do jedné. Tuto operaci v nasem algoritmu
na hledani kostry provedeme vzdy, kdyz do vytvarené kostry pridame hranu
(tehdy spojime dvé rtzné komponenty souvislosti dohromady).

Povézme si nejprve, jak budeme jednotlivé podmnoziny reprezentovat. Prvky
obsazené v jedné podmnoziné budou tvorit zakofenény strom. V tomto stromé
v8ak povedou ukazatele (trochu nezvykle) od listt ke kofeni. Operaci find lze pak
jednoduse implementovat tak, Ze pro oba zadané prvky nejprve nalezneme koteny
jejich stromt. Jsou-li tyto kofeny stejné, jsou prvky ve stejném stromé, a tedy i ve
stejné podmnoziné rozkladu. Naopak, jsou-li rtizné, jsou zadané prvky v riznych
stromech, a tedy jsou i v rtznych podmnozinach reprezentovaného rozkladu.
Operaci union provedeme tak, Ze mezi kofeny stromu reprezentujicich slu¢ované
podmnoziny pfidame ukazatel a tim tyto dva stromy spojime dohromady.

Implementace dvou vyse popsanych operaci, jak jsme se ji pravé popsali, na-
sleduje. Pro jednoduchost mnozina, jejiz rozklad reprezentujeme, bude mnozina
¢isel od 1 do N. Rodice jednotlivych vrcholi stromu si pak pamatujeme v poli
parent, kde 0 znamena, Ze prvek rodice nemd, tj. Ze je kofenem svého stromu.
Funkce root(v) vréati kofen stromu, ktery obsahuje prvek v.

var parent: array[l..N] of integer;

procedure init;
var i: integer;
begin
for i:=1 to N do parent[i]:=0;
end;
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function root(v: integer):integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else root:=root(parent[v]);
end;

function find(v, w: integer) :boolean;
begin

find:=(root(v)=root(w));
end;

procedure union(v, w: integer);
begin

v:=root(v); w:=root(w);

if v<>w then parent[v]:=w;
end;

S pravé predvedenou implementaci operaci find a union by se ale mohlo
stat, ze stromy odpovidajici podmnozinam budou vypadat jako ,hadi“, a pokud
budou obsahovat N prvki, na nalezeni kofene bude potieba ¢as O(N).

Ke zrychleni prace DFU se pouzivaji dvé jednoduché vylepSeni:

¢ union by rank: Kazdy prvek ma pfifazen rank. Na za¢atku jsou ranky vSech
prvki rovny nule. Pii provadéni operace union pfipojime strom s korenem
mensiho ranku ke kofeni stromu s vétsim rankem. Ranky kofenti stromu
se v tomto pfipadé neméni. Pokud kofeny obou stromt maji stejny rank,
pfipojime je libovolné, ale rank kofenu vysledného stromu zvétSime o jedna.

e path compression: Ve funkci root(v) pfepojime vSechny prvky na cesté od
prvku v ke kofeni rovnou na kofen, tj. zménime jejich rodice na kofen daného
stromu.

Nez si obé metody blize rozebereme, podivejme se, jak se zméni implemen-
tace funkci root a union:

var parent: array[l..N] of integer;
rank: array[1..N] of integer;

procedure init;
var i: integer;

begin
for i:=1 to N do
begin
parent [i] :=0;
rank[i] :=0;
end;
end;
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{zména path compression}
function root(v: integer): integer;
begin
if parent[v]=0 then root:=v
else begin
parent [v] :=root (parent [v]) ;
root:=parent [v];
end;
end;

{stejna jako minule}
function find(v, w: integer):boolean;
begin
find:=(root (v)=root(w));
end;

{zména kvili union by rank}
procedure union(v, w: integer);
begin
v:=root(v);
w:=root (w);
if v=w then exit;
if rank[v]=rank[w] then
begin
parent [v] :=w;
rank [w] :=rank [w]+1;
end
else if rank[v]<rank[w] then
parent [v] :=w
else
parent [w] :=v;
end;

Zamérme se nyni blize na metodu union by rank. Nejprve uc¢inime nasledujici
pozorovani: Pokud je prvek v s rankem r kofenem stromu v datové struktufe
DFU, pak tento strom obsahuje alesponi 2" prvki.

Nase pozorovani dokdzeme indukci podle r. Pro r = 0 tvrzeni zfejmé plati.
Necht tedy r > 0. V okamziku, kdy se rank prvku v méni z r — 1 na r, slu¢ujeme
dva stromy, jejichz kofeny maji rank r — 1. Kazdy z téchto dvou stromt mé dle
indukéniho predpokladu alespont 2"~ prvki, a tedy vysledny strom méa alespoit
2" prvkd, jak jsme pozadovali.

Z naseho pozorovani ihned plyne, Ze rank kazdého prvku je nejvyse logy N
a prvkl s rankem r je nejvySe N/2" (vSimnéme si, Ze rank prvku v DFU se
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neméni po okamziku, kdy dany prvek pfestane byt kofen néjakého stromu).

Kdyz tedy provadime jen union by rank, je hloubka kazdého stromu v DFU
rovna ranku jeho kofene, protoze rank kotfene se méni pravé tehdy, kdyz zvétSu-
jeme hloubku stromu o jedna. A protoze rank kazdého prvku je nanejvys log, N,
hloubka kazdého stromu v DFU je také nanejvys log, N. Potom ale procedura
root spotfebuje ¢as nejvyse O(log N), a tedy operace find a union stihneme v ¢ase
O(log N).

Amortizovana ¢asova sloZitost

Abychom mohli pokracovat dale, musime si vysvétlit, co je amortizovand
¢asova slozitost. Rekneme, Ze néjaka operace pracuje v amortizovaném case O(t),
paklize provedeni libovolnych k takovych operaci trva nejvyse O(kt). Pfitom
provedeni kterékoliv konkrétni z nich mtize vyzadovat cas vétsi. Tento vétsi cas je
pak v souctu kompenzovan kratsim ¢asem, ktery spotiebovaly nékteré predchozi
operace.

Nejdifve si piedvedme tento pojem na jednoduchém piikladé. Reknéme, ze
mame cislo zapsané ve dvojkové soustavé. Pficist k tomuto ¢islu jednicku jisté
netrva konstantni ¢as, nebot zélezi na tom, kolik jednicek se vyskytuje na konci
zadaného d¢isla.

Pokud se nam ale povede ukazat, ze N pricteni jednicky k ¢islu, které je
na poc¢atku nula, zabere ¢éas O(N), pak miizeme ¥ici, ze kazdé takové pFicteni
trvalo amortizované O(1).

Jak tedy ukazeme, ze N pfi¢teni jednicky k éislu zabere ¢as O(N)? Pouzi-
jeme k tomu ,penizkovou metodu“. Kazda operace nas bude stat jeden penizek,
a pokud jich na N operaci pouzijeme jen O(N), bude tvrzeni dokazano.

Kazdé jednicce, kterou chceme pri¢ist, ddme dva penizky. V pribéhu celé-
ho pfi¢itani bude platit, ze kazda jednicka ve dvojkovém zapisu c¢isla mé jeden
penizek (kdyz za¢neme jednicky pficitat k nule, tuto podminku splnime).

Pric¢itani bude probihat tak, Ze pfi¢itana jednicka se ,podiva“ na nejnizsi
bit (tj. ve dvojkovém zapise na posledni cifru) zadaného éisla (to ji stoji jeden
penizek). Pokud je to nula, zméni ji na jednicku a da ji svij zbyly penizek. Pokud
to je jednicka, vezme si pfi¢itand jednicka jeji penizek (¢ili uz ma zase dva), zméni
zkoumanou jednicku na nulu a pokracuje u dalsiho bitu, atd.

Takto splnime podminku, ze kazda jednicka v dvojkovém zapisu ¢isla ma
jeden penizek. Tedy N pricitani nas stoji 2N penizkt. Protoze pocet penizki
utracenych béhem jedné operace je imérny spotiebovanému casu, vidime, zZe
v8ech N pfic¢teni probéhne v ¢ase O(N). Neni tézké si uvédomit, Ze pricteni
nékterych jedni¢ek muze trvat az O(log N), ale amortizovand ¢asové slozitost
pricteni jedné jednicky je konstantni.
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Dokonéeni analyzy DFU

Pokud bychom provadéli pouze path compression a nikoliv union by rank,
dalo by se dokézat, Ze kazdéa z operaci find a union vyzaduje amortizované Cas
O(log N), kde N je pocet prvka. Toto tvrzeni nebudeme dokazovat, protoze tim
bychom si nijak oproti samotnému union by rank nepomohli. Pro¢ tedy vlastné
hovofime o obou vylepSenich? Inu proto, Ze pfi pouziti obou metod soucasné do-
sdhneme mnohem lepsiho amortizovaného ¢asu O(a(N)) na jednu operaci find
nebo union, kde a(N) je inverzni Ackermannova funkce. Jeji definici muzete
nalézt na konci kuchaiky, zde jen poznamenejme, Ze hodnota inverzni Acker-
mannovy funkce a(N) je pro viechny praktické hodnoty N nejvyse étyii. Cili
dosdhneme v podstaté amortizované konstantni ¢asovou slozitost na jednu (libo-
volnou) operaci DFU.

Dokéazat vySe zminény odhad ¢asové slozitosti funkcei a(N) je docela tézké,

my si zde pfedvedeme ponékud horsi, ale technicky vyrazné jednodussi ca-
sovy odhad O((N + L)log* N), kde L je pocet provedenych operaci find nebo
union a log™ N je tzv. iterovany logaritmus, jehoz definice nasleduje. Nejprve si
definujeme funkci 2 1 k rekurzivnim predpisem:

210=1, 21k=240"1,

Méme tedy 211 =2,212=22=4,213=2%=16,2 14 = 26 = 65536,
215 = 265536 atd. A koneéns, iterovany logaritmus log* N ¢&isla N je nejmensi
pfirozené ¢islo k takové, ze N < 21 k. Jina (ale ekvivalentni) definice iterovaného
logaritmu je ta, Ze log™ N je nejmensi pocet, kolikrat musime ¢&islo N opakované
zlogaritmovat, nez dostaneme hodnotu mensi nebo rovnu jedné.

Zbyva provést slibenou analyzu struktury DFU pfi sou¢asném pouziti obou
metod union by rank a path compression. Prvky si rozdélime do skupin podle
jejich ranku: k-ta skupina prvka bude tvofena témi prvky, jejichz rank je mezi
(21 (k—=1))+1 a2t k. Napt. tfeti skupina obsahuje ty prvky, jejichZ rank je
mezi 5 a 16. Prvky jsou tedy rozdéleny do 1 + log*log N = O(log" N) skupin.
Odhadnéme shora pocet prvka v k-té skupiné:

N N B N 21k—21(k—1) 1 B
et g ey | X g S

.. N N
— 921(k—1) ) 0 Lk

Ted miizeme provést Gasovou analyzu funkce root(v). Cas, ktery spotfebuje funk-
ce root(v), je pfimo tmérny délce cesty od prvku v ke kofeni stromu. Tato cesta
je pak nasledné rozpojena a vSechny prvky na ni jsou pfepojeny pfimo na koren
stromu. Rozdélime rozpojené hrany této cesty na ty, které ,natctujeme” tomuto
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volani funkce root(v), a ty, které zahrneme do faktoru O(N log* N) v dokazova-
ném ¢asovém odhadu. Do volani funkce root(v) zapoc¢itame ty hrany cesty, které
spojuji dva prvky, které jsou v ruznych skupinach. Takovych hran je zfejmé nej-
vyse O(log" N) (vSimnéte si, ze ranky prvkil na cesté z listu do kofene tvori
rostouci posloupnost).

Uvazme prvek v v k-té skupiné, ktery jiz neni kofenem stromu. Pii kazdém
prepojeni rank rodic¢e prvku v vzroste. Tedy po 2 1 k pfepojenich je rodi¢ prvku v
v (k + 1)-ni nebo vyssi skupiné. Pokud v je prvek v k-té skupiné, pak hrana z néj
na cesté do kofene nebude G¢tovana volani funkce root(v) nejvyse (2 1 k)-krat.
ProtoZze k-t4 skupina obsahuje nejvyse N/(2 1 k) prvki, je pocet takovych hran
pro vSechny prvky této skupiny nejvyse N. A protoze pocet skupin je nejvyse
O(log™ N), je celkovy pocet hran, které nejsou zapocitany volanim funkce root(v),
nejvyse O(N log™ N). Protoze funkce root(v) je voldna 2L-kréat, plyne casovy
odhad O((N + L)log™ N) z pravé dokazanych tvrzeni.

Inverzni Ackermannova funkce a(N)
Ackermannovu funkci 1ze definovat nasledujici konstrukei:
Ag(i) =i+ 1, Ags1(i) = AL(i) pro k >0,
kde vyraz Al zastupuje slozen{ i funkei Ay, napf. A;(3) = Ag(Ao(Ao(3))). Plati

tedy nasledujici rovnosti:
Ag(i) =i+1, Ai(i) =26, As(i)=2"-i.

Ackermannova funkce s jednim parametrem A(k) je pak rovna hodnoté Ag(2),
takze A(2) = A(2) = 8, A(3) = A3(2) = 211, A(4) = A4(2) ~ 2 1 2048 atd...
Hodnota inverzni Ackermannovy funkce a(N) je tedy nejmensi pfirozené éislo k
takové, ze N < A(k) = Ar(2). Jak je vidét, ve vSech redlnych aplikacich plati, ze
a(N) < 4.

Dan Krdl, Martin Mare§ a Milan Straka
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Kucharka treti série — teorie ¢isel

Dnes si budeme povidat o rtiznych uzitecnych vlastnostech celych ¢isel, pie-
devsim o délitelnosti a kongruencich. Mohlo by se zdat, ze to nema s informatikou
nic spole¢ného, ale prekvapive v informatice zakopavame o teorii ¢isel takika na
kazdém kroku. Nékdy se jedna o hledani velkych prvocisel, jindy o rychlé naso-
beni ¢isel s miliony cifer nebo vSudypritomnou asymetrickou sifru RSA.

Zacneme vyjasnénim zakladnich pojmt, postupné se prokouseme kongruen-
cemi k hledani nejvétsiho spoleéného délitele a Bézoutovych koeficientii, chvilku
se zamyslime nad prvocisly a nakonec si také ukdzeme, jak to vSechno souvisi
s ¢inskou armadou.

Definice na uvod

Mnozinu celych ¢isel si ozna¢ime Z a kazdé jeji podmnoziné {0,1,...,n—1}
budeme rikat Z,,.

Casto nés bude zajimat délitelnost: a\b (nebo a|b) budeme znadit, ze ¢islo a
je délitelem ¢isla b (nebude-li hrozit mylka, ¢teme prosté ,a déli b*).

Pro nejvétsiho spolecného délitele dvou éisel zavedeme symbol nsd(a, b). Po-
kud nsd(a,b) = 1, fikdme, Ze Cisla a a b jsou nesoudélnd, zkracené a L b. Kdyz
budou naopak a a b soudélnd, napiSeme a || b. Podobné nejmensi spoleény naso-
bek dvou ¢isel ozna¢ime nsn(a,b) a vSimneme si, Ze je roven a-b /nsd(a,b).

Neni-li jedno ¢islo délitelné druhym, znamena to, Ze pii celociselném déleni
vznikne zbytek: napiiklad pokud vydélime 23/8, dostaneme zbytek 7, proto-
ze 23 = 8-2 4 7. Obecné zbytkem po déleni a/b nazveme hodnotu z v rovnici
a=b-x+ z, kde x je celé ¢islo a z je nezaporné celé ¢islo mensi nez b. Obvyklé
programovaci jazyky mivaji takovouto operaci zabudovanou a fikaji ji modu-
lo. Programatofi pocitaji zbytky po déleni ¢asto néjakou konstrukei podobnou
z = a % b, zatimco matematici spise pisi z = @ mod b.

Dodejme, Ze pro zaporna ¢isla uz neni definice zbytku po déleni tak jedno-
znacna: v nékterych programovacich jazycich je (-7)%3 = -1, jiné se shodnou
s na$i definici na tom, Ze vyjde 2. Pfitom oba vysledky vychazeji z jedné rovnice
a =0b-x+ z. Aby méla jednozna¢né feSeni, pozadovali jsme 0 < z < b. Lze na to
ovSem jit i jinak: Fekneme, ze x ma byt celodiselny podil a/b. Ten jde ale defino-
vat dvéma zptisoby: bud se zaokrouhlenim dolt (coz se shodne s nasi definici),
nebo se zaokrouhlenim k nule (to déld vétsina procesorti), coz d4 pro zaporné a
zéporny zbytek. Zkuste zjistit (a vysvétlit), jak je to ve vaSem oblibeném jazyce
a co se stane, kdyz je zaporné i ¢islo, kterym modulime.

Kongruence

Kdyz ¢isla p a g davaji stejny zbytek po déleni ¢islem m, piSeme
p=gq (modm)
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a Cteme ,,p je kongruentni s ¢ modulo m*. To plati préavé tehdy, je-li rozdil p — ¢
délitelny m.
Zapis kongruence tak trochu pfipomind rovnici. To neni ndhoda — kongru-

ence totiz mizeme upravovat podobné jako rovnice.

Soucet dvou kongruenci: Pokud a = A a b = B, pak také plati a+b= A+ B
(to vse modulo totéz m). Ze je to pravda, nahlédneme snadno. Napisme si a jako
Ng M+ 24 a Cisla A, b, B obdobné. Pak dostaneme:

a+b=(nem+z,)+ (nym+z) =
= (ng +mp) - m+ (24 + 2p),
A+B=(nam+za)+ (npm+zp)=
= (na+np)-m+ (za +2p).
ProtoZe a = A a b= B, musi byt z, = z4 a 2, = zp. MliZeme si tedy vS§imnout,

ze rozdil mezi a +b a A+ B je ((na+ np) — (na+ np))-m. To je ndsobek m,
takze a +b= A+ B.

Rozdil dvou kongruenci: Nahlédneme obdobné.

Prictent téhoZz éisla k obéma strandm: Pokud a = A, pak plati a+k = A+ k
pro libovolné k. Staci totiz pricist evidentné platnou kongruenci k = k.

Prictent nasobku m k jedné strané: Z a = A plyne a+k = A pro libovolné k,
které je nasobkem modulu m. Pfi¢itame totiz kongruenci k£ = 0.

Vyndsobeni dvou kongruenci: Z a = A a b = B plyne ab = AB. Stejné jako
u souctu a rozdill, i zde staci ¢isla rozepsat na soucty nasobk m a zbytkt po
déleni m:

a-b=(ngm+z4) -(np-m+ 2) =

= (Mg Np M + Mg 25 + N 24) M+ (24 28)

Za' %bs
A-B=(nam+za)-(ng-m+zp)=

=(na-npm+nazg+np za) m+ (za zp)

A" ZB-
Pritom opét vime, Ze z, = z4 a 2, = 2.

Vyndsobeni obou stran kongruence timtéz céislem: Pokud a = A, plati také
ax = Az pro libovolné x. To plyne z nasobeni kongruenci x = .

FEkvivalentnost uprav: Bézné tpravy rovnic jsou takzvané ekvivalentni — to
znamena, ze funguji obéma sméry, takze feSeni rovnic ani neubiraji, ani neprida-
vaji. Jak je to s kongruencemi? S¢itani kongruenci ekvivalentni musi byt, protoze
opacny smér odpovida odecteni kongruenci, coz vime, ze je také korektni iiprava.
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U nasobeni kongruenci to uz tak jasné neni. Zkusme zjistit, jestli je pravda,
%e z kongruence ax = Ax plyne a = A. Pro x = 0 to jisté neplati, ale co kdyz
zvolime jiné z?

Vyzkousime to tfeba na nasledujicim ptikladeé:
a=5 (mod 14)

Takovato kongruence ma jednoduché feseni: a je kazdé celé ¢islo, které dostanu
seCtenim 5 a néjakého nasobku 14. To se da zapsat tieba takhle:

ac{b+k-14|keZ},

tudiz a muze tedy napiiklad 5, 19 nebo 33.

Vyzkousime nyni obé strany vynasobit. .. tfeba trojkou:
3-a=15=1 (mod 14).

Tato kongruence plati pro vSechna a, kterd po vynasobeni 3 davaji modulo 14
zbytek 1. Kdyz mame néjaké a z prvni kongruence, je ve tvaru 5+ % - 14. Kdyz ho
vynasobime 3, dostaneme 15+ 3- k- 14. To je urcité kongruentni s 1 modulo 14,
takze zadné FeSeni jsme neztratili a po chvili uvazovani zjistime, ze jsme ani
zadné neptidali.

Dalsi pokus: ptvodni kongruenci vynasobime misto trojky dvojkou. Dosta-
neme:

2-a=10 (mod 14).

Reseni piivodni kongruence poiad sedi, ale nova kongruence plati napiiklad i pro
a = 12. Posudte sami:

2:12=24=10+14=10 (mod 14).

Ouha, najednou vynasobeni obou stran konstantou neni ekvivalentni tipraval

Pro¢ nam néasobeni trojkou fungovalo, ale nasobeni dvojkou si vymysli ko-
feny navic? Postupné se ukaze, Ze nasobeni k je ekvivalentni tprava pravé tehdy,
kdyz k L 14 (¢ obecnéji k& L m, poéitdme-li modulo m).

Nez k tomu dojdeme, nejdfiv na chvili odboc¢ime k nejvétsim spoleénym
délitelum.

Eukliduv algoritmus

Nejvétsiho spolecného délitele dvou ¢isel muzeme vypocitat pomoci prvoci-
selného rozkladu, ale to je pro velka ¢isla velmi pomalé. Daleko lepsi je pouzit
prastary Euklidiv algoritmus. (Jmenuje se podle starovékého matematika Eu-
klida, v jehoz dile Zaklady se nachézi prvni dochovana verze. Jedna se ziejmeé
o nejstarsi netrivialni algoritmus, jaky se s drobnymi tpravami pouziva dodnes.
Dokonce je pravdépodobné, ze Euklidés pouze sepsal davno znamy trik.)
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Pojdme si odvodit, jak Euklidiv algoritmus funguje. Nahlédneme, Ze pro
libovolna ¢isla a, b (a > b) plati:

nsd(a,b) = nsd(a — b, b).

Pro¢ je to pravda? Dokézeme, ze dvojice (a,b) a (a—b, b) sdileji dokonce vSechny
spolecné délitele, takze i toho nejvétsiho:

e Necht d je spole¢nym délitelem a a b. Plati tedy a = a’-d, b = V' -d pro
néjaka cela ¢isla @’ a b'. Pak ovSem mizeme zapsat a — b jako (a’' —b')-d,
coz je zase délitelné Cislem d.

e Necht naopak d je spoleénym délitelem a—b a b. Opét zapiseme a—b = ¢ - d,
b=V -daziskdimea=(a—b)+b=(/+V)-d.

Euklidav algoritmus dostane na vstupu néjaka dvé cisla a a b a opakované
odcitd mensi z nich od vétsiho. Jak uz vime, tato operace zachovava nejvétsiho
spolecného délitele. Pokazdé se pfitom soucet a + b zmensi, takze po koneéné
mnoha krocich musime jedno z ¢isel vynulovat. Pak vime, Ze nejvétsim spolecnym
deélitelem je druhé z nich (plati pfeci nsd(0, z) = x).

Pojdme si takhle n&jakého nejvétsiho spole¢ného délitele spocitat. Abychom
netroskarili, zkusme rovnou ¢isla 1518 a 945.

a b
1518 945
573 945
573 372
201 372
201 171
30 171

Zastavme se na chvili. Ted bychom mohli pracné odecitat 30 od b, dokud
bychom nenasli v b néco mensiho nez 30. Budme trochu lini: kdyZ to budeme
délat dost dlouho, zbude nam v b zkratka zbytek po déleni b ¢islem 30. Mizeme
tedy misto odec¢itani modulit. Pokracujeme:

a b
30 171
30 21 = 171 mod 30
30 mod 21 =9 21
9 3=21mod9
9mod3 =0 3

V a nam zbyla 0, takze nsd(1518,945) = 3.

Pojdme si tento postup prevést do navodu pro podita¢. P¥i implementaci
Euklidova algoritmu se hodi drzet si v jedné proménné poiad to vétsi z cisel
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a a b. Navic mizeme vyuzit toho, ze kazdym krokem algoritmu se z vétsiho ¢isla
stane mensi, takze je sta¢i prohodit a neni potfeba znovu porovnévat. (Dokonce
i porovnani pred cyklem bychom si mohli usetfit, kdyby ndm nevadilo, Ze prvni
pruchod cyklem muze projit ,naprazdno“.)

def Euclid(a, b):
# Prohodime, je-1i tfeba

if b > a:
a, b =">b, a
# Zde je vidy a >= Db
while b > O:
# nsd(a % b, b) = nsd(a, b).
a=a%b
a, b =">b, a

# nsd(0, a) = a.
return a

Jak rychle nas algoritmus bézi? Podivejme se, co se stane, kdyz pustime dva
kroky algoritmu na ¢isla a; a by (a1 > by):

a9 = a1 mod bl

by = by (nyni as < bz)
az = as = a1 mod by

bs = bs mod ag = b; mod (a3 mod by) (nyni ag > b3)

Dokéazeme, ze az < a1/2. Rozebereme pfitom dva piipady podle toho, jestli bylo
b1 mensi, nebo vétsi nez aq /2:

e Pokud b; < a1/2, pak uréité plati as < b1, a tedy i as < a1/2. (Zde vyuzi-
vame toho, Ze zbytek po déleni ¢ehokoliv &islem by musi byt mensi nez b;.)

e V opacéném piipadé lezi by mezi a1/2 a a1, takZe az = a3 mod by = a1 —b; <
a1 /2. (Posledni rovnost plati, protoze |ay/b1] = 1.)

Dokézali jsme tedy, Ze po dvou krocich algoritmu se vétsi z obou promén-
nych zmensi pfinejmensim na polovinu a opét bude vétsi. Po O(logn) krocich
tedy musi vétsi proménna klesnout pod 1, ¢imz se algoritmus zastavi. Euklidav
algoritmus proto provede O(logn) elementarnich operaci.

Jak dlouho ale trva jedna elementarni operace? Pokud pocitdme s maly-
mi Cisly, ktera se naSemu pocitaci vejdou do celociselné proménné, zvladneme
ji v konstantnim case. Jsou-li ovSem ¢isla vétsi, musime jesté zohlednit sloZitost
aritmetickych operaci: porovnani ¢isel a operace modulo. Kdyz pouzijeme modu-
leni pomoci skolniho déleni, které je kvadratické v poctu cifer, stravime v kazdém
z O(logn) krokii Euklidova algoritmu as O(log?® n). Celkova slozitost algoritmu
tedy vzroste na O(log®n).
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Rozsifeny Eukliduv algoritmus

Praveé jsme nasli nejvétsiho spoleéného délitele d néjakych dvou obrovskych
Cisel a a b. Jak ale pfesvédéime svého pochybovacného kolegu, Ze je nas vysledek
spravné? Snadno ovéfime, ze d déli obé cisla. Ale jak ukdzeme, Ze Zaddné vétsi
¢islo uz a ani b nedéli? Prekvapivé to jde jednoduse dosvédcit: pokud pro néjaka
u a v plati

a-u+bv=d,

musi d byt délitelné kazdym spoleénym délitelem a a b, takZe i ¢islem nsd(a, b).
Nemutize tedy byt mensi nez nsd(a, b).

Dobra — kde takova u a v vzit? Kupodivu snadno: trochu upravime Euklidav
algoritmus. Nejprve ale prozradime, ze rovnici

a-u+b-v=nsd(a,b)

se fika Bézoutova identita a Cislim u a v Bézoutovy koeficienty.

Dokéazeme, ze spustime-li Eukliduv algoritmus na ¢isla a a b, v kazdém
okamziku se v proménnych a a b budou nachazet ¢isla tvaru a-a + S-b (kde
a a f jsou néjaka celd cisla). Na zac¢atku to trividlné plati, nebof a = a a
b = b, a pokazdé, kdyz se proménné méni, bud se prohazuji, nebo se jedna
od¢itd od druhé. Obé tyto operace z vyraz uvedeného tvaru délaji opét vyrazy
uvedeného tvaru. TakZze i koneény vysledek algoritmu, tedy nsd(a,b), musi jit
zapsat v takovém tvaru.

Algoritmus proto upravime tak, aby si stale udrzoval proménné «,, ay, B,
a By a vidy platilo
a=apa+fab
b=ap a+ B b

Ke konci algoritmu je, jak vime, b = nsd(a,b), takze ap a By jsou hledané Bé-
zoutovy koeficienty. Opét si to vyzkousejme na vypoctu nsd(1518,945):

a Qg Ba b p Bo
1518 1 0 945 0 1
573 1 -1 945 0 1
573 1 -1 372 -1 2
201 2 -3 372 -1 2
201 2 -3 171 -3 5
30 5 -8 171 -3 5
30 5 -8 21  —28 45
9 33 53 21 —-28 45

9 33 53 3 —94 151

0 315 -—-506 3 —-94 151
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Algoritmus tedy tvrdi, Ze hledany nsd spliiuje rovnost
1518 -(—94) 4+ 945 - 151 = nsd(1518,945) = 3.

Snadnym vypoc¢tem ovéfime, Ze je to pravda. (Poznamenejme, ze Bézoutova iden-
tita ma nekone¢né mnoho feseni. Jak byste nasli ta dalsi?)

Prevedme své myslenky do zdrojového kédu. Do Aa, Ba, Ab, Bb budeme
ukladat koeficienty aa, Ba, b a Pp.

def ExtEuclid(a, b):
Aa, Ba =1, 0 # a 1 *xa+0=xb
Ab, Bb =0, 1 #Db O*xa+1x%*b
# Prohodime, je-1i treba
if b > a:
a, b=">b, a
Aa, Ab = Ab, Aa
Ba, Bb = Bb, Ba

# Zde je vZdy a >= Db
while b > O:
# Odecteme od proménné a proménnou b
# tolikrat, kolikrat se tam vejde.
# ("/" znaCi celoCiselné déleni)
Aa = Aa - (a / b) * Ab;
Ba = Ba - (a / b) * Bb;

# nsd(a % b, b) = nsd(a, b).

a=a%b
# Prohodime
a, b =">b, a

Aa, Ab = Ab, Aa

Ba, Bb = Bb, Ba
# nsd(0, a) = a.
# Vratime také Bézoutovy koeficienty.
return [a, Aa, Bal

Zadna operace, kterou délame s koeficienty pro proménné a a b, netrva
asymptoticky déle nez operace modulo. Pfidanim poéitani Bézoutovych koefici-
entl si tedy casovou slozitost Euklidova algoritmu nezhorsime.

ResSeni linearnich kongruenci
Bézoutovy koeficienty jsou uziteéné také k feSeni kongruenci. Pojdme si to

na jedné kongruenci vyzkouset.
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Maéame nakoupena 4 vajicka. V obchodé se vajicka prodéavaji pouze v bali¢cich
po 6 kusech, zatimco my je skladujeme v platech po 20 kusech. Kolik si musime
koupit bali¢ka, abychom neméli v zddném platu volno?

Prepisme si tento ptiklad do formy kongruence:
446-2=0 (mod 20),
¢ili
6-z=16 (mod 20).
To je totéz, jako ze pro x a néjaké dalsi celé ¢islo y plati
6-2+20 y=16.

Ejhle, to je rovnice podobna Bézoutové identité. Kdyby na jeji pravé strané
byl nsd(6,20) = 2, byla by to pfesné Bézoutova identita a rozsiFeny Euklidav
algoritmus by ndm prozradil, ze plati

6-(—3)+20-1=2.

Tim bychom méli vyfeseno.

Jenze v nasem pripadé je na pravé strané 8krat vic, nez bychom potfebovali.
Tak obé strany Bézoutovy identity vynasobime 8:

6-(—3)-8+20-1-8=2-8.

Resenim nasi rovnice tedy je v = —24, y = 8.

Tak hur4 do obchodu nakoupit —24 bali¢kt vajec. Coze? Ze zdporné nemayji?
Nevadi — sta¢i si vzpomenout, Ze jsme puvodné pocitali modulo 20, takze k x
miizeme pricist libovolny nasobek 20 a dostaneme dalsi feseni. Mtzeme tedy jit
tieba pro 16 balicki.??

Ted uz mtzeme zformulovat obecny ndvod na Teseni kongruence
ar=b (mod n)
s neznamou x. Kongruenci pfepiseme do tvaru
axr—ny=>=
a oznac¢ime d = nsd(a,n). Rozlisime 3 ptipady:

e d=10... tehdy jsou hledand = a y rovna Bézoutovym koeficientim a na-
jdeme je rozsifenym Euklidovym algoritmem.

Mimochodem, neni to nejmensi pocet balickl, ktery vyhovuje tloze: 6 balickt
by také fungovalo. Rozmyslete si, jak najit nejmensi feSeni kongruence.
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® d\ b ... pak najdeme feSeni 2’ a y' rovnice s d na pravé strané a polozime
x=2a'-b/day=1y -b/d.
® b neni nasobkem d ... v tomto pfipadé kongruence nemutze mit zadné reseni,
nebot levd strana rovnice je pro kazdé  a y délitelnd d, zatimco prava strana
délitelnad d nikdy neni.
Inverzni prvky modulo m
Vratme se ted zpatky z dlouhé odbocky a zkusme se znovu zamyslet nad
tim, kdy je vynasobeni obou stran kongruence ve tvaru
x =2z (modm)
konstantou k ekvivalentni aprava. Tak fikdme tpravé, ktera neubira ani neprida-
vé feSeni. Uz mame dokazano, ze kdyz x = z, tak pro kazdé k platii k-z = k- 2.
Takze zbyva zajistit, aby kazdé feseni kongruence k-x = k-z bylo i FeSenim
T =z
Nejprve ukazeme, ze pokud k je soudélné s m, je nase snaha pfedem ztra-
cend. Ozna¢me d = nsd(k, m) > 1. Vezméme libovolnou dvojici = a z splitujici
kongruenci x = z, coz je totéz jako x — z = 0. Nyni vytvofme novou dvojici
2’ =x a2z’ =z+m/d. Pro tu dostaneme
¥ -2 =x—(z+m/d)=z—2—-m/d=-m/d £0.
Ovsem kongruenci vynasobenou k& tato nova dvojice stale spliiuje:
kx' — k2’ =kx —k(z + m/d) = kx — kz — km/d =
=—km/d=m-(—k/d) = 0.
Dokazali jsme tedy, ze pokud ¢islo k, kterym nésobime obé strany kongru-

ence, je soudélné s modulem m, nejedné se o ekvivalentni tipravu. Ted naopak
ukazeme, ze jsou-li k& a m nesoudélnd, ekvivalentni to je.

Nahlédneme, Ze kdykoliv k L m, existuje néjaké ¢islo k~! € Z,, takové, ze
k-k=! = 1. Tomuto &islu se ¥ika inverzni prvek ke k (nebo také multiplikationi
invers ¢isla k) a pokud jim kongruenci kx = kz vynédsobime, ziskdme

-kl z=k-k71-2z (mod m),
coz je kyzena kongruence r = z.

Kongruenci k- k~! = 1 pfitom uZ umime vy¥esit — pfedchozi kapitola ndm
iika, Ze takové k~! existuje pravé tehdy, je-li k L m, a Ze se d4 najit Euklidovym
algoritmem. Dodejme jesté, ze prvkum, které maji multiplikativni invers, se fika
inwvertibilni prvky modulo m.

Koneéna télesa

Kdyz specialné zvolime za m néjaké prvocislo, budou vSechny prvky Z,,
kromé nuly invertibilni. Tim padem se Z,, bude chovat dost podobné racionalnim
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nebo redlnym ¢islim. M4 s nimi napfiklad tyto spoleéné vlastnosti (séitdnim a
nasobenim v p¥ipadé Z,, myslime operace modulo m):

® S¢itand je asociativni a komutativni.

® Pro kazdé a plati a + 0 = a.

e Pro kazdé a existuje (—a) takové, Ze a + (—a) = 0.

® Ndsobent je asociativni a komutativni.

® Pro kazdé a je a-1 = a.

® Pro kazdé nenulové a existuje a~! takové, ze a-a~ ! = 1.

e Nésobeni a s¢itani jsou distributivni: a-(b—c¢) =a-b—a-c.

Obecnéji, mame-li libovolnou mnozinu, mizeme v ni oznacit ,jednicku“ a
,nulu“ a ,pribalit“ operace séitani, nasobeni, ,dej mi (—a)“ a ,dej mi a~1“.
Operaci pfitom myslime libovolnou funkci, kterd prvkim mnoziny nebo jejich
dvojicim pfifazuje prvky. Pokud navic pro nasi mnozinu s operacemi plati vsech-
ny vyjmenované vlastnosti, ¥ika se ji komutativni téleso.

Racionalni, redlné i komplexni ¢isla jsou piiklady takovych téles a my jsme
k nim pridali konecnd télesa velikosti prvocisla. (Na okraj poznamenejme, Ze je
znamo, ze vSechna konecnd télesa maji velikost mocniny prvodisla, coz ovsem
neznamend, ze se vzdy chovaji jako celd ¢isla modulo n&jakym m.)

Mala Fermatova véta

S prvodisly tizce souvisi takzvana Mald Fermatova véta. Rika, Ze pokud je
p prvocislo a a libovolné ¢islo od 1 do p — 1, tak

a?'=1 (mod p).

Tato véta m& mnoho riznych pouziti (tfeba ve zndmém Sifrovacim algoritmu
RSA nebo niZe v algoritmu na testovani prvoéiselnosti), ndm se bude predevsim
hodit jako dalsi zpiisob invertovani ¢isel modulo prvodislo:

a?2.a=a""'=1 (mod p),

takze a?~2 je inverzni prvek k a.

Pojdme nyni Malou Fermatovu vétu dokézat. Indukci podle a budeme do-
kazovat ekvivalentni tvrzeni

a’? =a (mod p).

(Jelikoz a je uréité nesoudélné s modulem p, tak uz vime, ze nasobeni obou stran
kongruence je ekvivalentni tiprava.)

Pro a =1 je snadné vidét, ze véta plati:

a?=1=1=1 (mod p).
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Ted udélame indukéni krok. Reknéme, Ze mame dokdzano, Ze naSe véta
plati pro néjaké a, a chceme ji dokazat i pro a + 1. K tomu se bude hodit znama
Binomicka véta, kterd tika, ze pro kazdé realné x a y a prirozené n plati:

n

n __ n i, n—1i

@y =Y (1)t
=0

pricemz (7) je takzvané kombinacni cislo tvaru

(n) nn—1)-(n—2)...(n—i+1)

i)~ i(i—1)-... -1 ’

majici v ¢itateli i jmenovali zlomku prave ¢ ¢leni.
Indukce po nés chce, abychom dokazali, ze (a + 1)? = a. RozepiSeme tedy
levou stranu kongruence pomoci Binomické véty:

(a+1)P = <§>a0+ <117>a1+...+ (i)ap.

Jelikoz (g) i (g ) jsou rovny 1, tvoti prvni a posledni ¢len sou¢tu dohromady a?+1.
To je podle indukéniho predpokladu kongruentni s a.

Zbyva tedy dokazat, Ze vSechny ostatni ¢leny jsou délitelné p, takze se v kon-
gruenci modulo p neprojevi. Vskutku: pro 0 < ¢ < p se ve zlomku definujicim (f )
objevi p v prvociselném rozkladu citatele, ale ne v rozkladu jmenovatele, takze
se nema s ¢im zkratit.

Tim je indukce hotova.
Fermatuv test prvoc€iselnosti

Jako malou odménu za dlouhy diikaz predvedeme, jak Malou Fermatovu
vétu vyuzivat ke zjisténi, zda je né€jaké obrovské ¢islo n prvocislem. Jisté bychom
mohli zkouSet vSechny kandidaty na délitele od 2 do n — 1 (nebo chytieji do
[v/1]), ale to by trvalo prili§ dlouho.

Radéji zkusime vybrat néjaké ndhodné a € {1,...,n — 1} a spodcitat, kolik
je a”~! mod n. Pro prvoéiselné n musi vyjit jednicka, takze pokud vyjde néco
jiného, usvédéili jsme n z toho, Ze neni prvoéislem (aniz jsme nasli jediného
deélitele — zvlastni, ze?).

Pokud pro toto konkrétni a jednicka vyjde, samoziejmé to neznamend, ze n
je urcité prvocislo. Vyzkousime proto nékolik rtiznych a a pokud test pro zadné
z nich neselze, drze prohlasime, Ze n je pravdépodobné prvocislo.

Jak moc velké drzost to je? PFekvapivé ne moc velka. Pro skoro kazdé slozené
¢islo n plati, ze alespon polovina a-¢ek dosvédci, Ze se nejedna o prvocislo. Takze
jeden pokus selze s pravdépodobnosti nejvyse 1/2 a pokud udélame ¢ pokusi,
pravdépodobnost chybného vysledku je nanejvys 1/2¢.
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Jedinou vyjimku z naseho pravidla tvoii tzv. Carmichaelova ¢isla (nejmensi
z nich je ¢islo 561). To jsou ¢isla, jejichz slozenost prokdZzeme jen tehdy, kdyz
se strefime do a soudélného s n, a takovych a je velmi mélo. Nastésti neni Car-
michaelovych ¢&isel moc (relativné k prvocislim), takze Fermattiv test funguje
docela spolehlivé.

Existuji i dimyslnéjsi testy, které se Carmichaelovymi ¢isly obalamutit nene-
chaji. Jejich popis, jakoz i dikaz naseho tvrzeni o spolehlivosti Fermatova testu,
najdete v literatufe zminéné na konci kucharky.

Rychlé mocnéni

Ve Fermatové testu nebo pii pocéitani inverzi pomoci Malé Fermatovy véty
potiebujeme spoéitat a* mod m pro velké k. Pokud budeme mocninu a® poéitat
pfimo podle definice, tedy jako a-a-...-a, budeme potfebovat O(k) nasobeni,
coz je prilis.

Jednoduchou fintou Ize podet operaci snizit na O(log k). Napiiklad a'® mi-
Zeme spocitat jako:

Pro obecny exponent bude rychlejsi umocriovani vypadat takto:

def FastExp(a, k):
# Nejdrive oSetfime trivialni pripady.
if k == 0: return 1
if k == 1: return a

# Kdyz je x sudé, vratime a”(k/2) * a~(k/2).
# Kdyz je x liché, vratime a * a~(k - 1).

if k¥ % 2 == 0:
i = FastExp(a, k / 2)
return i * i

else:
return a * FastExp(a, k - 1)

Kazdé volani FastExp pro sudé k jednou zavola FastExp s polovi¢nim k a
jednou vynasobi dvé ¢isla. Kdyz je k liché, pfevede se na sudé a provede se jedno
vynésobeni. FastExp tedy provede O(log k) nasobeni.

Je ale dilezité uvédomit si, ze kdybychom si neulozili visledek a*/? do po-
mocné proménné i, ale rovnou vraceli FastExp(a, k/2) * FastExp(a, k/2),
byl by nas kdéd stejné pomaly, jako kdybychom pocitali mocninu podle definice!

Pro pouziti ve Fermatové testu (nebo obecné na spoéitani a® mod m) staci
po kazdém néasobeni vysledek vymodulit m.
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Sito na prvoéisla

Uz jsme zjistili, ze se ndm hodi umét najit prvodisla. Kde je ale vezmeme?
MiZeme urcité zkouset jedno ¢islo po druhém a pokazdé otestovat, jestli drzime
prvoéislo (tfeba Fermatovym testem nebo zkousenim vSech déliteltt). Uz stari Re-
kové ale znali algoritmus, ktery najde vSechna prvocisla mensi nez n efektivnéji.
Riké4 se mu Eratosthenovo sito.

Sito funguje na docela jednoduchém principu. Budeme si uchovéavat v paméti
pro kazdé cislo od 2 do n priznak, jestli je prvocislo, nebo slozené. Zac¢neme
u dvojky a oznacime vSechny nasobky 2 lezici mezi 4 a n jako slozena ¢isla. Dalsi
prvocislo je 3. Oznac¢ime vSechny nasobky 3 lezici od 6 do n jako slozena c¢isla.
Dalsi ¢islo na tfadé je 4. Kdyz jsme ale vyskrtavali nasobky 2, vyskrtli jsme i 4.
Nebudeme tedy provadét nic a rovnou prejdeme na 5. Takto najdeme vSechna
prvocisla od 2 do n a stihneme to rychle.

Ukazme si jesté zdrojovy kéd v Pythonu:

def Eratosthenes(n):
prvocislo = [ True ] * n

for i in range(2, n):
if prvocislo[il:
print("%d je prvocislo." % i)

# Nasobky prvocisla jsou sloZené
j=1i=*2
while j < n:
prvocislo[j] = False
=i

Jak dlouho sito pobézi? D4 se dokazat, ze jeho asymptotickéd ¢asova sloZitost
¢ini O(nloglogn), ale neni to snadné. My si zde pfedvedeme jenom slabsi odhad
O(nlogn). Zéjemce o t8z8i ditkkaz mensi slozitosti odkazujeme na vzorové feseni
tulohy 24-3-5.22

Sito travi ¢as O(n) hledanim prvodéisel a mezitim skrta jejich nasobky. Kdyz
skrtame nasobky dvojky, vySkrtneme nejvyse n/2 éisel, kdyz skrtdme nésobky
trojky, vyskrtneme jich nejvyse n/3, atd. Slozitost Eratosthenova sita tedy bude
shora omezena souctem

L
n+—-—+—-—4+...+—=n-
2 3 n

1

n

i

22 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/24-3-5/reseni
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Sumsé .
1
H, = ; -

se Fikd n-té harmonické ¢islo a dokdzeme o ném, ze lezi v O(logn).
Uvazujme, o co se zvétsi Hy, oproti Hy:

1 1 1
=——+ +ot—
n+1

Hs, — H, —_— .
n+2 2n

To je soucet n ¢lent, z nichz kazdy je mensi nez 1/n. Cely soudet je tedy mensi
nez 1.

Zjistili jsme tedy, ze Hs, < H, + 1. Funkce, které rostou takhle pomalu,
jdou shora omezit néjakym logaritmem n, takze H,, = O(logn).

Proto slozitost celého Eratosthenova sita ¢ini O(nlogn).
Cinska zbytkova véta

Nésledujici véta dostala své jméno po staroéinském zpiisobu pocitani vojaku.
Cinské4 armada je velka, a kdybychom chtéli poéitat vojaky jednoho po druhém,
trvalo by to dlouho. Pomahalo pry armadu rozfadit do fad o velikostech m,
ma, ..., My, (soudin vSech m; si ozna¢ime jako M bez indexu). Nékdy zbyli
nezafazeni dva, nékdy t¥icet, nékdy se sefadili vSichni. Tyto zbytky si oznacime
21y Z25 + s Rn-

A co Cinska zbytkova véta ¥ika? Tvrdi, Ze kdyz jsou vSechna m; navza-
jem nesoudélna a pocet vojaki je mensi nez M, lze ho ze zbytkl z; jednoznac-
né uréit. Kdyz napiiklad rozdélujeme vojaky do fad velikosti 2, 3, 5, 7, 11 a
13, muzeme zbytky z fad jednoznac¢né vyjadrit kazdy pocet vojakt mensi nez
2:3-5-7-11-13 = 30030.

Formalnéji feceno: Jsou-li dana navzajem nesoudélnd prirozend ¢isla my, .. .,
m, (jejichz souin ozna¢ime M) a zbytky zi, ..., z,, pak existuje pravé jedno
Cislo @ € Zjs takové, Ze pro vSechna i je

x =2z (mod m;).

A jak dokdZzeme, Ze néco takového plati? Méjme 2 ¢isla a, b € Zj, takova, ze
maji stejné zbytky po d€leni vSemi m;. Ukazeme, ze musi nutné€ byt stejna.
Vime, ze pro vsechna i plati

a=b (modm;).

To podle definice kongruence znamend, ze rozdil a — b je délitelny vsemi m;.
Proto je délitelny i nejmensim spoleénym nasobkem vsech m;, coz ovSem diky
nesoudélnosti musi byt jejich soucin M.
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Mame tedy dvé Cisla ze Z )y, jejichz rozdil je délitelny M. To nutné znamen4,
Ze jsou stejna.

Dokézali jsme tedy, ze jedna sada zbytku z1, ..., z, odpovida jednoznacné
uréenému ¢islu x € Z)y, ale jesté nevime, jak bez zkouseni vsech moznosti toto x
najit. Pijdeme na to od lesa.

Nejprve se hodi vS§imnout si toho, ze kdyz sec¢teme dvé ¢isla, sectou se i jejich
zbytky modulo vSemi m;.

Co kdybychom nyni dokazali sehnat ¢isla @1, ..., @, takova, zZe Q; je déli-
telné vSemi m; kromé m; aze Q; =1 (mod m;)?

To by potom stacilo polozit
r = (21'Q1+22'Q2+...+Zn'Qn) mod M.

Vskutku: pocitdme-li  mod m;, vSechny ¢leny z; - Q; pro j # ¢ vyjdou nulové a
Clen z; - Q; bude roven z;. To, Ze cely vysledek nakonec vymodulime M, na véci
nic neméni, protoze pficteni ¢i odecteni libovolného nasobku M zbytek po déleni
zadnym m; neovlivni.

Jak se ale k ¢isliim Q; dostaneme? Cislo Q; ma byt délitelné viemi m; kromé
m;. Uvazujme tedy soucin

Si:ml- e Ty M1 s oo "My

Ten modulo kazdé m; (j # i) da nulu, zatimco modulo m; néjaké éislo r; nesou-
délné s m; (nesoudélné musi byt, protoze jinak by m; bylo soudélné s nékterym
m;). Specidlné to znamen4, ze r; neni 0.

Potrebujeme tedy z tohoto nenulového zbytku udélat jednicku. To zafidime
snadno: pofidime si r; !, coz bude inverzni prvek k r; modulo m;, a timto prvkem
celé S; vynésobime:

Toto Q; uz mé pozadované vlastnosti: (); mod m; pro j # i vyjde nulové,
protoze @; je nasobkem S;, které bylo délitelné m;. A modulo m; ziskdme

_ -1 _ -1 _
Qi=S;-r; =rp-r; =1

,2Kouzelna“ ¢isla ; tedy dokazeme sestrojit a jejich zkombinovanim i hledané .

Pojdme si to ted zkusit v praxi. Chceme najit nejmensi = takové, zZe plati
nasledujici kongruence:
=3 (mod 5)
=1 (mod9)
x =14 (mod 16)
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Spocitame si nejdiive M a vSechna S;:
M =5-9-16 = 720,
S1=19-16 = 144,
Sy =5-16 = 80,
S =5-9=45.
Ted zjistime, kolik vychézi kazdé S; modulo m; a uréime pfislu$né multipli-
kativni inverze (napfiklad pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu):
r1 = 144 mod 5 = 4,
ro = 80 mod 9 = 8,
r3 = 45 mod 16 = 13,
ri'=4 (4-4mod5=1),
r;' =8 (8-8mod9=1),
r3' =5 (13-5mod 16 = 1).

Z toho vypodteme Q; jako S;-r; '

Q1 =8, 7' =144-4 = 576,
Qo= Sy-75 ' =808 = 640,
Q3= S3-7;" =45-5 =225,

Nakonec secteme prislusné nasobky @Q; a zjistime z:

2 =3-576+1-640 4+ 14-225 = 5518 = 478 (mod 720).

Vysledek opravdu vypada spravneé:

2 =478 =3+ (5-95) = 1 + (9-53) = 14 + (16 - 29).
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Par slov na zavér

Doufame, ze se vam nase povidani o teorii ¢isel libilo a Ze jste poznali, Ze i
tak zakladni objekty, jako jsou celd ¢isla, maji spousty zajimavych vlastnosti.

Prejete-li si dozvédét se vice o prvodiselnych testech nebo o RSA, miZeme
navrhnout ke studiu textik Algoritmy okolo teorie ¢isel®® od jednoho z autorii
kucharky. Dukladny rozbor Eratosthenova sita a jiné zajimavosti o prvocislech
najdete v ¢lanku T véty o prvocislech®* od téhoz autora.

S teorii ¢isel také souvisi algebra, ktera zobectiuje rtizné poznatky na libovol-
né mnoziny opatiené néjakymi operacemi (napiiklad télesa). Mate-li o ni zdjem,
mohla by vAm pomoci napiiklad skripta Zdklady algebry od Davida Stanovského.

Michal Pokorny a Martin Mares

http://mj.ucw.cz/papers/numth.pdf

http://mj.ucw.cz/papers/bert.pdf]
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Kuchatka ¢tvrté série — grafy

V dnesnim vydéani zndmého bestselleru budeme péci grafy souvislé i nesou-
vislé, orientované i neorientované. Rekneme si o zakladnim prochézeni grafem,
komponentéch souvislosti, topologickém usporadani a dalSich grafovych algorit-
mech. Abychom ale mohli zac¢it, musime si nejprve fici, s ¢im budeme pracovat.

Ingredience

Neorientovany graf je ur€en mnozinou vrchold V' a mnozinou hran F, coz
jsou neusporddané dvojice vrcholti. Hrana e = {z,y} spojuje vrcholy z a y.
Vétsinou pozadujeme, aby hrany nespojovaly vrchol se sebou samym (takovym
hrandm fikdme smycky) a aby mezi dvéma vrcholy nevedla vice nez jedna hrana
(pokud toto neplati, mluvime o multigrafech). Obvykle také pfedpoklddame, ze
vrcholt je koneéné mnoho. Neorientovany graf vétSinou zobrazujeme jako body
pospojované Carami.

1 3 4
\‘ 1 4

Neorientovany graf a multigraf

Podgrafem grafu G rozumime graf G’, ktery vznikl z grafu G vynechanim
nékterych (a nebo zddnych) hran a vrchold.

Casto nés zajima, zda se da z vrcholu « dojit po hranach do vrcholu y. Oviem
slovo ,,dojit“ by mohlo byt trochu zavadéjici, proto si zavedeme par pojmi:

® sled budeme fikat takové posloupnosti vrcholi a hran tvaru vy, ey, vo, €9, ...,
€n—1, Un, 2€ €; = {v;,v;41} pro kazdé i. Sled je tedy néjaka prochdzka po
grafu. Délku sledu méfime poc¢tem hran v této posloupnosti.

® tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy e; # e; pro ¢ # j.

® cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, ¢ili v; # v; pro ¢ # j. VSimnéte
si, ze se nemohou opakovat ani hrany.

Lehce nahlédneme, Ze pokud existuje sled z vrcholu x do y (v; = x, v, = y),
pak také existuje cesta z vrcholu x do vrcholu y. Kazdy sled, ktery neni cestou,
totiz obsahuje néjaky vrchol u dvakrat. Existuje tedy ¢ < j takové, ze u = v; =
v;. Pak ale mtizeme z naseho sledu vypustit posloupnost e;, vit1, ..., ej—1, v;
a dostaneme také sled spojujici v; a v,, ktery je urcité kratsi nez pivodni sled.
Tak muzeme po koneéném poctu tprav dospét az ke sledu, ktery neobsahuje
zaddny vrchol dvakrat, tedy k cesté.

Kruznici neboli cyklem nazyvame cestu délky alespon 3, ve které oproti
definici cesty plati v; = v,. Nékdy se na cesty, tahy a kruZznice v grafu také

112



Prog. kucharky — Grafy Roénik dvacaty paty, 2012/2013

divame jako na podgrafy, které ziskame tak, Ze z grafu vypustime vSechny ostatni
vrcholy a hrany.

Jesté si ukdzeme, ze pokud existuje cesta z vrcholu a do vrcholu b a z vrcho-
lu b do vrcholu ¢, pak také existuje cesta z vrcholu a do vrcholu c. To vyplyva
z faktu, zZe existuje sled z vrcholu a do vrcholu ¢, ktery mizeme dostat naptiklad
tak, Ze spojime za sebe cesty z a do b a z b do c. A jak jsme si ukézali, kdyz
existuje sled z a do c, existuje i cesta z a do c.

V mnoha grafech (napfiklad v téch na pfedchozim obrazku) je kazdy vrchol
dosazitelny cestou z kazdého. Takovym grafim budeme fikat souwvislé. Pokud
je graf nesouvisly, mizeme ho rozlozit na c¢asti, které jiz souvislé jsou a mezi
kterymi nevedou zadné dalsi hrany. Takové podgrafy nazyvame komponentami
souvislosti.

Ted se podivejme na par pojmut z piirody: Strom je souvisly graf, ktery
neobsahuje kruznici. List je vrchol, ze kterého vede pouze jedna hrana. Ukazeme,
ze kazdy strom s alesponi dvéma vrcholy ma nejméné dva listy. Pro¢ to? Staci si
najit nejdelsi cestu (pokud je takovych cest vice, zvolime libovolnou z nich). Oba
koncové vrcholy této cesty musi byt nutneé listy: kdyby z nékterého z nich vedla
hrana, musela by vést do vrcholu, ktery na cesté jesté nelezi (jinak by ve stromu
byla kruznice), ale o takovou hranu bychom cestu mohli prodlouzit, takze by
puvodni cesta nebyla nejdelsi.

Grafim bez kruznic budeme obecné fikat lesy, jelikoz kazda komponenta
souvislosti takového grafu je strom.

{ERVE R

Les, jak ho vidi matematici

Neékdy se hodi jeden z vrcholt stromu prohlasit za koren, ¢imz jsme si v kaz-
dém vrcholu uréili smér nahoru (ke kofeni — je to zvlastni, ale matematici obvykle
kresli stromy kofenem vzhiru) a dol (od kofene). Souseda vrcholu smérem na-
horu pak nazyvame jeho otcem, sousedy smérem dolt jeho syny.

Kostra souvislého grafu fikame kazdému jeho podgrafu, ktery je stromem
a spojuje vSechny vrcholy grafu. Muzeme ji napiiklad ziskat tak, Ze dokud jsou
v grafu kruznice, odebirdme hrany lezici na néjaké kruznici. Pro nesouvislé gra-
fy nazveme kostrou les tvofeny kostrami jednotlivych komponent. Na prvnim
obrazku je jedna z koster levého grafu zndzornéna silngymi hranami.

Cwiceni: Zkuste si dokazat, ze stromy jsou pravé grafy, které jsou souvislé a
maji o jedna méné hran nez vrchold.
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Orientované grafy

Casto potiebujeme, aby hrany byly pouze jednosmérné. Takovému grafu
fikdme orientovany graf. Hrany jsou nyni uspofddané dvojice vrcholu (z,y) a
fikdme, Ze hrana vede z vrcholu  do vrcholu y. Hrany (z,y) a (y, x) jsou tedy dvé
rizné hrany. Orientovany graf vétSinou zobrazujeme jako body spojené Sipkami.
Vétsina pojmi, které jsme definovali pro neorientované grafy, dava smysl i pro
grafy orientované, jen si musime dat pozor na smér hran.

NN

Silné a slabé souvisly orientovany graf

vvvvvv

a silnou souvislost: slabé souvisly je graf tehdy, pokud se z néj zapomenutim
orientace hran stane souvisly neorientovany graf. Silné souvislym ho nazveme
tehdy, vede-li mezi kazdymi dvéma vrcholy x a y orientovana cesta v obou smé-
rech. Pokud je graf silné souvisly, je i slabé souvisly, ale jak ukazuje nas obrézek,
opacné to platit nemusi.

Komponenta silné souvislosti orientovaného grafu G je takovy podgraf G’,
ktery je silné souvisly a neni podgrafem zadného vétsiho silné souvislého podgrafu
grafu G. Komponenty silné souvislosti tedy mohou byt mezi sebou propojeny,
ale zddné dvé nemohou lezet na spolecném cyklu.

Ohodnocené grafy

Dalsi moznosti, jak si graf ,,vyzdobit®, je ohodnotit jeho hrany ¢isly. Napii-
klad v grafu silni¢ni sité (vrcholy jsou mésta, hrany silnice mezi nimi) je zcela
pfirozené ohodnotit hrany délkami silnic nebo tfeba mytnym vybiranym za pri-
jezd silnici. Prifazenym ¢islim se proto Casto fika délky hran nebo jejich ceny.
Pojmy, které jsme si pred chvili nadefinovali pro obycéejné grafy, mizeme opét
snadno rozsifit pro grafy ohodnocené — nap¥. délku sledu budeme namisto po-
¢tu hran sledu pocitat jako soucet jejich ohodnoceni. Neohodnoceny graf pak
odpovida grafu, v némz maji vSechny hrany jednotkovou délku.

Podobné miizeme pfifazovat ohodnoceni i vrcholim, ale rad€ji si vSechny
operace s ohodnocenymi grafy nechdme na nékteré z dalsich dild Kuchatky. I tak
budeme mit prace dost a dost.

Reprezentace grafu

Nyni uz vime o grafech hodné, ale jesté jsme si nefekli, jak graf reprezentovat
v paméti pocitace. To mtizeme udélat napriklad tak, ze vrcholy ocislujeme pfiro-
zenymi ¢isly od 1 do N, hrany od 1 do M a odkud kam vedou hrany, popiSeme
jednim z nasledujicich t¥i zptsobi:
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® matice sousednosti — to je pole A velikosti N x N. Na pozici
Ali, j] uloZzime hodnotu 0 nebo 1 podle toho, zda z vrcholu ¢ do
vrcholu j vede hrana (1) nebo nevede (0). S matici sousednosti
se zachazi velmi snadno, ale mé tu nevyhodu, zZe je vzdy kvad-
raticky velka bez ohledu na to, kolik je hran. Vyhodou naopak
je, ze misto jedni¢ek miuzeme ukladdat néjaké dalsi informace
o hranéch, tfeba jejich délky. Vpravo od tohoto odstavce na-
jdete matici sousednosti grafu z prvniho obréazku.

® seznam sousedi je obvykle tvofen dvéma poli: polem sousedit S[1...

O O~NDO S WN -

Roénik dvacaty paty, 2012/2013

123456789

011000011
100110001
100100000
011010000
010101000
000010110
000001011
100001100
110000100

M)

obsahujicim postupné ¢isla vSech vrchold, do kterych vede hrana z vrcholu 1,
pak z vrcholu 2 atd., a polem zac¢atkd Z[1... N], v némz se pro kazdy vrchol
dozvime zadatek odpovidajiciho tseku v poli S. Pokud navic do Z[N + 1]
ulozime M + 1, bude platit, Ze sousedé vrcholu i jsou ulozeni v S[Z[d]], ...,
S[Zi + 1] — 1]. Tato reprezentace mé tu vyhodu, Ze zabird pouze prostor
O(N + M) a sousedy kazdého vrcholu mame pékné pohromadé a nemusime

je hledat. Pro graf z 1. obrazku:
i 12345678 91011121314
Sl 2389145 9/1 42352
i 151617 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
Sli) 465 78689167127

1 12345678910
Zli] 1 5 9111417202326 29

Reprezentace grafu seznamem sousedi

® pulhranami — tato reprezentace se pouziva tehdy, pokud potfebujeme béhem
vypoctu graf slozité upravovat. Je univerzalni, ale dost pracnd na napro-
gramovani. Spoc¢iva v tom, Ze si kazdou hranu uloZime jako dvé pulhrany
(zacétek a konec hrany), kazdy vrchol bude obsahovat spojové seznamy pti-
chézejicich a odchazejicich pilhran a kazda pilhrana bude ukazovat na svou

druhou polovici a na vrchol, ze kterého vychazi.

V nésledujicich receptech budeme vzdy pouzivat seznamy sousedti, poli S

budeme fikat Sousedi, poli Z Zacatky a nadeklarujeme si je takto:

var N, M: Integer; { pocet vrchold a hran }
Zacatky: arrayl[l..MaxN+1] of Integer;
Sousedi: array[l..MaxM] of Integer;

Prohledavani do hloubky

Nase povidani o grafovych algoritmech zacneme dvéma zakladnimi zptisoby
prochéazeni grafem. K tomu budeme potiebovat dvé podobné jednoduché datové
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struktury: Fronta je konecna posloupnost prvki, kterda ma oznaceny zacatek a
konec. Kdyz do ni pfidavame novy prvek, priddme ho na konec posloupnosti.
Kdyz z ni prvek odebirame, odebereme ten na zacatku. Proto se tato struktura
anglicky nazyva first in, first out, zkracené FIFO. Zdsobnik je také konecna
posloupnost prvki se zacatkem a koncem, ale zatimco prvky pridavame také
na konec, odebirdme je z téhoz konce. Anglicky nézev je (pfekvapivé) last in,
first out, ¢ili LIFO.

@

7 PROMLEDAVAIN

Do HLouBkYy

w

—

o2
=)

Algoritmus prohledavani grafu do hloubky:

1. Na zacatku mame v zasobniku pouze vstupni vrchol w. Déle si u kazdého
vrcholu v pamatujeme znacku z,, ktera rika, zda jsme vrchol jiz navstivili.
Vstupni vrchol je oznaceny, ostatni vrcholy nikoliv.

2. Odebereme vrchol ze zasobniku, nazvéme ho wu.

3. Kazdy neoznaceny vrchol, do kterého vede hrana z u, pfidame do zasobniku
a oznacCime.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.

Na konci algoritmu budou oznaceny vSechny vrcholy dosazitelné z vrcholu w,
tedy v piipadé neorientovaného grafu celd komponenta souvislosti obsahujici w.
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To mizeme snadno dokazat sporem: Piedpokladame, Ze existuje vrchol x, ktery
neni oznacen, ale do kterého vede cesta z w. Pokud je takovych vrcholi vice,
vezmeme si ten nejblizsi k w. Oznacme si y predchiidce vrcholu x na nejkratsi
cesté z w; y je urcité oznaceny (jinak by x nebyl nejblizsi neoznaceny). Vrchol y
se tedy musel nékdy objevit na zasobniku, tim padem jsme ho také museli ze za-
sobniku odebrat a v kroku 3 oznacit vSechny jeho sousedy, tedy i vrchol x, coz
je ovSem spor.

To, Ze algoritmus nékdy skonci, nahlédneme snadno: v kroku 3 na zasobnik
pfidavame pouze vrcholy, které dosud nejsou oznaceny, a hned je znacime. Proto
se kazdy vrchol muze na zasobniku objevit nejvyse jednou, a jelikoz ve 2. kroku
pokazdé odebereme jeden vrchol ze zasobniku, musi vrcholy nékdy (konkrétné po
nejvyse N opakovéanich cyklu) dojit. Ve 3. kroku probereme kazdou hranu grafu
nejvyse dvakrat (v kazdém sméru jednou). Casova slozitost celého algoritmu je
tedy linedrni v poétu vrcholtt N a po¢tu hran M, ¢éili O(N + M). Pamétova
slozitost je stejna, protoze si tak jako tak musime hrany a vrcholy pamatovat a
zdsobnik neni vétsi nez pamét na vrcholy.

Prohledavani do hloubky implementujeme nejsnaze rekurzivni funkci. Jako
zasobnik v tom pripadé pouzivame pfimo zasobnik programu, kde si program
ukladd névratové adresy funkci. Muze to vypadat tfeba nasledovné:

var Oznacen: array[1..MaxN] of Boolean;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;
begin
Oznacen[V] := True;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if not Oznacen[Sousedi[I]] then
Projdi(Sousedil[I]);
end;

Rozdélit neorientovany graf na komponenty souvislosti je pak uz jednodu-
ché. Projdeme postupné vSechny vrcholy grafu a pokud nejsou v zadné z dosud
oznacenych komponent grafu, pfiddme novou komponentu tak, ze graf z tohoto
vrcholu prohledame do hloubky. Vrcholy znac¢ime pfimo ¢islem komponenty, do
které patii. Protoze prohledavame do hloubky nékolik oddélenych ¢éasti grafu,
kazdou se slozitosti O(N; + M;), kde N; a M; je pocet vrcholi a hran kompo-
nenty, vyjde dohromady slozitost O(N + M). Nic nového si uklddat nemusime,
a proto je pamétova slozitost stale O(N + M).

var Komponenta: array[l..MaxN] of Integer;
NovaKomponenta: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;
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begin
Komponenta[V] := NovaKomponenta;
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Komponenta[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedil[I]);
end;

var I: Integer;

begin
for I := 1 to N do Komponental[I] := -1;
NovaKomponenta := 1;
for T :=1 to N do
if Komponenta[I] = -1 then
begin
Projdi(I);
Inc(NovaKomponenta) ;
end;
end.

Prubéh prohleddvani grafu do hloubky muZzeme zndzornit stromem (¥ika se
mu DF'S strom — podle anglického nazvu Depth-First Search pro prohledavani do
hloubky). Z poc¢atecniho vrcholu w u¢inime kofen. Pak budeme graf prochézet
do hloubky a vrcholy zakreslovat jako syny vrcholi, ze kterych jsme pfisli. Syny
kazdého vrcholu si usporadame v poradi, v némz jsme je navstivili; tomuto poradi
budeme tikat zleva doprava a také ho tak budeme kreslit. Hrandm mezi otci
a syny budeme fikat stromové hrany. Protoze jsme do zadného vrcholu nesli
dvakrat, budou opravdu tvorit strom. Hrany, které vedou do jiz navstivenych
vrchold na cesté, kterou jsme prisli z kofene, nazveme zpétné hrany. Dopredné
hrany vedou naopak z vrcholu blize kofeni do uz oznaceného vrcholu dale od
kofene. A kone¢né pricné hrany vedou mezi dvéma raznymi podstromy grafu.

Vsimnéte si, ze pfi prohleddvani neorientovaného grafu objevime kazdou
hranu dvakrat: budto poprvé jako stromovou a podruhé jako zp&tnou, a nebo
jednou jako zpétnou a podruhé jako dopfednou. P¥i¢né hrany se objevit nemo-
hou — pokud by pfi¢na hrana vedla doprava, vedla by do dosud neoznaceného
vrcholu, takze by se prohledavani vydalo touto hranou a nevznikl by oddéleny
podstrom; doleva rovnéz vést nemuze: predstavme si stav prohledavani v oka-
mziku, kdy jsme opoustéli levy vrchol této hrany. Tehdy by nase hrana musela
byt pfi¢nou vedouci doprava, ale o té uz vime, Ze neexistuje.

Prohledavani do hloubky lze tedy také vyuzit k nalezeni kostry neoriento-
vaného grafu, coz je strom, ktery jsme prosli. Rovnou pii tom také zjistime, zda
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graf neobsahuje cyklus: to pozname tak, Ze nalezneme zpétnou hranu rtznou
od té stromové, po niz jsme do vrcholu prisli.

hrany jsou orientované vzdy ve stromé shora doli, zpétné zdola nahoru a pfi¢né
hrany mohou existovat, ovsem vzdy vedou zprava doleva, ¢ili pouze do podstro-
mii, které jsme jiz prosli (nahlédneme opét stejng).

— stromova
zpétna

77777 dopfednd

Strom prohledavani do hloubky a typy hran

Prohledavani do Sifky

Prohledavani do sitky je zalozené na podobné myslence jako prohledavani
do hloubky, pouze misto zasobniku pouziva frontu:

1. Na zacatku mame ve fronté pouze jeden prvek, a to zadany vrchol w. Déle
si u kazdého vrcholu x pamatujeme ¢islo H[z]. VSechny vrcholy budou mit
na zaéatku Hz] = —1, jen H[w] = 0.

2. Odebereme vrchol z fronty, ozna¢me ho u.

3. Kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z u a jeho H[v] = —1, pfidame do
fronty a nastavime jeho H[v] na Hu] + 1.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni fronta prazdna.

Podobné jako u prohleddvani do hloubky jsme se dostali pravé do téch vr-
choli, do kterych vede cesta z w (a oznadili jsme je nezdpornymi ¢isly). Rovnéz je
kazdému vrcholu pfifazeno nezaporné ¢islo maximalné jednou. To vse se dokazuje
podobné, jako jsme dokazali spravnost prohledavani do hloubky.

Vrcholy se stejnym Cislem tvori ve fronté jeden souvisly celek, protoZe nejprve
odebereme z fronty vsechny vrcholy s ¢islem n, nez zacneme odebirat vrcholy
s Cislem n + 1. Navic plati, ze H[v] udavéa délku nejkratsi cesty z vrcholu w do v.
Ze neexistuje kratsi cesta, dokadzeme sporem: Pokud existuje né&jaky vrchol v,
pro ktery H[v] neodpovidd délce nejkratsi cesty z w do v, ¢ili vzdalenosti D]v],
vybereme si z takovych v to, jehoz D[v] je nejmensi. Pak nalezneme nejkratsi
cestu z w do v a jeji predposledni vrchol z. Vrchol z je blizsi nez v, takze pro néj
uz musi byt D[z] = H[z]. OvSem kdyZz jsme z fronty vrchol z odebirali, museli
jsme objevit i jeho souseda v, ktery jesté nemohl byt oznaceny, tudiz jsme mu
museli pfidélit H[v] = H[z] + 1 = D[v], a to je spor.
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Prohledavani do $itky mé casovou slozitost taktéz linearni s poc¢tem hran
a vrcholi. Na kazdou hranu se také ptame dvakrat. Fronta ma linearni velikost
k poctu vrcholu, takze jsme si oproti prohledavani do hloubky nepohorsili a i
pamétova slozitost je O(N + M). Algoritmus implementujeme nejsnéze cyklem,
ktery bude pracovat s vrcholy v poli pfedstavujicim frontu.
var Fronta, H: array[l..MaxN] of Integer;
I, V, Prvni, Posledni: Integer;
PocatecniVrchol: Integer;

begin
for I := 1 to N do H[I] := -1;
Prvni := 1;
Posledni := 1;
Fronta[Prvni] := PocatecniVrchol;

H[PocatecniVrchol] := 0;

repeat
V := Fronta[Prvni];
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if H[Sousedi[I]] < O then begin
H[Sousedi[I]] := H[V]+1;
Inc(Posledni);
Fronta[Posledni] := SousedilI];
end;
Inc(Prvni);
until Prvni > Posledni; { Fronta je prézdna }

end.

Prohledavani do sitky lze také pouzit na hledani komponent souvislosti a
hledani kostry grafu.

Topologické usporadani

Ted si vysvétlime, co je topologické uspoididdni grafu. Mame orientovany
graf G s N vrcholy a chceme ocislovat vrcholy ¢isly 1 az N tak, aby vSechny
hrany vedly z vrcholu s vétsim ¢islem do vrcholu s mensim ¢islem, tedy aby pro
kazdou hranu e = (v;,v;) bylo ¢ > j. Predstavme si to jako srovnani vrcholt
grafu na pfimku tak, aby ,Sipky*“ vedly pouze zprava doleva.

Nejprve si ukdzeme, ze pro zadny orientovany graf, ktery obsahuje cyklus,
nelze takovéto topologické poradi vytvorit. Oznac¢me vrcholy cyklu vy, ..., vy,
takZe hrana vede z vrcholu v; do vrcholu v;_q, resp. z v; do v,. Pak vrchol vy

vvvvv

musi dostat vy$si ¢islo nez vrchol vy, v3 nez vs, ..., v, nez v,_1. Ale vrchol vy

vvvvv
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Cyklus je ovSem to jediné, co muze existenci topologického uspotfadani za-
branit. Libovolny acyklicky graf lze usporadat nasledujicim algoritmem:
1. Na zacatku mame orientovany graf G a proménnou p = 1.

2. Najdeme takovy vrchol v, ze kterého nevede zadné hrana (budeme mu fikat
stok). Pokud v grafu zadny stok neni, vypocet kon¢i, protoze jsme nasli
cyklus.

. Odebereme z grafu vrchol v a vSechny hrany, které do néj vedou.
. Prifadime vrcholu v ¢islo p.

. Proménnou p zvysime o 1.

D U W

. Opakujeme kroky 2 az 5, dokud graf obsahuje alespon jeden vrchol.

Pro¢ tento algoritmus funguje? Pokud v grafu nalezneme stok, mtzeme mu
urcité prifadit ¢islo mensi nez vSem ostatnim vrcholim, protoze prekazet by
nam v tom mohly pouze hrany vedouci ze stoku ven a ty neexistuji. Jakmile
stok oCislujeme, muzeme jej z grafu odstranit a pokracovat ¢islovanim ostatnich
vrcholi. Tento postup musi nékdy skoncit, jelikoz v grafu je pouze koneéné mnoho
vrcholu.

Zbyva si uvédomit, Ze v neprazdném grafu, ktery neobsahuje cyklus, vzdy
existuje alespon jeden stok: Vezméme libovolny vrchol v;. Pokud z néj vede
néjaka hrana, pokracujme po ni do néjakého vrcholu ve, z néj do vs atd. Co se
pii tom muze stat?

® Dostaneme se do vrcholu v;, ze kterého nevede zadna hrana. Vyhréli jsme,
mame stok.

e Narazime na v;, ve kterém jsme uz jednou byli. To by ale znamenalo, Ze graf
obsahuje cyklus, coz, jak vime, neni pravda.

® Budeme objevovat stale a nové a nové vrcholy. V kone¢ném grafu nemozno.

Algoritmus muzeme navic snadno upravit tak, aby netratil ptili§ ¢asu hleda-
nim vrcholl, z nichz nic nevede — staci si takové vrcholy pamatovat ve fronté a
kdykoliv néjaky takovy vrchol odstranujeme, zkontrolovat si, zda jsme néjakému
jinému vrcholu nezrusili posledni hranu, ktera z néj vedla, a pokud ano, pfidat

takovy vrchol na konec fronty. Celé topologické tfidéni pak zvladneme v case
O(N + M).

Jind moznost je prohledat graf do hloubky a vSimnout si, ze poradi, ve kte-
rém jsme se z vrchold vraceli, je pravé topologické poradi. Pokud zrovna opous-
time néjaky vrchol a ¢islujeme ho dalsim ¢islem v poradi, rozmysleme si, jaké
druhy hran z néj mohou vést: stromova nebo dopfedna hrana vede do vrcholu,
kterému jsme jiz prifadili nizsi éislo, zpétna existovat nemtize (v grafu by byl
cyklus) a pfi¢né hrany vedou pouze zprava doleva, takze také do jiz o¢islovanych
vrcholtl. Casova sloZitost je opét O(N + M).
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var Ocislovani: array[l..MaxN] of Integer;
Posledni: Integer;
I: Integer;

procedure Projdi(V: Integer);
var I: Integer;

begin
Ocislovani[V] := 0; { zatim V jen oznaime }
for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
if Ocislovani[Sousedi[I]] = -1 then
Projdi(Sousedil[I]);
Inc(Posledni);
Ocislovani[V] := Posledni;
end;
begin

for I := 1 to N do
Ocislovanil[I] := -1;
Posledni := 0;
for I :=1 to N do
if Ocislovani[I] = -1 then Projdi(I);

end.

Hranova a vrcholova 2-souvislost

Nyni se podivame na trochu komplikovanéjsi formu souvislosti. Rikdme, ze
neorientovany graf je hranové 2-souvisly, kdyz plati, ze:

® m3 alesporni 3 vrcholy,
® je souvisly,

® zlstane souvisly po odebrani libovolné hrany.

Hranu, jejiz odebrani by zptisobilo zvyseni po¢tu komponent souvislosti gra-
fu, nazyvame most.

Na hledani mostii nam poslouzi opét upravené prohledavani do hloubky a
DFS strom. Vsimnéme si, ze mostem mtize byt jediné stromova hrana — kazda jina
hrana totiz lezi na néjaké kruznici. Odebranim mostu se graf rozpadne na ¢ast
obsahujici kofen DFS stromu a podstrom ,,visici pod touto hranou. Jediné, co
tomu miize zabranit, je existence néjaké dalsi hrany mezi podstromem a hlavni
Gasti, coz musi byt zpétnd hrana, navic takova, kterd neni jenom stromovou
hranou vidénou z druhé strany. Takovym hrandm budeme tikat ryzi zpétné hrany.
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Proto si pro kazdy vrchol spoéitdme hladinu, ve které se nachézi (kofen je
na hladiné 0, jeho synové na hladiné 1, jejich synové 2, ...). Déle si pro kazdy
vrchol v spo¢itdme, do jaké nejvyssi hladiny (s nejmensim ¢&islem) vedou ryzi
zpétné hrany z podstromu s kofenem v. To miizeme udélat pfimo pfi prochazeni
do hloubky, protoze nez se vratime z v, projdeme cely podstrom pod v. Pokud
vSechny zpétné hrany vedou do hladiny stejné nebo vétsi nez té, na které je v, pak
odebranim hrany vedouci do v z jeho otce vzniknou dvé komponenty souvislosti,
¢ili tato hrana je mostem. V opac¢ném pripadé jsme nalezli kruznici, na niz tato
hrana lezi, takZze to most byt nemize. Vyjimku tvoii kofen, ktery zadného otce
nema a nemusime se o néj proto starat.

Algoritmus je tedy pouhou modifikaci prochazeni do hloubky a mé i stejnou
¢asovou a paméfovou slozitost O(N + M). Zde jsou dilezité ¢asti programu:

var Hladina, Spojeno: array[1l..MaxN] of Integer;
DvojSouvisle: Boolean;
I. Integer;

procedure Projdi(V, NovaHladina: Integer);
var I, W: Integer;
begin

Hladina[V] := NovaHladina;

Spojeno[V] := Hladinal[V];

for I := Zacatky[V] to Zacatky[V+1]-1 do
begin
W := SousedilI];
if Hladina[W] = -1 then
begin { stromova hrana }
Projdi(W, NovaHladina + 1);
if Spojeno[W] < Spojeno[V] then
Spojeno[V] := Spojeno[W];
if Spojeno[W] > Hladinal[V] then
DvojSouvisle := False; { mime most }
end
else { zp&tna nebo dopfednd hrana }
if (Hladina[W] < NovaHladina-1) and
(Hladina[W] < Spojeno[V]) then
Spojeno[V] := Hladinal[W];
end;
end;

begin
for I := 1 to N do
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Hladinal[I] := -1;
DvojSouvisle := True;
Projdi(1, 0);

end.

Dalsi formou souvislosti je vrcholovd souvislost. Graf je vrcholové 2-souvisly,
pravé kdyz:
® m3j alespon 3 vrcholy,
® je souvisly,
® zustane souvisly po odebrani libovolného vrcholu.

Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyz odebereme, zvysi se pocet kompo-
nent souvislosti grafu.

Algoritmus pro zjisténi vrcholové 2-souvislosti grafu je velmi podobny algo-
ritmu na zjistovani hranové 2-souvislosti. Jen si musime uvédomit, Ze odebirdme
cely vrchol. Ze stromu prochézeni do hloubky mtize odebranim vrcholu vzniknout
az nékolik podstromi, které vsechny musi byt spojeny zpétnou hranou s hlav-
nim stromem. Proto musi zpétné hrany z podstromu urcéeného vrcholem v vést
az nad vrchol v. Specidlné pro kofen nam vychdazi, Ze mize mit pouze jednoho
syna, jinak bychom ho mohli odebrat a vytvorit tak dvé nebo vice komponent
souvislosti. Algoritmus se od hledéni hranové 2-souvislosti lisi jedinou zménou
ostré nerovnosti na neostrou, sami zkuste najit, které nerovnosti.

Martin Mares, David Matousek a Petr Skoda
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Kucharka paté série — toky v sitich

Ukéazeme si umeéle znéjici ulohu, kterou posléze zmatematizujeme, vytresime
a dokazeme vlastnosti feseni. Nakonec pfijdou cetna uziti, kterd ozfejmi, proc¢
jsme se snazili.

Latka je lehce pokrocila, takze vézte, ze budete potfebovat znat grafy.
Umeéle znéjici uloha

Rusky petrobaron vlastni ropné nalezisté
na Sibifi a trubky vedouci do Evropy. Trubky

vedou mezi nalezisti, uzlovymi body a konco-
vymi body, kde ropu piebiraji odbératelé.

Kazda trubka mize a nemusi mit defino-
vano, kterym smérem ji ma téci ropa. Pro kaz-
dou trubku zvlast vime, kolik nejvyse ji za ho-
dinu protlac¢ime.

Nalezisté jsou bezednd a mohou posilat
neomezend mnozstvi ropy. Odbératelé také do-
kazi neomezend mnozstvi ropy z koncovych bo-
dt odebirat. Petrobaron ¢eli problému, jak pro-
tlacit danou distribuéni siti co nejvice ropy za
hodinu ze zdroju k odbérateltim.

Zapeklité je to zejména kvuli tomu, ze v uzlovych bodech nelze ropu hro-
madit, ani palit — rozhodné tedy nejde bez rozmyslu prikizat, at kazdou trubkou
te¢e maximum, protoze bychom poskodili cennd zarizeni a v uniklé ropé utopili
vse Zivé.

Zmatematizovani

V zadani vidime graf, ktery obsahuje oriento-
vané i neorientované hrany, kde je néjaka podmno-
zina vrcholi oznacend jako zdroje a jina jako...
fikejme tomu tfeba stoky.

Abychom méli situaci jednodussi, zbavime se
hned na vod mnohocetnosti zdroju a stoki. Pri-
kreslime si dva nové vrcholy — z nadzdroje budeme
posilat ropu do vSech zdroji, do nadstoku budeme
posilat ropu ze vsSech stoki. Kapacitu pfikresle-
nych hran pak nastavime na nekonec¢no.

Ted ndm staci vymyslet algoritmus, ktery fesi
problém s pravé jednim zdrojem a pravé jednim
stokem.
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Kazdy vstup totiz popsanym zptisobem prevedeme, posleme ho algoritmu a
z vystupu prosté jen odstranime dva pfidané vrcholy a pfipojené hrany.

Podobné se zbavime neorientovanych hran.

Kazdou takovou hranu v kazdém zadani zménime na dvojici protismérnych
orientovanych hran se stejnou kapacitou. V algoritmu pak uz muzeme pocitat
jen s hranami orientovanymi.

Dostavame se nyni k nejdilezitéjsimu — podminkam
Zf — Zf na hledany tok.
N -
= - Na vstupu dostdvame ohodnoceni hran nezaporny-

3 mi ¢isly a nasim tkolem je sestavit jiné ohodnoceni téch
samych (vSech) hran.

7
—2 ‘ 3 Je dulezité, aby se ndm to nepletlo — ohodnoceni
/6' > ze vstupu se Fika kapacita a zna@ se ¢(e), konstruované
ohodnoceni se jmenuje tok a fkdme mu f(e).

Konstruované ohodnoceni se snazime maximalizovat, ale omezuje nas kapa-
cita a Kirchhoffiv zakon.

Tak budeme fikat podmince na to, Ze soucet toku na hranach, které do
vrcholu vstupuji, musi byt stejny jako soucet toku na hranach, které z vrcholu
vystupuji. Mate-li radi fyziku nebo berete-li skolu vazné, duvod k takovému
pojmenovani jisté chapete.

Formalné ony dvé podminky vypadaji takto:

Ve e E: f(e) < c(e)

YoeV\{zsh: Y fn)= Y f(va)

Uuvek VuekE

Kirchhoffova podminka se samoziejmé netykd ani zdroje, ani stoku — tam
nam naopak jde o to ji co nejvice porusit. Velikost toku je nejsnazsi mérit na
nich. Budeme ji definovat jako rozdil mezi sou¢tem odtokt a sou¢tem pritoku ve
zdroji.

K zamySleni

e Nastavit ohodnoceni hrany (kapacitu) na skute¢né nekone¢no v nasem pro-
gramovacim jazyce nemusi jit. Pak se to Tesi tim, Ze se zvoli dostatecné velké
¢islo. Jak co nejmensi, ale stale bezpecné, rychle ze zadani urcit? Stejny pro-
blém se fesi tfeba v Dijkstrové algoritmu, ale i ve spousté dalsich.

® Neorientované hrany, neboli obousmérné trubky, si zaslouzi podrobnéjsi roz-
bor, nez jaky jsme jim vénovali v textu. Jak spolehlivé prevedeme feSeni
algoritmu do puvodni sité?
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® Vymysleli jsme, jak vyresit vice zdroji a stokl a jak oSetfit obousmérné
trubky. Co kdyby bylo v zadani omezeni na pritok vrcholy?

e Umite dokazat, Ze je absolutni hodnota rozdilu pfitoki a odtokl stejna na
zdroji i na stoku? Tedy Ze bychom mohli velikost toku stejné tak dobfe méfit
i na stoku?

ReSeni
Problém je velmi studovany a k jeho feSeni existuji dva velké pristupy, které

jsou humorné protikladné. Ten prvni vezme nulovy tok a opatrné ho zlepsuje.
Druhy si napiska veliké ohodnoceni hran, které ani tokem neni, a pak ho opravuje.

Pfedvedeme si onen prvni zptsob a algoritmus, ktery se podle svych autort
jmenuje Fordiv-Fulkersontiv. Bude se ndm odted hodit tvarit se, jako Ze mezi
kazdymi dvéma vrcholy vede obéma sméry hrana. Tam, kde ze vstupu nepfisla,
si domyslime jednu s nulovou kapacitou.

Predstavme si graf, na kterém pocitdme tok a dejme tomu, Ze uz néjaky tok
mame — tfeba prazdny. Predstavme si, Ze jsme ropny magnat a kazdy rozdil mezi
kapacitou potrubi a jejim vyuzitim (tokem) nas stoji miliony dolart. Uz jsme se
smifili s tim, Ze kazda trubka nemiize byt vyuzita na maximum, ale zkusme si
vyznacit ty hrany, kde c(e) # f(e).

Co kdyz existuje cesta z nadzdroje do nadstoku, ktera vede pouze po tako-
vych hranach? Muzeme vzit minimum z rozdili na kazdé hrané a o toto ¢islo
navysit tok na kazdé z nich!

Ani kapacitni, ani Kirchhoffovu podminku to jisté neposkodi.

Pokud zadnou takovou cestu nevidime, znamena to, ze tok vylepsit nejde?
Ne uplné. Predstavte si nasledujici situaci:

C;:&’l f=2 ‘\4

Copak nejde zlepsit? Jde! Neni na to prvni pohled tplné jasné, ale miZeme
zlepSovat vysledny tok i tim, Ze ho na protismérné ¢asti cesty snizime. Samoziej-
mé vSak nesmime nastavovat tok zaporny.

(Je smutné, ze si ted trochu kazime grafovou terminologii — co je to za cestu
v orientovaném grafu, kterd nemusi respektovat orientaci hran?)

Takze jaka je pfesné podminka pro ,vyznaceni“ hrany ub? Nastava f(ud) <
c(ub) nebo f(vt) > 0. Potom ji lze zlepsit o c(uv) — f(ud) + f(vi).

Hled4ni vSech vhodnych (,zlepSujicich“) cest tedy mtzeme délat prostym
prohledavanim do $itky pfes vyznacené hrany. Budeme to délat opakované znovu
a znovu, az zadnou takovou nenajdeme, a pak vratime ziskany tok jako vysledek.
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Analyza algoritmu

Spravnost

Zavolali jsme algoritmus na prazdny tok, ten ho zlepsil do situace, ve které
neexistuje zlepsujici cesta. Znamena to, Ze je vysledny tok maximalni? Opacna
implikace je jasna — maximalni tok zlepsit zddnym zpiisobem nepijde, takze ani
pres zlepsujici cesticky.

Kdyz zkusime algoritmus pustit na graf, kde uz zddna takova cesta neni,
muzeme si poznamenat vSechny vrcholy, kam jsme se pomoci prohledavani zlep-
Sitelnych hran jesté dostali. Tato mnozina bude jisté obsahovat zdroj (tam jsme
zacali) a jisté nebude obsahovat stok (to by existovala zlepsujici cesta).

Na hranach mezi touto mnozinou a jejim doplitkem nemtzeme zlepsovat,
jinak by se po nich nas program pustil dal a mnozinu vrcholti, kam se dostal, by
rozsiFil. Vsechny hrany sméfujici ven tedy maji f(e) = c(e), pro vSechny hrany
smétujici dovnit¥ plati f(e) = 0.

Tyto hrany tvoii 7ez nasim grafem. Odvolam se v tuto chvili na vasi intuici —
tok nemuze byt vétsi nez libovolny fez. Z toho uz dostavame, ze nas algoritmus
nasel tok maximalni, protoZe nasel také ez, ktery zarucuje, Ze nemiize existovat
tok vetsi.

Formalnéjsi predvedeni najdete ve skriptickdch z kombinatoriky.2°

Casova slozitost

Je mozné dobu béhu omezit poétem vrchold a hran? Vyse uvedenym postu-
pem na grafu s celoéiselnymi kapacitami kazdou nalezenou cestou zvysime tok
alespori o jednotku, takZe program nebude bézet déle, nez je soucet vSech kapa-
cit. Ale to neni moc uspokojivy odhad, protoZze zdlezi na ohodnoceni. Zkusme
najit néjaky lepsi.

Pokud budeme hledat cesty skutecné prohledavanim do sifky, bude pocet
kroki v O(nm?), protoze se d4 ukézat, ze se hrany, které pii zlepSovani cesty
tvof{ minimum, postupné vzdaluji od zdroje. Pak médme O(m) ¢asu k nalezeni
cesty a m hran, které se nejvyse n-krat mohou vzdalit. Ze to tak skuteéné je, je
lehce zdlouhavé intelektualni cviceni. Nechat si prozradit postup muzete tfeba
v druhém vydani Introduction to Algorithms na strané 662.

O vylepseni daného postupu si miZete piedist v zdznamu?® z jedné Med-
védovy prednésky predmétu ADS2, ukdzka druhého p¥istupu k FeSeni hledéni
maximalniho toku je na zaznamu?’ jejitho pokracovani.

http://kam.mff.cuni.cz/ valla/kg.html|
http://mj.ucw.cz/vyuka/1112/ads2/3-dinic.pdf|
http://mj.ucw.cz/vyuka/1112/ads2/4-goldberg.pdf|
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K zamySleni

® Dilezitou vlastnosti algoritmu je, ze kdyz dostane celociselné kapacity, vrati
celo¢iselny tok. Bude se ndm to hodit v aplikacich. Dokazete to?

® Rozdil mezi Fordem-Fulkersonem, ktery hledd cesty obecnym zptsobem, a
takovym, ktery to déla prohledavanim do $itky, je ze slozitostniho hlediska
docela velky, a proto se tomu druhému obcas fika Edmondstv-Karpav. Na-
jdéte maly graf a nevhodnou posloupnost cest, ktera zpusobi, ze F-F pobézi
skutecné v zavislosti na velikosti kapacit.

e Miuzete dokonce zkusit vyuzit zlatého fezu k nalezeni grafu s redlnymi ka-
pacitami, na kterém F-F pro danou (neSikovnou) posloupnost cest nikdy
neskondi.

e Skonci algoritmus v kone¢ném case, jsou-li kapacity ¢isla raciondlni?
Uziti
Parovani v bipartitnich grafech

Méme-li za kol najit na plese co nejvice taneCnicim tanecnika, kterého
znaji, stojime pred zasadnim a nelehkym tkolem.

Co tfeba postavit na zékladé zndmosti bipartitni graf mezi partitou taneéni-
ki a partitou tanecnic, pfidat zdroj za kluky a stok za holky, tyto k nim pfipojit
hranami s jednotkovou kapacitou, hrandm v bipartitnim grafu také nastavit jed-
notkové kapacity a nakonec vSechno zorientovat smérem do stoku?

Maximélni celo¢iselny tok, ktery na tomto grafu ziskdme, ndm hrany bi-
partitniho grafu rozdé€li na nevybrané s tokem 0 a vybrané s tokem 1. Muzou
vybrané hrany sdilet taneénika? Tézko, kdyz do néj tece nejvyse jednotkovy tok
a musi platit Kirchhoffiv zdkon. A podobné s tane¢nicemi.

Vybrané hrany nadm proto vytvofi parovani. A protoze jsme nasli maximalni
tok, jde o parovani nejvétsi. Kdyby existovalo parovani vétsi, dokazali bychom
z néj zveétsit tok.
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Hledéni hranové a vrcholové disjunktnich cest

Chceme-li se v grafu G dostat z vrcholu v do vrcholu v, mize nés zajimat
(tfeba kvili spolehlivosti, s jakou se umime dostat do cile), kolik mezi nimi
existuje cest, které:

® nesdili hrany, nebo

e nesdili vrcholy. (Tato podminka je silngjsi. Kdyz dvé cesty nesdili vrcholy,
nesdili hrany.)

Oba tyto problémy lze pfevést na hledani maximéalniho toku. V obou pfipa-
dech nastavime wu jako zdroj a v jako stok. V prvnim pfipadé nastavime jednot-
kové kapacity vSem hrandm, v druhém navic vsem vrcholim.

Ford-Fulkerson nastavil nékterym hranam jednotkovy tok, nékterym nulovy.
Nulové nyni z grafu vyhodime. Pokud jsme hledali hranové disjunktni cesty,
muzeme nyni ziskat tfeba takovyto graf:

zdroj - tok

Jak z néj vykresat kyzeny vysledek? Zacneme prochéazet ze zdroje zbylé
hrany. Vzdy, kdyz se dostaneme do vrcholu, ve kterém uz jsme v tom samém
prichodu byli, vyhodime z grafu vSechny hrany cyklu, ktery jsme timto objevili.
(Hodnota toku se tim nezméni.)

Priichodem grafu se vzdy mtizeme dostat az do stoku (vSude jinde budeme
moci podle Kirchhoffova zakona jit dal — dost to pfipomina ivahu o eulerovskych
tazich)?® a protoze jsme mezitim agilng odstrafiovali cykly, dostali jsme cestu.
Vratime ji jako jeden vysledek, smazeme jeji hrany a pokud jesté tok neni nulovy,
pokracujeme dal.

Pocet cest je tedy velikost toku. Podle Mengerovy véty je navic pocet hrano-

vé/vrcholové disjunktnich cest roven stupni hranové/vrcholové souvislosti grafu —
mame tedy nyni algoritmus, ktery ji najde.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/eulerovske-tahj|
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K zamySleni

e Uvaha nebyla naprosto pfimocard kvili cyklim v nalezeném toku. Riké
se jim cirkulace. Je jasné, Ze v ptipadé hledani hranové disjunktnich cest
vzniknout mohou. Co v piipadé vrcholové disjunktnich, tedy v situaci, kdy
jsme omezili tok vrcholy?

e Nepracuje ndhodou neupraveny Edmondstv-Karpiv algoritmus rychleji, po-
kud je graf, jak jsme ted opakované vidéli, ohodnoceny toliko nulami a jed-
nickami?

Lukas Lansky
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Vzorova reseni

25-1-1 Fotografovani

Vzorové rieSenie nevyuziva ziadnu prevratni myslienku a taktiez nepouziva
ziadnu Struktaru, s ktorou by sa nestretol zaciato¢nik. Vystac¢ime si so spojakmi
a obyc¢ajnymi poliami a ¢asové zloZitost vyjde linearna.

Algoritmus prebehne v n krokoch — v kazdom kroku odoberieme jeden vr-
chol v a priradime mu éislo k,. Vytvorime si n-prvkové pole V také, ze V[z| =
deg(z). Vzdy odoberdame vrchol, ktory mé najmensiu hodnotu vo V (ak ich je
viac, tak vezmeme Iubovolny) a vSetkym jeho susedom s vicsou hodnotou vo V'
znizime hodnotu vo V' o 1. Pre vrchol u polozime k, rovné V]u], pri ktorom sme
ho odobrali.

Aby sme nahliadli spravnost algoritmu, stac¢i ukézat, Ze pri odobrani bude
maft kazdy vrchol u nastaveni spravnu hodnotu vo V. Na zaciatku s ur¢ite vSet-
ky hodnoty nastavené spravne. Dalej postupujme indukciou. Predstavme si, Ze
odoberame nejaky vrchol u. Z indukéného predpokladu mu nastavime spravne k,, .
Uvéazme teraz fubovolny vrchol x taky, ze V[z] = V[u]. Vrcholu 2 nemodzeme zni-
7it V[z] o 1, pretoze by to znamenalo, Ze mu priradime k, < V[u], ¢o samozrejme
nemdze byt pravda — pre takéto k., by eSte ostal v hre. Vrcholom s V[z] > Vu]
musime stupeti znizit, lebo vrchol u vypadne z hry skor ako akykolvek takyto
vrchol z.

Casové zlozitost algoritmu zavisi dost od implementacie. Mnohi pouzili hal-
du, v ktorej mali ulozené vrcholy podla stuptia a z toho im vyliezli v zlozitosti
nejaké logaritmy. To ale vobec nie je nutné. Staci si vytvorit pole velké n, inde-
xujme ho od 0 do n — 1. Na i-tej pozicii sa bude nachadzat spojak s vrcholmi
stupria i. Toto pole budeme prechazat od nultej pozicie.

Predstavme si, Ze sme na nejakej pozicii k. Kym st v prislusnom spojaku
nejaké vrcholy, tak prvy odoberieme a vSetkych jeho susedov v konstantnom case
presunieme na spravnu poziciu. K tomu sa ndm bude hodit si pre kazdy vrchol
pamitat, kde sa nachddza. Ak sme uz pre aktudlne k cely spojak vyéerpali,
zvysime k.

Vyssie popisand implementacia ndm zaru¢i linedrnu casovi zlozitost. Na
kazdy vrchol sa totizto pozrieme prave raz (ked ho odoberame) a zdroven nasta-
vime stupeti kazdému jeho susedovi. Casova zloZitost je teda O(n+m), kde m je
pocet dvojic. Pamiitova je rovnakd ako ¢asova.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-1.cpy

Peter Zeman
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25-1-2 Stanky na namésti

Pro zjisténi, zdali maji dva stanky kolizi mezi sebou, pouzijeme tzv. sweep-
line (,zametaci piimku®). Pfedstavime si, Zze budeme mit pomyslnou piimku
rovnobéznou (napf.) s osou X a budeme s ni posouvat z y = —oo do y = +o0.
Timto ndm postupné protne vSechny stanky (viz nasledujici obrézek).

Na ném mame znazornény stanky A, B a C' a pomyslnou pfimku zobrazenou
¢arkované. Plnou ¢arou jsou oznaceny levé okraje mnohouhelniki (stanki), husté
teckovanou pravé okraje a fidce teckovanou okraje rovnobézné s osou X.

Jak si mizeme vSimnout, mnohothelniky ndm rozdéluji pfimku na nékolik
intervalt (dle jejich prusecikil). Bez kolize stankii se n4m na sweep-line pravidelné
sti{daji jejich levé a pravé okraje. Pokud bychom méli dva levé (& pravé) okraje
vedle sebe, doslo by k pfekryti vnittkti mnohothelniki.

Zakladem programu tedy bude udrzovat si informace o tom, jak vypadéa roz-
déleni na intervaly odpovidajici jednotlivym mnohothelnikim. V této struktute
budeme potiebovat byt schopni rychle provést nasledujici:

e Pridat mnohouhelnik — ve chvili, kdy se sweep-line dotkne jeho spodniho
okraje

® Odebrat mnohothelnik — ve chvili, kdy sweep-line opusti jeho nejvyssi bod

e Opravit intervaly ve chvili, kdy narazime na bod, kde se levy ¢i pravy okraj
lame (tj. kdy se dostaneme na néktery vrchol mnohothelniku)

Prvni operace vyzaduje, abychom byli schopni rychle vyhledat, které mno-
hotihelniky budou vlevo a vpravo od vkladaného. Proto pro reprezentaci rozdé-
leni sweep-line stanky budeme pouzivat intervalovy strom?® (v programu uzit
AVL strom kviili vyvaZovéni — viz kuchaiku o vyhledavacich stromech).?° Tim
dosdhneme vyhleddni, kam mame novy stanek zatfidit, v ¢ase O(logT).

V klasickém intervalovém stromu vSak ukladame krajni body — ty se nam
ale méni, jak se posouva sweep-line, a prepocitavat je po kazdém kroku je pracné.
Muzeme si vSak vSimnout, Ze dokud nedojde ke zk¥izeni okraji mnohotithelnik

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy
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(viz obréazek nize), nebude se ménit potradi, v jakém intervaly budou na pfimce
za sebou. Odtud je uz jen krtcek k myslence, Ze neni nutné okraje intervalu
reprezentovat pomoci dvou bodi, ale je mozné uzit i dvou tseéek (okraje mno-
hotihelniku) a vlastni bod bude priseéikem tsecky a aktudlni sweep-line.

Jak mizou kolize stankt (z hlediska pfimky) vypadat? Jedna moznost je,
ze dojde ke zkiizeni okraju (A s B, & C s D).

To nemusi byt nalezeno jen pifi vkladani nového mnohotuhelniku, ale i po
dosazeni vrcholu nékterého stanku a zméné ,aktualni“ okrajové tusecky.

Dalsi moznost je, Ze vkladany mnohothelnik je uvnitf jiného (B v A) & jiny
stanek bude mezi okraji vkladaného (D v C).

Tyto situace se vSak v intervalovém stromé snadno detekuji — v ¢ase O(log T')
je mozno zjisit, jaky okraj bude levym sousedem vklddaného. Zk¥iZeni okraju
miizeme kontrolovat pii kazdém vkladéni okraje do intervalového stromu (Ize si
rozmyslet, ze pri vkladani se tsecka porovna s obéma sousednimi, pokud exis-
tuji). A ,nekiizici“ situace se snadno detekuje pomoci nalezeni levych sousedu
vkladanych okraju (opét ¢as O(logT)). Prvni piipad (B v A) nastane tehdy,
pokud bude sousedem levého okraje levy okraj, druhy p¥ipad (D s C) oSetii test,
zdali levy soused pravého okraje vkladaného mnohothelniku je levy okraj téhoz
atvaru.
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Pri dosazeni vrcholu, kde se jen ldme okraj, stac¢i na prvni pohled otestovat
zk¥izeni nové tsecky se sousedy. To je implementovano pomoci odebrani a vlozeni
vrcholu okraje (D s E). Nicméné dotyky okraji nepovazujeme za prekryv (A,
B a C) (toho jsme dosahli tim, Ze pfi detekci kolizi neuvazujeme krajni body
usecek a pfi dotyku okraji je pravy okraj t¥idén vlevo od levého).

Jak si snadno ¢tenaf rozmysli, feseni je analogické testu, zdali nové vkladany
mnohothelnik je soucasti jiného. Konkrétné ozkousime, je-li levym sousedem
levého okraje néjaky pravy okraj, resp. (v pfipadé, ze se ,lame“ pravy okraj)
zdali je levym sousedem pravého okraje levy okraj téhoz mnohotuhelniku.

Vhodnou dpravou lze tuto operaci zrychlit — konkrétné nalézt sousedy v case
O(1). Nicméné vzhledem k tomu, Ze prioritni fronta potfebuje na kaZdou ope-
raci ¢as O(logT), tak zpomaleni vyrazenim a opétovnym vloZenim okraje ndm
celkovou asymptotickou sloZitost nezhorsi.

Odebrani mnohothelniku ve chvili, kdy se dostaneme se sweep-line nad néj,
je trivialni. Tam zadna kolize nevznikne, a je tedy potfeba jen upravit intervalovy
strom na absenci ptislusnych dvou okraji.

Program jen implementuje vySe zminény postup. Pokud oznacime celkovy
pocet vrcholi mnohotihelniki N a pocet stanku 7', ¢asovou narocnost muze-
me celkové popsat jako O(NlogT) — tdrzba stromu stoji O(logT') na vloze-
ni/odebrani, Gdrzba haldy (prioritni fronty) taktéz (je t¥eba si uvédomit, Ze
pokud budeme do fronty vkladat vzdy jen nasledujici zlom okraje, nebudeme
v ni v Zddném okamziku mit vice nez O(T) prvki, podobné jako v intervalovém
stromé). Pamétova ndro¢nost je linedrni vzhledem k velikosti vstupu, tedy O(N).

Program (Pascal):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-2.pag

Pavel Cizek

25-1-3 Razeni hradni straze

Prvni pozorovani: KdyZ si obé fady stejné piecdislujeme (obecné jakkoli pte-
znacime), poéet nutnych presunt se ur¢ité nezméni. My si tedy pfecislujeme od-
chozi fadu tak, aby vojaci méli ¢isla postupné 1,..., N. Tim jsme tlohu pievedli
na urceni nejmensiho po¢tu presunti pro sefazeni posloupnosti.

Druhé pozorovani: Kdyz musime pfesunout vojaka na i-té pozici, musime
presunout také vSechny, kterfi stoji napravo od néj.

Vsimneme si, ze prichozi fada bude vzdy zacinat néjakou sefazenou posloup-
nosti. Oznaéme délku nejdelsi takové posloupnosti jako K. V nejhorsim piipadé
je K urcité alespon 1.
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Vojék na (K + 1)-té pozici stoji Spatné. Kdyby nestal, méla by maximal-
ni sefazend posloupnost délku alespon o 1 vétsi. Tohoto vojdka tedy musime
pfesunout, a s nim i vSechny vojaky napravo od néj. Dohromady tak budeme
potfebovat alesponn N — K pfesunil.

N — K presunti nam zaroven staci. Vojaci na prvnich K pozicich jsou vici
sob€ spravné, nemusime je tedy presouvat. Ostatni vojaci se mizou pii svém
presunu zafadit na libovolné misto, zafadi se tedy na spravné misto. Pro kazdého
z nich tak potfebujeme jen jeden presun.

Ulohu tedy vyfesime tak, Ze si nejprve piecislujeme obé fady. Na to potiebu-
jeme jednou projit cely vstup, coz stihneme v O(NV). Nasledné budeme prochazet
prichozi fadu od zacatku a vzdy zkontrolujeme, jestli méa vojak vpravo vétsi Cis-
lo. Tim ziskdme K. V nejhorsim pfipadé projdeme fadu celou, tedy opét O(N).
Potfebujeme t¥i pole o velikosti N, takZe pamétova slozitost je také O(N).

Nékteti z vas urcovali nejen nutny pocet presunt, ale také to, kam se ma
kazdy pfesouvany vojak zafadit. Tém doporucujeme c¢ist porfadné zadani, usetii
vam to spoustu préce ;) Poznamename ale, Ze kdybychom néco takového chtéli,
je nejlepsi fesit tlohu pomoci binadrniho vyhledavaciho stromu. Do néj bychom si
ulozili vSechny vojaky ze sefazené ¢asti posloupnosti. Pak bychom do néj postup-
né vkladali vojaky z konce posloupnosti. Podle toho, zda ptfechizime do levého,
nebo pravého syna, dokdzeme fict, na jakou pozici se ma dany vojak zatradit.
Pamétova slozitost by v tom piipadé ztstala O(INV), ¢asova slozitost by vzrostla
na O(N log N).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-3.4

Jiri Setnicka a Karolina ,,Karry“ Buresovd

25-1-4 Utdk

Nejdrive se podivame, jak vypadd feseni pro N = 0, tedy hledani nejkratsi
cesty v bludisti ze startovniho policka [s,, s,] do cilového policka [s,, s].

K feSeni budeme vyuZivat datovou strukturu jménem fronta. Fronta funguje
jako kazda normélni fronta. Kazdy prvek, ktery do ni pfidame, se zaradi na
konec a kazdy prvek, ktery odebirame, odebereme ze zac¢atku. Oboji zvladneme
v konstantnim case.

Algoritmus, ktery zde pouZijeme, se jmenuje prohledavéani do $irky, pomoci
ného zjistime nejkratsi vzdalenost kazdého policka od startovniho. Tyto vzdale-
nosti si budeme pamatovat v dvourozmérném poli D (na zac¢atku inicializovano
na —1).

Na zacatku pfiddme startovni policko do fronty a nastavime D[s,][s,] = 0.
Nyni, dokud fronta neni prazdné, odebereme policko p z fronty a vSechna sousedni
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policka ¢, kterd nejsou zdmi a maji hodnotu D rovnu —1, pfiddme do fronty
a polozime D|gy][¢.] = D[p,][p.] + 1.

Na algoritmu je vidét, ze policka zpracovavame v poradi dle jejich vzdale-
nosti od startu, tedy u kazdého poli¢ka nyni mame spocitanou jeho vzdalenost
od startu. Pokud tento fakt hned nevidite, tak si prubéh algoritmu nakreslete do
néjakého bludisteé.

Casov4 slozitost je O(velikost bludisté), kazdé policko pravé jednou pridame
do fronty, pravé jednou jej odebereme a u kazdého policka se divame jen na
4 sousedy.

Nyni uz jen zbyva vypsat, jak jsme se do cile dostali. To mizeme jednoduse
udélat tak, ze si v prubéhu algoritmu kromé vzdélenosti navic budeme ukladat,
z jakého policka jsme se do néj dostali. Pak jsme schopni pomoci téchto zpétnych
odkazi ziskat posloupnost policek z cile do startu, tuto posloupnost pak staci
jen otoc€it a mame, co jsme chtéli.

Nyni se podivejme na variantu pro 2 > N > 0. Tentokrat uz ndm nestaci jen
pfimocafe prochéazet bludisté, protoze jeSté musime zohlediiovat polohy osob.

Opét pouzijeme prochazeni do Sitky, ale tentokrat nebudeme prochézet jen
mapu bludisté, ale néco, ¢emu se ¥ika stavovy prostor. Stavovy prostor je néjaka
mnozina stavd, kde z nékterych stavii mizeme prechazet do jinych. Napriklad
v bludisti jsou stavy jednotliva policka.

Kazda osoba i ma dané cyklické poradi k; policek, ktera navstévuje, budeme
u ni tedy rozlisSovat k; stavi.

Jednotlivymi stavy pro prichod do $itky budou vsechny mozné pozice nés
a Cisla pozic osob, pii kterych nestojime na policku zaroven s osobou. Pfechody
mezi stavy budou odpovidat jednomu pohybu nas a osob, pfi kterém se nestret-
neme.

Na tomto stavovém prostoru nyni pouzijeme prohledavani do Sirky a jsme
hotovi. Jesté poznamenejme, Ze abychom omezili velikost stavového prostoru,
nebudeme brat vSechny mozné pozice osob, ale Ze staci vzit jen nejmensi spo-
le¢ny nasobek velikosti jejich okruhi. Na tento algoritmus se mizete podivat ve
vzorovém zdrojovém kdédu.

Casova sloZitost je tedy O(pocet stavii) = O(velikost bludists - nsn(ky, k2)).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-4.cpy

Karel Tesar
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25-1-5 Algoritmus sekretarky

Tato tuloha testovala, Ze ¢i ste spravne porozumeli kucharke o zakladoch
¢asovej zlozitosti.?! K ziskaniu plného poétu bodov nebolo nutné vymyslat, ¢o
robi sekretarka, stacilo popisat, o robi zdrojovy kéd.

Program pre kazdu dvojicu tvaru (ali], ¢[j]) vypiSe nejakt hodnotu ak a[i] =
clj], pricom i € {0,...,N —1} a j € {0,..., M — 1}. Takychto dvojic je presne
N M a pre kazda vykondme najviac dve operécie (test, Ze ¢i sa obe zlozky rovnaji
a pripadné vypisanie), teda celkovy pocet vykonanych operacii je urcite najviac
2NM. Z kucharky vieme, ze 2NM € O(NM), mozeme teda konStatovat, Ze
program ma ¢asovu zlozitost O(NM).

Jednoduchym argumentom dokéazeme, Ze to isté uz efektivnejsie nespravime.
Predstavme si, Zze v kazdom prvku pola a a c je uloZend t4 ist4 hodnota. Potom
je nutné vypisat presne NM hodnot, teda kazdy spravny algoritmus musi mat
¢asovi zlozitost O(NM).

Za urcenie ¢asovej zlozitosti bolo mozné ziskat 1 bod a navySe za korektné
zddvodnenie neexistencie efektivnejSieho algoritmu som udelil plny podet.

Peter Zeman

25-1-6 Sekani travy

Nejdfive par slov k doslym FeSenim. Asi nejcastéjsi chybou bylo, ze i kdyz
jste spravné napsali, kdy travnik posekat lze a kdy ne, tak uz jste nenapsali
zadné oduvodnéni, pro¢ tomu tak je a proc¢ to v jinych ptripadech nelze. Obcas se
objevovala jen zduvodnéni pro pripady, kdy to jde, v jinych fesenich zas pouze
zduvodnéni, pro¢ to v nékterych piripadech nejde.

Ke kompletnimu feseni se tloha musi rozdélit do néjakych pripada a o vsech
se pak musi néco fict. Pokud u néjakého specidlniho pfipadu ukazeme, zZe feSeni
existuje, tak to jesté neznamend, ze pro ostatni neexistuje, a naopak.

Dalsi castou chybou bylo, Ze jste zapominali na okrajové pripady, kdy se
feSeni chova jinak. Naptiklad, pokud jeden z rozméri je 1.

Ted uz ale dost pfipominek. Pojdme se radéji podivat, jak to mélo byt
Spravne.

Nejdiive rozebereme pripad travniku bez kytek. Celou plochu travniku si
obarvime jako Sachovnici a v§imneme si, ze at po travniku budeme jezdit jakko-
liv, tak se nam na cesté vzdy po jednom budou stridat ¢erna a bila policka. My
chceme postupné projit vSechna, kazdé pravé jednou, a vratit se zpét na zacCa-
tek. To se ndm miize povést jen tehdy, pokud budeme mit stejny pocet ¢ernych
a bilych policek. To nastava pravé, kdyz alesponi jeden rozmér travniku je sudy.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/slozitost
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Nyni jsme tedy ukazali, ze pro liché rozméry travniku feseni nemiize existo-
vat, ale o jeho existenci jsme zatim nic nefekli. Pfedpokladejme tedy, ze alespon
jeden rozmeér travniku je sudy, a zkusme FeSeni zkonstruovat. Bez Gjmy na obec-
nosti budeme predpokladat, Ze suda je sitka travniku.

Pojedeme doprava az ke kraji. Pak ve sloupcich na stfidacku budeme jezdit
dolti a nahoru, dokud se nevratime na zacatek. Viz kfivku na obrazku. Tento
postup funguje vzdy, pokud mame sudou $ifku. Pokud bychom méli sudou vys-
ku, tak travnik jen otoc¢ime. Ukazali jsme tedy, ze feSeni existuje, pokud mame
alespon jeden rozmeér sudy.

Ale pozor, to stéle neni vSechno. Co kdyz jeden z rozméra travniku bude 17
To pak nase feSeni tak uplné nefunguje, protoze se nemame jak vratit. Rozmér 1
tedy musime vyfesit zvlast:
® 1 x 1 posekat Ize. To jen stojime na misteé.
® 1 x 2 posekat také lze. Pojedeme na sousedni policko a hned se vratime.
e 1 x N, N > 3 posekat nelze, protoze uz se nemame kudy vratit.

A to uz je opravdu vSechno, dalsi ptfipady pro travnik bez kytek nemdame.

Nyni k verzi travniku s kytkami. Opét si travnik obarvime jako Sachovnici
a podivame se, ve kterych pfipadech méme stejné éernych a bilych policek (le-
vé horni poli¢ko vzdy obarvime na ¢erno). Stejné jich mame, pouze pokud ma
travnik oba rozmeéry liché a kytky lezi na ¢erném policku. V ostatnich ptripadech
vime, Ze travnik urcité posekat nelze.

Pro liché rozméry a kytky na ¢erném policku zkonstruujeme obdobné feseni
jako pro travnik bez kytek. Pojedeme doprava a pak na st¥idacku nahoru a dolt.
Jediny rozdil je, ze v nékteré dvojici sloupct obsahujici kytky budeme klickovat,
abychom obklickovali kytky, viz obrazek.

)
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A jak pozname, kdy klickovat? Bude to tehdy, kdy poprvé vjedeme do sloup-
ce s kytkami. A diky tomu, Ze obé& souradnice kytek maji stejnou paritu, tak pred
potkanim kytek budeme mit pfed sebou vzdy lichy pocet fadki, tedy pred rad-
kem s kytkami se klickovanim dostaneme do sloupce vlevo od kytek, a po kytkach
nam zbyde sudy pocet fadku, tedy na konci klickovani budeme otoceni doleva.

Pokud by kytky byly v prvnim sloupci, tak situaci vyfesime zrcadlové. A po-
kud by byly v prvnim radku, tak si planek otoc¢ime.

A opét to funguje az na pripady, kdy je jeden z rozmeéri roven jedné. Ty zas
vytesime zv14st:
® 1 x 1 nedava smysl, protoze se tam s kytkami nevejdeme.
® 1 x 2 feSeni vzdy ma, jsme tam jen my a kytky.
® 1 x 3 feSeni ma, pokud jsou kytky vpravo.
® 1 x N, N > 4 feSeni nema, protoze se nemame jak vratit.

A méame vse dokézéno. Jelikoz nepotiebujeme znit konkrétni dréhu, tak
program neni tieba.

Karel Tesar

25-1-7 GPS log

~ivs

rostouci vybrané podposloupnosti. Vétsina z vasich feseni méla kvadratickou
¢asovou slozitost. My si vSak ukadzeme lepsi feseni s ¢asovou slozitosti O(N log N).

K pojmim: Nejdelsi rostouci podposloupnosti posloupnosti aq,as, ..., a,
konéici v i-tém prvku budeme rozumét posloupnost prvki a,,, ay,,...,a,, tako-
vou, Ze 1y =i a zdrovenl Vr; <i:71; <71j11 Aay; < ar,,. Jeji délku znacime d;.

Nejdelsi klesajici podposloupnost zacinajici v i-tém prvku je definovana ob-
dobné s tim, Ze musi za¢inat i-tym prvkem. Jeji délku oznac¢ime d.

1. pozorovdni: Jestlize chceme znat délku nejdelsi klesajici podposloupnosti,
Ize obratit pofadi prvkd v poli a hledat opét rostouci podposloupnost.
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2. pozorovani: Chceme-li védét, jaky je nejdelsi mozny GPS log pro dany
vrchol, 1ze ho snadno spoéitat jako d; + d; — 1. Staéi tedy projit vstupni pole,
tuto hodnotu spocitat pro kazdy prvek a ulozit si maximum.

Zbyva nam tedy uz jen Fict, jak nejdelsi rostouci podposloupnost najit. Uka-
zeme si nejdiiv kvadratické feseni, které pozdéji zlepsime.

Jisté plati d; = 1. Pro k > 1 spoéitdme dj nasledovné. Nechf mame nejdel-
$1 rostouci podposloupnost koncici v aj. Zakrytim aj dostavame opét néjakou
rostouci podposloupnost, tentokrat koncici v a,. Jeji délka je d,, tedy délka
posloupnosti se zakrytym ay je d, + 1.

Spravné x sice nezndme, lze ho vSak snadno najit. Vime totiz, Ze musi platit
x < k a navic a, < ai. Tedy plati di, = max, <k a,<a), dz + 1.

Pro vylepseni algoritmu pouzijme dalsi pozorovani: Jestlize mame dvé stejné
dlouhé rostouci podposloupnosti, z nichz jedna ma posledni prvek mensi nez
druhd, vzdy se vyplati pouzit tu s mensim poslednim prvkem. Zvladneme-li totiz
vylepsit tu ,horsi“, jisté to dokazeme i pro tu ,lepsi“.

Staci si tedy pro kazdou z moznych délek posloupnosti drzet tu nejlepsi,
tedy koncici nejmensim moznym prvkem. Oznacme jako m; nejmensi hodnotu,
kterou miize koncit i-prvkova rostouci podposloupnost z dosud proslych prvki,
a na zacatku inicializujme m takto: m; = 0 pro ¢ = 1, jinak m; = oo.

Nyni postupné projdeme vstupni pole a budeme sledovat, jak se méni hod-
noty m; po zpracovani nového ¢lenu.

Vsimnéte si nejprve, Ze v kazdém okamziku plati, ze hodnoty m; (které jsou
ruzné od co) jsou rostouci. Kdyz totiz umime vytvorit rostouci podposloupnost
délky i, ktera konéi hodnotou m;, tak jejich prvnich ¢ — 1 ¢lent tvofi rostouci
podposloupnost délky ¢ — 1, kterd konéi ¢lenem mensim nez m;. Proto nutné
mi—1 < m;.

Dalsi pozorovani: Pro pravé zpracovavany prvek z zjevné existuje pravé
jedno k takové, ze my < x < my41.

Co to znamena? V prvni fadé vime, Ze dosud ,nejlepsi“ podposloupnost
délky k + 1 (a vétsi) koncila &slem vétsim nebo rovnym z. Zadnou takovou
posloupnost nemuzeme prodlouzit hodnotou x, takze hodnoty od my,o dale se
ménit nebudou.

Podobné se nebudou ménit hodnoty od m; po my véetné. VSechny uz jsou
mensi nez x, tedy je zlepsit nedokazeme.

Zménilo se pouze to, Ze nyni umime vybrat rostouci posloupnost délky k+1,
ktera konc¢i hodnotou x. Nastavime tedy myy1 = z. Zarovenn vime, Ze k + 1 je
délka nejdelsi rostouci podposloupnosti koncici pravé zpracovanym prvkem.
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Nyni si jen sta¢i uvédomit, ze hodnoty m; jsou sefazeny podle velikosti,
takZze muzeme nalézt spravné ¢islo k& bindrnim vyhleddvanim v éase O(log N).
Potrebujeme zpracovat vSech N prvku pole, ¢asova slozitost algoritmu tedy bude
O(NlogN).

Urcit ty prvky, které mame z posloupnosti vyskrtnout je uz trivialni. Staci
si pro kazdy prvek a; uklddat index pfedposledniho prvku v nejdelsi rostouci
podposloupnosti koncici v a; a pole proskakat az na zacatek. Pro klesajici ¢ast
opét analogicky.

Vzorovy kéd je z vétsi ¢asti prepisem programu Martina Raszyka. Vysvétleni
linearné-logaritmické verze algoritmu je pak z vétsi ¢asti prevzato z autorského
feseni domaciho kola 57. roéniku MO-P.32
Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-1-7.cpg

Jan Bok

25-1-8 Sazime v TEXu

Reseni tkolu 1 bylo pomérné trivialni:
\chyph
{\it Poznatky ziskané cilev&domé
v preadolescentnim véku jsou adekvatni
poznatklim porizenym nadhodné ve véku
seniorském. (Co se v mladi naudis,
ve staf¥i jako kdyZz najdeS.)}
\bye

Nékter! z vas nefesili \it, to jsem taktéz netesil, nebotf ze zadani nebylo
uplné jasné, jestli text mate vysazet italikou, nebo romanem (latinkou).

Nékteri z vas do nékterych slov vlozili \-. To jsem penalizoval ztratou jed-
noho bodu, nebot se jedna o nouzové feSeni pro piipad, kdy se TEXu nepovede
zalamat text standardnimi prostfedky. Predstavte si, Ze byste takhle ru¢né méli
zaldmat stostrankovou knihu.

V souvislosti s tim jsem strhéval néjaké body za nepritomnost \langu-
age\czech. Na tomto misté se musim omluvit, daleko lepsi je misto \langu-
age\czech zadat \chyph (resp. \shyph pro slovené¢inu) — to jsem v zadani opo-
menul.

Jaky je mezi tim rozdil? \chyph nastavi kromé ceskych vzord pro lamani i
nékolik dalsich parametrti, napiiklad \frenchspacing — v anglickych textech se
piSou za interpunk¢énimi znaménky dvojité mezery, zato v ¢eskych textech ne.

32 http://mo.mff.cuni.cz/p/57/reseni-1.html|
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Pokud jsem nékomu za toto strhnul body, prosim, aby si stézoval, a omyl
bude napraven. Nejsem si vSak ni¢eho takového védom.

Pokud jste se pokusili tento tkol vysazet romanem bez nastavené cestiny,
zjistili jste, Ze na konci prvniho fddku mate plze (konkrétné sliméka). Tento po
spravném nastaveni jazyka zmizel.

Ukol 2 byl taktéZ snadny. Nékteii konali vlastni vizkum, jini mozna chvili
hledali na internetu, kazdopadné snad vsichni, kdo dodali feSeni, jej méli spravné.

Ptikaz \rm nastavuje font na roman, latinku, zdkladni fez, jinak funguje
aplné stejné jako \it nebo \bf. Jesté doporuc¢im pozornosti ¢tenare prikaz \tt,
ktery nastavi neproporcionalni strojopisné pismo (typewriter).

Jednotlivé fezy pisma se v nékterych znacich lisi. Zdrojaky je bud potfeba
sdzet typewriterem (\tt), nebo si musite ohlidat znaky jako {}<>, na jejichz
pozicich jsou v jinych fezech umistény jiné, potfebnéjsi znaky.

Ukol 3 se dal vyséazet Cisté na zékladé latky ze seridlu:

$${a"{(b-2d_c) "3} \over \sqrt{2a~{3b_1}}}
+ {3172 {{3_374}}
{3 _{{3_576"{{}3_7"8}} -
\sqrt{1 + \sqrt{l -
\sqrt{l + \sqrt{l - \sqrt{
1+ {1 -{
1 - {1 - x\over 1 + x}
\over 1 + {1 - x\over 1 + x}
} \over 1 + {
1 - {1 - x\over 1 + x}
\over 1 + {1 - x\over 1 + x}
133
3}
118%

Nejvic prace zjevné zabral druhy séitanec — nesmyslna konstrukce z hornich
a dolnich index.

Prakticky identickou konstrukci néktefi resitelé vytvorili pfes \atop, coz
nebylo zamyslené feseni. Vysledek vSak vypadal velmi podobné:

$${{1 \atop 2} \atop {3 \atop 4}}
\atop
{{5 \atop 6} \atop {7 \atop 8}}$$

Pouzité primitivum se chova prakticky stejné jako \over, akorat nekresli
zlomkovou caru.
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Reseni &évrtého tikolu jste se zhostili rizné. Mnozi dodali hezky zdrojak,
mam z vas radost. Jina TreSeni vsak byla odflaknuta az hriza. Mezi nejcastéj-
§i chyby patfily pomléky (pouzivani - misto —), uvozovky (”” misto ,*) a ruéni
lamani radku v pripadech, kdy stacilo nastavit ¢estinu. Také nékteri z vas trestu-
hodné ignorovali matematicky méd. Minus jedna se sazi jako $-18$.

Dale jste fesili nékolik problému, které jsme v zadani neprobrali, nebot bud
nebylo misto, nebo si na né nikdo nevzpomneél.

Hezké O ve slozitostnich vzorcich ziskate jako ${\cal 0}$. V matematickém
médu se také daji prepinat fonty, pFepinac¢ \cal vybira ,kaligraficky* font.

Pro stupné pouzijte konstrukci $90~\circ$: 90°. Vyzkousejte také $\cdot$
a $\times$ pro rizné druhy souéinii (hvézdicka moc hezkd neni) a $\1ldots$
nebo $\cdots$ pro rizné druhy trojtecek.

Neékomu se nemusi libit vychozi nastaveni formétu odstavce a stranky. To
samoziejmé jde prenastavit:

® \parindent je velikost odsazeni prvniho fadku odstavce;
® \parskip je mezera mezi odstavci;

® \baselineskip je pozadovana vzdalenost mezi G¢afimi jednotlivych radkt
odstavce;

® pokud by po uplatnéni pravidla o \baselineskip mély byt boxy ve verti-
kalnim boxu bliz k sobé (vzdalenost mezi okraji boxi) nez \lineskiplimit,
jsou misto toho umistény tak, aby mezi jejich okraji byl \lineskip;

® piredchozi dva body se uplatni na libovolné dva boxy, které se maji umistit
do vertikalniho boxu hned pod sebe, nejen na fadky odstavce.

Naprtiklad mij oblibeny styl odstavci je takovyto:

\parindent Opt

%% zékladni rozmér 3pt, ktery se smi
%/ roztdhnout o 2pt a zmensit o 1pt,
%% kdyZz je pot¥eba

\parskip 3pt plus 2pt minus 1pt
\baselineskip 11pt

\lineskip 1pt %} default
\lineskiplimit Opt %% default

Na konkrétni odstavec se pouziji pravé ty rozmeéry, které jsou platné ve
chvili zpracovani primitiva \par. Pokud nemé \par co vysazet, nevysazi nic, ani
prazdny radek.

Na vertikalni mezery rozumnych velikosti muzete pouzit preddefinované
\smallskip, \medskip a \bigskip, kazdy z nich je dvojnésobkem pfedchozi-
ho.
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Pokud potiebujete, aby se kazdy fadek zdrojaku choval jako samostatny
odstavec, pouzijte \obeylines. To se mize hodit tieba na sazbu basni.

Na seznamy se da pouzit \item{odrazka}, pfipadné pro druhou uroven
\itemitem. Pokud byste potiebovali tfeti a dalsi troven odrazek, nejprve se
zamyslete, jestli bude vysledek jesté stale piehledny, nebo jestli to nebude lepsi
vysazet jinak.

Jesté miiZete chtit zménit velikost strany. Sitku a vysku strany uréuji roz-
méry \pdfpagewidth a \pdfpageheight. Sitku a vysku zrcadla (potisténé casti
papiru) nastavite v \hsize a \vsize. Kone¢né \hoffset a \voffset méni levy
a horni okraj — ten je roven tomuto rozméru plus lin.

Tedy nastaveni strany A4 s centimetrovymi okraji po stranich vypada takto:

\pdfpagewidth 210mm
\pdfpageheight 297mm
\hsize 190mm

\vsize 277mm
\hoffset -15.4mm
\voffset -15.4mm

Tolik prvni série. Doufdm, Ze vas druh4 série neodradi, nebot obtiZnost tiloh
vyrazné stoupla; tésim se, Zze budu mit zase pfes 30 feSeni k opravovani.

Jan ,Moskyto“ Matéjka
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25-2-1 VytiZenost dopravy

Na tuto tlohu pfisla spousta vasich feSeni. Jednim z nejvétsich problémi
nékterych z vas se ale ukazalo byt to, jak spravné rozdélit ¢as mezi predvypocet
a mezi odpovédi na dotazy. Zavedme znaeni N pro pocet zastdvek (vrchold
naseho stromu) a K pro podet dotazti.

Spravné rozdéleni asu

Zamysleme se nejdfive nad dvéma extrémy: Pokud bychom ocekavali maly
(konstantni) pocet dotazti, bylo by asi nejlepsi odpovéd pro kazdy dotaz vyhledat
samostatné (tfeba jednoduchym prochdzenim do $itky — BFS) a zabralo by nam
to ¢as O(N) na dotaz a O(N) celkem. Druhym extrémem by bylo K > N2.
V takovém pripadé si mizeme predvypocitat pomoci BFS cesty z kazdé zastavky
na kazdou v O(N?) a odpovidat pak uz jen v konstantnim ¢ase na dotaz. Tim
se dostaneme na celkovou slozitost O(N? + K).

My jsme se ale zabyvali nejzajimavéjsSim pripadem, a to kdyz K je fadové
stejné velké jako N. Pak je druhy postup prilis pomaly. Ukazeme si, jak udélat
predvypodet v ¢ase O(N log N) a odpovéd na dotaz v éase O(log N).

Lehéi varianta

Nejdrive se zamyslime nad leh¢i variantou s pouhou cestou. To je jako situace
pfimo stavénd pro maximové intervalové stromy. Intervalovy strom je stromova
struktura postavena nad néjakou posloupnosti, ktera je schopna vracet hodnotu
(soucet, maximum a podobné) v né&jakém intervalu. Déla to tak, Ze kofen drzi
hodnotu celé posloupnosti, jeho synové hodnotu levé a pravé poloviny a tak déle,
az na uroven jednotlivych prvkd posloupnosti.

Kazdy interval jsme pak schopni posklddat z maximalné log N mensich in-
tervalti zastoupenych vrcholy a dotaz na intervalovy strom tedy trvd O(log N),
strom se d4 vystavét v linedrnim case. Tot feSeni jednodussi varianty. Pokud
si chcete precist néco vice, podivejte se do nasi kuchaiky o intervalovych stro-
mech.?3

SloZité&jsi varianta
Nyni se pokusime nékteré myslenky intervalovych stromt zobecnit, aby fun-
govaly nejenom na graf tvaru cesty. Strukturu ale nebudeme potiebovat aktuali-

zovat, stac¢i nam ji pouze jednou vybudovat a pak nad ni pokladat dotazy. Tim se
bude lisit od intervalovych stromt, které umoznuji rychle provadét i aktualizace.

Zakofenime si nasi grafovou sif zastéavek v libovolném vrcholu a postavime
strom. Ve chvili, kdy dostaneme dotaz na tsek A-B, miZeme ho slozit (vzit
maximum) z dotazi na tseky A-P a L-P, kde P je spole¢ny stromovy predchidce

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy|
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obou vrchol (tedy nejvySe umistény vrchol, pres ktery cesta z A do B musi jit).
K rychlému hledéni P se vratime pozdéji.

Tim jsme si problém zredukovali na nalezeni maxima néjaké vertikalni cesty
ve stromeé. To bychom mohli udélat tak, ze bychom ji celou prosli, ale to muze
trvat az linedrné dlouho vzhledem k N (napfiklad v grafu tvaru cesty). My
bychom ale chtéli dosdhnout éasu O(log N). Zavedme si tedy v kazdém vrcholu
zpétné odkazy raznych trovni. Zpétny odkaz trovné 0 bude odkaz na otce, zpétny
odkaz Grovné 1 bude odkaz na otce otce (tedy o 2 vys) a obecné zpétny odkaz
arovné m povede o 2™ vrcholu vyse. Takovych zpétnych odkazt bude v kazdém
vrcholu maximalné logn a kazdy si navic bude pamatovat maximum na tseku,
ktery pokryva.

Kdyz budeme chtit vystoupit od A k P, dokdzeme tento usek pokryt jen
pomoci téchto zpétnych odkazi a pouzijeme jich jen O(log N) (jednoduchym
argumentem: kdyz budeme skdkat po nejvétsim mozném zpétném odkazu, tak
kazdym skokem zmensime vzdalenost alesponi o polovinu). Obdobné tsek od B
k P. Pokud tedy dostaneme takovouto strukturu, dokdzeme odpovédét na libo-
volny dotaz v O(log N).

Ted se vratime ke slibovanému hleddni P. V kazdém vrcholu si budeme
pamatovat, v jaké je hloubce, a budeme stoupat od A a B zaroven. Nejdiive vy-
stoupame po zpétnych odkazech z toho hlubsiho do stejné hloubky (v O(logn)
krocich) a pak zkouSime stoupat z obou vrchold nardz. Vezmeme postupné vsech-
ny délky zpétnych odkazii (od nejvétsich po nejmensi) a kdyz se pres takto dlouhé
zpétné odkazy jesté nedostaneme do stejného vrcholu (mohl by to totiz byt az né-
jaky pfedchidce P), vystoupame po nich. Timto nalezneme snadno P a soucasné
si nerozbijeme logaritmickou délku cest od A a od B k P.

Jak si takovou strukturu rychle pofidit? To uz je jednoduché. Zakofenéni
stromu muzeme udélat pomoci prohledavani do hloubky od libovolného vrcholu,
to nam zabere linearné kroki. V kazdém vrcholu pak zkonstruujeme maximalné
log N zpétnych odkazl a s vyuzitim predchozich odkazi ndm kazdy novy odkaz
zabere jen konstantni ¢as. Vzdalenost od A k B pieklenutd zpétnym odkazem
délky 2™ je totiz pieklenutd dvéma zpétnymi odkazy: od A k C délky 2™~ 1 a
od C k B délky také 2"~ !. KdyZ vezmeme z téchto dvou odkazti maximum,
mame maximalni pocet cestujicich i na zpétném odkazu délky 2™.

V kazdém vrcholu tedy stravime O(log N) a celou strukturu zvladneme vy-
stavét v O(N log N). Celkové predvypocet i odpovéd na K dotazii trva O((N +
K)log N), coz je idedlni.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-1.cpd

Jirka Setnicka
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Heavy-light dekompozice

Datova struktura z naseho vzorového feSeni ma jednu nevyhodu: pro strom
@ na N vrcholech zabere fadové N log N bunék paméti. Nacrtneme jesté jeden
zpusob, jak dlohu vyftesit, ktery si vystaci s linedrni paméti. Pouzijeme k tomu
takzvanou heavy-light dekompozici stromu neboli rozklad stromu na lehké a tézké
hrany.

Strom zakofenime a pro kazdy vrchol v spoéitdme T'(v), coZ bude pocet
vrcholi v podstromu, jehoz kofenem je v. Za tézké prohlasime ty hrany, které
vedou z néjakého vrcholu v do jeho syna w, pfi¢emz T'(w) > T'(v)/2. VSechny
ostatni hrany budou lehké. Dobie je to vidét na nésledujicim obrézku (&isla
udévaji velikosti podstromt, tézké hrany jsou nakresleny tucéné):

PovSimneme si, ze z kazdého vrcholu mize doli vést nejvyse jedna tézka
hrana. Tézké hrany proto tvori cesty, kterym budeme fikat téZké cesty a jejich
nejvyssim vrcholtim stopky cest. Pokud stopka cesty neni kofen, vede z ni nahoru
lehka hrana, kterd ji napoji na nadfazenou tézkou cestu (ta ovSem muze byt
trividlni — jednovrcholova).

O lehkych hranach plati jina zajimava véc: kdykoliv se vydame z kofene do
listu, projdeme po nejvyse log, N lehkych hranach. To proto, ze kdykoliv pro-
jdeme po lehké hrané, velikost podstromu, v némz se nachazime, klesne alespon
na polovinu.

Ted popiSeme, jak pomoci nasi dekompozice hledat nejblizs§iho spole¢ného
pfedchidce dvou vrchold. Staci si pro kazdou tézkou cestu zapamatovat pole
vsech vrcholu, které na ni lezi, a naopak si pro kazdy vrchol zapamatovat, na
jaké tézké cesté lezi a kolikaty v poradi je.

KdyZ ndm nyni nékdo zada vrcholy x a y, pujdeme z nich do kofene a
podivame se, kde se obé cesty poprvé potkaly. Do kofene pfitom vyskaceme tak,
Ze pokazdé uréime stopku tézké cesty, na niz se nachézime, a z té vystoupime po
jedné lehké hrané. To miZe nastat nejvyse O(log N)-krat a pokazdé nés to stoji
konstantni cas.
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Podobné zvlddneme hleddni maxim na cestach. Pro kazdou tézkou cestu po-
stavime intervalovy strom, pomoci kterého budeme umét rychle nalézt maximum
v libovolném useku cesty.

Kdykoli nam pak nékdo zada cestu z x do y, rozdélime ji na tsek z  nahoru
do nejblizsiho spole¢ného piedchidce a tusek z néj doli do y. Staci tedy umét
pocitat maxima pro ,svislé* cesty ve stromu. Kazda svisla cesta ovSem obsahuje
O(log N) lehkych hran; témi jsou spojeny tseky tézkych cest, takze isekt musi
byt také O(log N).

Pro kazdou tézkou cestu se zeptame pfislusného intervalového stromu, ja-
ké je maximum z ptislusného tseku, a vypocéteme maximum z téchto maxim a
z ohodnoceni lehkych hran spojujicich tézké tseky. To dava celkem O(log N) do-
tazii na intervalové stromy, z nichz kazdy trva O(log N). Dohromady O(log® N),
coz je prilis.

U¢inime tedy jesté jedno pozorovani: skoro vSechny dotazy, které intervalo-
vym stromtum klademe, se tykaji intervalt od néjakého vrcholu tézké cesty k jeji
stopce. Jedinou vyjimku tvofi nejvyssi cesta, na kterou se zeptame. Mutzeme si
tedy navic pro kazdou cestu predpocitat maxima tsekt od stopky do ostatnich
vrcholii. Pak polozime O(log V) dotazt trvajicich O(1) a jeden trvajici O(log N).
To je dohromady O(log N) na celé nalezeni maxima cesty z x do y.

Celd struktura nam pfitom zabere O(NN) bunék paméti a jsme ji schopni

vystavét v linedrnim case.

vvvvvv

zovat. To si ale nechdme na jindy; pokud jste zvédavi, zkuste si najit néco
o Sleatorovych-Tarjanovych stromech, znamych také pod nazvem Link-Cut Tre-
es.

Martin ,Medved“ Mares

25-2-2 Sekani travy podruhé

Reseni této tlohy je kratké, jednoduché, ale je t¥eba uznat, ze i nemalo triko-
vé. Pro tplnost zadani budeme predpokladat, ze startovni policko jiz je posekané.
Pak méa vyhrévajici strategii prvni hrac. A jaka tedy bude jeho strategie?

Hraci plocha se sklada ze sjednoceni obdélnikii se sudym obsahem. Tedy
alesponi jeden z rozmeériu kazdého obdélniku je sudy. Tedy je mozné cely herni
plan vysklddat dominovymi kostkami. Jak se to pfesné udéla, si kazdy jednoduse
rozmysli.

Nyni k samotné strategii. Hra¢ jedna zacina na néjaké poloposekané domi-
nové kostce. Tak jediné, co udéla, je, ze prejde do druhé c¢asti této kostky. Nyni
druhy hr4¢ bud uz nemtize nikam tdhnout, nebo prejde do jiné dominové kostky.
Tato kostka zatim nebyla pouzita, a tedy mé volnou druhou pilku. Takze prvni
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hrac zas jen pfejde do druhé poloviny. Tuto strategii bude opakovat az do doby,
kdy druhy hra¢ nebude mit kam tahnout.

Na zavér jesté poznamenejme, ze obecné se této taktice rika Pdrovact stra-
tegie a funguje ve vSech grafech, které maji perfektni parovéani (tj. vrcholy grafu
lze rozdélit do dvojic, kde kazd4a dvojice je spojena hranou).

Karel Tesar

25-2-3 Doplhovani operatoru

Tuto tlohu sme povodne zamyslali ako jednoduchi, teda takt, Ze jej rieSenie
je priamociare a jasné. Nevsimli sme si vSak zna¢né mnozstvo slepych uli¢iek, kto-
ré vas zmiatli. Ulohu jsme zadavali s tym, Ze pojde jednoducho riesit v linedrnom
Case, Co sa nakoniec ukazalo ako zly predpoklad. Za to sa vam ospravedliiujeme
a i kvoli tomu sme bodovali zlé rieSsenia miernejsie.

Drviva vidsina riesitelov sa illohu pokusSala riesit hladovo, ¢o ale nefungovalo.
Dalsia vec je, Ze skoro vietky rieSenia, ktoré prisli, boli zle popisané a ¢asto sa
stavalo, Ze si opravujtci musel toho dost vela domyslat. NavySe vicSina z vas
zabudala uvadzat ¢asovi zloZitost.

Najcastejsimi protiprikladmi na hladové riesenie boli postupnosti, v kto-
rych sa vyskytovalo viac jednotiek vedla seba — napriklad v postupnosti, ktora
je tvorenéd dvojkou, desiatimi jednotkami a opéf dvojkou, je lepSie séitat. Na
podobnych protiprikladoch zlyhali vsetky pokusy o linearne hladové riesenie.

Ukézeme si ako riesit tlohu v kvadratickom ¢ase pomocou dynamického
programovania.®>* Dynamické programovanie je velmi uZitoénd programovacia
technika, ktord spociva v rozdeleni problému na nejaké mensie podproblémy,
ktoré vieme vyriesit. Z rieSeni pre mensie podproblémy potom poskladame findlne
rieSenie. Ukazeme si to na nasej tlohe.

Predstavme si, ze na vstupe dostaneme n éisel, ozna¢me ich aq, ..., a,.
Uvéazme teraz kazdé ¢ € {2,...,n — 1}. Predpokladajme, Ze vieme doplnit ope-
ratory medzi ay, ..., a;, tak Ze po vyhodnoteni a; as ... a; dostaneme najlepsi

vysledok. Ako zistit, aky najlepsi vysledok mozeme dosiahnut, ked uvazujeme
ay az ... Qp ?

Zvolme nejaké j € {2,...,n—1}. Z predchadzajiceho odstavca vieme, Ze sme
schopni optimalne doplnif operatory medzi a; as ... aj, ozna¢me vysledok v;.
Jeden z moznych vysledkov pre a; az ... ay je v; +aj41- ... ay,, oznaéme ho
V;. Najlepsi vysledok dostaneme tak, Ze vezmeme maximum zo vSetkych V;, pre
je{2,...,n—1}

Co teda vlastne robime? Vsimnime si, Ze sme predpokladali, Ze problém
vieme vyriesit pre vSetky i také, Ze i < m a z toho sme zistili rieSenie pre n.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovanil
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Pre tplnost dodajme eSte, Ze pre a; sme schopni tlohu vyriesit trividlne, tam
7iadne operatory dopliiaf netreba. To znamena, %e so znalostou optimélneho rie-
Senia pre a; sme schopni aplikovanim vyssie uvedeného postupu ziskat optimalne
rieSenie pre a; as, dalej so znalostou optimalneho rieSenia pre a; a a; as sme
schopni aplikovanim rovnakého postupu ziskat optimélne rieSenie pre a; as as
atd.

Predchadzajuci odstavec celkom jasne popisuje, ako bude algoritmus fun-
govat. Jeho Gasova zloZitost bude ©(n?). Je tomu tak preto, lebo potrebujeme
spocitat najlepsie vysledky pre a; as ... a;, pre kazdé i € {1,...,n}. Pri poéi-
tani kazdého takéhoto vysledku spravime ©(i) krokov. Celkovy pocet krokov je
teda ©(1) + --- + O(n) = O(n?). Pamifova zlozitost je O(n).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-3.py|

Peter Zeman

)
pie

= O @ -

25-2-4 Organizace vykladky

)

V této praktické tloze byly vstupy rozdéleny do ¢tyf sad podle ocekavané
efektivity FeSeni.

Hledany soucet vzdalenosti od daného bodu ke vSem ostatnim v maximové
metrice nazveme cenou vykladky pro dany bod. Nejjednodussim Fesenim tlohy
je primy vypocet ceny vykladky pro kazdy bod tak, ze projdeme vSechny ostatni
body a sec¢teme vzdalenosti podle vzorecku. Takové Feseni méa casovou slozitost
O(N?) a stadilo pro vyieseni prvnich dvou sad.

Ve druhé sadé se hodnoty nevlezly do 32-bitovych proménnych, museli jste
tedy pouZit 64-bitové celociselné typy. Co jsem do tlohy nevkladal, ale doporucuji
k promysleni (a nejlépe i naprogramovani), je ptipad, kdy by se ¢isla nevlezla
ani do 64-bitovych proménnych a vas jazyk by nepodporoval celociselné typy
s dynamickou délkou. A jak byste postupovali, pokud by ¢isla nebylo potieba

151


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-3.py

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2012/2013

pouze scitat a porovnéavat, ale provadét i dalsi operace jako napiiklad nasobeni
a déleni?

Ve tteti sadé jiz byl podet zadanych bodi vysoky (N < 100000), ale pocet
navzdjem riznych bodu byl stéle nizky (K < 1000). Takova situace se dala
vytesit seskupenim shodnych bodt do jediného bodu, u kterého byla udana jeho
nasobnost. Lze to provést tfeba setfidénim bodu (nejpfirozengjsi zpusob je asi
lexikograficky — nejprve podle soufadnice x, v piipadé shody podle soufadnice y).

Setfidéni vede k tomu, Ze se shodné body umisti v poli na souvislém tseku.
Pak 1ze pole projit a pro kazdy bod zkontrolovat, zda je shodny s pfedchozim
prvkem pole. V pripadé shody je zvysSena nasobnost naposledy pridaného bodu,
v opa¢ném pFipadé je p¥iddn novy bod. ProtoZe méa (rozumné) t¥idéni casovou
slozitost O(N log N), je vysledna asové slozitost O(N log N + K?2). (Pouzitim
vyhledavacich stromi lze docilit O(N log K + K?), coz ale neni p¥ili§ atraktivni
vylepSeni.)
Efektivni feSeni

Problém dosavadniho p¥istupu tkvi v tom, Ze kvili nep¥ijemné formuli pro
vzdalenost mezi dvéma body nedokazeme cenu vykladky pocitat néjak hromadné.
Moznosti, se kterou jsem puvodné pocital, je zametat body podél y-ové souradni-
ce a vhodné si v intervalovych stromech udrzovat body tak, aby se daly efektivné
pro zpracovavany bod spocitat 4 soucty — soucty souradnic vSech bodi, pro které
se bude: priditat a odecitat x-ova soufadnice a pficitat a odeéitat y-ova.

Asymptoticky stejné efektivni, ale jednodussi je pouzit trik prevzaty z FeSeni
Ondry Hiibsche. Trik spociva ve vyuziti vztahu

2max(|al,]b]) = |a —b] + |a + Y],

ovéite si jej napfiklad rozborem p¥ipadti. Vzdalenost dvou bodt d = max(|z; —
Zal, |y1 — y2|) pak miZeme zapsat jako

2d = [(z1 — @2) = (Y1 — y2)| + [(w1 — 22) + (1 — w2)]-
Budeme pracovat s novymi soufadnicemi u a v, které vzniknou jako:
U=r—y v=T+y
Vzdalenost dvou bodt ndm pak bude vychazet jako
2d = |ug — uz| + |v1 — val.

Celou dobu budeme pocitat dvojnasobné vzdalenosti a pouze na konci vysledek
vydélime dvéma.

Jaka je vyhoda tohoto prevodu? Zbavili jsme se nepfijemné operace ma-
xima. Soucet uz dokdZeme pocitat efektivné, provedeme to ve dvou krocich —
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oddélime |u; — ug| a |v; — va]. V prvnim kroku setfidime body vzestupné podle
souradnice u a spocitame si prefixové soucty pro toto setfidéné pole. Pro aktu-
alné zpracovavany prvek p pole je pak |u, — u;| = up — u; pro vechny prvky ¢
pied nim a |u, — u;| = u; — u, pro prvky za nim.

S prefixovymi soucty dokdzeme zapocitat vSechny body do ceny vykladky
pro bod p v konstantnim ¢ase. (Pole P prefixovych soucti je takové pole, které na
i-té pozici obsahuje soucet prvnich ¢ prvki. Dokazeme jej pfedpocitat v linedrnim
¢ase pomoci vztahu P[i] = P[i — 1] + Q[i], kde @ je ptvodni pole. Soucet prvka
na pozicich k az [ je pak P[] — P[k — 1].)

Analogicky postupujeme pro soufadnici v. Nyni mame pro kazdy bod spoc-
tiidéni, ostatni operace jsou pouhé linearni priichody. Casova sloZitost feSeni je
tak O(N log N), pamétova O(N).

Program (C++) — N kvadraticky:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-4-Nkvadr. cpg

Program (C++) — K kvadraticky:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-4-Kkvadr. cpg
Program (C++) — Nlog N:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-4-NlogN.cpd

Lukas Folwarczny

25-2-5 Sbirani papiru

Nez se vrhneme na feseni ulohy, u¢inme nékolik stézejnich pozorovani. Ta
nam uz feSeni ulohy daji takika zadarmo.

Novinarka se nesmi vracet doli. Tim padem pfed prechodem na dalsi fadek
(nahoru) musi vybrat vSechny papiry na fadku.

Zaroven nema smysl uvazovat jiné papiry nez ten nejvice vlevo a vpravo.
Vsechny ostatni papiry totiz novinaika sebere automaticky pti pohybu mezi nimi.

Dale je dtlezité uvédomit si, ze po sebrani posledniho papiru nema smysl
se na tomto fadku dale pohybovat. Stejné kroky totiz lze provést o fadek vyse
s vysledkem pfinejhor$im stejnym (na aktudlnim fddku uz zaddny dalsi papir
nesebereme).

Musime jesté vytesit, jak se na fadku pohybovat. Oznac¢me si index papiru
polozeného nejvice nalevo [ a index toho nejvice napravo r. Index policka, na které
vstupujeme pri prechodu na fadek, oznac¢me c. Nyni nastdavaji t¥i moznosti.

[ > ¢ Nem4 smysl se pohybovat jinak nez porad doleva. r < ¢ Nema smysl se
pohybovat jinak nez potad doprava. I < ¢ < r Mlzeme jit nejdfive k [ a nasledné
k r. Také je mozné jit nejdiive k r a poté k [. Obé varianty mohou dat jinou
délku cesty.
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V tuto chvili mnoho z fFeSiteli sdhlo po hladovém algoritmu. Tedy vzdy
se podivat, zda je vyhodnéjsi z c jit nejdfive do [ a az poté do r, nebo opacné.
Nésledné lepsi z vysledku vzit jako souc¢ast Feseni a pokracovat stejnym zptsobem
na radku vyse. Tento postup je vSak chybny. Zkuste si ho napiiklad odsimulovat
na nasledujicim vstupu:

38

Radek 3: 01 000000
Raddek 2: 01 000001
Radek 1: 00100000

Z toho plyne, Ze je tfeba pocitat s obéma variantami prichodu fadkem a
obé si ulozit. VSech moznych cest je tak sice exponencialné mnoho, 1ze ale vyuzit
pristupu z dynamického programovani a ukladat si mezivysledky.

Budme v néjakém tddku i. V fddku i — 1 jsme dostali dvé optimalni feSeni.
Jedno pro l;_1 a jedno pro r;_;. Pro spoéitani feseni v [; tedy vyzkousime oba
z vysledki pro predchozi fadek a lepsi z nich si ulozime. Totéz provedeme pro r;,
¢imz dostaneme opét dvé mozné varianty. V poslednim fadku pak z téchto dvou
variant vybereme tu s kratsi délkou cesty.

Specidlnim pfipadem je prvni fadek, a to v tom, ze musime vzdy dojit do 7
a optimalni feSeni je zde tak pouze jedno (o délce r1). V programu toto snadno
osetiime.

Ze je TeSeni spravné si lze snadno rozmyslet pfes matematickou indukci.
Reseni pro prvni fadek je indukénim pfedpokladem. ReSeni pro i-ty Fadek pak
induk¢énim krokem.

Jesté vsak nekoncéime. Jelikoz chceme také zpétné rekonstruovat cestu, mu-
sime si navic ukladat pole predchidci a sméry pohybu. Pak lze jiz cestu rekon-
struovat. Smér pohybu se navic bude ménit pro fadek maximéalné dvakrat, tedy
pamétova slozitost ulozeni cesty je O(N). Takova je i pamétova slozitost celé-
ho algoritmu, jelikoz neni tfeba ukladat si celou matici. Pozorni ¢tenafi si jisté
dokazou rozmyslet pro¢.

Ke zjisténi indext [ a r pro kazdy fadek sta¢i jednou matici v O(N M) projit.
Néslednd dynamika ndm zabere O(N) krokt, tedy celkovd Casova slozitost je
linedrni — O(NM).

Zdrojovy kod je z vétsi Casti prepisem programu Rastislava Rabatina. Dé-
kujeme.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-5.cpg

Jan Bok
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25-2-6 Optimalizace v redakci

Nasim tkolem je pro kazdou hranu zadaného ohodnoceného grafu urcit, zda
se vyskytuje ve vSech, v pouze nékterych, nebo v zddnych minimalnich kostrach.
K fefeni vyuzijeme upraveny Kruskaliiv algoritmus. Z kuchaiky>® budeme potie-
bovat predevsim poznatek o jeho spravnosti a také poznatek o tom, ze v pripadé
vice hran stejné vahy muze byt pofadi zpracovani hran libovolné (algoritmus
mize vydat razné kostry, ale vSechny budou minimalni).

Popis algoritmu

Algoritmus si bude, stejné jako ten ptivodni, budovat les T — ¢ast vysledné
kostry. Hrany stejné vahy wy budeme zpracovavat najednou. Hranu, jejiz oba
vrcholy lezi v jedné komponenté, rovnou oznac¢ime za hranu, kterd se v zadné
minimalni kostfe nevyskytuje, a dale s ni nepracujeme.

Pro ostatni hrany rozhodneme, zda se vyskytuji ve vSech, nebo jen nékterych
minimalnich kostrach. Ve skutecnosti zjistime, zda Kruskaliv algoritmus hranu
(v zévislosti na poradi zpracovani) pfida vzdy, nebo jen nékdy. Pozdéji dokazeme,
ze je oboji ekvivalentni.

Uvazme pro tento ucel graf G, ktery vznikne tak, ze do T vlozime vSechny
hrany védhy wy. Pokud se odebranim hrany e (vahy wy) z grafu G snizi pocet
komponent, pridal by algoritmus hranu ve vSech pfipadech, neb nema jinou hranu
téze vahy, jiz by spojil pfislusné komponenty. Pokud se naopak pocet komponent
nezmeéni, existuje dalsi hrana, kterou lze pouzit misto e.

Hrana, po jejimz odebrani vzroste pocet komponent grafu, se nazyva most.
Algoritmus na hledani mostti je detailné popsan v kuchaice o grafech,6 zde si jej
popiSeme pouze struéné. Upravime algoritmus priichodu do hloubky (DFS) tak,
aby u vrcholi poéital tzv. hladinu. Graf si zakofenime, pro lepsi predstavu umis-
time kofen ,dold“ a pfidélime mu hladinu 0. Hladina pak ukazuje to, jak vysoko
pfi prichodu vystoupame, tedy pocet hran na cesté od kofene pfi prichodu do
hloubky.

Pro kazdy vrchol se ur¢i nejnizsi hladina, do které se lze z néj dostat pri
priichodu do hloubky (hrana, po které jsme do néj pfisli je pfirozené zapovézena).
Kazdy vrchol si tuto hodnotu spocte rekurzivné jako minimum z hladin vrchold,
do kterych se z néj lze dostat.

Nyni, kdyz se v DFS stromu vracime z vrcholu w zpéatky do jeho otce v,
nastavaji dvé moznosti: z vrcholu w se lze dostat pouze do hladin vyssich nez v,
pak je hrana vw most, neb po odebrani se uz z w do nizsich hladin nijak nedosta-
neme. Pokud se lze dostat alesponn do hladiny vrcholu v, pak se o most nejedna,

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostrd
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafyl
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protoZe i po odebrani hrany vw bude existovat cesta z v do w a graf tak bude
souvisly.

Casova slozitost priichodu do hloubky je O(N + M), kde N je pocet vrcholii
a M pocet hran. Pocet skupin hran rtzné vahy oznacme jako ¢ a pocty hran
v téchto skupinach jako mi az my. V jednom prichodu prochazime pro kazdou
skupinu graf, ve kterém je nejvyse N —1+m; hran (kostra grafu na N vrcholech
méa N — 1 hran). Casova slozitost je tak O(¢- N + Y, m;), coz je v nejhorsim
ptipadé O(MN).

Pro vylepseni si uvédomime, ze vrcholy a hrany uvnitf uz existujicich kom-
ponent nas ve skuteCnosti viibec nezajimaji. Zajima nas pouze to, jak propo-
juji aktudlné zpracovavané hrany. Graf proto budeme konstruovat tak, Ze jeho
vrcholy budou tyto komponenty. Navic komponenty, do kterych nevede zadna
z aktualné zpracovavanych hran, do grafu nezahrneme.

Takovy graf uz nemusi byt klasickym grafem, ale mohou v ném existovat
i ndsobné hrany (vice hran mezi dvéma vrcholy, tzv. multihrany). To nevadi,
uvédomime si, ze multihrany nemohou byt mosty a nic jiného neni ovlivnéno.
Takovy graf bude mit m; hran a nejvyse 2m; vrcholt, kde m; je pocet hran i-té
vahy.

Celkovéa slozitost hledani mosti bude O(my + mg + ... + my) = O(M).
V Kruskalové algoritmu hrany na zac¢atku setfidime néjakym efektivnim algo-
ritmem, napt. QuickSortem, a pak pouZivame strukturu Disjoint-Find-Union.
To ndm dava ¢asovou slozitost O(M log M), coz je i slozitost celého algoritmu.
Pamétova slozitost je O(M).
Dikaz spravnosti

Zatim jsme pro hrany néjaké vahy w; rozhodli pouze to, zda se objevi v néja-
ké kostte za predpokladu, Ze uz je urcena ¢astecna kostra T, ktera vznikla béhem
Kruskalova algoritmu na vSech hranach mensi vahy. Dokazeme, ze hrana, ktera
spojuje 2 vrcholy stejné komponenty v pribéhu naseho algoritmu, se neobjevi
v z&4dné minimalni kostte.

Predpokladejme pro spor, Ze existuje minimalni kostra, ve které se vyskytuje
tato hrana e. Odeberme tuto hranu — vzniknou dvé komponenty. Uvazme vSechny
hrany puvodniho grafu, které vedou mezi komponentami (z vrcholu jedné kom-
ponenty do vrcholu druhé komponenty). V pribéhu naseho algoritmu byly tyto
komponenty spojeny leh¢i hranou nez e, tedy mezi vybranymi hranami je tato
hrana. Kdyz ji pfidame misto e do kostry, vznikne nova kostra s mensi vahou —
to je spor s tim, ze se jednalo o minimalni kostru.

O ostatnich hranach vime, Ze se vyskytuji v alespori jedné minimalni kost¥e.
Predpokladejme, Ze existuje minimalni kostra, ve které se nevyskytuje hrana
e = uv, o které jsme prohlasili, ze se vyskytuje v kazdé kostife. Uvazme cyklus,
ktery vznikne pfidanim hrany e do této kostry.
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Pokud maji vSechny hrany na tomto cyklu mensi vahu, pak bychom hranu e
do kostry vibec nepridavali, misto toho bychom vrcholy uw a v spojili témito
levnéjsimi hranami. Pokud se na cyklu vyskytuje ostfe vétsi hrana, je mozno ji
za e vymeénit, tim ale vznikne leh¢i kostra, coz je spor.

Zbyva pripad, kdy se na cyklu vyskytuje alesporii jedna hrana f = wx stejné
véhy. Pak se ale dvojice (u,w), (v,x) nebo (u,z), (v,w) daji spojit hranou vahy
nejvyse stejné jako e a v algoritmu bychom vyhodnotili, Ze ani e ani f nejsou
mosty, to je opét spor.

Pro zbyvajici hrany jsme pfimo ukazali, jak sestrojit minimalni kostru, kde
se vyskytuji, i minimalni kostru, kde se nevyskytuji. Dikaz je timto hotov.

Zavérem si dovolim malou poznamku. Jak asi vidite, tento dilkaz je dosti
nepékny a neptehledny. Kolem koster existuje zajimava teorie, pomoci které lze
tvrzeni podobna tomu nasemu dokazovat daleko pfijemnéji. Doporucuji nahléd-
nout do uéebniho textu Martina Marese Krajinou grafovych algoritmfi.?” Lze
tam nalézt naptiklad i to, ze pro zavedeni minimalni kostry vlastné viitbec nemu-
sime umét vahy hran s¢itat — sta¢i je umét porovnévat. (CoZ lze mozna i odtusit
z toho, ze Kruskaliv algoritmus s¢itani nevyuziva.)

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-2-6.cpd

Lukas Folwarczny
Teorie minimalnich koster

Z té zminéné teorie miniméalnich koster si ostatné mazeme maly kousek uka-
zat. Uvazme néjakou minimalni kostru 7" a hranu e = wv, kterd v této kostte
nelezi. Vime, Ze vrcholy u a v jsou v kostfe T' spojené né&jakou cestou T'[u,v].

Rozlisime tii pripady:

® f je téz8i nez e — tento pfipad nemuze nastat. Tehdy bychom totiz moh-
li z kostry T odebrat hranu f a vzniklé dvé komponenty spojit pfidanim
hrany e. Tim bychom ziskali leh¢i kostru, nez byla minimalni kostra 7.

e f je stejné t&zka jako e — pak muZeme pouZit tentyz trik a ziskat jinou
kostru stejné tézkou jako T' (tedy téZ minimdlni), kterd obsahuje hranu e.
Tim padem hrana e v nékterych minimalnich kostrach lezi a v jinych ne.

e f je lehéi nez e — dokazeme, Ze tehdy se e nemuze vyskytovat v zadné
minimélni kostfe. K tomu se ndm bude hodit nésledujici lemma (pouZijeme
ho na cyklus tvofeny cestou T'[u, v] a hranou e).

37 http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/
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Cyklové lemma: Necht C je cyklus v grafu a e = uv jeho hrana, ktera je tézsi
nez vsechny ostatni hrany cyklu C. Potom se e nevyskytuje v zadné minimalni
kostre.

Dikaz: Pro spor predpoklddejme, Ze existuje néjakd minimalni kostra K,
ktera obsahuje hranu e. Odebereme-li z K tuto hranu, kostra se rozpadne na
néjaké dva stromy K, a K, (oznaéime je tak, aby u € K, a v € K,). Budeme
obchézet cyklus C': za¢neme ve vrcholu u, ptijdeme vzdalenégjsi cestou k vrcholu v
(tedy ne po hrané e) a budeme sledovat, ve kterém stromu se zrovna nachazime.
Na zacatku to je strom K,, na konci K,, takze nékde cestou musime potkat
néjakou hranu h, jejiz jeden konec lezi v K, a druhy v K,,. Tato hrana se ovsem
na cyklu). Proto nahrazenim e za h ziskdme kostru leh¢i nez K, coZ je spor
s minimalitou K.

Nase t¥i pravidla nam tedy fikaji, jak pro kazdou hranu, ktera nelezi ve zvo-
lené miniméalni kostie 7', rozhodnout, zda lezi v néjaké / vSech / Z4dné minimalni

pouzit datova struktura z druhé tlohy této série.

Zbyva dofesit, jak je to s hranami, které lezi v T, ale to uz si zkuste rozmyslet
sami. Opét pomize Cyklové lemma.

Martin ,Medvéd“ Mares

25-2-7 Zalévame dokument

Nepfislo sice tolik vasich feSeni jako v prvni sérii, ale stile se jednalo o tlohu
s nejvétsim poctem odevzdani. Vypada to, ze vas TEX zaujal a to je dobfe.
Ukol 1

Reseni tohoto tikolu jste se zhostili velmi tisp&sné a vynalézavé. Podivejme
se, jakym zpisobem se dal fesit. Nejprve bylo potfeba nadefinovat policka.

\def\bile#1{\hskip #1}
\def\cerne#1{\vrule height #1 width #1}

Objevily se i jiné, stejné dobré definice bilého pole:

\def\bile#1{\hbox to #1{\hfill}}
\def\bile#1{\vrule height Ocm width #1}

Pak je potreba policka néjak poskladat do Sachovnice. Ondra Hlavaty prisel
s napaditym a ¢istym FeSenim — definovat oblasti 2 x 2.
\def\ctyrka#1{\vbox{%
\hbox{\bile{#1}\cerne{#1}1}7
\hbox{\cerne{#1}\bile{#1}1}%
1
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Tyto oblasti pak naskldadame do Sachovnice a oramujeme.

\def\sachovnice#1{\vbox{\offinterlineskip}
\hrule\hbox{%
\vrule\vbox{’
\hbox{\ctyrka{#1}\ctyrka{#13}/
\ctyrka{#1}\ctyrka{#1}}%
\hbox{\ctyrka{#1}\ctyrka{#1}%
\ctyrka{#1}\ctyrka{#1}}%
\hbox{\ctyrka{#1}\ctyrka{#1}/
\ctyrka{#1}\ctyrka{#1}1}7
\hbox{\ctyrka{#1}\ctyrka{#13}/
\ctyrka{#1}\ctyrka{#1}}%
Hvrule
Hhrule
1}

Sachovnici vykreslime zavolanim \sachovnice{20mm}.

Vypnuti mezifddkové mezery (\offinterlineskip) jste si mohli najit na
féru, ptipadné jste mohli nastavit rozméry \baselineskip a \lineskip na nulu.

Typickou chybou bylo vynechani vypnuti mezitadkovych mezer, coz vytvo-
filo osklivé bilé pruhy mezi fadky. To jsem penalizoval obvykle jednim bodem.
Drobné penalizace jste se také mohli dockat za necitelny kod.

Ukol 2

Druhy tkol bylo prosté cviceni na vylozenou latku. Néktefi jej hrubé odflakli,
objevilo se nezarovnani po¢tu bodu na pravou stranu nebo osklivé mala mezera
pod textem.

Takto vypadd vzorovd implementace pouzivanid v KSP (jen mame okolo
pridané jesté néjaké mezery, aby nam nadpisy tloh lépe sedly do sazby):

\def\thrule{\hrule height 0.8pt depth Opt}
\def\dblrule{\thrule\nobreak\vskip 1pt\thrule}
\def\taskheading#1#2#3{\vtop{/

\dblrule\line{%

\strut\bf #1 \enspace #2 \hfil #3}

\dblrule}y,

}
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Makro \thrule definuje ¢aru, \dblrule definuje dvojc¢aru. Makro \enspace
je definovano v Plainu jako mezera velka pfesné 0.5em.

Asi dva z vas pouzili i \strut, coz je zkratka definovand v Plainu za pod-
Iy trik (le¢ naprosto bézny a standardni): \vrule width Opt height 8.5pt
depth 3.5pt\relax

Ucel pouziti této konstrukee naleznete ve tieti sérii. Ti, kdo na to pfisli sami,
u mé maji malé bezvyznamné plus.

Ukol 3

Toto byl nejtézsi ikol. Definice vlastniho prostfedi typu verbatim dala mno-
hym zabrat. Objevilo se nékolik variant, obvykle jste si zvolili néjaky znak nebo
fixni sekvenci, kterda prostfedi verbatim ukonc¢i. Zde uvadime vzorovou imple-
mentaci, ve které si muzete zvolit ukoncovaci fetézec sami.

Piikaz \verbatim je vstupni rozhrani celého prostfedi. Otevie se skupina,
prestavi se kategorie specialnich znakl, zméni se prace s mezerami a preda se
fizeni do dalsiho makra.

\def\verbatim{’
\begingroup
\verbcats
\verbspaces
\verbwork

}

Prestaveni specialnich tisknutelnych znaki se provede s vyjimkou slozenych
zavorek, které jesté budeme potfebovat, aby ndm ordmovaly ukoncovaci retézec.

Vsimnéte si specidlni sekvence ~~I a ~~M. Kdyz TEX potké dva stejné znaky
kategorie 7 za sebou, spolkne je a nasledujicimu znaku piehodi Sesty bit. Operace
se provadi pred tokenizaci (takze \" "I je token (TAB, 0), tedy fidici sekvence se
jménem TAB).

Takze ~~I je znak s kédem 9, tedy tabulator; ~~@ je znak s kédem 0; ~~.
je znak n; ~°7 je znak s kédem 127, zvany téz DEL, jediny znak, ktery je béz-
né kategorie 15. Tento zapis se hodi pro prehlednost, aby se v kédu jen tak
nepoflakovaly netisknutelné znaky.

Jesté pro uplnost, pokud se za objevi dvé malé hexadecimélni ¢islice
(0 az 9, a az f), nahrad{ se celd Gtvefice za znak s uvedenym hexadecimélnim
kédem.
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\def\verbcats{%

X

\catcode‘\\=12
\catcode‘\$=12
\catcode ‘\&=12
\catcode ‘\#=12
\catcode‘\"=12
\catcode‘\_=12
\catcode‘\%=12
\catcode‘\"=12
\catcode‘\ =13

\catcode‘\""I=13
\catcode‘\""M=13

Roénik dvacaty paty, 2012/2013

Nyni nastavime chovéani verbatimu na bilych znacich.

Mezera, tabulator a konec fadku se stanou aktivnimi znaky s vyznamem
\verbspc, \verbtab a \verbcr. Konec fadku zajisti, ze se vstoupi do odstav-
cového mdédu a vynuti se vysazeni odstavce. Odstavec musi obsahovat néjaky
material, jinak se nevysazi, proto ten \hskip.

Mezera se vysazi jako explicitni mezera. Tabulator vysazime jako ¢tyfi meze-
ry. Pokud odkomentujete Sesty fadek, budou mezery vysazeny viditelné. Mezery
na koncich Ffadku se ofezavaji jesté pred tokenizaci, takze je vysazet neumime.

\catcode‘\ =13\catcode‘\""I=13\catcode‘\""M=13
\def\verbspaces{\let \verbspc\let

\verbcr\let~"I\verbtab}

\catcode‘\ =10\catcode‘\""I=10\catcode‘\~"M=5
\def\verbspc{\ }

%\chardef\verbspc 32

\def\verbtab{\verbspc\verbspc\verbspc\verbspc}
\def\verbcr{\noindent\hskip Opt\par}

Nakonec se piecte ukoncovaci fetézec (ktery mize obsahovat libovolné zna-
ky, jen musi byt dobfe uzdvorkovany, co se tyce sloZzenych zavorek), nastavi se
i kategorie slozenych zavorek na 12, zrusi odsazeni prvniho radku odstavce a
provede findlni magie.

\def\verbwork#1{%

\catcode ‘\{=12}
\catcode‘\}=12
\parindent OptY

\def\verbdo~ "M##1#1{\tt##1\endgroup}’

\verbdo
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Makro \verbatim se vola takto:

\verbatim{EOV}
Néjaky zdrojovy koéd

odsazeny mezerami

nebo tabulatorem

s prazdnymi radky
a obsahujici rtzné specidlni znaky
jako jsou { a } nebo %
EOV

Nyni vysvétlime magii okolo \verbdo. Parametr {EQV} se precte az pii volani
makra \verbwork. To pak definuje \verbdo vlastné takto:

\def\verbdo~ "M#1E0QV{\tt#1\endgroup}

Pak se makro zavold, spolkne konec fadku za {EOV} a zbytek az do EOV
vysazi. Pak uzavte skupinu, ¢imz vSechny zbésilé zmény kategorii zrusi a mtizeme
zase sazet klasicky dal. Misto EOV muzeme pouzit libovolny jiny fetézec, ktery
bude verbatim ukoncovat.

Za rozumné funkéni feSeni jsem déval plny pocet bodi. Za vaznéjsi prohfesky
jsem pak néco strhaval.

Baliky maker

Cim vice budete pouzivat TEX, tim vice budete mit pocit, e si na zaca-
tek souboru kopirujete désnou spoustu véci. TEX umi vkladat externi soubory
primitivem \input, za které uvedete jméno souboru. MizZete si tedy napiiklad
vytvorit sviij soubor se spoustou maker, ktery si pak vlozite do kazdého sazeného
textu. Napiiklad vSechny letaky KSP zac¢inaji pfikazem \input kspmac3.2.tex,
tedy vlozenim souboru s makry KSP, verze 3.2.

Na spoustu riznych tkold pak existuji specializované baliky, které si uzi-
vatelé miizou vyméhovat pies CTAN.3® Na adrese http://www.ctan.org/ tedy
najdete nékolik tisic riznych baliki véeho druhu.

A to je pro dnesek vSe. Dékuji vam vSem za hezka FeSeni a téSim se na pristi
Sérii.

Jan ,,Moskyto“ Matéjka

38 Comprehensive TRX Archive Network
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25-3-1 Kontrola dochazky

S pomoci kucharky nebyla tato tloha piili§ obtizna a je skoda, Ze jsme ne-
dostali o néco vice feseni, nebot vSechna byla $tédie ocenéna. Neni t&zké poznat,
e gkrtnuti jedné dvojice je jen drobné tprava klasického piikladu na Cinskou
zbytkovou vétu.

Nase teseni bude z obvyklého postupu na feSeni takového prikladu taky
vychazet. Zapomenme tedy prozatim na skrtani jedné dvojice a strucné si pfi-
pomeiime, co nam o Cinské zbytkové vété Fika kuchaika o teorii ¢isel.>® Budeme
predpokladat, Ze s ¢isly umime aritmetické operace v konstantnim case a pa-
méti. Protoze kvili strucnosti preskakujeme nékterd zdtvodnéni a mezikroky,
doporucujeme mit pfi ¢teni tohoto vzorového feseni po ruce kucharku.

Bez skrtani dvojice

Kdyz se podle zadani policisté setfadi do fad po M; lidech, zbyde jich Kj,
kdyz se sefadi po Ma, zustane jich Ks, a obdobné az do My, K.

Pro kazdé i mezi 1 a N vypocitame ,magické“ @);, pro které plati Q; = 1
(mod MM;), a pro kazdé j rtizné od ¢ naopak @; =0 (mod M;). Tyto ,magické
koeficienty“ pozdéji pouzijeme ke zjisténi poc¢tu policistii na stanici (bez Skrtani
dvojice):

N
V=> Qi-K; (modM-...-My)
=1

Oznaéime nsn(My, ..., M;—1,M;11,...,My) jako S;. Protoze jsme zvolili M;
v zadéani jako navzajem nesoudélnd, je S; rovné My ... - M;_1-M;y1-...- My.

Snadno si vSimneme, ze (); musi byt néjaky nasobek .S;. Zbytek po déleni S;
¢islem M; si oznacime jako r;. Pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu urc¢ime
r;l (mod M;). Nage hledané Q; je pak S; -r;l. Tolik se naslo v kuchafce.

Algoritmus psany podle definice ale neni moc rychly: kazdé S; by pocital
nasobenfm N — 1 jednotlivych M;, na emz by stravil cas O(N?). Rozumnéj-
§i je predpoditat si pro kazdé i ndsobek A(i) = My -...- M, a nasobek B(i) =
M;-...-My. S; pak dokdZeme spocitat snadnéji jako A(i — 1)-B(i + 1). S li-
nearnim ¢asem a paméti na predpocitani tedy najdeme vSechna S; v linedrnim
Case.

Linedrni pamétova slozitost zde prilis nevadi, protoze samotné zadani je také
linedrné velké. Slo by si taky spocitat pfedem soucin viech M;, a S; spocitat jako
podil tohoto sou¢inu a M; (dokonce v konstantni paméti).

Kdyz dokazeme S; (napfiklad popsanymi zpiisoby) spocitat rychle, ma algo-
ritmus na feseni tloh na Cinskou zbytkovou vétu ¢asovou slozitost O(N log N).

39 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel]

163


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2012/2013

Se skrtanim dvojice
Jak modifikujeme tento algoritmus tak, aby umél oprostovat vefejné ¢initele
od pracovnich povinnosti? Jako prvni se nabizi zkratka vyzkouset vSechny moz-

nosti seskrtani, a pro kazdou z nich znova spocitat vysledek podle popsaného
postupu. To by trvalo ¢as N - O(Nlog N) = O(N?log N).

Péknéjsi feseni vychazi ze znalosti ¢isel S;. Nejdiive si pomoci ukdzaného
postupu spocitame, kolik policistt by mélo byt nastoupeno bez podvadéni. Vy-
sledek si oznacme V.

Plati, ze kdyZz skrtneme (M;, K;), bude muset na stanici zistat V' mod S;
policisti. Vskutku: kdyz od V' odecteme S;, snizime o 1 jeho zbytek po déleni M;,
a ostatni zbytky zustanou stejné. Nejmensi ¢islo, které dostaneme opakovanim
takového kroku, je pravé V mod S;.

Mizeme tedy pfedpoéitat v O(N) vSechna S;, pak v ¢ase O(N log N) spoci-
tat nepodvadeéjici feseni V', a nakonec vyzkouset, pro které ¢ je V mod S; nejmen-
§i. Nalezené i muzeme s Cistym svédomim prohlésit za spravny vysledek. Pro-

N

O(N log N), pobézi cely algoritmus v ¢ase O(N log N).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-3-1.4

Michal Pokorny

25-3-2 Zasedani u kulatého stolu

Nejdiive si vSimneme, Ze existenci mnohothelnika u stolu s N misty staci
ovéfovat jen pro vsechny k-tthelniky, kde k > 3 a déli N. Podivejme se tedy, jak
ovéfime existenci k-thelnika pro néjaké konkrétni k.

Mnohothelnik uré¢ité bude obsahovat jedno z prvnich N/k mist. Navic kazdé
z téchto mist ndm uz jednoznacné urcuje cely k-thelnik (ten bude tvofen vybra-
nym vrcholem a kazdym (N/k)-tym dal$im). Pokud ve vSech vrcholech nékterého
z téchto k-thelnikt budou jednicky, tak mame vyhrano.

Jeden k-thelnik ovéfime v éase O(k), protoze se divame jen do k vrchola
a pro dané k jich ovéfujeme N/k, dostaneme tedy O(k-N/k) = O(N). Tento
postup opakujeme pro vSechny délitele ¢isla IV, které jsou rovny alespon 3.

Kolik takovych déliteld muze byt? Urcité ne vic jak 2v/N, protoze ke kaz-
dému déliteli < /N existuje jednoznatné uréeny délitel > v/N a naopak. Tim
tedy dostavame celkovou slozitost O(Nv/N).

To ale neni nejlepsi feseni, kterého jsme mohli dosahnout. Pofad jsme zkou-
Seli zbytecéné moc déliteld. Ono totiz plati, Ze pokud k = a-ba a,b > 1 a existuje
k-thelnik, tak urcité existuje i a-thelnik a b-tthelnik, protoze ty vybiraji jen né-
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které vrcholy z celého k-tihelnika. A naopak, pokud neexistuje a-thelnik nebo
b-thelnik, tak urc¢ité nemuze existovat ani k-thelnik.

Sta¢i nam tedy testovat jen prvociselné délitele > 3 a pak specidlné otestovat
¢tverec. Tak si jen N rozlozime na prvocisla, coz klidné mizeme udélat jednoduse
v O(N), a pak kazdé prvoéislo v tomto rozkladu otestujeme.

Nyni uz jen odhadneme, kolik rtiznych prvocisel v rozkladu mtzeme mit.
Kazdé prvocislo ndm vydéli N alespori dvéma, takZze jich urcité bude O(log N),
¢imZ celkem dostaneme O(N log N). Tento odhad sice neni nejlepsi mozny, ale
na plny pocet bodu stacil. Michal Puncéochar napriklad dokazal, ze prvociselnych

délitelt je maximalné O (lolgof%) a za tento odhad dostava jeden bonusovy bod.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-3-2.cpg

Karel Tesar

25-3-3 Do tretice sekani

Pfimocary zptsob, jak urcit optimalni policko pro zadany interval, je urcit
podle definice namahu pro kazdé policko a ze spocitanych hodnot vybrat mini-
mum. Zkousime tedy az N policek, pro kazdé z nich potfebujeme projit opét az
N policek.

Pfimocaré feSeni tak mé ¢asovou slozitost O(/N) na uréeni namahy pro po-
licko, tedy O(N?) na interval a O(D - N?2) celkem. V piipadech, kdy D je fadové
stejné velké jako N, miizeme také psat celkovou slozitost jako O(N?). Pamétovou
slozitost ma O(N) (sta¢i ndm pamatovat si jednotlivé hmotnosti travy).

Lepsi Feseni

Pojdme se podivat, jestli to umime lépe. Mdme optimalizovat pravé pro ty
pripady, kdy D je fadoveé stejné velké jako N. To ndm celkem jasné napovida, ze
si budeme chtit néco predpocitat.

To, co si pfedpocitame, budou prefixy a ,,prefixy prefixi“, a to jak zleva, tak
zprava. Za chvilku si ukazeme, zZe ty nam staci na to, abychom namahu svozu na
dané policko urcili v konstantnim case.

Ozna¢me t; hmotnost travy na i-tém policku. Pak pro pole prefixi zleva
bude platit Pl; = Z;;ll tj, obdobné zprava bude Pr; = Z;V:l +1tj (specidlné
Ply = Pry = 0). Neboli prefixy nam fikaji, kolik travy se nachézi v daném

sméru od naseho policka.

Prefixy prefixi oznacéme jako Cl, resp. Cr. Plati Cly = Cry = 0, Cl; =
Cl;_1 + Pl;, obdobné Cr; = Cryyq + Pr;. Rikaji ndm, kolik ndmahy d4 svozit
na dané poli¢ko vSechnu travu nalevo, resp. napravo od néj. (Rozmyslete si, Ze
to tak skutec¢né je — chceme-li svozit travu na policko ¢ zleva, stoji nas to stejné
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namahy, jako bychom ji svazeli na policko 7 —1, a navic musime vSechnu svezenou
travu posunout jesté o jedno policko navic.)

Prefixy dokazeme spocitat v linedrnim ¢ase. P¥i prvnim prichodu spocitame
prefixy zleva, pfi druhém prefixy zprava. Casova slozitost pfedzpracovani tak

bude O(N).

Ukazme ted, Ze tyto prefixy ndm skutecné staci, abychom ndmahu svozu
travy z intervalu na vybrané poli¢ko uréili v konstantnim ¢ase. Méjme a,b: 1 <
a<b< N anéjakéi:a <i<hb.

Vime, kolik namahy néas stoji svoz travy ze vSech poli¢ek az do i — 1 na
policko i. My od této namahy ale potfebujeme odecist ndmahu na svoz travy
z policek 1 az a — 1, protozZe z nich travu ve skutec¢nosti svazet nebudeme. Tuto
namahu mizeme rozdélit na namahu pro svoz na policko a a pro nasledny presun
Z a na i.

Uz ale vime, kolik ndmahy stoji svoz na policko a, je to hodnota Cl,. Vime
ale také to, kolik stoji nasledny presun na i. Namaha odpovida hmotnosti travy
nalevo od a vynasobené vzdalenosti a od i, éili Pl, -(i — a).

Tim tedy umime spocitat cenu za svoz travy v intervalu nalevo od i, je to
Cl;—Cl,—Pl, -(i—a). Podobné dokdZzeme spocitat cenu za svoz travy v intervalu
vpravo.

Tim jsme slozitost snizili na O(NV) pro kazdy interval, celkovou slozitost pak
na O(N + DN) = O(N?). Pamétovd slozitost ztistala O(N).
Optimalni FeSeni

To ale pofad neni optimélni. Jak se zméni ndmaha, kdyz misto na i budeme
travu svazet na i+ 1?7 Zvysi se ndm o Pl; 1 (v8echnu tréavu vlevo od i + 1 vezeme
o policko dal) a snizi o Pr;. Jinak Fe¢eno, namaha se mezi dvéma policky vzdy
zvysuje o rozdil Pl;4q — Pr;.

Protoze mame zarucené kladné hmotnosti travy, urcité plati, ze tento rozdil
bude neklesajici (ze zac¢atku zaporny a na konci kladny). To znamend, Ze cena
se bude néjakou dobu snizovat (dokud budeme pfi¢itat zaporny rozdil), a pak se
zase zacne zvysovat.

Pro nas to ma velice prijemny dusledek. Na hledani optimalniho policka tak
totiz mizeme pouzit upravené binarni vyhledavani. Misto abychom porovnavali
hodnoty s néjakou pfedem urcenou, podivame se vzdy na dvé sousedni, a vydame
se tim smérem, kterym se hodnoty zmensuji.

Binarnim vyhleddvanim zvladneme optimalni policko pro dany interval najit
v O(log N), celkova slozitost tak bude O(N 4+ Dlog N) = O(N log N).

Pro zajemce jesté ukazme, ze pri tomto zadani neni viibec potfeba pocitat
prefixy prefixti ani prefixy zprava.
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Uz jsme ukézali, ze cena se zvysuje o Pl;11 — Pr;. Znamena to, ze idealni
je cena v pripad€, kdy Pl;41 = Pr;. Také vime, ze Pl 1 + Pr; =T, kde T je
soucet hmotnosti veskeré travy. Jednoduchou upravou pak pro optimalni zménu
dostavame Pl = % Idealni cena je tedy tam, kde poprvé plati Pl;;; > %

Poznamenejme, ze v tomto pripadé je daleko hezéi pocitat prefixy jako soucet
hmotnosti véetné hmotnosti travy na daném policku, pak pro idealni policko jako
prvni plati Pl; > % Pfesnéji, pfi omezeni na interval je to takové policko, pro

(- . , Ply—Pl,_
které jako prvni plati Pl; — Pl,_; > —t——=.

Vsimnéte si, Ze tento postup nefikd nic o tom, kolik ta ndmaha je, pouze
najde policko, pro které je optimalni. To ale pfi nasem zadani stacilo.

Za pomoc s tlohou dékuju Martinovi Hofeniovskému.
Program (C) — medidn:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-3-3-median.d
Program (C) — prefixy:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-3-3-prefixy.d

Karolina ,,Karryanna® BureSovd

25-3-4 Zlodinna zaleZitost

Vyrobni faze, zavislosti mezi nimi. .. to musi byt grafova tloha! A taky je.
Féaze jsou jednoduse vrcholy a zévislosti orientované hrany (vedouci ve sméru od
faze, ktera by méla probéhnout diive).

Navic je graf acyklicky, nebot tloha mé vzdy feseni. Kdyby byl v grafu
orientovany cyklus, pri vyrobnim procesu dojdeme do situace, kdy musime zpra-
covat néjakou fazi z cyklu. Kazda je vSak zavisla na jiné fazi z cyklu, takze nelze
zédnou z nich zpracovat. Neorientované cykly ndm nevadi.

Lehéi varianta

Na vyfeSeni leh¢i varianty tlohy stacdilo dokonce jen pfecist si grafovou ku-
chaiku?® a vS§imnout si, #e topologické t¥idéni (neboli usporddani) presné fesi nas
problém. Nicméné, vymyslet tento algoritmus z hlavy jisté také neni té7ké ;-)

Nez se pustime do té€zsi varianty, topologické t¥idéni si kratce popiseme.
Budeme ho délat po sméru hran, ¢ili obracené nez v kuchatce (chceme, aby hrany
vedly z vrcholu s mensim ¢islem do vrcholu s vét§im ¢islem). Nejprve najdeme
zdroje, tedy vrcholy, do nichZ nevede hrana (maji nulovy wstupni stuperi). To
mizeme udélat tfeba pfi nac¢itani vstupu.

Vsechny zdroje si naskldadame do néjaké datové struktury, v niz umime
v konstantnim cCase odebirat a pridavat prvky, napiiklad do fronty. Jak bude-
me postupné zpracovavat vrcholy, budeme do fronty ukladat vsechny vrcholy,

40 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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které maji po odebrani zpracovanych vrcholt vstupni stupen 0 (uz do nich ne-
vede hrana).

Dale postupné odebirame z fronty vrcholy, dokud se fronta nevyprazdni. Pla-
ti, Ze k-ty odebrany vrchol bude k-tym v potradi vyrobniho procesu. Po odebrani
vrcholu z fronty tento vrchol smazeme i z grafu véetné hran z ného vedoucich.
Kdyz se néjakému jeho sousedu snizil vstupni stupen na 0, Soupneme ho také do
fronty.

Neni tézké nahlédnout, ze v grafu bez orientovanych cykli vzdy existuje
zdroj a Ze se fronta vypréazdni az po zpracovani vsech vrcholid. Na podrobnosti
k implementaci algoritmu a zdtvodnéni spravnosti odkazujeme ctenare do ku-
charky.

P¥i reprezentaci grafu seznamem sousedii je ¢asova slozitost O(N + M),
protoZe v tomto ¢ase najdeme zdroje spocitanim vstupnich stupiii a poté se na
kazdou hranu podivdame jen jednou. Pamétova slozitost je na tom asymptoticky
stejné, kromé grafu mame jen frontu na vrcholy a pro kazdy vrchol si pamatuje-
me aktualni vstupni stupen. Kdybychom vsSak ukladali graf matici sousednosti,
¢asova i pamétova slozitost naroste na O(N?).

Té%31 varianta

Pro vyfeSeni téz8i varianty stacilo upravit topologické tridéni. Misto jedné
fronty budeme mit dvé, kazdou pro jednu tovarnu. Na zacatku si vybereme jednu
tovarnu, a dokud to jde, odebirdme z jeji fronty. Kdyz je prazdna, provedeme
pfevoz do druhé tovarny, odebirame z jeji fronty, az se vyprazdni, pfesuneme se
zpét do prvni tovarny. ..

V priubéhu samoziejmé davame vrcholy se vstupnim stupném 0 do fronty té
tovarny, v niz se ma délat piislusna faze. Skoncime, kdyz dojdou vrcholy v obou
frontéach.

Zbyva vyrtesit, jakou tovarnou zacit. Jelikoz jsou jen dvé, prosté zkusime
zacit nejprve s jednou a pak s druhou a vypiseme vysledek s méné prevozy.

Algoritmus jisté vytvori topologické usporadani, nicméné potiebujeme zdi-
vodnit, Ze to zvladne na nejmensi mozny pocet prevozl. Prvné jde jednoduse
nahlédnout, ze kdyz lze néjakou fazi zpracovat bez prevozu, muzeme tak ucinit
hned a neuskodime si tim. Navic nezalezi na potradi vybéru faze ke zpracovani,
kdyz jich lze zpracovat vice bez prevozu.

Dulezité je, ze nas algoritmus vzdy zpracuje co nejvice fazi, nez probéhne
prevoz. Nemuze tedy existovat néjaké jiné poradi s méné pievozy — jednak by
si nepomohlo tim, Ze mezi dvéma prevozy vynecha fazi, kterou zpracoval nas
algoritmus. Druhak by nemohlo zpracovat mezi dvéma pfevozy ani nic navic,
protoZe ty faze by jinak zpracoval ve stejnou dobu i na$ algoritmus (musi mit
nékdy vstupni stupen 0).
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Korektnost algoritmu je zdivodnéna a ¢asovd ani pamétova slozitost topo-
logického t¥idéni se tipravou pro dvé tovarny nepokazi, pofad ¢ini O(N + M).
Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-3-4.4

Pavel Vesely

25-3-5 Histogram

Pro tlohu se nabizi vcelku trividlni feseni, kdy vyzkousime vSechny mozné
zacatky a konce posloupnosti sloupeckli a vybereme minimum z vysek v této
posloupnosti. To ndm uréi obdélnik. Ze vSech takovychto obdélnikd nam staci
vzit ten s maximéalnim obsahem. Potiz tohoto feSeni je jeho Casova sloZitost,
ktera je kvadratickd. My si ukazeme TesSeni pracujici v ¢ase linedrnim.

Méjme i-ty sloupecek s vyskou h;. Pokud chceme zjistit obsah nejvétsiho
obdélniku, ktery obsahuje i-ty sloupecek cely, stac¢i ndm zjistit, kolik sloupecku j
s vyskou h; > h; se nachéazi bezprostfedné pred a po i-tém sloupecku.

Nejdiiv spocitame, kolik je sloupeckti s mensi nebo vétsi vyskou bezprostied-
né pied i-tym sloupeckem (znacime ;). Analogicky postup pak miZzeme pouzit
na sloupecky k i-tému pfiléhajici zprava (znacime r;).

Pro nalezeni /; (resp. r;) nam staéi vhodné pouzit zasobnik. Pro kazdy slou-
pecek, poc¢inaje prvnim, provedeme nasledujici postup. Pokud je zasobnik prazd-
ny, pfiddme na néj index ¢ a pokracujeme dale. Pokud zasobnik prazdny neni,
budeme z vrcholu mazat indexy j tak dlouho, dokud bude platit ~; > h; nebo za-
sobnik nebude prazdny. Rozdil indexu sloupecku na vrcholu zasobniku a indexu
i-t€ho sloupecku je ted evidentné nami hledané I;. Nakonec na vrchol zdsobniku
vlozime index i-tého sloupecku.

Zbyva si uvédomit, ze zasobnik po i-té iteraci je ve stavu, ktery da korektni
FeSeni i pro néasledujici sloupecky. To nahlédneme rozborem piipada. V piipadé,
Ze je (i + 1)-ty sloupecek mensi nez byl i-ty, sta¢i smazat vrchol zasobniku a
popripadé dalsi indexy. Snadno nahlédneme, ze to, co bylo smazdno v i-tém
kroku, mélo byt smazano.

Naopak, pokud je (i + 1)-ty sloupecek ostie vy$si nez piedchozi, algoritmus
ze zasobniku nic neodebere a ;11 = 0, coz je spravné. Pro dalsi sloupecky pak
korektnost plyne z matematické indukce podle indexii sloupecki.

Linearni ¢asova slozitost plyne z nasledujiciho pozorovani. Pocet odebrani
indexu ze zasobniku bude maximéalné tolik, kolik indext do zasobniku pridame.
A té&ch pfidame n, pficemz kazdy pravé jednou. Paméti ndm staci taktéz linearné.
Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-3-5.cpg

Jan Bok
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25-3-6 Rytif a princezny

K feSeni vyuzijeme takzvany hladovy pristup. Vice o tomto pristupu si mi-
zete vyhledat pod heslem hladové algoritmy, resp. greedy algorithms.

Budeme postupovat spole¢né s rytifem jeho trasou a pomyslné zabijeme kaz-
dého draka, ktery nam vstoupi do cesty. Kdyz pfistoupime k princezné krasy K
(jiné nez vytouzené posledni), mize se piihodit, Ze jsme zabili vice draki, nez
jsme mohli. V tom ptipadé si chceme zabiti nékterych drakt rozmyslet.

Z naseho seznamu zabitych draki odebereme draky s pokladem nejnizsi hod-
noty tak, abychom kolem princezny mohli bezpeéné projit. Zbude tedy K — 1 dra-
ki s nejhodnotnéjsim pokladem. Kdyz pristoupime k posledni princezné, zkont-
rolujeme pocet zabitych drakt a zjistime, zda jsme uspéli.

Nejdfive si rozmysleme, pro¢ tento naivni pfistup bude fungovat. V nasem
postupu davame Sanci byt zabit kazdému drakovi a mazeme jej az v situaci, kdy
musime pocet draka snizit na K — 1 drakd a zndme K — 1 draku, ktefi jsou
alesporii stejné vynosni a lze je zabit. Tedy draka odebereme tehdy, kdyz jisté
vime, ze jej odebrat musime, a na konci nam pak zistanou draci nejlepsi.

Jak bude tento pristup efektivni? V nasem feSeni potfebujeme datovou
strukturu s nasledujicimi dvéma operacemi: vlozeni prvku a odebrani nejmensiho
prvku. Pokud bychom pouzili obycejné pole, stalo by vloZeni prvku konstantni
¢as a odebrani nejmensiho prvku cas linearni. Tak bychom dosahli ¢asové slozi-
tosti feseni O(N?), kde N je délka rytifovy cesty.

Vhodnéjsi strukturou je binarni halda, kterd obé operace zvlada v loga-
ritmickém case. Vysledna cCasové slozitost s haldou je O(Nlog N), pamétova
slozitost je O(N). Pro sezndmeni s haldou nahlédnéte do pt¥islusné kucharky
o hald4ch.*!

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-3-6.cpd

Lukas Folwarczny

25-3-7 Zkratky

Diky omezeni poctu a délky zkratek malymi konstantami se ukazala tato
uloha jako velmi jednoducha. Nejptimocarejsim postupem bylo asi vydat se vstfic
této tloze s pomoci dynamického programovani.

Vyjdeme z toho, ze prazdné slovo (slovo délky nula) urcité ze zkratek poskla-

dat umime. Pokud na toto prazdné slovo navazuje fetézec (posloupnost znaki)
odpovidajici nékteré ze zkratek, umime poskladat i toto prodlouzené slovo. Této

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty
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pocatecni ¢asti slova ze vstupu budeme fikat prefiz. Takovym zptusobem muZe-
me postupovat dal, dokud se ndm nepovede poskladat celé slovo, nebo dokud
nezjistime, Ze uz nemame zadnou moznost jak pokracovat.

Jak to konkrétné provedeme? Pijdeme na to z druhé strany a budeme po-
stupné pro kazdy znak slova ze vstupu urcovat, jestli v ném kon¢i néjaky poskla-
datelny prefix. Vezmeme si vSechny zkratky a zkusime je umistit tak, aby koncily
v pravé zpracovavaném znaku.

Pokud se budeme nachazet na K-tém znaku vstupniho slova a budeme zkou-
mat, jestli umime poskladat tento prefix tak, aby zde koncila néjaka zkratka
délky S, tak se podivame, jestli podslovo kon¢ici na pozici K — S umime sloZit.
Pokud ne, neméa smysl tuto variantu dal fesit.

Pokud ale ano, je zde moznost, Ze za prefix koncici na pozici K — S muze-
me pridat tuto zkratku a vytvofit tak novy (delsi) prefix konéici na pozici K.
Zkontrolujeme tedy znak po znaku, jestli nam tam tato zkratka sedi. Pokud ano,
poznamename si to k indexu K a pokracujeme dal. Celé slovo pak lze poskladat
pravé tehdy, pokud lze poskladat prefix koné¢ici poslednim pismenem slova.

Spravnost jednoduse zdivodnime nésledujicim pozorovanim. Budeme pied-
pokladat, ze pro vSechny pozice vlevo od aktualné zpracovavaného uz mame jed-
noznacné urceno, jestli je umime poskladat. Kazdy poskladatelny prefix konéici
na pozici K muZeme rozlozit na dvé ¢asti: na néjaky kratsi prefix a na nékterou
ze zkratek navazujici na tento kratsi prefix. Nas postup ale praveé takovy rozklad
najde a tak tuto pozici oznaci za poskladatelnou.

Naopak, pokud takovy rozklad pro tuto pozici neexistuje (a tento prefix
tedy poskladat nelze), tak je trividlné vidét, ze ani nas algoritmus tuto pozici
neoznac¢i za posklddatelnou. Tim jsme jisté tuto vlastnost dokézali pro dalsi
pozici a indukci dokdzeme spravnost algoritmu pro cely vstup.

Pro vypocet ¢asové slozitosti si oznacme Z jako soucet délek vsech zkratek.
Pak musime udélat celkem N kroka algoritmu a v kazdém projdeme az vsech-
ny zkratky, tedy O(NZ). Pokud si dovolime povazovat Z za konstantu, je pak
slozitost linedrni vzhledem k délce vstupu, tedy O(N).

Pokud si uvédomime, Ze ndm staci si pamatovat jen tu ¢ast vstupu, se kte-
rou aktualné pracujeme (nemusime sahat vice do minulosti, nez je délka nejdelsi
zkratky), tak ndm stac¢i pouze O(Z), respektive O(1) paméti, pokud opét Z pro-
hlasime za konstantu.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-3-7.4

Jirt Setnicka
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25-3-8 Tabulatika

Reseni tietiho dilu jste se zhostili velmi isp&&né. Nutno ovem poznamenat,
Ze béhem sbirani technickych zkusenosti s TEXem byste méli také sbirat estetické
a typografické zkusenosti. Pofad je co dohanét, rad vidim esteticky dotaZena
feseni nékterych z vas, vzapéti vSak skiipu chrupem nad jinym fesenim, kde se
jiny Fesitel ani nesnazil, aby to néjak vypadalo.

=2

/{;_*
C/& D

Ukol 1
Reseni prvniho tikolu bylo jednoduché:

\settabs\+Uherské Hradi&té& &Jablonec nad Nisou
&30. 12. &Kolik km&\cr

\+\it Odkud&\it Kam&\it Kdy&\it Kolik km\cr
\+Praha&0lomouc&21. 12.&\hfill 250&\cr
\+0lomouc&Uherské Hradidté&&30. 12.&

\hfill 130&\cr
\+Uherské Hradisté&Vys3i Brod&5. 1.&

\hfill 350&\cr
\+Vy381i Brod&Jablonec nad Nisou&l7. 1.&

\hfill 324&\cr

Pouzili jste znalosti ze seridlu, verze \settabs se vzorovym fadkem. Nékteri
z vés pouzili \settabs 4\columns, coz jsem hodnotil jednim zdpornym bodem,
nebot takové verze méla tieti a étvrty sloupec Seredné roztahany.

Vsimnéte si, ze vzorovy fadek kon¢i &\cr, neboli na konci fadku vznika
fiktivni paty sloupec, aby bylo k ¢emu zarovnat obsah ¢tvrtého sloupce.

Ukol 2

Tento tkol tvoril téméf pulku vSech dosazitelnjch bod. Uvedu zde jedno
z moznych FeSeni, riznych pfistupi bylo mnoho. UkédZeme si feSeni s fixnim
poctem tloh.

Nejprve si trochu zvétsime stranku, af se vejdeme:

\hoffset-15mm
\advance\hsize by 3cm
\voffset-15mm
\advance\vsize by 3cm
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Pak se nauc¢ime zly trik s \lowercase:

\lccode‘\~‘\,\relax
\lowercase{’
\def\normalcomma{\def~{,}}
\def\mathcomma{\def~{{,}}}
3

\lccode‘\~ ‘\-\relax
\lowercase{Y,
\def\normaldash{\def~{-}}
\def\omitdash{\def~{}}

}

\normalcomma

\normaldash
\def\pointcell{\mathcomma\omitdash}

Primitivum \lowercase (a jeho bratficek \uppercase) prekladaji tokeny
podle tabulek \1lccode a \uccode. Primitivum funguje tak, ze ztokenizuje sviij
,parametr a ve vSech tokenech, kromé fidicich sekvenci, zméni kédy znaku
podle pfislusné tabulky. V zakladnim nastaveni se méni jen velkd pismena na
mala, resp. obracené.

Pfenastaveni néjaké hodnoty se ale zhusta vyuziva pravé uvedenym stylem.
Tedy vinka, kterd je stadnardné aktivnim znakem (token (~, 13)), se uvnitf prvni-
ho \lowercase stane aktivni ¢drkou (token (,, 13)) a uvnit¥ druhého \lowercase
aktivni pomlckou. Jde to i jinak, ale tohle je asi nejcistsi.

Uvnitf tabulky se skdre si totiz nastavime pomlcku i ¢arku jako aktivni a
na ruznych mistech si prejeme, aby se chovaly rizné. Konkrétné jde o burky
s po¢tem bodi, kde chceme, aby se misto pomlcky vysazelo prazdné misto a aby
byly na obé strany okolo ¢arky stejné mezery.

\def\scoretable{\begingroup
\catcode‘\, 13 \catcode‘\- 13\relax
\doscoretable}

Dalsi trik. Makro \scoretable je ve skutecnosti bez parametri. Nejdiiv si
prenastavime kategorie znaki a pak si teprve nacteme parametry makra.

Nasleduje definice hlavicky tabulky:

\def\doscoretable#1{/,
\line{\hfil\vbox{\halign{\strut¥
##\hfil\quad&’,

##\hfil\quad&%

##\hfil\enskip&y
\hfil##\hfil\enskip&’
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\hfil##\hfil\enskip\vrule&},

\enskip%
\hfil\pointcell##\hfil\enskip&/
\hfil\pointcell##\hfil\enskip&/
\hfil\pointcell##\hfil\enskip&}
\hfil\pointcell##\hfil\enskip&/
\hfil\pointcell##\hfil\enskip&/
\hfil\pointcell##\hfil\enskip&y
\hfil\pointcell##\hfil\enskip\vrule&
\enskip\hfil\pointcell##\quad&’
\hfil\pointcell##\cr

&\it FeSitel&\it Skola&\it rolnik&\it sérii%
&\it 2521&\it 2522&\it 2523&\it 25247
&\it 2525&\it 2526&\it 2527&}

\it série&\it celkem\cr

#1

}}\hfil}\endgroup}

Vsimnéte si zdvojenych #. Jsme uvnitt definice makra, tedy je potieba tento
znak zdvojit, aby nebyl interpretovan.

Pokud vam chybi \begingroup (protoze na konci je samotné volani \end-
group), podivejte se o kousek vy§ do definice \scoretable.
Jesté by to chtélo definici jednotlivych fadki:
\def\scoreline#1. #2 (#3; #4; #5): #6: #7 #8 {J
\def\m.{}%
#1. 4#2u#34$#43$#5%% \scorepoints#6 ! &$#7$&$#8$\cr
}
\def\scorepoints#1 #2 #3 #4 #5 #6 #7!{J,
$#138$#238 #3358 $#454 #5584 SHE$LSHT S,
}

Zde je dulezity trik s dvoufazovym zpracovanim parametri makra. TEX umi
zpracovat jen devét parametri soucasné, proto jsme seznam bodt za jednotlivé
ulohy nejprve prohlasili za jeden argument, ktery jsme pak nechali zpracovat
makrem \scorepoints.

Makro \m slouzi k polknuti tecky za poradim ucastnika v pripadé, Ze chceme
prazdny prvni sloupec.
A ted uz vzorové pouziti:
\scoretable{

\scoreline \m. {} (; ; ):
13 11 6 13 8 9 13: 59,0 118,0
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\scoreline 1. Rastislav Rabatin (GJHBA; 4; 5):
13 7,5 - 13 8 9 8,5: 54,8 109,5
\scoreline 2. Ondf¥ej Hlavaty (GJirsikaCB; 4; 2):
45 - 13 8 4 13: 49,6 102,5
\scoreline 3. Michal Pun&ocha¥ (GJiroCB; 3; 7):
6,5 11 - 13 8 - 13: 53,2 98,9
\scoreline 11. Jakub Marousek (G\_Pisek; 3; 2):
5,64-4-010,7: 36,1 73,5
\scoreline 12.--13. Mikula3 Hrdlic¢ka (MG; 2; 2):
4 -3,562,6--:26,872,9
\scoreline \m. Matej Lieskovsky (GOmPha; 3; 7):
2,56 -4-379: 30,7 72,9
\scoreline 14. Jakub Svoboda (GKomHavi¥; 3; 2):
-7441,52 -: 29,6 71,2
\scoreline 54. Pf¥emysl Stastny (GZamb; -1; 1):
——————— . 0,0 4,7
}

Pokud se vam nepovedlo spravné vysazet ¢arky nebo vyhazet pomlcky, ne-
strhaval jsem za to zddné body. Nékteti z vas nedodali makro, ale jenom sazbu,
coz jsem honoroval zhruba pulkou bodi.

Vytvorit verzi, ktera zvladne proménlivy pocet tloh, by také slo, dokonce i
bez ¢iselnych proménnych a bez podminek, které vysvétlujeme ve étvrtém dilu,
ale bylo by to piili§ osklivé. Uplné stagila verze pro fixni poéet aloh.

Ukol 3

Reseni posledniho tikolu bylo pifmoéaré aZ na jednu drobnost. Spousta z vas
prisla o pulbod kvili nule ve tfetim Fadku, kterou jste méli pfili§ nacpanou na
zlomek nad ni. To $lo jednoduse opravit pfidanim \strut.

$$Z = \left\{\matrix{N > 0:&
\displaystyle\sum_{i=1}"N
\left (2\sum_{i<j}
\log\left|\lambda_i-\lambda_j\right |
- \sum_{i=1}"N V(\lambda_i)\right)\cr
N < 0:& \displaystyle-{1\over N~2}\cr
N = 0:& \strutO\cr
F\right.$$

%% Pravd } tu jiZ neni, proto \right jen tak.

Vétsina z vas si vSimla primitiva \displaystyle, diky kterému se daly vy-
sazet hezké velké sumy a zlomky. Nékteri pouzili \1imits, ¢imz piehodili indexy
u sum nad znaménka, ale stejny trik se nedal pouzit na zlomek ve druhém fadku,
ktery tak zustal malinky.
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Ukol 4

Centrovana sazba v poslednim tkolu vam dala kupodivu docela zabrat.
Nicméné mnoho z vas se dobralo k néjakému spravnému reSeni, tfeba k tomuto:
%% 0Odsadit prvni ¥adek by bylo divné.
\parindent Opt
%% Posledni ¥adek nebude nijak doplnén.
\parfillskip Opt
%% Zleva a zprava stejné misto, natahovaci.
\leftskip Opt plus \hsize
\rightskip Opt plus \hsize

Jan ,Moskyto“ Matéjka
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25-4-1 Priesmycky

P7i feSeni této tlohy budeme pro jednoduchost predpokladat, ze K se ndm
vejde do néjaké normalni proménné, a tedy Ze s nim jesté dokdzeme provadét
aritmetické operace v konstantnim ¢ase (v opa¢ném ptipadé bychom pak jen
¢asovou slozitost museli vynédsobit log K'). Druhou véci, kterou jsme v zadani
asi ne uplné presné uvedli, je to, Ze operujeme s konstantné velkou abecedou
(26 pismen). Pokud by vSak abeceda byla vétsi, tak bychom jeji velikosti museli
¢asovou i pamétovou slozitost vynasobit. P¥i hodnoceni vasich FeSeni vSak ani
jedna z moznosti neméla na bodovy zisk vliv, protoze jsme zadani zformulovali
volné.

Lehéi varianta

Nejdiive provedeme né€kolik pozorovani. Pro jednodussi piipad a slovo dél-
ky N mame pfesné N! moznosti, jak miZzeme toto slovo usporddat. Kdyz vsak
prvn{ pismeno zvolime pevné, tak mame jiz jen (N — 1)! moZnosti usporadani
zbylych pismen.

Presmycka zacinajici na lexikograficky nejmensi pismeno tak miize mit po-
fadové ¢islo v rozsahu 1,..., (N — 1)!, pfesmycka zaéinajici na v potfadi druhé
pismeno mutize mit pofadové ¢islo mezi (N —1)!+1,...,2-(IN —1)! atd. Pokud te-
dy ma hledana presmycka potadové ¢islo K, tak jako prvni znak zvolime pismeno
s pofadovym ¢islem k (indexujeme od nuly):

ol

Tim jsme vyfesili prvni znak, jak s ostatnimi? Staci si uvédomit, ze vlastné
hleddme né&jakou piresmycku s pofadovym éislem K’ na N — 1 zbylych znacich.
Stac¢i nam od pivodniho K odecist tolik pfesmycek, kolik jsme jich volbou k-tého
pismene piesko¢ili. Tedy zvolime K’ = K —k -(N —1)! a rekurzivné postupujeme
pro celé slovo (jen v kazdém kroku nesmime zapomenout brat k-té pismeno jen
ze zatim nepouZitych pismen).

Implementace je v tomto pripadé jednoducha, jen si pfepocitavame prubézné
K a N. Pro nalezeni a prubézné odmazavani k-tého pismena v poradi muzeme
pouzit pole nebo néjaky vyhledavaci strom.

Té731 varianta

V pripadé opakovani pismen se nam uloha mirné komplikuje. Po zvoleni
prvniho znaku jiz neméme pravé (N — 1)! moznosti poskladani zbytku slova, ale
pokud si jako m oznacime pocet riznych znaki a jako p; pro 7 od 1 do m jejich
cetnosti, tak je to:

(N =1)!
pI! p2' Teen 'pm!
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(muzeme si v§imnout, Ze to pfesné odpovida jednodussimu pfipadu pro vSechny
Cetnosti rovny jedné).

Postup je pak uz stejny jako v jednodussim pripadé, jen musime vymyslet,
jak budeme rychle upravovat tento vzorec. P¥i sniZeni faktorialu v ¢itateli o jed-
na ho jen vydélime odpovidajicim N, pfi snizeni Cetnosti nékterého z pismen
z hodnoty p; na p; — 1 ho vynasobime p;. Obé tyto operace zvladneme stejné
rychle jako jiné aritmetické operace.

Pamétova slozitost je O(N), protoze si musime vSechny znaky pfecist do
paméti a ke kazdému si pamatovat konstantné mnoho udajt, jako je Cetnost
(mizeme dokonce odhadnout pamétovou slozitost jako O(m), ale m muze byt
az N a tedy se slozitost asymptoticky nezméni).

Casova slozitost je také linearni k délce vstupu, tedy O(N). Pokud bychom
vSak pracovali s velkym vstupem a velkou abecedou (viz pozndmka v vodu Fese-
ni), tak by se ndm zmeénila az na O(N - Llog K). Vzorovy program implementuje

v

téz81 variantu.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-4-1.4

Jirka Setnicka

25-4-2 Planovani trasy

Uloha vypadala na prvni pohled velmi jednoduse. Proto se do ni pustila
témér polovina z vas, ktefi jste poslali feSeni alespon jedné z tloh Ctvrté série.
Uloha viak skryvala nékolik zaludnosti. Podivejme se na FeSeni, které se jim
vyhyba.

Nejprve si pro kazdé policko predpocitame vzdalenosti od prekazek ve vsech
¢tyfech smérech. Diky tomu pak v programu dokazeme okamzité urcit, na kterém
misté budeme piisté zatacet, pokud se vydame danym smérem.

Vzdalenosti od levé prekazky uréime tak, ze projdeme postupné celou mapu
po Fadcich zleva doprava. Pokud je prvni policko na Ffadku volné, prifadime mu
vzdalenost rovnou nule. Pokud volné neni, prifadime mu ¢islo —1. Kazdému
dalsimu policku, které je volné, pfitadime vzdy hodnotu o jedna vétsi. Policktm,
ktera volna nejsou, pfitadime opét hodnotu —1.

Podobné vypocitame vzdalenosti od prekazek v ostatnich smérech: od pravé
prekazky postupujeme po fadcich zprava doleva, od horni piekazky po sloupcich
shora dold a od dolni pfekazky po sloupcich zdola nahoru.

K ¢emu nam tato ¢isla pomohou? Kdyz se z libovolného policka vydame
nékterym smérem, budeme védét, Ze na prekazku narazime az v policku, které
ma prislusnou soutradnici vétsi nebo mensi o takto vypoctenou vzdalenost. Pou-
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ze v téchto bodech budeme ménit smér. Libovolnou trasu pak popiseme jako
posloupnost poli¢ek, na nichz jsme smér ménili.

Zbyva zajistit, abychom nepiejeli pres cilové policko. K tomu nam muze
pomoci maly trik. Pokud se pfi ivodnim vypoctu vzdélenosti dostaneme do po-
licka s cilem, hodnotu vzdélenosti vynulujeme. Tim zabezpecime, ze se zastavime
v cilovém policku a nepiejedeme je az k nasledujici prekazce.

Cely predvypodet dokdzeme provést v ¢ase O(MN), kde M a N jsou roz-
méry mapy. Mapu totiz projdeme ¢tyrikrat, pocet prichodu je tedy konstantni.

Ted jiz muzeme hledat trasu od startu do cile, kterd bude obsahovat co
nejméné zatacek, druhotné co nejméné policek.

Pri hledani optiméalnich cest se ¢asto vyplati pouzit néjakou tipravu algorti-
mu prohledavani do sifky. Prohledavani do sitky je grafovy algoritmus. Prectéte
si 0 ném v grafové kuchaice.*?

Nyni si misto mapy predstavme graf, v némz vrcholy odpovidaji polickiim
zmén sméru a hrany odpovidaji rovnym trasdm mezi nimi. Samotny algoritmus
prohledavani do sitky ndm zajisti minimalizaci po¢tu obrati.

Potfebujeme jesté mezi trasami se stejnym poctem obratti vybrat tu nej-
kratsi. K vrcholtim, k nimz pfi prohledavani do sitky dorazime, si poznamename
pocet policek, kterd jsme museli na celé trase od startu k nim prekonat. Tu-
to hodnotu nebudeme nikdy zvySovat a pfepiSeme ji jenom v piipadé, ze tim
nezvysime pocet zatacek na cesté do daného vrcholu.

Na zévér si jenom musime dat pozor: nemizeme se zastavit okamzité, kdyz
dojdeme do cile, ale az tehdy, kdy cilové policko vyndavame z fronty.

Slozitost celého algoritmu je O(MN), tedy linearni s poétem policek. Je
tomu tak proto, ze vrcholi neni vice nez policek mapy a z kazdého vrcholu
vedou maximalné étyii*® hrany.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-4-2.4

Jirka Setnicka a Jenda Hadrava

42 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|
43 Stac¢i dvé hrany. Snadno nahlédneme, %e navrat se nikdy nevyplati a mimo cilové
a startovni pole nelze pokracovat rovné.
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25-4-3 Rozpis svozu

Podobné jako u tlohy 25-3-3%* i tentokrat piimocaré feSeni spocivalo ve
vyzkousSeni vsech poli¢ek, spocitani prislusné namahy a pribézném prepisovani
minima.

I tentokrat by takové feSeni bylo dost pomalé, presnéji by mélo ¢asovou
slozitost O((NM)?) na kazdy dotaz, pro K dotazi tedy celkem O(KNZM?).
Pokud by M i K ¥adové odpovidaly N, mame O(N?).

Pojdme se tedy zase podivat, jestli to umime lépe. A za¢néme bliz$im pro-
zkoumanim toho, jak se pocitd ndmaha a co z toho plyne.

Necht ¢, je mnozstvi travy na policku p a p, resp. p, jsou soufadnice policka
p. Namaha na svoz travy z kazdého policka p v néjaké oblasti na policko se
soufadnicemi [z, y] pak odpovida vyrazu:

> (pe =l +1py —y) -ty

P

Tenhle vzorecek mizeme ale roznasobenim a rozepsanim upravit na tvar:

(Z e — 2 ~tp) + <Z Py — ~tp>

p 4

Praveé jsme ukazali, ze soufadnice jsou nezavislé, takze mtizeme nezavisle na
sobé hledat nejvyhodnéjsi sloupec a nejvyhodnéjsi radek.

Samo zadani upozortiovalo na podobnost s tilohou minulé série 25-3-3, pojd-
me tedy prozkoumat, jestli ilohu neumime prevést na jednorozmérnou variantu.
Ta pracovala s prefixovymi soucty travy a prefixovymi soucty téchto prefixovych
souctt na jediném radku.

Uvazujme bez Gjmy na obecnosti, ze hleddme nejvyhodnéjsi sloupec. Pri
dotazu na oblast bychom tak potifebovali mit k dispozici nikoli prefixové soucty
pro fadek, ale pro oblast, resp. soucty prefixovych souc¢ti pies vSechny radky
oblasti.

Predstavme si, ze pro kazdé policko vime, kolik ndmahy stoji svézt do néj
travu z oblasti vymezené levym hornim rohem a na$im polickem, to celé za
pfedpokladu, Ze presuny po y-ové ose mame zadarmo. Namahu tedy pocitame
pouze za presuny doprava a doleva.

Reknéme, Ze tuto ndmahu méame v poli S, podobné v Sr budeme mit
namahu pro svoz z oblasti vymezené pravym hornim rohem a nasim polickem.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-3-3
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Jesté se nam budou hodit pole P/, resp. Pr udavajici, kolik je v téchto oblastech
celkem travy.

Necht mame oblast vymezenou soufadnicemi [z, y] a [X, Y] a chceme spoci-
tat ndmahu za svoz travy na policko [a, b]. Stejné jako v 1D varianté si ndmahu
rozdélime na namahu za svoz zleva a ndmahu za svoz zprava.

Néamaha zleva bude Sl y — Slgy—1 — (Slp—1y — Slyp—1y) — (Pla—1,y —
Ply_1y—1-(a — (z—1))). Zékladem je Slyy. Sy totiz bere v Gvahu pouze
fadky 0...b, zatimco S¢,y pokryva celou zadanou oblast. Pfipomenime jesté, Ze
pro hodnoty S¢ pocitame s tim, Ze presuny nahoru a doli méme zadarmo.

Rozdilem S€qy — Slq,y—1 jsme tedy ziskali namahu za pfesun veskeré travy
z oblasti [1, y], [a, Y] na policko [a, Y] (nebo kterékoli jiné v sloupci a).

DAl jsme podobné jako v 1D varianté odecetli ndAmahu za svoz travy z oblasti
[1, y], [x—1, Y] na poli¢ko [x —1, Y] a nakonec ndmahu na pfesun travy ze stejné
oblasti mezi policky [z — 1, Y] a [a, Y].

Stejnym zpisobem miiZzeme spoéitat ndmahu za svoz travy zleva. Idealni
sloupec tedy miZzeme najit stejné jako v jednorozmérné varianté tlohy uprave-
nym bindrnim vyhleddvanim tak, Ze vzdy porovname namahu pro dvé sousedni
policka.

Podobné dokézeme najit idealni fadek. Misto S¢, resp. St budeme mit Rh,
resp. Rd (shora, zdola).

Zatim jsme predpokladali, Ze vSechna pomocnd pole mame k dispozici, ale
neukdzali jsme, Ze si je opravdu umime opattit. Pojdme to ted napravit.

Pole P/ vyrobime iterovanim pres fadky. Na zacatku mame P/, o = 0. Pro
kazdy fadek si pamatujeme dosavadni soucet travy na tomto Ffadku, feknéme s,
pak plati Pl , = Pl; 1+ s.

Pro pole S¢ plati Sly, =0 a Sly, = Sly_1,y + Ply_1, (potfebujeme vy-
nalozit ndmahu na svoz travy do vedlejsiho sloupce a pak vsechnu dosud potka-
nou travu pievézt je$té o jeden sloupec dal). Podobné Rh,o = 0, Rh;, =
Rhy g1+ Plyy_1.

Pravostranné varianty, resp. varianta zdola, funguji stejnym zptsobem.

Predpocitat pomocna pole tedy dokdZzeme v linedrnim case. Vypocet na-
mahy umime konstantné, vyhledani optimalniho sloupce tak umime v O(log N),
optimélniho faddku v O(log M). Celkova slozitost tedy je O(MN + K(log N +
log M)). Pamétova slozitost je O(NM).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-4-3.4

Karolina ,,Karryanna“ Buresovd
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25-4-4 Podplaceni

Uloha byla velmi snadné a v drtivé vétsing jste si s ni hravé poradili. Pojdme
si pro ty, co ji nefesili, feSeni ukazat.

Dokéazeme, ze prvni hra¢ ma vyhravaci strategii, a to pro libovolné N.

Prvni pfipad nastédva pro N licha. V takovém pripadé prvni hrac¢ podplati
policistu ve prostfedku posledni fady. Tim vzniknou dvé stejné pyramidy o délce
zékladny (N —1)/2. Jakkoli ted zahraje druhy hric, zahraje v dal§im tahu prvni
hrac¢ aplné stejné na druhé pyramidé. Takova strategie se nazyva zrcadlova. Je
snadno vidét, Ze posledni bude tdhnout pravé prvni hrac.

Pro suda N je situace obdobné. Prvni hrac¢ podplati prostfedniho policistu
v predposledni fadé&, ¢imZ vzniknou opét dvé stejné pyramidy. Staci hrat opét
zrcadlové a vitézstvi je v kapse.

Jan Bok

25-4-5 U¢&etnictvi

Jedno TeSeni, které mtizeme rychle zamitnout, je zkouset vSechny moznosti.
Pocet zptsobi roste plus minus exponencialné rychle.

Néco nad polovinu bodt dostali ti, které osvitilo dynamické programovani.
Reknéme, #e vime, kolika zptisoby je mozné se po péti dnech dostat na vSechny
castky, které mizeme mit na uc¢tu: 0 K¢ tam mtzeme dostat tfeba péti zptsoby,
1 K¢ dvéma, atd.

Kolika zptsoby se mizeme do né€jaké castky X dostat za Sest dni? V Ses-
tém dni jsme mohli bud ptidat 6 K&, nebo je odebrat. Stacdi tedy seéist, kolika
zplusoby jsme se zvladli za pét dni dostat do (X — 6) mod N a (X + 6) mod N.
(Ptipometime si, ze N znadi ¢islo, kterym tGfad moduli, a K je pocet dni nasi
defraudace.)

Mizeme si takhle postupné stavét pocty zptisobi, a jakmile projdeme vSech-
ny dny, vypiseme, kolika zpisoby se mizeme vratit na nulu. Jak dlouho tohle
bude trvat? O(NK): pro kazdy den musime pfepocitat pocet zpisobu jak se
dostat do vsech N moznych ¢astek. Mohlo by se zdat, ze budeme potfebovat i
O(NK) paméti, protoze pro kazdy den pocitame pocty zpusobt, ale dokdzeme
to is O(N). Stadi si totiz ukladat vzdy jenom pocty zptsobt v pfedchozim dni
a do docasného pole postupné pficitat zptisoby v dalsim dni.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-4-5.4

Na plny pocet bodt doséhli ti, které napadl krok stranou — vyjadfeni pfes
matice a jejich rychlé nasobeni.
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Uc¢inime drobné pozorovani: kazdych N dni algoritmus déla v podstaté to
samé! Kdyz tfeba pfidavame N + 10K¢, je to stejna operace, jako kdybychom
pridévali jenom 10 K¢.

Pouzijeme trik a ulozime si do matice (tfeba jménem M) popis toho, co
se s poCty zpusobu jak dosdahnout jednotlivé ¢astky stane, kdyz priddme nebo
odebereme nejdiiv 1 K¢, pak 2K¢, pak 3K¢, a tak déle az do N. A takovouhle
matici si mizeme vystavét napiiklad tak, ze si vytvofime matice ,pfesun 1Kc«,
Hpresun 2 Ke¢“, ..., a vynasobime je.

Kdyz M umocnime na | K/N|, dostaneme tim matici, kterd spocitd pocty
zpisobit po K — (K mod N) dnech. Nésobit matice velikosti N x N umime za
¢as O(N?3).*5 Takovych nasobeni provedeme O(K/N) + O(N) — prvni élen je za
,skok“ na den K — (K mod N), druhy za dopocitani do K. Celkem by to tedy
trvalo O(K N?2) + O(N?3), ale protoZe v nasi tloze je K podstatng véts{ nez N,
zpomaluje nas nejvic O(KN?).

S timhle ¢lenem ale je$té umime zamdavat. Mocnéni matice M na K /N prece
umime rychleji nez za O(K /N ) nasobeni! MZzeme pouzit trik popsany v kuchatce
o teorii &isel 4¢ | kterymi O(K/N) umoiime na O(log(K/N)).

Kdyz pouzijeme rychlé mocnéni matic, najednou vypada slozitost uz o néco
lépe: (O(log(K/N)) + O(N))-O(N?) = O(N?log K) + O(N*). Ted nis zase
ale stragi O(N?). Toho se ale dokdZeme zbavit. Pochézi totiZ z nasobeni matic,
které posouvaji o 1K¢, 2K¢, ... Takovymi maticemi jde ale nésobit rychleji
nez v O(N?3), protoze kazdy fadek obsahuje pravé 2 nenulové prvky — nemusime
pocitat cely skalarni soucin fadku a sloupce, staci ze sloupce secist ty dva prvky,
které chceme.

Timhle krokem stranou jsme umlatili ¢asovou slozitost do O(N? log K+ N3).
Na prvni pohled vypada zlovéstnéji nez O(NK) (uz jenom kvili mocnindm,
v jakych se v ni vyskytuje N), ale pro N = 250, K = 10° vyjde podstatné lépe.

Pro tplnost jesté uvedme pamétovou slozitost, i kdyZ na ni prili§ nesejde.
Sice pocitame log K + N matic velikosti N x N, ale vétSinu z nich stejné zaho-
dime: budeme potfebovat jenom matici posouvajici o 1,..., K mod N a matici
posouvajici o 1,..., N. Vejdeme se tedy do O(N?).

Program (C) — maticovd varianta:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-4-5-matice.d

Michal Pokorny

Kdybychom chtéli, mtizeme rychlost ndsobeni matic vylepsit, ale v téhle tloze to
neni potfeba.
Viz strana 97 nebo http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisell
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25-4-6 Triady

Kdo se do tlohy pustil, triddy by hledal spolehlivé, pokud by vsak mél dost
vypocetniho ¢asu. Jen nemnozi fesitelé zvladli p¥ijit na relativné rychlé feseni.

Jednoduché feSeni za par bodu se prosté podivd na kazdou trojici karet a
ovéid, jestli netvori triddu. Takto dostaneme &asovou slozitost O(n3k) a pamé-
tovou O(nk). Faktor k ve slozitosti je dulezity, nebot potfebujeme ¢as O(k) na
ovéfeni, jestli trojice tvori triddu.

Zakladni myslenka asymptoticky rychlejsiho feSeni nebyla tézka: podivame
se na kazdou dvojici karet, dopocitame k nim, jak by méla vypadat treti karta,
a zkusime ji vyhledat.

Zakladnim pozorovanim je, Zze pro danou dvojici karet mame jednoznacné
uréenu kartu, kterd s nimi mize tvofit triadu. Pokud se totiz na jedné vlastnosti
dané dveé karty shoduji, musi mit stejnou hodnotu na této vlastnosti i t¥eti karta.
Jestlize jsou na néjaké vlastnosti dvé karty rizné, tieti karta musi mit tu jedinou
hodnotu, kterou nemaji dané dvé karty.

Nyni uz zbyva jenom umét najit tfeti kartu. Jednim z feSeni je na zacatku
settidit karty (staci i kvadraticky). Pak pro kazdou dvojici binarné vyhledame,
kde by se tfeti karta méla nachazet, a ovéfime, jestli tam skutecné je. Jesté je
potieba doplnit ovéfeni, ze jsme nasli skute¢né novou kartu, pokud jsme dostali
dvojici identickych karet. Takto dosdhneme slozitosti O(n?logn - k).

Jesté rychlejsiho feseni dosdhneme pomoci pismenkového stromu neboli trie.
(Vsimnéte si skryté a neplanované napovédy, totiz podobnosti slov tridda a trie.)
Nyni si trii struéné popiseme, jejich podrobnéjsi vysvétleni najdete v kuchaice
o hledéni v textu.*”

Trie je zakofenény strom, ktery se stavi pro néjakou mnozinu slov v dané
abecedé. Koren odpovida prazdnému slovu, synové kofene znaktim, kterym za-
¢inad néjaké slovo, ¢ili jednoznakovym prefixim. Pokud vice slov zacina jednim
znakem, syn s timto znakem je jen jeden. V dalsi Grovni stromu budou dvouzna-
kové prefixy slov (prefix je souvisld ¢ast slova, kterd obsahuje zacatek), ve tieti
arovni stromu budou tfiznakové prefixy a tak dale.

Stavba trie probiha tak, Ze se zac¢ne s kofenem a postupné se pridavaji slova.
Slovo pfidame jednoduse tak, ze jdeme do vrcholi odpovidajicim aktualnimu
znaku slova. Pokud vrchol chybi, doplnime ho a prejdeme na dalsi znak.

My pouzijeme trii na karty, které si mizeme predstavit jako slova o délce k
v abecedé 1, 2, 3. Na zacatku algoritmu tedy vSechny karty naskladame do trie.
U kazdého listu v trii si navic budeme pamatovat, kolik karet k nému nalezi,

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-textu
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abychom poznali, ze tti karty jsou stejné. Pokud se v néjakém listu pocet dostane
na 3, hned ohlasime triddu a muzeme skoncit.

Pak pro kazdou dvojici karet dopocteme tieti a zkusime ji vyhledat v trii.
Uspéjeme-li, mame triadu. Pokud se tfeti karta nelisi od karet z dané dvojice,
nemusime ji hledat, nebot identické karty jsme oSetfovali pii stavbé trie. Diky
tomu také nemusime ovérovat, jestli jsme v trii nasli skute¢né novou kartu, tedy
ze jsme nenalezli jednu z karet z dané dvojice.

Hled4ni v trii zabere ¢as O(k), takze celkova casova slozitost je O(n2k).
V paméti se trie vejde do prostoru velikosti O(nk), nebot kazda vlastnost kazdé
karty vytvofl maximalné jeden novy vrchol. Pamétova slozitost tedy je O(nk).

Umite fesit tlohu asymptoticky rychleji, kdyz k miize byt velké? Pak budeme
radi, kdyz se s nami o feSeni podélite.

Mimochodem, pokud by k bylo zhruba logaritmicky velké oproti n (coz
dle zadani nebylo povoleno), vyplatilo by se karty sklddat do k-dimenzionalni

krychle o hrané 3 a prochézet vSechny usecky krychle, jez tvori triddu. To uz
vsak presahuje ramec tohoto feSeni.

Pavel ,Paulie” Vesely

25-4-7 Sifrovaci knofliky

Uloha, v té verzi jak jsme ji zadali, se nakonec ukdzala byt o néco lehéi
nez jsme puvodné zamysleli. Nejdiive ukazeme postup, jakym budeme knofliky
otacet a pak ukazeme, Ze tento postup opravdu projde vSechny moznosti a skonéi
opét v pocatecni pozici.

Knofliky si ocislujeme ¢isly 0,1...,n — 1 a kroky otaceni si ocislujeme
1,2,...,nk.

Nejprve tedy postup otaceni. Celkovy pocet moznosti, které musime navsti-
vit, je n*, a takovy je i celkovy pocet otoceni. Stadi tedy jen uréit, kdy otacime
kterym knoflikem. V kroku 7 oto¢ime knoflikem j takovym, Ze j je nejvétsi ¢islo,
které spliiuje n’ | i (n? beze zbytku déli 7).

Nyni nahlédneme, zZe plati nasledujici dvé tvrzeni:

1. Mezi dvéma otocenimi knofliku s ¢islem vétsim nebo rovnym j se na knofli-
cich {1,...,7 — 1} vystiidaji v8echny mozné kombinace.
2. Po provedeni n* krokt budou vsechny knofliky v po&ateénich pozicich.
Tvrzeni 1 dokdzeme matematickou indukci podle j. Pro 5 = 0 je to jasné,
pro j = 1 si vSimneme, ze knoflik s ¢islem alespon 1 se otoci kazdy n-ty krok
a zbylych n krokt se oto¢i knoflik ¢islo 0. Tedy se na ném opravdu vystiidaji
vSechny moznosti.
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Nyni budeme predpokladat, ze tvrzeni plati pro j — 1 a dokézeme, Ze plati
pro j. Z podminek pro otaceni vidime, ze mezi tim, co dvakrat oto¢ime knoflik
s éislem alespoii j, oto¢ime (n — 1)-krat knoflikem j — 1 a jelikoZ mezi kazdymi
témito dvéma otocCenimi se nam na knoflicich 0,...,5 — 2 vyst¥idaji vSechny
moznosti, tak po n—1 opakovani se nam vysttidaji vSechny moznosti na knoflicich
0,...,7 — 1. A to jsme pfesné chtéli.

Ted ndm jen zbyva dokdzat Tvrzeni 2. Chceme ukazat, Ze podet otoceni
kazdého knofliku je délitelny ¢islem n. To dokézeme také indukci, ale tentokrat
budeme postupovat z druhé strany, od knofliku s nejvétsim ¢islem. Ten se otoci
pokazdé, kdyz n*~1 |4, coz se stane pravé n-krat.

Nyni provedeme indukéni krok. Piedpokladame, Ze knofliky s ¢isly k— 1,k —
2,...,7 + 1 skonéi v pocatecni pozici a ukdzeme, ze pak i knoflik s cislem j
skoné{ v podateéni pozici. Knoflik j se oto&f pravé (n*~7 —I)-krat, kde [ je pocet
otoceni vétsich knoflikii. A jelikoz vime, Ze pocet otoceni vSech vétsich knofliku je
délitelny ¢islem n, tak i pocet otoéeni knofliku j je délitelny n. A mame vyhréno.

Na zavér se jesté podivejme na Casovou slozitost algoritmu. Otoceni knofliku
provadime celkem n*-krat. Podminky na délitelnost budeme zkouset postupné od
nejnizs§iho j. Spocitame, kolikrat kterou podminku testujeme. Prvni podminku
testujeme pokazdé, druhou podminku jen pokud je splnéna prvni, tedy n*—1-
krat. VSechny podminky dohromady testujeme v case Zi:ol nF=t = O(n*).

V kazdém kroce vypiseme jen &islo knofliku, s kterym ota¢ime. Casova slozi-
tost je tedy O(n*). Lepsi ani byt nemfize, protoze algoritmus vydava takto velky
vystup.

Karel Tesar
Alternativni FeSeni

Pro kazdé n a k chceme najit R, j, posloupnost otaceni k knofliki s n po-
zicemi takovou, Ze kazdou moZnou konfiguraci projde pravé jednou a z koncové
konfigurace se lze jednim otoc¢enim dostat zpét do pocatecni. To je jen drobna
preformulace zadani, kde posledni ,névratovy“ krok za soucast feSeni nepocita-
me (ale vime, Ze jej lze udélat), coz se ndm bude za chvili hodit, abychom mohli
tato TeSeni sklddat za sebe. Bez vétsiho rozmysleni je jasné, zZe pokud ma R, j
projit véech n* konfiguraci, musi ji tvofit n* — 1 otodeni.

Zvolime si pevné n a budeme postupné (induktivné) konstruovat feseni R,,
pro jednotliva k. Tedy nejdfive vytvoiime R, ; a potom ukazeme, jak z libovol-
ného R, i vyrobit R, j41.

Pro situaci s jednim knoflikem je FeSeni (R, 1) zfejmé: prosté jim (n — 1)-
krat otocime doprava. Takto urcité projdeme postupné vSechny pozice a jednim
(n-tym) otofenim se miZeme vratit zpét na zac¢atek. Napiiklad pro n = 3 dosta-
neme postupné pozice 0, 1,2(,0).
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Nyni chceme z R,, i, vyrobit R, ri1. Rozdélime si knofliky na dvé skupiny:
prvni (hlavu) a v8echny ostatni (2 az k + 1, ocas). Je asi jasné pro¢ — ocas je
dlouhy £, tedy na ném mizeme néjakym zptisobem pouzit R, j zdédéné z induk-
ce. Zkusime zacit tak, ze budeme na ocas postupné aplikovat jednotlivé kroky
R, . UkdZeme si to na prikladu k = 1. Pro néj dostavame postupné konfigurace
(BUNO zaginame v (0,0)): (0,0),(0,1),...,(0,n —1). V tuto chvili jsme prosli
vS8echny konfigurace zacinajici nulou. Dale uz nemiZeme pokracovat s ocasem,
neb bychom se vratili do jiz navstiveného stavu.

Budeme tedy postupovat podobné, jako bychom pficitali jednicku: prove-
deme jakysi ,pfenos do vyssiho fadu“ — tedy otocime hlavovym knoflikem. P¥i
normalnim séitdni bychom zéroven i vynulovali vSechny fady ocasu (a dosta-
li bychom v tomto piipadé konfiguraci (1,0)) a pokracovali pfi¢itdnim opét od
nejnizsiho fadu, dostavajice tentokrat vSechny konfigurace zacinajici jednickou.
Kdybychom tohle zopakovali celkem n-krat, dostaneme vSechny konfigurace za-
¢inajici postupné 0 az n — 1, tedy tplné vsechny.

Ale to nemuzeme, neb smime otocit jen jednim knoflikem, dostdvame tedy
konfiguraci (1,n — 1). To ovSem vubec nevadi! Diky tomu, Ze vSe je cyklické,
je uplné jedno, kde opétovné pri¢itani na nejnizsim fadu zac¢neme: pokud ho
provedeme (n — 1)-krét, vystiida se na daném knofliku n — 1 rfiznych hodnot,
tedy opét projdeme kazdou konfiguraci, zacinajici tentokrat jednickou, pravé
jednou. Nasleduje dalsi pfenos, dalsich n —1 otoceni, etc. Od sc¢itani se to lisi jen
tim, Ze prvky nasi posloupnosti nebudou sefazeny vzestupné. Nejlépe to bude
vidét na piikladu: P; o vypadd takto (¢teno po sloupcich):

00 12 21
01 10 22
02 11 20

Zkusme to nyni zapsat obecné. Oznac¢ime-li si jako H operaci ,,oto¢ hlavovym
knoflikem o jedna doprava“ a jako O operaci ,proved postupné vSechny kroky
R, i na ocas“, pak bude R, ;11 vypadat takto:

O,H,0.H,...,H,0
n-krat O, (n — 1)-krat H

Pro priklad n = 3 a k = 2 bude vysledna posloupnost otaceni

B,B, A, B,B,A,B,B.
o H
Snadno ovéfite, ze opravdu vygeneruje posloupnost konfiguraci v ptikladu vyse.
Takovato posloupnost spliuje vSechny pozadavky na R, . UkdZeme, Ze to
plati obecné. Operace O diky vlastnostem R, j, které mame zarucené z induke-
niho pfedpokladu, projde v n¥ — 1 krocich vsech n* moznyjch konfiguraci ocasu
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(pocitame i pocatecni a koncovou), bez ohledu na to, kterou zacala. A to zo-
pakujeme postupné pro vSechny mozné hodnoty hlavy, dostavame tedy nejdiiv
vsechny konfigurace zacéinajici nulou, pak vSechny zacinajici jednickou, atd., do-
hromady tedy uplné vSechny.

Co uz je méné jasné je, ze se z koncového stavu pijde dostat jednim oto¢enim
do pocateéniho. To nahlédneme takto: nejdiive ukazeme, Ze konfigurace ocasu
bude na konci stejnd jako na zacatku. S nim hybou jen operace O, kterych
provedeme celkem n, pficemz vSechny jsou stejné. Tedy pokud O oto¢i néjakym
i-tym knoflikem p;-kréat, celkem jim bude otoceno n - p;-krat, vrati se tedy do
plvodni pozice. A hlavovym knoflikem oto¢ime celkem (n — 1)-krat. Tedy pokud
s nim otocime jesté jednou, dostaneme se opravdu zpét do vychozi konfigurace,
coz jsme presné chtéli.

Filip Stédronsky

25-4-8 TEXgramy

Resiteld utésené ubyva, ale stale je vas dost. Je radost Cist feSeni, ktera jdou
k véci a davaji smysl. Nikdo neni mimo, obcas se objevi ukrutné komplikované
feSeni, ale nic moc hrozného. Az je to obcas lito mému zlomyslnému ja.

Tentokrat bylo spravnych pristupt habakuk a vzorové reseni je dlouhé, uka-
Zeme si tedy pouze zakladni princip. Implementacni detaily si prohlédnete ve
vzorovém kédu.

Reseni tikolu 1 bylo pomérné jednoduché. Bylo potieba zavést si tii ¢iselné
registry, ve kterych jste si udrzovali aktudlni ¢islo nadpisu. Pti vytvareni nadpisu
jste inkrementovali pfislusny registr a pfipadné vynulovali ¢itace nadpisii nizsich
drovni.

Z estetického pohledu bylo potifeba vhodné nastavit mezery pod a nad nad-
pisem, véetné problému typu: ,Pokud se hned pod sebou sejdou dva nadpisy
ruznych trovni, tak mezi nimi nesmi byt moc velkd mezera.“

Taktéz se ve vzorovém feSeni oSetfuje piipad, kdy se pod sebou sejdou dva
00.00, resp. 00.00.00 a pak se ¢islo sazi do hboxu fixni Sitky, ktery je zprava
doplnén pruznym vyplikem.

Sazba obsahu v tikolu 2 byl o néco vétsi ofisek. Pouziti \immediate\write
nepfichézelo v ivahu, nebot TEX se muze pokusit vloZit pfislusny nadpis jesté
do predchozi strany, nez pfijde na to, ze by bylo lepsi dopustit se strankového
zlomu nékde jinde. Pak by nesed€la ¢isla stran v obsahu.

Naopak viibec nebylo tfeba sypat si do pomocného souboru ¢isla jednotli-
vych nadpist — ta se prece dala vypoc¢itat znovu pfi nacitani obsahu stejnym
algoritmem.
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P1i vypisovani obsahu se objevil jiny problém — pfed vlozenim obsahu bylo
tfeba prejit na novou stranku, jinak se do néj nezapsaly nadpisy z posledni stra-
ny. Bylo t¥eba také zaviit soubor s obsahem (\closeout), jinak se mohlo stét,
Ze jste jej nevlozili cely, ale jenom ¢4st, nebo dokonce prazdny (zbytek ziistal
v zépisovém bufferu).

Sézeni do vice sloupctu v ukolu 3 nakonec nebylo tak zlé, jak se na prvni
pohled zdalo. V makru \multicolumn se spocitd Sitka sloupce, nastavi se podle
toho \hsize a otevie vbox (\setbox0\vbox\bgroup). Primitivum \bgroup je
definované jako \let\bgroup{.

Makro \endmulticolumn zavie box (\let\egroup}), rozsekd box 0 na sprév-
né vysoké ¢asti (spravna vyska se uréi vydélenim celkové vysky poctem sloupcti)
a nasklada je vedle sebe do hboxu oddélené spravné sirokou mezerou.

A to je protentokrat vSe. Té3im se na vaSe TeSeni péaté série a pfeju vam
vsem hezké jaro ... konecné pfislo.

Program (TEX):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-4-8.tex

Jan ,Moskyto“ Matejka
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25-5-1 Cesta autobusem

Ukéazeme si mirné inzenyrské feseni. Vezmeme velmi zjednodusenou tlohu a
budeme ji postupné opravovat, abychom se dostali k té slozité.

Takze tedy od lesa. Co kdybychom nejezdili autobusem, ale chodili pésky?
To bychom nemuseli fesit, jakym smérem jsme otoCeni, takze by tloha byla jen
oby¢ejny priichod do siiky, jak je popsany napiiklad v grafové kuchaice.*® Jak
znamo, to stihneme v O(n), kde n je pocet poli¢ek planu mésta.

Tak si tlozku malinko ztizime. Budeme jezdit mikrobusem — to bude au-
tobus délky 1. Uz musime feSit otaCeni, ale miZeme se otocit kdekoliv. A na
vyTeSeni otaceni udélame maly trik. Ud€lame si dvé kopie planu mésta a umisti-
me je na sebe — takze budeme mit jakysi trojrozmérny prostor. V dolnim patie
budou sousedit policka jen ve vodorovném sméru, v hornim patte jen ve svislém.
A policka nad sebou budou sousedni vzdy.

Vsimnéme si, Ze patra planu odpovidaji oto¢eni autobusu. V dolnim patie
je autobus otoceny vodorovné, v hornim svisle. Pfesun mezi patry odpovida jeho
otoceni 0 90° (nebo /2, pokud mate tyto jednotky radsi).

V tomto dvoupatrovém bludisti tedy opét nalezneme cestu ze startu do cile
(nebo cili — je jedno, jak budeme natoceni v cili, proto jsou obé policka nad
sebou cilova). Protoze jsme zvétsili plan jen dvakrét, ¢asové i pamétova slozitost
je stale O(n).

A uz se dostavame k leh¢i variant€ tlohy ze zadani. Budeme jezdit klasickym
autobusem délky k. Pozici autobusu si budeme reprezentovat pozici jeho levého
horniho konce. Z toho, ve kterém se nachazime patie, pozname, jestli autobus
vede doli nebo doprava. Tak to by byla téméf stejna tloha jako minule. AZ na
to, Ze ne vSechna policka nad sebou sousedi (a obcas sousedi néktera policka,
ktera nejsou nad sebou — viz napt. obrazek v zadani, kde se oto¢enim zméni levy
horni roh autobusu). Kdybychom ale v&déli, jestli stojime v rohu volného ¢tverce
velikosti alespon k x k, neméli bychom nejmensi problém urcit, jestli se zde otocit
umime, ¢i nikoliv. Hledani ¢tverct ale odloZzme aZ na konec feseni.

Tak tedy, zlaty hieb tlohy. Potfebujeme si v pribéhu prohledavani pamato-
vat jesté posledni navstivenou zastavku (protoze do ni nesmime hned vjet znovu)
a aktualni délku autobusu. No, pro pamatovani tohoto si vytvorime dalsi , patra“
bludisté. Nase dvé patra z lehéi varianty zkopirujeme tolikrat, kolik je zastavek,
a v kazdé zastavce se teleportujeme do stejného policka v kopii pro danou za-
stavku. V této kopii se do ni jiz nesmi vjet (ale vyjet ano — jiz mame orientovany
graf). Obdobny trik udélame pro délky autobust — celé skupinky pater z minu-
1ého kopirovani nakopirujeme pro kazdou délku autobusu a budeme teleportovat
mezi nimi pfi kazdé zméné délky.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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To je celé hrozné hezké, ale udélat vSechny ty kopie by trvalo hrozné dlouho
a zabralo zbytecné mnoho paméti. Proto si budeme jen ,predstavovat®, ze mame
vSechny tyhle kopie. Pozice autobusu v celé té nasi struktufe bude reprezentova-
na ¢tverici informaci — pozici na planu, otocenim, posledni navstivenou zastavkou
a délkou. Ale plan budeme mit jen jeden. Jen to, kterd poli¢ka v naSem mnoha-
rozmérném prostoru jsou sousedni, budeme pocitat podle celé ¢tverice pokazdé,
kdyz budeme potiebovat sousedni policka nékteré pozice.

Hodilo by se umét spocitat, jaky nejvétsi ctverec vede z kazdého policka
doleva nahoru (pro zbylé 3 sméry to bude obdobné, prosté stejny algoritmus
pustime vicekrat v riznych smérech). To je ale pouze drobné cviceni na dyna-
mické programovani.*®

Chceme spocitat velikost ¢tverce pro pozici (z,y). Pokud mame spocitané
velikosti maximélnich étverct pro pozice (x —1,y), (x,y—1) a (z—1,y — 1), pak
z téchto hodnot jednoduse spocitdme velikost naseho étverce (vezmeme minimum
z téch ti{ a pficteme jednicku — kdo nevéfi, ten si to nakresli). A abychom tyto
pozice méli jiz spocitané, tak pujdeme po fadcich shora zleva.

A jak je to se slozitostmi? Urc¢ité potfebujeme (n) ¢asu i paméti na nac¢teni
a ulozeni mapy a spocitani velikosti ¢tverc. Horni odhad je ale trochu horsi.
Urcité ale nepotiebujeme navstivit zadny stav dvakrat (tedy, kazdd ctvetice se
ve fronté vyskytne maximalné jednou). Policek je n, moZnych délek autobusii
O(n) a zastavek necht je z (kde z je O(n)). Orientace autobusu jsou jen dvé.
TakZe mame O(n? - z) moznych staviL.

Navic, protoze jsme si nevytvorili vSechny kopie mapy, musime si néjak pa-
matovat, které stavy jsme uz navstivili. Pokud to udélame napf. ve stromu,
zaplatime za to jesté logaritmickym zpomalenim, takze casova slozitost by by-
la O(n?-z-logn). Také bychom mohli misto stromu pouzit hefovéni a dostat
slozitost O(n? - 2) v praméru.

Lze ocekavat, ze na ,slusné vychovanych“ mapach do takovych extrémi
nebudeme muset jit, ale jdou vytvofit i ,neslusné* mapy — napriklad za¢neme
s dlouhym autobusem a na jeho zkraceni o 1 je potieba projet fadové n policek.
A do cile povede klikaté cesta, kterou projede jen kratic¢ky autobus.

Taktéz, pokud bychom si vytvorili vSechny ty kopie na zacatku, zbavili
bychom se onoho logaritmu. Ale za cenu toho, Ze by nam to vidy trvalo Q(n?- z).
Tedy, musime si rozmyslet, jestli ¢ekame spise slusné vychované mapy, nebo ty
neslusné vychované.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-5-1.py|

Michal ,,Vorner“ Vaner

49 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani|
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25-5-2 Telefonni Gstfedna

Uloha byla pomérné jednoduchou aplikaci principu dynamického programo-
vani.?® Pokud tento pojem slysite poprvé, doporuc¢uji preéist si nasi kuchaiku.

Kromé poli pro zdznam a hovor si pofidime jesté pole stavy o délce s (te-
dy stejné dlouhé jako hovor). Do néj si na i-tou pozici budeme ukladat zatim
objeveny pocet prefixi hovoru délky 1.

Postupné tedy prochazime pole zdznamu odzadu. V kazdém kroku tohoto
prichodu za¢neme prochazet od zacatku celé pole hovoru a vzdy porovname
bity. Pokud se j-ty bit hovoru shoduje s pfislusnym bitem zaznamu, znamena
to, ze mizeme prodlouzit vSechny dosud nalezené prefixy hovoru délky j — 1.
To odpovida pric¢teni proménné stavy[j-1] k stavy[j] v piipad€, ze j > 1,
a pricteni jednicky v pfipadé, ze j = 1.

Kyzeny vysledek, tedy pocet zptusobd, jak z bitt zdznamu vybrat podpo-
sloupnost odpovidajici hovoru, se nachazi na konci algoritmu ve stavy[s].

Ze tak neucinime a j-ty a (j — 1)-ty bit hovoru bude stejny, zvysime nejdiive
stavy[j-1] o k > 0 a pak stavy[j] o k vic, nez bychom méli.

Pokud bychom za kazdou cenu chtéli hovor prochazet odpredu, museli by-
chom pouzit jesté jedno pomocné pole, kam bychom si zmény ukladali a vzdy az
na konci zpracovani indexu zaznamu tyto zmény k poli stavy pficetli.

Nakonec ke slozitostem. Pamétovd je oc¢ividné linedrni k délce zdznamu a
hovoru, tedy O(n + s). Ohledné ¢asové pak vidime, ze pro kazdy bit zdznamu
prochdzime cely hovor, tedy vysledna casova slozitost je O(ns).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-5-2.cpg

Jan Bok

25-5-3 Spagety

Uloha se $pagetami vas oividné zaujala, p¥islo na ni skoro nejvice feseni
pété série (jen o jedno FeSeni ménég, nez kolik méla ,nejoblibengjsi“ tloha série
25-5-2).

Ve vasich feSenich se objevovaly dva pristupy, které nakonec vedly skoro
k tomu samému. Jednim z nich bylo vytvofit si ze Spaget graf. Z podlouhlych
Spaget se ndm stanou vrcholy (z kazdé Spagety jeden) a orientované hrany v tomto
grafu natdhneme tam, kde jedna Spageta lezi pfimo na druhé (tedy pokud ve

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovanil
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sméru gravitacni osy jsou dilky Spaget pfimo nad sebou, nebo je mezi nimi jen
prazdné misto).

Pokud do néjaké spagety jesté povedou vstupni hrany, znamena to, ze nad
ni jesté néco lezi a nemuzeme ji tedy odebrat. Navic si uvédomme, Ze nam staci
tyto hrany natdhnout vZdy jen mezi pfimo sousedicimi Spagetami. Pokud nad
nad ni a je ji jedno, jestli je to jedina Spageta, ktera ji blokuje, nebo je jich nad
ni vice.

Pak jiz jen muzeme najit Spagety, které nejsou pokryté zéddnou hranou (maji
vstupni stupeti nula) a postupné vSechny odebereme. Béhem odebirani kazdé ze
Spaget zrusime i pfislusné hrany a soucasné se divame, jestli jsme neziskali novou
volnou spagetu. Pokud ano, vlozime ji do pomocného zasobniku. To je jeden krok.

V dalsim kroku vezmeme pomocny zasobnik a odebereme vSechny Spagety,
které jsou v ném. Tim nam opét vzniknou nové volné Spagety a takto budeme
pokracovat, dokud nevyprazdnime tali¥, nebo dokud to dal neptjde.

Druhym pfistupem, ktery v diasledku vede na stejnou strukturu, jen je v ném
graf vice schovany, je prochazet talif Spaget postupné po sloupcich a k oindexo-
vanym Spagetam si ukladat pocet Spaget, kterymi je tato Spageta pfimo zakryta.
P1i odebirani se pak tento ¢ita¢ snizuje a feSeni tak funguje stejné, jako vyse
popsané.

K vypocitani slozitosti si oznac¢me jako N pocet Spaget, jako M pocet hran
mezi nimi a jako V objem talife. Je jasné, ze N, M <V, protoze maximalné mi-
Zeme mit jednotkovou Spagetu na kazdém policku talite. Mtuze nam také nastat
situace, kdy bude hran fadové N2 (piedstavte si v jedné vrstvé N/2 rovnobéz-
nych Spaget a pod nimi stejnou vrstvu, jen zrotovanou). Pamétova slozitost je
tedy O(N + M), ale jelikoz N a M nevime na vstupu, je asi korektngjsi odhad
udélat jako O(V).

Casova, slozitost je pak stejna, protoze na kazdou $pagetu se podivame pii
vypoctu maximalné jednou a po kazdé hrané se vydame také jen jednou, coz je
zase O(N + M) na vypocet. Na vytvoreni grafu ale uréité potiebujeme projit
cely talif (navic ho musime i nacist), tedy ¢asova slozitost je také O(V).

Hodné stésti i pti dalsich pokusech nepokecat se Spagetamil!

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-5-3.4

Jirka Setnicka
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25-5-4 Vyslechy

Niektori z vds si spravne v§imli ako tlohu previest na grafovi. Predstavme
si, Ze na vstupe dostaneme vjrok typu , A tvrdi, Ze B je mafidan“. Co vietko vieme
povedat o A a B? Ak A je zamestnanec (budem znacit A;), tak B bude urdite
mafidn. Ak je zas B mafidn, tak A musi byt zamestnanec (mafidn by klamal a
netvrdil, Ze B je mafidn). Je jednoduché podobne odvodit, Ze ak A je mafidn
(zna¢im Ap), tak B je zamestnanec a ak B je zamestnanec, tak A je mafian.
Inymi slovami, pri tomto vyroku plati

Ay & By, Ay & B

V pripade vyroku typu ,A tvrdi, Ze B nie je mafidn“ rovnakym postupom
odvodime, Ze plati
A& Bl, AO < By.

Zo vstupu teda modZzeme vyrobit graf. Za kazdt novi osobu X pridame do grafu
dva vrcholy, a to X1 a Xj. Je asi zrejmé, ako budt vyzeraf hrany v tomto grafe.
V pripade vyroku ,A tvrdi, Ze B je mafidn“ spojime hranou vrcholy A;, By
a vrcholy Ag a By. Podobne pri vyroku ,A tvrdi, Ze B nie je mafian“ spojime
hranou vrcholy Ay, By a vrcholy Ag, By.

K ¢omu nam pomdze takyto graf? Je vidiet, Zze ak nastane situécia, Ze exis-
tuje vrchol Xy, ktory je spojeny nejakou cestou s vrcholom X;, tak prave vtedy
si musel niekto protireéit a podet moznosti je 0. Ak totiz vyjdeme z nejakého
vrcholu a dostaneme sa do iného, tak to znamena, ze z vypovedi ¢loveka A do-
kédzeme vyvodit, Ze ¢ X je mafidn alebo nie podla toho, ¢ sme vo vrchole X;
alebo Xj.

Ak situdcia z predchadzajiceho odstavca nenastane, tak pocet moZnosti
je 28/2 kde k je pocet komponent suvislosti grafu. Vsimnime si, Ze pre kazda
komponentu je navyse v grafe eSte aj jej negacia. Komponenta stvislosti v nasom
grafe nam vlastne hovori nasledovné. Predstavme si, Ze v nejakej komponente
sa nachédza vrchol X;. Ak poviem, Ze X je zamestnanec, tak som rozhodol
o vSetkych vrcholoch v komponente, Ze ¢i st zamestnanci alebo mafiani. Negacia
komponenty ndm déva druht moznost.

Ak by sme rieSenie chceli naprogramovat, tak po skonstruovani grafu néjde-
me prehladévanim do hibky (alebo do irky) komponenty grafu a podas prehla-
déavania mozme kontrolovat, Ze ¢i sa Xy a X1 nenachédza v tej istej komponente,
pre kazdé X. Casova zlozitost je O(n + m), kde 2n je pocet vrcholov grafu a
m je pocet hran grafu. Pri tomto odhade predpokladam, Zze nédsobenie ma zlozi-
tost O(1). VSimnite si, Ze pofet moznosti je v najhorSom pripade exponencialny,
napriklad ked nedostaneme na vstupe ziadne vyroky.

Peter Zeman
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25-5-5 Uklid travniku

Oznalme si celkovy pocet baliki N (pro ucely teoretického rozboru, to-
to ¢islo pochopitelné nesmime v algoritmu pouzit), jednotlivé baliky 1,..., N a
k velikost vybiraného vzorku. Budeme predpoklddat, Ze umime generovat na-
hodné cela ¢isla z rozsahu 1,...,m v konstantnim c¢ase pro libovolné m < N.
Déle pfedpokladame, ze N > k (jinak by tloha viibec neméla smysl).

ReSeni pro k =1

Zafidime si odkladisté (celo¢iselnou proménnou), na kterém si budeme ucho-
vavat jeden jakysi ,prozatimné vybrany* balik z dosud zpracované ¢asti vstupu.
Algoritmus potom bude pracovat takto: na zac¢atku umisti do odkladisté prvni
vstupni balik a poté postupné prochazi vSechny dalsi v poradi, v jakém ptichazeji
na vstupu. U kazdého se bude muset rozhodnout, zdali jej umistit do odkladisté
(a tedy jim ptvodni vybrany balik nendvratné nahradit), nebo zahodit. Balik,
ktery v odkladisti zistane po zpracovani celého vstupu, oznacime za hledany
vzorek.

Budeme postupovat induktivné: chceme, aby na konci kazdého kroku mély
vsechny zatim zpracované baliky stejnou pravdépodobnost nachazet se v odkla-
disti. Pokud toto zajistime, pak uz uréité na konci budou mit vSechny baliky
stejnou pravdépodobnost vybéru.

Na zacatku to urcité plati — mame jediny balik, ktery se v odkladisti nachézi
s pravdépodobnosti 1. Nyni pfedpokladejme, ze uz mame prvnich n — 1 baliki
zpracovanych (n > 2) a dle indukéniho piedpokladu se kazdy z nich nachézi
v odkladisti s pravdépodobnosti 1/(n —1). Na konci kroku by se mél kazdy, tedy
i nové pfidany, balik objevit na odkladisti s pravdépodobnosti 1/n. Nezbyva
nam tudiz nic jiného, neZ tam novy balik s pravdépodobnosti 1/n umistit. Zbyva
ovéfit, ze dostaneme spravnou pravdépodobnost i u ostatnich balikt (1 az n—1).
Kazdy z nich ma pravdépodobnost ﬁ . ”T’l = 1/n obsazovat na konci n-tého
kroku odkladisté (musel se tam nachézet v pfedchozim kroku a museli jsme se
rozhodnout nenahradit jej n-tym).

Obecné k

Pro obecné k budeme postupovat obdobné, jen na odkladisti (nyni poli
délky k) budeme skladovat prozatimné vybranou k-tici balikii. A pochopitelné
budeme chtit, aby na konci n-tého kroku mély vSechny mozné k-tice ze zatim
nactenych balikt stejnou pravdépodobnost obsazovat odkladisté.

Indukci za¢neme az od k-tého baliku, kdy umistime do odkladisté rovnou
vSechny baliky 1 az k£ — mezi nimi existuje jedind k-tice s pravdépodobnosti 1,
takze nase podminka je urcité splnéna. Nyni pfedpokladejme, ze uz mame prv-
nich n — 1 balikt (n > k + 1) zpracovanych a dle indukéniho pfedpokladu se
v odkladisti nachéz{ ndhodnd k-tice z {1,...,n — 1}.
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Nyni zpracovavame n-ty balik a chtéli bychom ziskat ndhodnou k-tici z mno-
Ziny {1,...,n}. Libovoln& k-tice z {1,...,n}:

a) Bud obsahuje n. Pak je tvofena (k — 1)-tici z {1,...,n — 1} rozsifenou o n.
Kazdé takové (k — 1)-tici odpovida pravé jedna k-tice obsahujici n a nao-
pak, coz ma dva piijemné dusledky: (1) celkem jich je stejné, (Z:i), a (2)
nahodnou k-tici obsahujici n si mizeme pofidit tak, Ze vezmeme ndhodnou
(k—1)-ticiz {1,...,n—1} a pfidame k ni balik n. Pfedkladdme k intuitivni-
mu uvéfeni, ze ndhodnou (k—1)-tici ziskdme z ndhodné k-tice z {1,...,n—1}
(kterou méme z indukéniho pfedpokladu) zahozenim nadhodného prvku.

b) Anebo neobsahuje n. Pak ale neni ni¢im jinym nez k-tici z {1,...,n—1}. Te-
dy i ndhodna k-tice neobsahujici n je prosté jen ndhodna k-tice z {1,...,n—
1}. A hle, jednu takovou mame z predchoziho kroku!

Uz umime vygenerovat ndhodnou k-tici obsahujici a neobsahujici n, ted
bychom chtéli tyto vysledky dat dohromady. Pravdépodobnost, ze ndhodnd (li-
bovolnd) k-tice obsahuje n, je rovna

pocet k-tic obsahujicich n (Zj) k

pocet vsech k-tic o (Z) T

Tedy nas algoritmus by mél s pravdépodobnosti k/n vygenerovat ndhodnou k-
tici obsahujici n a s pravdépodobnosti (n — k)/n nadhodnou k-tici neobsahujici
n.

Tim jsme tedy vlastné (pfinejmensim neformélné) dokazali spravnost nasle-
dujiciho postupu v n-tém kroku:
1. Vygenerujeme ndhodné &islo r € {1,...,n}.
2. Pokud r < k (nastane s pravdépodobnosti k/n):
3. Vygenerujeme ndhodné ¢islo a € {1,... k}
4.  Nahradime a-ty (tedy ndhodny) balik na odkladisti balikem n (vy-
generuje ndhodnou k-tici obsahujici n).

ot

. Jinak (s pravdépodobnosti (n — k)/n):

o

Ponechame odkladisté beze zmény a n-ty balik zahodime (a méme
nahodnou k-tici neobsahujici n).

Nyni si vS§imnéme, ze 3. bod vibec neni potieba. V nahrazovaci vétvi ma-
me zaruceno, ze r € {1,...,k} a vSechny tyto hodnoty maji stejnou pravdépo-
dobnost (r jsme generovali rovnomérné ndhodné). Tedy mtizeme prosté vyhodit
z odkladisté r-ty balik.

Tato na prvni pohled technickd drobnost ndm umozni se na feseni podivat
jesté uplné jinak. Ale o tom aZz za chvili, nejprve se podivime na program a
predvedeme formalni dikaz spravnosti naseho algoritmu.
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from random import randint

def vyber(baliky, k):
buf = []
n=20
for balik in baliky:
n +=1
if n <= k:
buf . append(balik)
else:
nahrad = randint(1, n)
if nahrad <= k:
buf [nahrad - 1] = balik
return buf

Formalni dikaz

Ukézeme si jen indukéni krok, zbytek je stejny jako u neforméalniho dikazu.
Uvazujme libovolnou k-tici P z {1,...,n}. Chceme ukézat, Ze se na odkladis-
ti bude po n-tém kroku nachézet s pravdépodobnosti 1 /(Z) Rozebereme dva
ptipady:

a) n ¢ P. Pak P pochazi z pfedchoziho kroku, kde se vyskytla s pravdépodob-
nosti 1/ (";1) (z indukéniho predpokladu), a aktudlni krok prezila s pravdé-
podobnosti (n — k) /n (rozhodli jsme se n-ty balik zahodit). Tedy pravdépo-
dobnost vyskytu P po n-tém kroku je

1 n—~k 1 1

(”;1) n _n_. (n—l)'-k-i~(n—k) - @’

coz jsme presné chtéli.

b) n € P. Pak P vznikla z né&jaké k-tice () nahrazenim néjakého baliku x za n,
tedy P = Q\{z}U{n} pro libovolnou z n—1—(k—1) = n—k mozngch voleb .
Pravdépodobnost, Ze z daného @ vznikne P, je % . % (musime se rozhodnout
nahrazovat a vybrat k nahrazeni pravé x). A pravdépodobnost, Ze jsme
v minulém kroku skonéili s jednim z n — k moznych Q, je (n — k)/(”;l)
Celkova pravdépodobnost, Ze po tomto kroku dostaneme P, je tedy

A tim je ditkaz spravnosti hotov. Na konci algoritmu pak budou mit vSech-
ny k-tice stejnou pravdépodobnost 1/ (J,Z ) a mame pozadovany vystup. Casova
slozitost algoritmu je O(N) a pamétova O(k).
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Alternativni FeSeni

Nahodnou k-tici miizeme vygenerovat také tak, ze vygenerujeme ndhodnou
permutaci balikil a z ni vezmeme prvnich £ prvki. To zni trochu zblatadolouznic-
ky — kdyz nemtzeme pouzit ani samotné N, kde bychom prisli k takové permu-
taci? Inu, opét inkrementalné. Budeme chtit na konci n-tého kroku drzet v ruce
ndhodnou permutaci prvka {1,...,n}. Zaéneme s trividlni permutaci obsahujici
pouze prvni balik a v kazdém kroku ji budeme chtit rozsifit o jeden prvek. Nyni
predpokladejme, Ze uz mame ndhodnou permutaci prvka {1,...,n —1}.

Chceme vygenerovat ndhodnou permutaci na {1,...,n}. Viimneme si, Ze
prvek n se mize vyskytovat stejné pravdépodobné na vSech pozicich a Ze pokud
ho prohodime s prvkem na n-té pozici, dostaneme na konci n a pred nim néa-
hodnou permutaci na {1,...,n — 1}. Lze to ale udélat i opa¢né: vzit ndhodnou
permutaci na {1,...,n — 1}, na konec pfidat n a pak ho prohodit s ndhodné
vybranym prvkem.

Tedy nadhodné permutace vyrabét umime. Ted ndm jesté zivot komplikuje
fakt, ze bychom na uloZeni takovéto permutace potfebovali O(N) paméti, coz si
uréité nemuzeme dovolit (kdybychom mohli, prosté si do ni nac¢teme cely vstup,
spoCitdme délku a vzorky vybereme pfimo). My si ovSem celou permutaci pa-
matovat nepotiebujeme — zajima nas jen prvnich k prvki a vSimneme si, ze pri
zadné z uprav neprenasime informaci z jednoho mista permutace na jiné. K to-
mu, abychom urcili, jak se zméni pocatecni isek permutace, ndm staci znat ten
a nové piidavany prvek. VSechny zasahy do prvki od (k+ 1) dal muzeme prosté
z programu vyhazet. Zbude algoritmus napadné podobny predchozimu:

from random import randint

def vyber(baliky, k):
buf [-1]1 * k
n =
for balik in baliky:
n+=1
# Zvolime misto pro pridavany prvek
r = randint(1, n)
if r <= k:
# Prohozeni popisované v freSeni:
# provedeme jen ty Casti, které
# zasdhnou prvnich k prvki.
if n <= k:
buf [n] = buf [r]
buf [r] = balik

o

Ulozeny zacatek permutace odpovida nasemu odkladisti, a ndhodné mista,
na kterd prohazujeme nové pridané prvky, jsou pfesné ndhodna r € {1,...,n},
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ktera generujeme v k-ticovém algoritmu. Tato verze se lisi vlastné jen tim, zZe
v k-tém kroku zaéind s ndhodnou permutaci balika {1,..., %k} namisto uspofa-
daného poradi. Ukazeme, Ze je to Gplné jedno.

Predstavme si, Zze permuta¢nimu algoritmu v k-tém kroku prosté ,,pod ruka-
ma“ nahradime nadhodnou k-prvkovou permutaci za (1,2,...,k) a zajima nas,
jaky to bude mit vliv na jeho dalsi pribéh. Urcité to nijak nezmeéni pozice bali-
kt s ¢islem vétS$im nez k — ty jsou vybirany pozdéji a nezavisle. Pozice prvnich
par balikti se urcité zmeéni, le¢ nas nezajimaji presné — zajima nas jen to, které
z nich zstanou na prvnich & mistech (bez ohledu na to, kde konkrétné). I to
se pochopitelné zméni: napf. pro k = 2, N = 3, pokud jsme puvodné po k-tém
kroku méli permutaci (2,1) a posledni balik nahradime tfetim, dostaneme na
konci k-tici {2, 3}, kdezto pokud ji nahradime setfidénym pofadim (1,2), skon-
¢ime na konci s {1, 3}. Podivejme se ale na to, jak postupné nahrazujeme baliky
{1,...,k} v poc¢atecnim useku jingmi. P¥i kazdé Gpravé permutace maji vSechny
,brezivsi“ z prvnich k balikd stejnou pravdépodobnost byt odsunuty na konec —
jinymi slovy, permutacéni algoritmus balik k vyfazeni vybird ndhodné. A pokud
na zacatku prvnich k balikii néjak jednorizové preusporadame, nebudou tyto
vybéry o nic méné ndhodné (spiSe k intuitivnimu nahlédnuti, poctivy dikaz by
dal trochu prace, klicovym je fakt, ze naSe preusporadéani a tyto ndhodné vybéry
jsou nezdvislé).

Pokud z permutacniho algoritmu odstranime prvnich k krokt a zacneme
(k 4+ 1)-nim s permutaci (1,2,...,k), ze vSech prohozeni uz se stanou pfifazeni
(vzdy bude alespont jeden prvek lezet mimo prvnich k) a dostdvame algoritmus
naprosto identicky s ptvodnim k-ticovym. Jen jsme k nému pfisli tak trochu
z jiné strany.

Poznamky

1) Vsichni fesitelé az na jednoho povazovali za dostateéné dokazat, ze kaz-
dy balik méa stejnou pravdépodobnost objevit se na vystupu. To ale jesté viibec
neznamend, ze kazda k-tice bude mit stejnou pravdépodobnost. Napft. pro k = 2
a N = 4 a algoritmus, ktery vraci se stejnou pravdépodobnosti dvojice {1,2} a
{3,4} se kazdy balik vyskytuje pravé v jedné ze dvou moznych dvojic, objevi se
tedy na vystupu se stejnou pravdépodobnosti 1/2 (dokonce ,tou spravnou, neb
k/N =1/2). OvSem uréité neni pravda, ze by vSechny dvojice ze ¢tyfech baliki
mély stejnou pravdépodobnost byt vystupem. Ba co vic, vétsinu (4) jich algorit-
mus vibec vygenerovat neumi! Misto Sesti dvojic se stejnou pravdépodobnosti
1/6 generuje dvé s pravdépodobnosti 1/2 a éty¥i s nulovou! A jedno takové Feseni
nam opravdu prislo. Samoziejmé chapeme, Ze to s teoril pravdépodobnosti na
stfednich skolach nebude nikterak slavné, procez jsme feSenim, kterd generovala
k-tice rovnomérné, ale pofadné to o sobé nedokazala (vétsina doslych), strhavali
jen jeden bod.
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2) Nektefi fesitelé pouzivali ke generovani ndhodnych ¢isel z rozsahu 0. .. m—
1 ve svych zdrojacich konstrukci rand() % m, kde rand() je funkce vracejici
nahodna éisla z néjakého fixniho velkého rozsahu 0... M — 1, typicky daného
maximélnim rozsahem celoéiselného datového typu (M je 23! & 253 pro Céckovy
int), a % operdtor modula. Pro m nesoudélné s M nebude vysledek takovéhoto
vyrazu Gpln€ rovnomérné nahodny, jak naznacuje pro piiklad M = 10, m = 4
obrazek nize:

rand() 0 4 89 _
rand()%4 (0123 [0123 0123

Vidime, Ze ¢isla 0 a 1 maji vétsi pravdépodobnost (3/10) nez ostatni (2/10),
nebot kdyZ rozdélime interval 0...9 na useky délky 4, objevi se i v poslednim
netiplném. Obecné maji ¢isla mensi nez M mod n pravdépodobnost [M/m] a
ostatni |M/m|. Tyto pravdépodobnosti budou stejné pravé tehdy, kdyz M/m
je celociselné. Obecné to, jak moc velkd nerovnomérnost bude, zalezi na pomeé-
ru (M mod m)/M. Za tuto technickou drobnost jsme pochopitelné nestrhavali
zadné body, ale pokud nékdy budete programovat néco hodné zavislého na rov-
nomeérné ndhodnych ¢islech, je dobré mit to na paméti.

Dalo by se to obejit tak, ze pokud ndm ,padne“ 8 nebo 9, tento vysledek
zahodime a zkusime to znovu (i opakované). Ale to neni pfedmétem této tlohy.
Bylo naprosto opravnéné predpokladat, ze umime generovat nahodna ¢isla z da-
ného rozsahu v konstantnim case. Pokud na to vas oblibeny jazyk nema zadnou
funkci, miizete si n&jakou vymyslet a v kédu tento fakt okomentovat (programy
jen ¢teme, obvykle se je nesnazime spoustét). V ptipadé této tlohy by bylo asi
nejjednodussi prosté misto zdrojaku poslat pseudokdd.

Martin Mares & Filip Stédronsky

25-5-6 Déleni dortu

Pfimocarym FeSenim je vyzkouSet vSechny mozné pribéhy hry a z nich vy-
brat ten nejlepsi. V prvnim tahu je na vybér N zptisobt jak tdhnout, v nésledu-
jicich N — 2 tazich jsou zptisoby pravé dva. Celkem tedy mame N2V ~2 moznych
scénaru hry. Ziskali bychom tedy feSeni s exponencidlni ¢asovou slozitosti.

Chceme-li se zbavit exponencidly, stoji za zamysleni otdazka, zda néco ne-
pocitdme zbyteéné. Opravdu nds pro ziskani vysledku zajimaji vSechny mozné
prubéhy hry?

Povsimnéme si nasledujiciho — jedinou informaci o pozici hry, kterd ma vliv
na volbu dalsiho tahu je aktudlni nesnédeny tsek dortu. Pro kazdy tsek délky
1 az N —1 existuje N pozic, kde tento tsek zacina. Usek reprezentujici cely dort
je pouze jeden, ale bude se ndm pro nase feSeni hodit uvazovat jej jako N riznych
asekt podle toho, kde pomyslné za¢in. Uvazujeme tedy N? tsekiL.
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Pro kazdy usek zjistime, kolik nejvyse miize hra¢ ziskat, pokud na tomto
dilku tahne jako prvni, a kolik, pokud tahne jako druhy.

Pro tseky délky 1 ukofisti prvni hrac¢ dilek odpovidajici tomuto tseku a
druhy nic. Pro tsek délky ¢ zacinajici na dilku ¢ a kon¢ici na dilku j ma hrac¢ na
tahu 2 mozZnosti — snist dilek na pozici 4, nebo j. V prvnim pfipadé bude zisk s;
(velikost i-tého dilku) plus zisk druhého hréce na tiseku délky ¢ — 1 koncicim
na pozici j, v druhém pripadé bude zisk s; plus zisk prvniho hrace na tseku
délky ¢ — 1 zac¢inajicim na pozici i.

Resenim tlohy pak bude nejvétsi hodnota z moznych ziskt na dilcich dél-
ky N. Hodnoty ziskd pro jeden dilek naznacenym zptisobem spocteme v kon-
stantnim &ase, ¢asova slozitost postupu tak bude O(N?). V&imnéme si, Ze si
sta¢l v prubéhu feSeni pamatovat pouze zisky pro useky délky ¢ — 1 a ¢, pak
ziskdme pamétovou slozitost O(N).

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-5-6.d

Lukads Folwarczny

25-5-7 Policejni koridor

K zadaniu tejto tlohy bola prilozend kucharka o tokoch v siefach. Malo vam
to napomoct, Ze tlohu treba riesit pomocou tokov. Toho ste sa skoro vSetci chy-
tili a pouzili kucharkovy Ford-Fulkersonov (F-F) algoritmus na vyrieSenie Tahsej
varianty. Viaceri z Vés ste ale vo svojich rieSeniach zabudli napisat alebo ste
nedosledne ¢itali, ze F-F algoritmus dostane kapacity na hranach a nie vo vrcho-
loch. F-F algoritmus si normélne s kapacitami vo vrcholoch neporadi, a preto je
najprv potreba graf upravit a previest kapacity z vrcholov na hrany.

Ale poporiadku. Najprv sa pozrieme, ako sa dala vyriesit Tahsia varianta.
Ulohou bolo zistif, ¢ sa d4 v neohodnotenom neorientovanom grafe zo Startu
(vrchol A) dostat do ciela (vrchol C) cez sklad (vrchol B) s tym, Ze niektoré
vrcholy moZzeme navstivit iba raz (tie, na ktorych je policia).

Hned na zaciatok si moézeme v§imnut, Ze neméa vyznam fubovolnym vrcholom
prechédzat viac ako dva krat (ak je to mozné). Ak sme navstivili nejaky vrchol
treti krat, znamena to, ze sled, ktorym prechadza ten vrchol, ma dve slucky.
Vrchol B potrebujeme navstivit iba raz, a teda jedna z tych sludiek bude urcite
zbyto¢né. Mozeme ju zo sledu vyhodif a vrchol navtivime uz iba dva krat. Z toho
vyplyva, ze kazdy vrchol ndm staci navstivit maximalne dva krat a neprideme
tym o ziadne riesenie.

KedZe nasim cielom je na tto tlohu pouzit F-F algoritmus, musime sa naj-
prv vysporiadat s policajtmi vo vrcholoch. Vrcholy podrozdelime. Kazdy takyto
vrchol nahradime dvojicou novych. Do prvého nového vrcholu budua viest vSet-
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ky hrany, ¢o viedli do povodného vrcholu, z druhého nového vrcholu budu viest
hrany, ktoré viedli z pévodného vrcholu. Tieto dva nové vrcholy spojime hranou.

Tym sa nasa tloha nezmenila, iba sme obmedzenie na navstivenie vrcholov
presunuli na hrany. Pocet hran sa zvysil maximalne o pocet vrcholov, ¢o nam
ni¢ nezhorsi. Kedze graf v zadani bol neorientovany a F-F algoritmus pracu-
je s orientovanymi hranami, kazdu (neorientovant) hranu nahradime dvojicou
orientovanych.

Dalej si vytvorime novy vrchol (ozna¢me D) a spojme ho s A a C. Na obe
hrany, ktoré z vrcholu D vedu, postavime policajtov. Potom moézeme nasu ulohu
preformulovat na najdenie dvoch ciest z vrcholu B do D s tym, Ze mozeme prejst
kazdou hranou, na ktorej je policajt, maximélne raz. Kedze na hranich C-D a
A-D st policajti, nie je mozné, aby obe cesty viedli po spolo¢nej jednej hrane
do D.

Teraz uz modzeme pouzit F-F algoritmus. Kapacita hrany ndm bude udéavat,
koTko krat cez niu mozeme prejst. Hrany, na ktorych st policajti, budi mat kapa-
citu 1. Kedze hladdme prave dve cesty medzi A a D, kapacita vicsia ako 2 nema
vyznam (aj z toho dovodu, Ze kazdy vrchol nam stadi navstivit max. dva krét).
Za zdroj zoberieme vrchol B, za stok vrchol D.

Spustime F-F algoritmus a ten nam vrati maximalny tok v tom grafe. Ak
bude tok nulovy, znamen4 to, ze neexistuje ziadna (zlepSujica) cesta z B do D,
a teda z B sa nevieme dostat ani do A a ani do C. V tom pripade iloha nema
rieSenie. Ak tok bude velkosti jedna, znamend to, Ze existuje nejaka cesta z B
do D, ale neexistuju tie cesty dve, ktoré by spliiali podmienku policajtov. Teda
z B sme sa nevedeli dostat bud do A, alebo do C, kedZe na oboch hranich pred
vrcholom D st policajti. Ani v tomto pripade rieSenie zjavne neexistuje.

VVVVV

Ze, lebo sucet kapacit hran, ktoré veda do stoku, je 2. Ak nam F-F nasiel tok
velkosti 2, znamend to, ze kazdou hranou, na ktorej je policajt, prechddzame
maximélne raz a mame dva sledy z B do D, ktoré su disjunktné na hranéach
s policajtmi. Teda nutne existuje sled z A do B a aj sled z B do C' a pritom
plati, Ze kazd4 hrana, na ktorej st policajti, sa vyskytne v sledoch A-B a B-C
maximdlne raz. Teda v tomto pripade, ked existuje tok o velkosti 2, loha ma
rieSenie.

Ak tieto dva sledy chceme vypisat, mdZeme pouzit rovnaky algoritmus ako
na vypisanie hranovo disjunktnych ciest, ktory je popisany v kucharke.

Uloha sa d4 aj priamo previest na hladanie hranovo disjunktnych ciest. Zdroj
a stok zoberieme rovnaky ako vysSie a podrozdelime tentokrat kazdy jeden vr-
chol, éim opét presunieme policiu na hrany. Hrany, na ktorych policia nestoji,
zdvojime a potom postavime policiu na kazdu jednt hranu. Zdvojenim sme za-
bezpecili, Ze sa medzi vrcholmi d4 prejst aj dva krat a teda pridanim policie
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na kazda hranu ni¢ nepokazime. A teraz, ked uz budi mat vSetky hrany svoj-
ho policajta, mozeme im nastavit kapacitu 1 a pouzit kuchérkovy algoritmus
na hladanie hranovo disjunktnych ciest. V tomto pripade potrebujeme dve hra-
novo disjunktné cesty zo zdroju do stoku, ¢o bude ekvivalentné s existenciou
rieSenia lahSej varianty tlohy.

Pozrime sa eSte na casovi zlozitost. Treba ndm najst tok o velkosti 2. To
znamend, Ze potrebujeme spravit max. dve iterdcie F-F algoritmu. Teda ndjst
max. dve zlepSujice cesty. Najst zlepSujicu cestu vieme prehladanim do Sirky.
Teda casova zlozitost celého algoritmu bude rovnakéa ako jedna iterdcia F-F a
bude to linedrne od poc¢tu hrén a vrcholov. Pamifova zloZitost taktieZ.

Podme sa teraz pozriet na fazsiu variantu tohto prikladu. V nej bolo po-
trebné zo vsetkych ciest z A do C cez B néjst ti najkratsiu, ktord by splitovala
podmienku policajtov. Ako prvé by nds mohlo napadnuf pouzit rovnaky algo-
ritmus ako pri TahSej variante a upravif hladanie zlepSujtcich ciest tak, aby sme
vyberali vzdy tu najkratsiu.

Vyzera, ze by to mohlo fungovat, ale je v tom hac¢ik. Niekedy pri hladani
zlepsujlicej cesty sa ndm oplati tlacit tok po nejakej hrane spat. A teda nemdzeme
hladat zlepSujicu cestu, ktord bude najkratsia v pocte hran. MozZe existovat neja-
tlacit tok spat. Po pridani takejto zlepSujucej cesty uz nebude po tych hranach
ni¢ tiect, a teda tie hrany, po ktorych sme tlacili tok spit, nechceme zapodcitat
do dizky vyslednej cesty medzi A-C' (pretoZe po nich nakoniec nepojdeme). Ba
naopak potrebujeme ich odpocitat, lebo v nejakej predchadzajicej iteracii hla-
dania zlepSujticej ceste sme ich do dlzky cesty pripoéitali a teraz uz po nich nié
netecie. Teda v jednej F-F iteracii z pomedzi vSetkych zlepsujtcich ciest potre-
bujeme vybrat taku, ktora bude mat sicet ohodnoteni hrdn najnizsi.

V prvej iterdcii za¢iname s nulovym tokom, a teda tu nam staéi najst naj-
kratsiu zlepSujucu cestu (po ziadnej hrane nebudeme tlac¢it tok spéit, kedze je
nulovy). Pred zac¢iatkom druhej itercie, bude po v8etkych hranéch tiect tok bud
0, alebo 1. V pripade, Ze budeme chciet ist v druhej iterdcii po hrane, po kto-
rej zatial ni¢ netecie, ohodnotenie hrany bude nadalej 1. V pripade, Ze budeme
chciet ist po hrane po smere toku (velkosti 1), potom ohodnotenie hrany bude
tiez 1. V pripade, Ze budeme chciet ist po hrane proti smeru toku (velkosti 1),
tak ohodnotenie takejto hrany bude —1. Tym docielime, Ze ak po hrane budeme
tok tlacit spif, tak sa nam naozaj znizi aj dizka cesty A-C presne o tok, ¢o pred
tym po tej hrane tiekol. A teda ohodnotenie hran nam bude udavat dlzku cesty
medzi A-C.

Néajdenie zlepsujtcej cesty bude spocivat v najdeni najkratSej cesty s nasim
novym ohodnotenim hran. Na to ale nemdzeme pouzit obycajné prehladavanie
do &irky, kedze to nefunguje na grafe so zdpornymi hranami. Budeme musiet
pouzit napr. Bellman-Fordov algoritmus, ktory si poradi aj so zapornymi hrana-
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mi. Opét budeme potrebovat spravit dve iterdcie F-F algoritmu, ale s ipravou
hladania zlepsujicej cesty. Casové zlozitost Bellman-Forda je linearna od stéinu
poc¢tu hran a vrcholov, ¢o je aj vyslednd zloZitost celého algoritmu.

Nie je to ale optimélne riesenie. Brzdi nds prédve hladanie najkratSej cesty,
kde ohodnotenie hrdn moze byt zaporne. Existuje ale spésob ako sa tomu vyhnut.
Trik spoéiva vo vhodnom ohodnoteni hran pri hladani zlepsujtcej cesty. Je to uz
ale nad ramec nasho riesenia.

Pavol ,Pali“ Rohdr

25-5-8 Boxy, z TEXu ven!

Prvni tkol nebylo tézké vymyslet. Stacilo v upravené vystupni rutiné vy-
prazdnit box 255 tak, aby se nikam nevypsal. Naptiklad jste mohli pouzit ptikaz
\setbox0{\box255%}. Tedy, to bylo jadro tkolu, pak bylo potfeba zajistit, abyste
tim nic nerozbili.

1. Vysypani diive vypsaného materialu. Bylo potfeba vlozit na pfislusné misto
\vfilleject. D4 se i napsat cyklus, kdyby po vysypani posledni strany
jesté néco zbylo, ale nebylo to nutné. Makro \stopoutput se tedy smi volat
jen na takovém misté, kde se smi objevit konec strany.

2. Ulozeni ptivodni vystupni rutiny. Zde bylo potieba naptiklad zakazat vnore-
ni, nebo néjak chytie vynutit, aby se makra \stopoutput a \startoutput
chovala jako tfeti typ zavorek.

3. Bylo tfeba nulovat proménnou \deadcycles, aby si TEX nemyslel, Ze se mu
vystupni rutina zacyklila.

4. Vysypani vysazeného materidlu pfed \startoutput, tedy vlozit i tam bylo
potfeba \eject.

Nebo jste mohli pfedefinovat \shipout, aby misto vypisovani boxt svij
materidl zahazoval. Zde je jenom potifeba védét, ze nékteré zbésilejsi pluginy
také predefinovdvaji \shipout a dat si pozor na kolize. TaktéZ je potieba na
spravnych mistech vlozit \eject.

\let\primitiveshipout\shipout
\newbox\stopoutputbox
\def\stopoutput{%
\vfilleject
\def\shipout{%
\deadcycles=0\setbox\stopoutputbox
YA
}
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\def\startoutput{’
\vfilleject
\let\shipout\primitiveshipout
}

Jesté jednodussi verze, le¢ také funkéni (v béznych piipadech), vypadala
takto:

\newbox\stopoutputbox

\def\stopoutput{%
\setbox\stopoutputbox\vbox\bgroup

}

\let\startoutput\egroup

Kazdy pristup ma své ply a miny, zalezi na tom, co si od maker slibujete.
Pfesnd sémantika timyslné nebyla zadana, abyste si mohli vybrat. Kdyz jsem
pred ¢asem psal podobné makro pro ucely extrakce vzorcu pro web, pouzil jsem
prvni variantu s par dalsimi specifiky pro nase letaky, a kazdy extrahovany vzorec
pak je samostatnou strankou, se kterou se pracuje dal.

Zlaty hiebicek posledniho dilu seridlu v kolu 2 jste uspésné zatloukli. Jak
sazet do vice sloupct?

0. Otevieme skupinu (\begingroup), aby vSechny zmény, které napachdme,
zustaly lokalni.

1. Predefinujeme vystupni rutinu tak, aby sviij vystup odlozila do specidlniho
boxu. Pak ukoncime stranku, ¢imz si dosud nevysazeny material ulozime
stranou.

2. Predefinujeme rozméry stranky, aby odpovidaly situaci, kdy se pod sebe na-
skladaji vSechny sloupce, které se maji na strané objevit. Upravime vystupni
rutinu, viz nasledujici body.

3. Kdyz je ve vystupnim seznamu dostatek materialu, spusti se vystupni rutina,
kterd sloupce nakraji na spravnou vysku a nasazi vedle sebe. Zbytek se
vraci do zpracovani v dalsim cyklu. Je potfeba nezapomenout na vraceni
odlozeného materidlu na spravné misto.

4. Na konci vicesloupcové sazby je nakonec potieba oSetfit pripady, kdy celd
sekce vyjde na jednu stranu, nebo by se vesla, ale musi se rozdélit mezi dvé
strany.

5. Drobna vyhybka na zac¢atku \multicolumn za pomoci podminky \ifinner
vybird mezi vnitini verzi (jako v minulé sérii) a vnéjsi, kterd mtze byt pfes
vice stran.

6. Zavieme skupinu, aby vSechny napachané zmény zustaly lokalni. Tim jsme
si zajistili, aby se ndm to pfi vnorovani nerozbilo tplné.
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Co se ty¢e vnofovani, uplné stacilo, kdyz jste vnitini vicesloupcovou ¢ast
vysazeli bez déleni, jako podle minulé série. Hlavné slo o to, aby se to timto
vnorenim celé nerozbilo.

V feseni se nakonec proti ptivodnimu planu objevilo primitivum \pageto-
tal. To fika, kolik materidlu se uz nashroméazdilo k vysypani do tisku. Ob¢as se
to muze hodit, napfiklad ve chvili, kdy je potfeba na konci vicesloupcové sekce
zjistit, jestli se cely vysledek vejde na stranku, nebo je potfeba lamat.

Zdrojovy text maker:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/25-5-8.tex

Reseni tikolu 3 pak bylo pfimoéaré. Takova oddychovka.

\def\defrgbcolor#1#2{J,
\def#1{\pdfliteral{#2 rg #2 RG}}/

}

\def\defcmykcolor#1#2{%
\def#1{\pdfliteral{#2 k #2 K}}%

}

\def\defgrayscalecolor#1#2{J,
\def#1{\pdfliteral{#2 g #2 G}}%

}

A to je, mili pFatelé, pro letosek vSechno. Doufam, Ze jste se TEXu nezalekli a
pristi rok budou vase Feseni (nejen) KSP ¢isté a tthledné vysazena vasim vlastnim
makrobalikem.

Prisel ¢as se s vami, mili Tesitelé, rozloucit. Napresrok uz organizovat ne-
budu, misto mé bude jiny, mladsi, ale to bude sekac ... Dékuju vam za krdsnd
resent, rdd jsem s vami usel kus vasi cesty ku védeéni a k uméni programovdni.
Mnoho stésti a hezké prdazdniny vam preje autor seridlu

Jan ,Moskyto“ Matéjka
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