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Uvod Roénik dvacaty Sesty, 2013/2014

Uvod

Korespondenéni semind¥ z programovani (déle jen KSP), jehoz dvacéty Ses-
ty ro¢nik se vam dostava do rukou, patii k nejznaméjsim aktivitam poradanym
MFF pro zajemce o informatiku a programovani z fad studentt stfednich skol.
Resenim tloh naseho seminafe ziskavaji stiedoskolaci praxi ve zdolavani nej-
ruznéjsich algoritmickych problémi, jakoz i hlubsi ndhled na mnohé discipliny
informatiky.

Roé¢nik KSP je obvykle rozdélen do péti sérit, neboli kol. Béhem kazdé roze-
Sleme FeSiteltim zadani vétsinou osmi tloh okofenéné pribéhem. Posledni tloha
je tvorena tzv. seridlem, coZ je povidani o néjakém zajimavém informatickém
tématu prolinajici cely ro¢nik. V této rocence je seridl vyclenén z ostatnich tuloh
a uveden pohromadé.

Na sepséani feSeni v klidu domaciho krbu a odevzdéni pres nase stranky nebo
postou byva nékolik tydni. Poté vse opravime, vysledkovou listinu se vzorovymi
feSenimi vystavime na Internet a posleme postou s dalsi sérii.

Zavére¢nym bonbdénkem je pak tydenni soustredéni nejlepSich TeSitelu se-
minéafe, konané obvykle na zaatku nasledujiciho roéniku. Ucastnici soustFedéni
zaziji bohaty program — aktivity ryze odborné (pfedevsim prednasky na rtiznd
zajimavé témata), ryze neodborné (kupiikladu hry a soutéze v pfirodé) i riizné
kombinace obojiho. Pro zac¢inajici fesitele tradi¢né poradame o trochu kratsi jar-
ni soustfedéni, kam muze jet kterykoliv stfedoskolak se zdjmem o programovani
¢i informatiku, i kdyz t¥eba jesté nic nevytesil.

I letos jsme pro fesitele pfipravili nekolik novinek: podarilo se vedle hlav-
ni kategorie vytvorit i kategorii zacatecnickou, kde si na své prijdou zacinajici
fesitelé. Pro zacatecniky také pokracujeme v tradici zvefejiiovat lehéi, mnohdy
navodné, varianty tloh v hlavni sérii. Dale byla spusténa programatorska en-
cyklopedie,! kde lze vedle programatorskych kuchaiek nalézt i kratsi élanky na
rizna informaticka témata.

Mimo jiné jsme opét zorganizovali on-line soutéz Kasiopea.? Také jsme
zvladli v pribéhu roku prednéset na stfednich skolach pifi Putovnich prednas-
kach.?

http://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/|
http://ksp.mff.cuni.cz/akce/kasiopea/
http://ksp.mff.cuni.cz/akce/putovni-prednasky/2013/|
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(Nejen) u tiloh v této knize lze zahlédnout tyto znacky oznacujici typ tlohy:

@ Takto oznacenou tlohu povazujeme za TeSitelnou i pro zacatecniky, zkuSeni
fesitelé ji jisté zvladnou levou zadni. Pro jeji vyfeSeni by nemély byt potteba
zadné specialni znalosti.
A Aby si i pokrodili pfisli na své, zafazujeme nékdy do zadani tézkou tlohu,
kterd se mize stat leckomu no¢ni murou. Na jeji pokofeni jsou ¢asto potieba
hlubsi znalosti algoritmi a datovych struktur, odménou je vsak vyssi bodovy
zisk.
l% Této tloze fikame praktickd, jelikoz neni potfeba popsat algoritmus, jen ho
naprogramovat a odevzdat pfes Internet. Blizsi informace naleznete pfimo
v jejim zadani.
V kazdém roc¢niku KSP rozebirame na pokracovani néjaké zajimavé infor-
matické téma do hloubky. Posledni tloha série je pokracovanim takového
seridlu — obsahuje kromé samotného zadani jesté text, ve kterém se mizete do-
zvédét o tématu néco nového. Jelikoz dily seridlu na sebe navazuji, vyplati se mit
nastudované i predchozi série.
@ Protoze chapeme, zZe k ,,uvatfeni“ feseni jsou ¢asto potieba znalosti zakladnich
algoritmi a datovych struktur, obvykle téz ptrikladame do kazdé série tzv.
kuchaiku, ze které se miizete takové véci nauéit. Casto je také v zadani tiloha,
jiz 1ze Tesit algoritmem z kuchaiky. A pozor — dalsi kuchatky najdete na nasich
webovych strankach.

@ Déle timto symbolem oznac¢ujeme mista, jejichZ pochopeni muze vyzadovat
vétsi zamysleni, pripadné néjaké predchozi znalosti.

Chcete-li se na cokoliv zeptat, at uz ohledné seminére, studia na nasi fakulté
nebo néjakého informatického ¢i programatorského problému, nevahejte a napiste
nédm na diskusni férum na strance |ittp://ksp.mff.cuni.cz/forum/| nebo na nasi
postovni adresu:

Korespondenéni seminaf z programovani
KAM MFF UK
Malostranské namésti 25

118 00 Praha 1l

e-mail: ksp@mﬁ”.cuni.ca

www:  |hittp://ksp.mff.cuni.cz/|
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Zadani uloh KSP-Z
Prvni série

Ulohy oznacené piktogramem pocitace byly zaddny jako praktické. To znamend,
ze na webu byly umistény sady vstupt a soutéznim ukolem bylo odevzdat sprdvné

v sy

vystupy. Generovdni vystupu bylo cisté na volbé ucastniki.

26-Z1-1 Kevin a magnety 8 bodu

E‘ Kevin ma v krabicce N magnett — obycejnych magnetickych tycek, které
maji na jednom konci pdl + a na druhém -. Jednoho dne se rozhodl, zZe si
v nich udéla poradek.

Jeden po druhém magnety vyndaval z krabicky a pokladal je do fady na
stiil. Nékdy se spojily k sobé (pokud se setkaly opa¢nymi pdly), jindy se mezi
nimi zase vytvorila mezera.

Kevina by zajimalo, do kolika ¢asti se mu magnety spojily.

Tvar vstupu: Program na vstupu dostane na prvnim fadku ¢islo N (1 <
N <1000000). Kazdy z dalsich N fddkid bude obsahovat bud fetézec +-, nebo
-+ udavajici, kterym smérem Kevin magnet polozil.

Tvar vystupu: Na vystup vypiste jediny fadek obsahujici jedno celé ¢islo:
pocet oddélenych c¢asti, do kterych se magnety spoji.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
4 3
+_
+_
—+
+_
26-Z1-2 Piskvorky 10 bodu

g} Kevin sedi na hodiné déjepisu. Bitvy, letopocty, désna nuda. Radéji si hraje
se svym novym smartphonem a piSe si s kamaradkou Séarou, kterd se ve
vedlejsi tFidé nudi na hodiné matiky. Aby si zkratili dlouhou chvili, rozhodli se
hrat piskvorky.

Jejich aplikace na piskvorky ale neni dokonald a neumi poznat, jestli uz
nékdo vyhral. To si Kevin se Sarou uvédomili az po néjaké dobé, a tak by je nyni
zajimalo, kolikrat kdo z nich vyhral. Kevin ma krizky a Sara kolecka.

Tvar vstupu: Na vstupu dostanete ¢isla S a R udavajici sitku a vysku hraci
plochy (1 < R, S <1000). Na dalsich R fadcich bude vzdy S znakt X, 0 nebo .,
kde X znamena kiizek, 0 kolecko a . znamena prazdné policko hraci plochy.

8



Zadani aloh KSP-Z — 1. série

Tvar vystupu: Na vystup vypiste jediny fadek se dvéma celymi ¢isly oddéle-
P R e el e . " . o . KSP-Z
nymi mezerou: po¢tem pétic kiizki a poctem pétic kolecek. Pétice mohou lezet

v libovolném fadku, sloupci, nebo thlopficce. ,
zadani

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:
6 6 4 3
XXXXX0
.X..0X
..X0.X
..0X.X
.0..XX
00000X

26-Z1-3 Zamilovany dopis 10 bodua

EI Kevin piisobi jako bubenik ve studentské rockové kapele Velkd tlama. Kapela
béhem svého prvniho vefejného koncertu sklidila ohromny tspéch. Dalsi den
Kevin objevil ve schrance K dopist. Mezi vSemi nudnymi ufednimi dopisy jeden
vy¢nival. Byl navonény a na obalce mél nakreslené ruzové srdicko. Ten si okamzité
precetl. Byl od fanynky!

Takové dopisy Kevin nedostava kazdy den. Obsah dopisu si tak hned slovo
od slova zapamatoval. Bohuzel pak pfi cesté do skoly prselo a dopisy Kevinovi
zmokly. Nekteré se staly témér necitelnymi. I tak se ale snazil a pfecetl z nich, co
jen 8lo. Posloupnosti téchto znakt si zapsal. Nyni by chtél védét, ktery z téchto
dopistt by mohl byt onim dopisem se srdickem.

Tvar vstupu: Na prvnim rfadku vstupniho souboru bude zadan text piuvod-
niho dopisu, jehoz délka bude nejvyse 300000 znaki. Na druhém fadku bude
zadéno ¢islo K udévajici celkovy pocet dorucenych dopisi (1 < K < 50). Na
kazdém ze zbylych K fadkt bude posloupnost maximélné 300000 znakd, které
se Kevinovi z daného dopisu podarilo precist. VSechny znaky dopisi budou slo-
zeny z malych a velkych pismen anglické abecedy a znaku ., ,, _, kde _ oddéluje
jednotliva slova.

Tvar vystupu: Vypiste K tadkd vystupu. Na i-ty fadek umistéte fetézec
ANO, pokud i-ty dopis mize byt onim dopisem se srdickem. To znamend, zZe i-ty
dopis lze z ptivodniho dopisu vytvorit vynechanim nékterych znakt. V opac¢ném
pripadé vypiste retézec NE.



KSP-Z

zadani
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Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
Horoucne_Te_miluji,_Kevine. NE
5 ANO
Horoucne_Te_milujeme, _Kevine. NE
nemiluji ANO
MILUJI. ANO
Hor___eve.

Horce_Te_miluji,Kene.

26-Z1-4 Hroch v jezere 12 bodu

g} Kevin po odpolednich hraje pocitacovou hru Hroch v jezefe. Ve hie pla-
ve s hrochem ve velkém jezere, ze kterého se tu a tam vynofuje ostrivek.
Nékteré ostrivky jsou pusté, na jinych se nachazi hrosi laskominy — jidlo vSeho
druhu. Cilem hry je doplavat s hrochem na ostrivek s co nejvétsim mnozstvim
jidla a mezitim nevylézat z vody.

Ostrov je souvisla oblast poli¢ek pevniny, kde policka povazujeme za spoje-
n4, pokud se dotykaji hranou (nikoliv pouze rohem). Hroch muZe plavat nahoru,
doli, doleva a doprava.

Tvar vstupu: Na prvnim fadku vstupu dostanete ¢isla S a R udavajici sitku
a vysku mapy hry. Na kazdém z dalsich R fadkt bude S znakd, pficemz:
® . znamena, Ze na policku je voda,
® # znamend, Ze na policku je pevnina bez jidla,
® J je pevnina s jidlem,

e H je policko, kde hroch zacina.

Zarucujeme, Ze na vstupu bude pravé jedno poli¢ko se znakem H.

Tvar vystupu: Na vystup napiste jediné celé ¢islo udavajici nejvétsi mnoz-
stvi jidla na ostrove, ke kterému se hroch muze ze své startovni pozice doplavit
povolenymi zptisoby bez toho, aby mezitim vystoupil z vody.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

10 8 6
JJH##L#LTH#
CCHEH L JH.

#IJJ#. . #.
CLHHEL LT

+H*
GH GO GG

10



Zadani aloh KSP-Z — 1. série

Zbyvajici ulohy (bez piktogramu pocitace) byly zaddny jako teoretické. U nich KSP-Z

bylo nutné vymyslet algoritmus a slovné jej popsat.

zadani

26-Z1-5 Ukol z geometrie 12 bodu

Kevin a jeho spoluzéci dostali na hodiné geometrie nasledujici ukol. Maji
zadanych N bodi na ose x. Je tfeba kazdé dva po sobé jdouci body spojit horni
pulkruznici. Kevin se podival na posloupnost ze zadani a zacal pfemyslet, jestli se
nékteré dvé pulkruznice protnou. Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery
pro zadanou posloupnost N bodt odpovi ANO, pokud se nékteré pulkruznice
protinaji, a NE, pokud nikoliv.

Na prvnim obrazku je ptiklad pro posloupnost 0,8,20, 14,18 a na druhém
pro posloupnost 0,12, 4,10,20. V prvnim se kruznice neprotinaji, v tom druhém
protinaji.

26-Z1-6 Nezbedni skfitci 14 bodu

Kevin byl na vanocnich trzich a co nesehnal — opravdové, zivé vanoc¢ni sktit-
ky! Tomu nemohl odolat a hned si jich N koupil. Dokonce byl kazdy jinak velky.

Aby mu neutekli, vyrobil si pro né do-
ma fadu N klicek a kazdého do jedné zavtel.
Zavreni skiitci ale délali priserny kraval a ne-
ustale si stézovali, ze vedle sebe nemaji po-
dobné velké kamarady, se kterymi by si mohli
povidat.

Tak se Kevin rozhodl, ze je v klickach se-
radi podle velikosti. Pro poradek vzdy vynda
jen dva skiitky a vymeéni jejich pozice.

Navrhnéte algoritmus, ktery ma Kevin
pouzit, aby skritky sefadil podle velikosti od
nejmensiho po nejvétsiho na co nejméné pro-
hozeni.

Priklad: Pokud mame tii skiitky zavie-
né v klickdch v pofadi: 3,1,2 (¢im vétsi éislo, tim vétsi skiftek), tak je mizeme
sefadit na dvé prohozeni. Nejdfive prohodime skfitka 3 se skiitkem 1 a poté
skritky 3 a 2.

11
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zadani
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Druh4 série

26-Z2-1 Had z domina 8 bodu

Kevinova mala sestra Zuzka dostala k Vanocim domino. Zatim ho neumi

hrat, tak kostky jenom sklada do réiznjch tvart.. Uplné nejradéji z nich stavi
tlustého hada — vezme N kostek, postavi je do jedné dlouhé rady a priklada je
k sobé delsi stranou.

Se svym vytvorem se pfisla pochlubit Kevinovi. Toho ale vic nez had zaji-
mala samotna ¢isla na ném. V hadovi by chtél otocit pravé jednu kostku o 180°
tak, aby prvni i druhy fadek hada mély sudy soucet. Kolika zpisoby toho miize
dosahnout?

Tvar vstupu: Na prvnim Fadku dostanete ¢islo N udavajici délku hada, kte-
rého Zuzka vytvorila (1 < N < 1000). Na dalsich dvou fadcich bude na kazdém
N cisel z rozmezi 0 az 9 oddé€lenych mezerou.

Tvar vystupu: Na vystup vypiste jedno celé ¢islo K udavajici, kolik je moz-
nosti, jak otoc¢it pravé jednu kostku tak, aby byl soucet v obou fadcich sudy.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
6 4
124923
373213
5 0
23134
21278

12



Zadani aloh KSP-Z — 2. série

26-Z2-2 SADO 10 bodu B¢y WA

E‘ Spoleéné s Kevinem, Sarou a Petrem jdete na tymovou matematickou soutéz
jménem SADO. Hned na za¢atku jste dostali nasledujici tlohu a ostatni po
vas chtéji jeji feseni.
Kolik celych ¢isel z uzavieného intervalu [a, b] je délitelnych ¢islem z a za-
roven ¢islem y?

zadani

Tvar vstupu: Na vstupu dostanete na jednom fadku ¢tyfi celd c¢isla a, b, z,y
oddélens mezerou (1 < a <b < 10%, 1 < 2,y < 10°).

Tvar vystupu: Na vystup vypiste jedno celé ¢islo, které bude odpovédi na
vyse polozenou otazku.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
190 35 6
26-Z2-3 Sifrovana zprava 10 bodu

E‘ Nezbednice Sara uz zase lelkuje ve Skole. Misto toho, aby dévala pozor, pise
Sifrovanou zpravu pro Kevina. Nejdrive z pismen anglické abecedy a bez
mezer napiSe puvodni zpravu, pak kazdé pismeno nahradi jinym. Stejnéd pismena
jsou vzdy nahrazena stejné a rtizna pismena jsou naopak vzdy nahrazena riiznymi
pismeny. Takové siffe se obvykle fika jednoducha substituce.

Po vas by chtéla zkontrolovat, zda nékde neudélala chybu. Dostanete text
puvodni zpravy a jeho zaSifrovanou podobu a mate ovérit, ze kazdé dva stejné
znaky se zaSifruji na stejny znak a kazdé dva riazné na rizny znak.

Tvar vstupu: Na prvnim fadku vstupu bude ¢islo N udéavajici délku zpravy
(1 < N < 109). Na druhém f4dku dostanete ptivodni zpravu slozenou z N velkych
pismen anglické abecedy. Na tfetim, poslednim, fadku dostanete zaSifrovanou
zpravu slozenou také z N velkych pismen anglické abecedy.

Tvar vystupu: Pokud zprava neni zasifrovand spravné, vypiste na jediny
rfadek vystupu slovo NE. Pokud je zaSifrovand spravné, na prvni fadek vypiste
slovo ANO a na druhy vypiste bez mezer 26 znaku, které budou udavat, na co se
zaSifruji kterd pismena ze vstupu.

Prvni bude udavat, na co se zasifruje pismeno A, druhy, na co se zaSifruje
pismeno B a tak dale, az posledni bude udavat, na co se zaSifruje pismeno Z.
U pismen, kterda se v ptivodni zpravé nevyskytuji, si mizete vybrat libovolné.
Stale vsak musite dodrzet, Ze se rizna pismena zasifruji rizné.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
18 ANO
AHOJKEVINEJAKSEMAS XDEGYHIOZNKJFCBLPQARSWMTUV
XOBNKYWZCYNXKAYFXA

13
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QWA 26-72-4 Zivotné& dulezita tloha 12 bodu

_ Kevinovi se po silvestrovské noci zdél fakt divny sen. Byl vsazen do piisné
s E‘ stfezeného zaléfe a odsouzen k vyhladovéni. Kruty to osud! Nastésti ale
svitala nadéje, v rohu byl maly nenapadny poklop vedouci ke svobodé. K jeho

otevieni ale bylo potfeba zadat na ¢iselném zamku odpovéd na nésledujici tlohu.

Mame zadanou posloupnost N celych ¢isel. Prvek ma v posloupnosti arit-
meticky vyskyt, pokud se v ni vyskytuje pravidelné. To znamena, ze pokud si
vezmeme indexy jeho vyskyti v posloupnosti, tak tyto indexy tvori aritmetickou
posloupnost, tj. rozdil kazdych dvou po sobé jdoucich indexi je stejny. Tomuto
rozdilu se 1ikéa diference.

Vypiste ve vzestupném poradi vSechny prvky, které maji v posloupnosti
aritmeticky vyskyt, a navic ke kazdému z nich i jeho diferenci. Pokud se prvek
v posloupnoti vyskytuje pouze jednou, ma aritmeticky vyskyt s diferenci 0.

Tvar vstupu: Na vstupu na prvnim rfadku dostanete délku posloupnosti NV
(1 < N < 10%). Na dalgich N fadcich budou jednotlivé prvky posloupnosti
v rozmeni —10? az 10°.

Tvar vystupu: Na prvni fadek vystupu vypiste pocet prvka K, které maji
v posloupnosti aritmeticky vyskyt. Na dalsich K radka vypiSte ve vzestupném
poradi jednotlivé prvky. Kazdy radek bude obsahovat hodnotu prvku, mezeru a
jeho diferenci.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:

6 2

1 10
2 2 2
3

2

3

3

26-7Z2-5 Nedopité sklenicky 12 bodu

Kevin se cely vydéseny probudil, oplachl se vodou a $el do kuchyné. Tam na
stole nasel fadu NN nedopitych sklenicek Ssampanského. Je to divné, ale sklenicky
byly sefazeny podle toho, kolik v nich jesté zbyvalo, a v lahvi navic bylo dalsich
K mililitrtt Sampanského. To by chtél Kevin nalit pravé do jedné ze sklenicek
tak, aby se hladinou co nejvice priblizil jiné skleni¢ce. Do které sklenicky jej ma
nalit?

Jinymi slovy: Vasim tkolem je v setfidéné posloupnosti najit dvé ¢isla (ne-
musi byt nutné tésné za sebou), jejichz rozdil se co nejvice blizi ¢islu K. Na-
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vrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery tato ¢isla najde. Pokud existuje vice
takovych dvojic, staci nalézt libovolnou z nich.

26-72-6 Cteci hlavy 14 bodu

Kevin od tatinka dostal dlouhou magnetickou pasku s nékolika vyznacenymi
misty a k tomu ¢teci hlavy. Kazda c¢teci hlava jezdi nad paskou a dokaze z ni
¢ist informace. Hlava v kazdém kroku mutize bud stat na misté, popojet o jedno
policko doleva, anebo popojet o jedno policko doprava. Pak preéte informaci
z policka, kde zrovna je, a cely postup se opakuje.

Zaroven je na pasce N mist, kterd chceme pomoci hlav precist. Mate zadané
soufadnice mist k precteni a pocatecni souradnice hlav. Na kolik nejméné krokii
1ze vSechny zadané segmenty precist?

Ukol 1 [5b]: Ctete pomoci jedné hlavy.

| Ukol 2 [9b]: Ctete pomoci dvou hlav.

Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus na spocitani miniméalniho potfebné-
ho po¢tu kroku. Efektivitu algoritmu pocitejte vzhledem k hodnoté N, pripadné
k velikosti pasky. Muzete predpokladat, ze policka, kde hlavy stoji na zacatku,
jsou jiz prectené.

Pozndmka: Tato tloha je velmi podobna tloze z hlavni kategorie KSP,
kde se vSak fesila pro obecny pocet hlav. Pro jednu nebo pro dvé hlavy existuje
jednodussi a efektivnéjsi algoritmus na spoc¢itani minimélniho poctu krokt, nez
je ten popsany v feseni odkazované tlohy.
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Ttetl série

26-7Z3-1 Zamky labyrintu 8 bodu

Kevin se spolecné se svymi prateli vydal na Matéjskou pout. Jako prvni
atrakei si vyhlédli Labyrint snt. Mélo to ale jeden maly hacek — hned pfi vstupu
bylo potfeba oteviit nékolik ¢iselnych zamki.

Na kazdém zamku jsou nastavena tii cela ¢isla a, b, ¢ a cilem je zménit prave
jedno z téchto ¢isel o néjaké celé nezaporné r tak, aby ¢isla a, b, ¢ v tomto pota-
di tvofila aritmetickou posloupnost.* Najdéte nejmensi takové r, které je tfeba
k jednomu z cisel pricist nebo odecist, abychom dostali aritmetickou posloupnost.

Tvar vstupu: Na vstupu na prvnim fadku dostanete ¢islo N udavajici pocet
zdmkd (1 < N < 10000). Na dalsich N fadcich bude vzdy trojice ¢isel a,b, ¢
oddélenych mezerou (—1000000 < a, b, c < 1000000).

Tvar vystupu: Na vystup vypiste N fadkd, kde i-ty z nich bude obsaho-
vat pravé jedno ¢islo r udavajici, o kolik nejméné musime jedno z éisel a,b, ¢
z odpovidajiciho fadku vstupu zménit.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
3 7
3127 0
147 2
-5 25 51

26-Z3-2 Carodé&jova Sifra 10 bodu

Otevienim zamku to ale nekoncilo. Hned za dvefmi stal ¢lovék obleceny jako
carodé¢j a tikal, ze do Labyrintu snti nepusti jen tak nékoho. Pro vstup musite
vyTesit jesté dalsi jeho tlohu.

Carodéj Kevinovi a jeho kamaradtim podal tajemnou ¢tvercovou desticku
o rozmérech K x K polic¢ek (K je sudé), kde nékolik poli¢ek bylo prodéravénych.
Diry byly rozmistény tak, ze kdyz budeme desticku postupné otacet o 90° do

Tj. aby platilo, ze b —a = ¢ — b.
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celkem ¢tyT riznych otoceni, tak se na kazdé pozici objevi dira pri pravé jednom KSP-Z

7z nich.

zadani

Carodé&j po vés chce, abyste mu pomoci této desti¢ky pomohli zagifrovat text.
Sifrovani provedete tak, Ze desticku nejprve prilozite na tabulku K x K a v mis-

tech, kde jsou v desticce diry, zapiSete ¢ast textu
(tadek po Fadku, zleva doprava). Pak desticku
otocite 0 90° po smeéru hodinovych rucicek a bu-
dete postup jesté t¥ikrat opakovat (desticka se
tak oto¢i do vSech ¢tyf moznych otoceni). Po-
kud vam v prubéhu sifrovani dojde text, dopliite
na jeho konec opakovani pismen ,KSP<.

Tvar vstupu: Na prvnim radku dostanete
text k zaSifrovani o maximalni délce 1000000
znaki obsahujici pouze velkd pismena anglické
abecedy. Na druhém fadku bude ¢islo K uda-
vajici velikost desticky (plati 2 < K < 1000).
Slibujeme, ze K bude vzdy dost velké, aby se
text do tabulky vesel.

Na dalsich K fadcich bude vzdy K znaku #
nebo ., kde kazda . udava diru a # plné policko
desticky. Desticka spliiuje vSechny podminky ze
zadani, to nemusite kontrolovat.

Tvar vystupu: Na vystup vypiste vysled-
nou tabulku pro zadany text a desticku, tedy
K tadki o K znacich.
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Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:

LIBISEMIRESITKSP RLIT
4 KESS
#..# PEBM
#i#H# ISII
#H#.#

#i# .

26-7Z3-3 Hadanka 10 bodu

Carodgj se usmal: ,,Vyborné! A ted pro vas mam uz opravdu posledni ha-
danku.“ Pii téchto slovech napsal na papir dlouhou tadu cifer a otazniku. Po
dopsani si pohladil vousy a povidal: ,Namisto otaznikii v tomto cisle doplite
cifry tak, aby vzniklo co nejmensi ¢islo v desitkové soustavé, které je délitelné
deviti. Pozor! Toto ¢islo nesmi obsahovat zadné zbyte¢né nuly na zacatku.“

Twvar vstupu: Na prvnim fadku dostanete ¢islo N udavajici délku fady (1 <
N <1000000). Na druhém rddku dostanete N znaku (cifer nebo otaznikii). Na
vstupu bude pokazdé alespon jeden otaznik.

Tvar vystupu: Na vystup vypiste ¢islo s doplnénymi otazniky, které splnuje
carodéjovo zadani.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
6 603477
673477
26-7Z3-4 Tvar labyrintu 12 bodu

,Konecné uvniti!“, vykiikl Kevin. Hned se s kamarady rozebéhli do vSech
stran a zacali kreslit mapu labyrintu. Byl to opravdu zvlastni labyrint — obsahoval
N kiizovatek (kde konec slepé chodby také povazujeme za kiizovatku) a pravé
N — 1 chodeb. Nikde nebyly zddné cykly a prakticky se v ném nedalo zabloudit.

Informatici by takovy labyrint mohli nazvat grafem a kiizovatky a chodby
poté vrcholy a hranami tohoto grafu. Vice o grafové terminologii muzete zjistit
v grafové kuchaice,® pro feseni této tilohy to vSak neni nutné, staci vam piedstava
labyrintu z obrazku na nasledujici strané.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafyl
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,Bloudit se tu neda, tak si dame alespon zavod!“, navrhl Petr. ,Najdeme tu
nejdelsi trasu a tu pobézime!“ | No jo, ale ktera to je?“, zeptala se Sara. A to je
tkol pro vas.

Tvar vstupu: Na prvnim fadku dostanete cislo N udéavajici celkovy pocet
kiizovatek v labyrintu (2 < N < 333333). Kiizovatky jsou ocislovany disly
0,...,N — 1, pficemz kamaradi zac¢inaji na kiizovatce 0.

Na dalsich N — 1 fadcich jsou vzdy dvé cela ¢isla k; a d;, kde k; udava ¢islo
kiizovatky, ze které jsme dosli do krizovatky 7, a d; udava délku chodby mezi
nimi (plati 0 < k; <ial<d<10000).

Tvar vystupu: Na vystup vypiste jedno celé ¢islo udavajici vzdalenost dvou
nejvzdalenéjsich kiizovatek v labyrintu.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
10 42
0 15
0 4
0 18
05
19
17
4 2
23
41
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QWA 26-Z3-5 Ceny na stielnici 12 bodu

zadani

Labyrintu uz meéli kamaradi dost, a tak se sli podivat i na jiné atrakce.
Kevin zamifil na stfelnici, ze by tfeba mohl vyhrat néco pékného. Na sttelnici
stala v fadé spousta cen. Kevin se rozhodl, ze se pokusi vyhrat néjaky souvisly
usek cen stojicich vedle sebe. Zaroven ale chce takovy usek, kde se zadna cena
nebude opakovat (co by také délal se dvéma ¢epicemi). Pomozte mu takovy najit.

Na vstupu budete mit posloupnost cen (kazda cena je zapséna jako éislo,
které urcuje, co za typ ceny to je). Musite najit nejdelsi tisek, ve kterém se zadny
typ nevyskytuje vicekrat.

Ukol 1 [4b]: Piedpokladejte, Ze riznych cen je fadové 50 a jsou odislovany &isly
1-50.

Ukol 2 [8b]: Predpokladejte, Ze riiznych cen miZe byt az tolik, jak je dlouha fada,
coz muze byt klidné i nékolik miliont.

Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus. Pro obé varianty muzete (ale ne-
musite) pouzit tentyz algoritmus.

26-7Z3-6 Horska driaha 14 bodu

A to nejlepsi z celé Matéjské nakonec, horska draha! Kamarddi na ni jeli snad
dvacetkrat. Na posledni jizdu si Kevin s sebou vzal vyskomeér, ktery vyhral na
stfelnici, a zapisoval si vySky na trase drahy. Vzdy, kdyz se objevil na néjakém
lokalnim vrcholu nebo udoli, zapsal si vysku, a nékdy si ji zapsal i mezi tim.
Celkem si zapsal N ¢isel. Nyni by ho zajimalo:

| Ukol 1 [4b]: Jakou vysku si do seznamu zapsal nejvickrat?
Ukol 2 [10b]: V jaké vysce se na trase drahy nejvickrat vyskytl? To obvykle nebu-
de jen jedna vyska, ale cely interval. Vam bude stacit, kdyz naleznete libovolnou
vysku, pro kterou toto plati.

Pomozte mu a navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery tlohu vyftesi.
Obé varianty feste zvIast.
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Ctvrté série

26-Z4-1 Vrazedna é&isla 8 bodu

Kevin utikal lesem. Pronésledovalo ho N vrazednych ¢isel. Uz ho skoro méla.
Rychle proklickoval houfem stromi a prudce zatocil. Pfi tomto obratu zakopl
o korfen, upadl a vyvrtl si kotnik.

Byl ztracen, vrazedna ¢isla se na néj hrnula ze vsech stran. ,Kolik je mezi
nami dvojic, jejichz soucet je nasobkem nasi kralovny Q7“ ptala se ¢isla neustale
dokola. ,Rekni kolik, kolik jich je?“

Kdyz byla ¢isla az u néj a zacala se po ném sapat, probudil se na hodiné
matematiky. Nahlas si oddechl, ¢imz upoutal pozornost pani uéitelky, byl vyvolan
k tabuli a dostal zadan onen ptiklad vrazednych cisel ze snu. Mél Tici, kolik je
mezi N zadanymi ¢isly dvojic se souc¢tem rovnym k- pro pevné zadané @ a
libovolné celé k.

Tvar vstupu: Na vstupu na prvnim radku dostanete ¢isla NV a @) oddélend
jednou mezerou (1 < N,Q < 1000000). Na druhém fadku pak bude N vrazed-
nych ¢isel xq,...,zx (—1000000 < x; < 1000000).

Tvar vystupu: Na vystup vypiste jedno celé ¢islo udavajici pocet dvojic, je-
jichZz soucet je nasobkem ¢isla ). Ve dvojici nemuze byt dvakrat to samé vrazedné
¢islo, ale dvojice mtze obsahovat dvé ¢isla se stejnou hodnotou.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
56 4
332409

Hledané dvojice jsou: 3+ 3, 2+ 4 a dvakrat 3 + 9.

26-Z4-2 Sbirani vajicek 10 bodu

Na velikono¢ni nedéli byl u Zuzky a Kevina doma velikono¢ni zajicek a ne-
chal jim na zahradé N velikonoc¢nich vajicek. Zahrada ma tvar jedné dlouhé nudle
a vajicka na ni lezi na soufadnicich vy, ...,vy. Zuzka a Kevin by chtéli vSechna
vajicka sesbirat do kosiku.

Kevin bude stat na misté a hlidat kosik, za-
timco Zuzka bude chodit pro vajicka. Jelikoz je
mala, mtze vzdy nést maximélné jedno vajicko.
Kam si ma Kevin s kosikem stoupnout, aby se Zuz-
ka co nejméné nachodila?

Tvar vstupu: Na vstupu na prvnim fadku do-
stanete ¢islo N (1 < N < 100000). Na druhém

radku bude N celych éisel x1, ..., xn udéavajicich
soutadnice vajicek (plati pro né 0 < z1,...,2xy <
109).
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KSP.Z Tvar vystupu: Na vystup vypiste jedno desetinné c¢islo udavajici optimalni
) pozici, kam se ma Kevin s kosikem postavit. Cislo zaokrouhlete na tii desetinna

mista. Pokud existuje vice feseni, vypiste libovolné z nich.

zadani
Ukazkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
4 5
326 10

Priklad je znazornén na nasledujicim schématu:

cas

x f:\ + + + C\'
5 6 7 8 9 10 Mmisto

Kolecka predstavuji vajicka, kiizek Kevina s kosikem. Klikata ¢ara znazor-
nuje jednu z mnoha moznych cest Zuzky pro jednotliva vajicka. V tomto pripadé
celkem nabéhd 2-2+2-3+2-54+2 -1 = 22 metri. Kdyz si Kevina zkusime
posunout kamkoliv jinam, zjistime, ze vyhodnéjsi pozice nez tato neni.

26-Z4-3 Hra Othello 10 bodu

Kevin hraje s Petrem hru Othello, kterou mizZete znat také pod jménem
Reversi. Hraji podle téchto zjednodusenych pravidel:

1. Hraje se na desce D x D.
2. Hraci se stridaji pravidelné po jednom tahu.
3. Hra¢ ve svém tahu umist{ kdmen své barvy na libovolné préazdné pole (coz

je rozdil oproti normalnim pravidlim, kde je umistovani kamenii omezeno).
Pak v kazdém z osmi sméru provede nasledujici:

Od svého kamene jde po kamenech soupefovy barvy, dokud nenarazi na svij
kamen, prazdné pole, nebo na kraj desky. Pokud jako na prvni dojde na sviij
kamen, tak vSechny soupefovy kameny, po kterych k nému dosel, zméni na
své. Pokud narazi na prazdné pole a nebo na kraj desky, nic se v tomto
smeéru nestane.

Kevin je zrovna v situaci, kdy jsou na desce pravé tfi volna policka a je na
tahu. Kolika nejvice kamentd mize na konci hry dosdhnout za predpokladu, ze
on i Petr hraji optimalné a snazi se maximalizovat pocet svych kament na konci
hry?
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Twvar vstupu: Na prvnim fadku bude ¢islo D udavajici rozmeér desky (2 <
D < 100). Na dalsich D fadcich bude vzdy D znaki K, P, nebo ., kde K znadi
Keviniv kdmen, P Petrtiv kdmen a . (tecka) zna¢i prazdné pole. Je zaruceno, ze

na vstupu se budou vyskytovat pravé tii prazdna pole.

Tvar vystupu: Na vystup vypiste, kolik kamentd bude mit Kevin na konci
hry za ptredpokladu, ze oba hraci hraji optimalné.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
4 10
PK.P
KKPK
.PKK
PKK.

Prvni tah musi Kevin vést doprava dolu — i
kdyz tim neziskd zadny Petruv kdmen, zabrani
tak, aby v dalsim piltahu pfiSel o mnohem vic.
Zbylé dva pultahy uz jsou symetrické a ve vysled-
ku tak muze hraci deska vypadat tfeba takto:

PPPP
KKPK
KKKK
PKKK

26-Z4-4 Hlidaci v labyrintu 12 bodu

Pamatujete si na Labyrint, ve kterém byli Kevin a jeho kamaradi v minulé
sérii? Takové zvlastni bludisté tvorené kiizovatkami a chodbami, kde nebyl viibec
zadny cyklus (informatik by takové specidlni bludisté mohl nazvat stromem).

V novinach se psala désiva zprava, ze zrovna noc po jejich navstévé byl
Labyrint vykraden. Aby se podobna udélost jiz vice neopakovala, rozhodli se
majitelé do kiizovatek postavit hlidace. Z kfizovatky hlidac vidi pravé do prileh-
lych chodeb. Hlidaci budou na kfizovatky rozestaveni tak, aby do kazdé chodby
vidél alespon jeden z nich. Kolik nejméné hlidac¢ti musi majitelé najmout?

Tvar vstupu: Na prvnim fadku dostanete ¢islo N udévajici celkovy pocet
kiizovatek v Labyrintu (2 < N < 333333). Kfizovatky jsou ocislovany ¢isly
0,...,N —1.

Umistime 0. kfizovatku a pomoci dalsich N — 1 fadkt popiseme uspotradani
zbylych N — 1 kiizovatek. Na i-tém Ffadku bude jedno celé ¢islo k; udavajici ¢islo
jiz existujici kiizovatky, ke které je i-t4 kiizovatka pfipojena (0 < k; < 7).
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2 Tvar vystupu: Na vystup vypiste jedno celé ¢islo
KSP-Z udévajici, kolik nejméné hlida¢t musi v Labyrintu

byt, aby jej uhlidali.

zadani 1 . .
Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
5 2
0
0
0
3

Labyrint odpovidajici tomuto vstupu vidime na
obrazku vlevo (zvyraznéné kiizovatky oznacuji jedno
z moznych optimélnich rozmisténi hlidac¢t).

26-7Z4-5 Podavani rukou 12 bodu

Velikonoce, to je divod k oslavam. To se tak Kevinovi vzdycky sejde cela
N-¢lenné rodina, shromazdi se u velkého kulatého stolu a kazdy s kazdym si
poda ruku. Jelikoz maji starou povércéivou babicku, tak se zadné dva pary rukou
nesmi ktizit.

Podavéani rukou funguje tak, Ze si v jednom taktu vzdy nékteré dvojice
podaji ruku. Kolik nejméné taktu je potieba, aby si kazdy podal ruku s kazdym?
Sva tfeseni podrobné zduvodnéte.

26-7Z4-6 Prekresleni obrazku 14 bodu

Kdyz byl Kevin o Velikonocich vySupat Saru, dostal od ni takovy zvlastni
cernobily obréazek velky S x R policek. Obrazek ho celkem zaujal a rozhodl se,
ze si jej obkresli. Bohuzel mé k dispozici pouze stétec velky K x K policek. Tim
chce prekreslit alespon to, co pujde.

Stétec je mozné piilozit na libovolné misto papiru a obarvit tak piislusnych
K x K policek na cerno. Jedno policko je mozné obarvit vicekrat. Kevin ale nikdy
nechce obarvit zadné policko, které v piivodnim obrazku bylo bilé. Kolik nejvice
cernych policek muze vybarvit, aniz by pritom zacernil jakékoliv bilé?

Naleznéte co nejefektivnéjsi feseni vzhledem k hodnotam S, R a K. Mizete
predpokladat, ze K < min(R, S). Vse peclivé zdivodnéte.

@ Lehéi varianta (za 6 bodu): Pokud si nebudete védét rady, mizete tlohu
zkusit vyTesit jen v jednom rozméru, tedy pro obrazek velky S x 1 a Stétec
velky K x 1.
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Vzorova reseni KSP-Z

26-Z1-1 Kevin a magnety

Magnety se pritahuji tehdy, kdyz maji naproti sobé opacné pdly, a naopak se
odpuzuji, jsou-li umisténé stejnymi pély k sobé. Céstem, do kterjch se magnety
spojily, fikejme tfeba komponenty.

Kazdé dva po sobé nasledujici magnety v jedné komponenté se pritahu-
ji. Komponenta za¢ind bud prvnim magnetem, nebo mistem, kde se magnety
odpuzuji. Obdobné konéi poslednim magnetem, nebo mistem, kde se magnety
odpuzuji, ¢ili tam, kde zac¢ind jina komponenta.

Kazda hranice mezi komponentami se sklada z dvojice po sobé nasledujicich
odpuzujicich se magnetu. Daji se tedy jednoduse spocitat, ale z toho nedostane-
me hned pocet komponent. K jeho ziskani musime k poc¢tu hranic jesté pricist
jednicku: mame-li k sobé stlucenych 10 prken, je mezi nimi 9 mezer.

Mohli bychom nejdfive do pole nacist orientace vSech magnett, a pak spoci-
tat, kolik po sobé nasledujicich dvojic se odpuzuje. Nacitani a pocitani odpuzu-
jicich se dvojic ale mizeme dokonce spojit do sebe: budeme si pamatovat pravou
stranu posledniho na¢teného magnetu, a kdyz nacteme dalsi, podivame se, jestli
se s ni jeho leva strana pritahuje, nebo odpuzuje. Jestli narazime na magnety,
které jsou stejnymi pdly k sobé, prosté pridame jednicku k poctu nalezenych
hranic mezi komponentami.

Nakonec sta¢i vypsat pocet hranic plus jedna a dostaneme funkéni fese-
ni. Jeho ¢asova slozitost je O(N), protoze nacteme cely vstup a kazdy magnet
porovname s jeho predchtidcem, coz pro kazdy trva konstantni ¢as. Paméti spo-
tfebujeme jen konstantné mnoho.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-21-1.4
Michal Pokorny

26-7Z1-2 Piskvorky

K vyfeSeni této ulohy nebyl potieba zadny ,trik“, stejné jsme se museli
na kazdou pétici v programu podivat. Nejjednodussi zpisob, jak s piskvorkovou
hraci plochou pracovat, je pouzit dvourozmérné pole, ,pole poli“. Do néj nacteme
cely vstup.

K samotnému pocitani mtzeme zvolit dva pfistupy. Prvni je velmi jedno-
duchy na napsani, ackoli o trochu pomalejsi, nez ten druhy. V praxi na tom ale
nezalezi, protoze vzhledem k velikosti hraci plochy bude doba jejich béhu rust
stejné rychle — jsou asymptoticky stejné slozité.
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Nejprve se podivame na prvni zptsob. V§imnéme si, ze prestoze je 8 smértu
pohybu z jednoho policka, z dvou protilehlych musime kontrolovat vzdy jen jeden,
jinak kazdou pétici zapo¢itame dvakrat — jednou popredu a jednou pozadu.

Abychom nemuseli psat kazdy smér zvlast (predstavte si, Ze kontrolujete
42-tice misto pétic), napiSeme si na to funkci zkontroluj. Ta pfijme ¢tyfi pa-
rametry: soufadnice startovniho policka x a y a smeér zadany jako vx a vy —
smér pohybu v obou osich s hodnotami —1/0/1. Naptiklad pro kontrolu smérem
doleva dolii z poli¢ka [5, 6] zavoldme funkci jako zkontroluj(5, 6, -1, 1).

Tato funkce v cyklu projde vSechna policka pocinaje pivodnim a v kazdém
kroku provede odpovidajici posun. Jakmile narazi na jiny symbol nez na zacatku,
skonéi. Pokud budou vsechny stejné, zvysi odpovidajici pocitadlo pétic.

Tuto funkci zavolame pro kazdé mozné pocatecéni policko pro vSechny sméry.
Jenom si musime ovérit, ze hledana pétice celd lezi na hraci plose. Protoze je to
snazsi délat pro konkrétni sméry nez obecné, nebudeme to délat uvniti funkce
zkontroluj, ale jesté predtim, nez ji zavolame.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-21-2.4

Takto se ale na kazdé policko podivame 5x z kazdého sméru (celkové te-
dy 20x), coz je zbyte¢né mnohokrat. Pokud bychom chtéli tento pocet snizit,
muzeme zkusit druhy piistup. Pro kazdy sloupec hraci plochy ptijdeme shora
doli a budeme pocitat délku souvislého tseku. V kazdém kroku ji zkontroluje-
me, a pokud bude vétsi rovna 5, vime, ze ptibyla dalsi pétice. Toto provedeme
i pro fadky a diagonalni smeéry, tam to uz ale zacne byt trochu divoké. Takto se
na kazdé policko podivame pouze 4%, jednou z kazdého sméru.

Asymptotickd ¢asova slozitost obou algoritmt je linearni k velikosti vstupu,
tj. O(RS).

Ondra Hlavaty

26-7Z1-3 Zamilovany dopis

Kevinuv problém okolo zamilovanych dopisi si nejprve zavedeme o néco
formalnéji, popiSeme si prirozeny hladovy algoritmus a na zavér dokazeme jeho
spravnost.

Oznacme posloupnost znakt milostného dopisu jako sekvenci my, ..., myr—1.
Poslopnost znakt zmoklého dopisu, o kterém chceme zjistit, zda by mohl byt
onim zamilovanym dopisem, si ozna¢me jako zp,...,2z_1. Nasim cilem je zjistit,
zda existuje posloupnost indext ig < i1 < ... < iz_; takova, ze pro kazdé k < Z
plati z, = m,,.

Hladovy algoritmus

Jako hladové oznacujeme takové algoritmy, které se ve svém rozhodovani
neohlizi na budoucnost, nybrz si voli moznost, ktera se v danou chvili jevi byti tou
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nez ta nase vsSak obvykle nefunguje, ¢i nebyva snadné jeho spravnost dokazat.

Jako piiklad pravdépodobné nejznameéjsiho hladového algoritmu jmenujme
Kruskaliv algoritmus pro hleddni nejmensi kostry grafu. Nyni uz se zabyvejme
nasim hladovym algoritmem, ktery je o néco jednodussi.

Budeme postupné prochéazet znaky zmoklého do-
pisu a hledat pro kazdy znak jemu odpovidajici znak
v puvodnim zamilovaném dopisu.

Hlavni trik, diky kterému bude algoritmus efek-
tivni, spoc¢ine v tom, Ze do posloupnosti znaki zami-
lovaného dopisu umistime jakousi zarazku. Ta bude
oddélovat zpracované a nezpracované znaky. Pozici
zarazky budeme znacit jako . Na zacatku polozime
a=0.

Pozici ve zmoklém dopise bude reprezentovat k,
na pocatku nastavené na nulu a po kaz-
dém kroku algoritmu ho zvysime. Skon-
¢ime, kdyz k presdhne délku zmoklého
dopisu. V pribéhu algoritmu budeme za-
chovavat nésledujici invariant: Pro zna-
ky 2o, ..., zk—1 jsme jiz nasli pozadované
indexy %g,...,ix_1 a znaky pired zaraz-
kou jsou jiz ,pouzité“, tedy ir hleddme mezi znaky zamilovaného dopisu na
pozicich a,a + 1, .. ..

V jednom kroku algoritmu pak pro aktualni k& hledame index i takto: Po-
sunujeme zardzku doprava (navySovanim o jedna) tak dlouho, dokud znak za
ni neni totoZny se znakem z;. Pokud takovy znak existuje (nechf je na pozici p
v zamilovaném dopise) nastavime index iy roven p. Déle zvySime k o jedna a za-
razku posuneme o jesté jednu pozici doprava (to, aby znak m, nemohl byti znovu
pouzit).

Pokud znak nalezen neni, mtizeme rovnou prohlésit, ze tento zmokly dopis
nemtze odpovidat ptivodnimu dopisu. Algoritmus tedy skon¢i bud zamitnutim
z diivodu toho, ze se zarazkou dojel az na konec zamilovaného dopisu, ¢i zkon-
struuje celou posloupnost indexti a pak odpovi ANO.

Jak dokézeme, Ze nas algoritmus funguje? Pokud odpovi ANO, pak i zkon-
struoval korektni posloupnost indext, ktera dokazuje spravnost odpovédi. Pokud
vSak odpovi NE, vime zatim pouze to, Ze nas algoritmus neumi posloupnost in-
dext zkonstruovat. Nevime jesté, ze takova posloupnost viibec neexistuje.

Diikaz spravnosti

Pro ovéfeni spravnosti algoritmu postaci dokazat toto tvrzeni: Existuje-li
posloupnost indext jo < ... < jz_1 takovd, ze pro kazdé k < Z plati z;, = m;, ,
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pak i nas algoritmus néjakou takovou posloupnost nalezne.

Predpokladejme pro spor, ze takova posloupnost jo < ... < jz_1 existuje,
ale nés algoritmus odpovédél NE. Oznacme jako k krok, ve kterém tak algoritmus
uéinil. Algoritmus tedy zkonstruoval pouze posloupnost ig, ..., i5_1.

Vsimnéme si, ze pro kazdé £ < k plati iy < j,. To vyplyva z povahy naseho
algoritmu — vzdy voli nejmensi mozny index.

Protoze jr—1 < jr @ ip—1 < jp—1, plati ix_1 < jr. Tady tvrdime néco
strasného — algoritmus se zastavil, protoze za pozici i;,_; nenalezl znak z, pfitom
vsak tento znak se vyskytuje na pozici ji, kde ji > ir_1, tedy lezi az za ip_.

To je spor. Popsany pfipad nemuze nastat, a tedy plati nase tvrzeni. Sprav-
nost algoritmu byla dokézana.

Analyza efektivity

Nas algoritmus opakuje nejvyse Z-krat hlavni cyklus. Krom posouvani za-
razky probéhnou vsSechny operace pouze jednou v ramci jedné iterace cyklu.
Zarazka se sice miize posunout daleko béhem jedné iterace, za cely béh algorit-
mu se vSak zarazka posune o nejvyse M pozic. Proto casova slozitost algoritmu
je O(M + Z), kde M je délka milostného dopisu a Z délka zmoklého dopisu.
Pamétova slozitost je rovnéz O(M + Z).

Vsech K dopist pak zvladneme otestovat s ¢asovou slozitosti O(KM +Y),
kde Y je soucet délek vSech zmoklych dopisti. To je pro pripady, kdy je dél-
ka zmoklych dopist zhruba stejné velkd jako délka milostného dopisu, optimal-
ni. Rozmyslete si, jaké reseni zvolit v pfipadé, Zze misto relativné malého poctu
dlouhych zmoklych dopisi, obdrzite spoustu kratkych. Kde v tomto pripadé al-
goritmus mrha c¢asem?

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-21-3.4

Lukds Folwarczny

26-Z1-4 Hroch v jezere

Nejdiive si preformulujme, co po nas vlastné chce zadani. Mame urcit, kolik
nejvic znakd J obsahuje néktery z ostrovii sousedici s vodni plochou, ve které
se nachéazi hroch. Abychom se dostali k této informaci, tak ve vypoctu urcité
musime provést tyto kroky.

1. Odhalit vodni plochu, ve které se nachéazi hroch.
2. Identifikovat ostrovy, které s touto vodni plochou sousedi.

3. Spocitat pocet znaku J na jednotlivych ostrovech.
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Na bod 1 pouZzijeme algoritmus, kterému se fika prohledavdni do sirky. Al-
goritmus funguje tak, Ze na zacitku dame do fronty® poli¢ko, kde za¢ina hroch.

Pak opakujeme nésledujici: vynddme prvni policko z fronty, podivame se
na vsechna jeho sousedni policka a z nich vybereme vSechna policka vody, ktera
jsme jesté nenavstivili, oznac¢ime je jako navstivené a pridame je na konec fronty.
A7 nam policka ve fronté dojdou, tak mame oznacenou celou vodni plochu, ve
které se hroch nachazi, a skon¢ime.

Reseni bodu 2 a 3 spojime. Budeme postupné prochéazet vSechna policka.
KdyZ narazime na néjaké neoznacené poli¢ko pevniny sousedici s ozna¢enym po-
lickem vody, tak z néj opét pustime prohledavani do sitky — tentokrat na pevninu
— a oznacime tak jeden souvisly ostrov. Béhem odhalovani ostrova budeme po-
Citat, na kolik znaku J jsme narazili, a budeme si pamatovat maximum, kterého
jsme dosahli.

Cely algoritmus mé ¢asovou slozitost O(SR), protoze kazdé policko maxi-
malné jednou priddme do fronty a maximalné ze ¢ty¥ riznych smért se na néj
podivame. Pak v algoritmu prochazime vsechna policka a ovéfujeme, zda se ne-
jedna o pevninu vedle oznacené vody — to nam také pro kazdé policko zabere
pouze konstantni cas.

Pamétova slozitost algoritmu je rovnéz O(SR). Pro kazdé policko si musi-
me pamatovat, jakého je typu (pevnina, jidlo, voda, hroch) a jestli je ¢i neni
oznacené.

Na zavér ukazeme jesté alternativni moz-
nost, jak prohledat souvislou plochu. Jedna se
o algoritmus prohleddvani do hloubky. Tento
algoritmus se od prohledani do sirky lisi pouze
v tom, ze policka neukladd do fronty, ale na
zésobnik.”

7 PROMLEDA VALY

Do HLouBkY

Postup s prohleddavanim do hloubky mii-
zete vidét ve vzorovém programu. Tam jsou
dokonce vSechny tfi body spojeny. Prohleda-
vame do hloubky vodni plochu, hned jak na-
razime na ostrov, tak spustime dalsi prohleda-
vani na ostrov, pii kterém spocitame pocet J,
a pak zas pokracujeme v prohledavani vodni
plochy.

Fronta je datova struktura, do které muzeme ptridavat prvky a zase je odebirat.
Prvky jsou odebirany ve stejném poradi, v jakém jsme je do fronty ptidali.
Zasobnik je datova struktura, kterd vydava prvky v opac¢ném poradi, nez jsme
je do ni ptidéavali. Tedy prvni jde ven ten, co jako posledni piisel.
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Algoritmus s prohledédvanim do hloubky méa také ¢asovou i pamétovou slo-
Zitost O(RS).
Program (C++): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-21-4.cpy

Karel Tesar

26-Z1-5 Ukol z geometrie

Ze zadani ulohy nebylo jasné, jestli se ¢isla v posloupnosti mohou opakovat.
Stalo se tak kvuli nasi chybé, a tak jsme pfijimali FeSeni pro obé varianty. Za-
myslena byla posloupnost bez opakovanych cisel a feseni tohoto problému jsme
ocenovali az 12 body. Varianta s opakovanim neméla tak pékné feseni, bylo na
ni mozné aplikovat pouze jednodussi a pomalejsi postup, proto jsme za takova
feseni rozdélovali jen po 10 bodech.

Pomalejsi FeSeni pro opakované body

Priklad posloupnosti: 1,10, 5,10, 15

Postupné ¢tu body posloupnosti ze vstupu a zapamatovavam si je. Reknéme,
ze jsem zrovna precCetl k-ty bod — Bj. Pro kazdy takovy bod pocinaje ¢tvrtym
zkontroluji nasledujici: Pulkruznice mezi bodem Bjy_1 a By nesmi protinat jinou
pulkruznici mezi uz prec¢tenymi body. Proto pro kazdé ¢ mezi 0 a k — 2 ovéfim,
jestli kruznice mezi body By a Byy1 nekiizi kruznici mezi By a By (vSimnéte
si, ze prvni ¢islo z posloupnosti ma index 0 a ne 1 — tak uz to maji programatori
ve zvyku). To zjistime rychle — jeden (ale ne oba) z okrajovych bodt prvni
kruznice lezi mezi dvéma body druhé. Pokud tato podminka plati, vypiseme ANO
a skonéime. Jinak po takovémto zpracovani vSech bodi vypiseme NE.

Tento algoritmus ma pro N bodt éasovou slozitost O(N?), nebot pro kaz-
dy z nich projde az N predchozich kruznic a pro kazdou z nich provede nékolik
(konstantné mnoho) porovnani. Pamatuje si maximalné N bodd, takZe ma pa-
métovou slozitost O(N).

Reseni pro posloupnost bez opakovani

Tento pripad se od predchoziho lisi nékolika vécmi. Naptiklad pokud se
poslednim bodem dostaneme pod néjakou pilkruznici, uz z ni nemtzeme ,ven“.
Proto nam staci védét, pod jakou nejmensi pulkruznici zrovna jsme, a okolni
body mimo ni uz nas nemusi zajimat. Podobné pokud jsou v posloupnosti body
sefazené za sebou (napt. 2, 3,4, 5), zddny dalsi bod uz nesmi padnout do intervalu
2 az 5. Proto nam staci znat jeho okraje a vnitfek nas opét nemusi zajimat.
Piavodni algoritmus pro posloupnost bez opakovani tedy sice funguje, ale diky
témto pozorovanim ho mizeme vyrazné zrychlit.

V nasledujicim algoritmu si budeme pamatovat krajni body posledni pil-
kruznice (oznac¢ime levy Py a pravy P,) a a7z dva ,zakazané“ intervaly, do kterych
uz zadny bod nelze umistit, jinak by doslo k prekiizeni kruznic. Prvni dva bo-
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dy mutzeme umistit kamkoli. Pro kazdy dalsi bod nejdiive zkontrolujeme, jestli
nelezi v zakdzaném intervalu. Pokud ano, vypiSeme ANO a skoncime.

Dale budeme rozlisovat, jestli je pridavany bod uvnitf nebo vné posledni
kruznice. Pokud je uvnit¥, pfidame k intervalim (—oo; ) a (P,;c0). Pokud je
venku, pfiddme k intervaltum (P; P,). Takto budeme pokracovat, dokud nepfi-
dame vSechny body posloupnosti. Pokud béhem toho nenarazime na problém,
vypiSeme NE.

Je dulezité si uvédomit, ze pridanim intervalu k zakdzanym intervaliim nam
vzdy opravdu vzniknou jen dva intervaly. To je dano tim, ze kruznice na sebe
navazuji a hrani¢nimi body intervali jsou vzdy okrajové body posledni kruznice.
A jelikoz jeden z hrani¢nich bodt posledni kruznice bude vzdy jednim z hranic-
nich bodt pfedposledni kruznice, nikdy nam nevznikne ,dira“, kterd by intervaly
,rozpojila® na tii nebo vice.

Analyza efektivity

Diky tomu, ze jsou intervaly jen dva, umime v konstantnim case zkontro-
lovat, jestli bod lezi v zakdzaném intervalu, nebo intervaly v konstantnim case
rozsitit. Pridanim kazdého z N bodu tedy stravime jen konstantni ¢as a celkova
Casové slozitost tedy bude O(N). Pamatujeme si dva intervaly (tj. ¢tyfi ¢isla, kte-
ra je ohrani¢uji) a predposledni pilkruznici (dvé ¢éisla), takze pamétova slozitost

je O(1).
Jan ,0ggy“ Skoda

26-Z1-6 Nezbedni skritci

Posledni tloha prvni série KSP-Z byla trochu zaludnéjsi. Hlavnim cilem
bylo minimalizovat pocet prohazovani skritkt. Jakmile mame algoritmus, ktery
provede nejmensi mozny pocet prohozeni, méli bychom se snazit urychlit i ostatni
operace.

Zadani vsak nerikalo uplné pfesné, jak vypada vstup. Ptiklad naznacoval,
ze dostaneme jednotlivé skiitky ocislované podle velikosti. Pokud bychom vsak
méli pouze jejich velikosti, tak se cela tiloha trochu komplikuje.

Odislovani sk¥itci

Pokud mame sktitky ocislované, muzeme celou ulohu vytesit pomérné ele-
gantnim zptsobem. O kazdém sk¥itkovi totiz okamzité vime, kolikaty je v potradi,
a tedy i do jaké klicky patii.

Staci nam projit postupné vSechny klicky. Pokud narazime na skiitka, ktery
je Spatné umistény, umistime jej do spravné klicky. Tim jsme jej vSak vyménili
za néjakého jiného skiitka, ktery nemusi patrit do aktualné zpracovavané klece.
Proto budeme tento krok opakovat, dokud nenajdeme toho spravného skritka.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-Z1-6-poradi.d
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Nyni by vas mohly napadat rtzné otazky. Podari se nam timto zptisobem
KSP-Z e TP oo . . ‘o . e
skiitky serfadit? Nemiize se algoritmus zacyklit? Provede nejmensi mozny pocet
prohozeni?

feSeni

Snadno si vSimneme, Ze nikdy nepfemistujeme sk¥itky, ktefi jsou jiz ve své
klicce. Pokud tedy algortimus skond¢i, tak predtim musel projit postupné vSechny
klece. Na dalsi se presunul pouze tehdy, kdyz v dané kleci byl spravny sktitek.

Kazdou vyménou umistime vzdy alespon jednoho skfitka do své klece. Proto
nemuzeme provést vice nez N prohozeni. Algoritmus tedy musi nutné skonéit,
a to dokonce v ¢ase piimo tmérném poctu skiitktt O(V).

Rozdélme si skiitky do jednotlivych cykli. Cyklus pro nas bude minimélni
skupina skfitkd, ktefi jsou promichani pouze mezi sebou. Skiitek umistény ve
spravné klicce tedy sam tvori nejmensi mozny cyklus. Nazornéjsi bude obrazek:

Co se s cykly stane, kdyz prohodime dva skiitky? Pokud byli ve stejném
cyklu, tak tento cyklus rozdélime na dva. Pokud naopak byli v riznych cyklech,
tak jejich prohozenim cykly spojime do jednoho.
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Serazeni skiitkové tvori N cyklu. Skfitky tedy lze sefadit nejlépe pomoci
N — K prohozeni, kde K je pocatecni pocet cykli.

Toho vsak dosdhne i nés algoritmus. Vzdy totiz prohazuje pouze skiitky ve
stejném cyklu. Provede tedy nejmensi mozny pocet prohozeni.

Zname pouze vysky skiritka

Uloha se mirné komplikuje, pokud bychom méli na vstupu pouze velikosti
jednotlivych skiitki (tedy tieba ¢éisla z velkého rozsahu, i kdyz samotnych skiit-
ki bude mélo). Nejjednodussi bude si skiitky ocislovat a pfevést tim tlohu na
predchozi pripad.

Nacteme si tedy do pole jejich vysky, a ty sefadime libovolnym rychlym
algoritmem v ¢ase O(Nlog N). O t¥idicich algortimech se doétete v tematicky
zaméiené kuchafce.®

Tim jsme si vytvorili pomocné pole, ve kterém bindrnim vyhledavdnim
rychle najdeme poradi skiitka podle jeho vysky. Staci tedy pouzit predchozi
algoritmus s tim rozdilem, ze ke skfitkovi klicku najdeme pomoci tohoto pole.
Hled4ni nés sice trochu zbrzdi, ale celé to stihneme opét v ¢ase O(N log N).

Dulezité je jesté poznamenat, ze klasickymi tfidicimi algoritmy nemizeme
tridit primo sktitky v klickach, protoze bychom je mezi klickami moc ¢asto proha-
zovali. Pouzitelné by jesté trochu mohlo byt tridéni vybérem — SelectSort. Tento
algoritmus je vSak pomalejsi, t¥idi v dase O(N?).

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-Z21-6-vysky.d

Jenda Hadrava

9
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26-Z2-1 Had z domina

Které kostky mize Kevin otocit, aby soucet ¢isel v obou fadach hada byl
sudy? Nabizi se snadné drevorubecké feseni: vyzkouset vSecky moznosti. To
v tomto pripadé znamena zkouset otacet kazdou kostku a prubézné kontrolovat
soucty. Budou-li po otoceni kostky soucty tecek v obou radach sudé, pficteme

k vysledku jednicku.

Takto jisté nalezneme spravny vysledek, ale pro kazdou kostku musime secist
N ¢isel v horni i dolni fadé, a téch kostek je N. Asymptoticka ¢asova slozitost je
tedy O(N?).

Had v zadani mél nejvétsi délku 1000, takze bylo potfeba nanejvys fadové
milion vypocti. I timto postupem se dalo dosdhnout plného poctu bodu. S tim
se ale nespokojime.

Predstavte si, ze by Zuzka méla milion kostek misto tisice, pak by takovy
vypocet na béZném pocitaci trval ur¢ité vice nez ¢tvrt hodiny. A s vétsimi vstupy
jesté déle. Souvisi to s rychlosti riznych algoritmi, doctete se o nich v nasi
kuchaice o slozitosti.!?

Zkusme se na to podivat jinak. Zjistime, ze skacet cely les neni potfeba,
nemusime pocitat vechno. Uloha se da fesit i rychleji.

Sudost nebo lichost ¢isla nazyvame strucné jednim slovem parita. Vyuzijeme
pozorovani, ze soucet posloupnosti ¢isel ma stejnou paritu jako soucet jejich
zbytkl po déleni dvéma. Staci ndm tedy seCist misto ¢isel ty zbytky a nakonec
zjistit zbytek celého souctu po déleni dvéma. K tomu se hodi operace modulo.
Vysledek bude ta parita. (Také mizeme modulit uz béhem séitani, p¥i nacteni
sudého ¢isla paritu zachovat, pii nac¢teni lichého otocit, to je to samé.)

To také znamena, ze kdyz Kevin otoci kostku se dvéma sudymi ¢isly, parity
soucti sloupcti se nezméni. Vymeéni se jenom nula za nulu. Stejné tak se dvéma
lichymi ¢isly. A naopak, kdyz Kevin oto¢i kostku s jednim lichym a jednim sudym
Cislem, parity se otoci, protoze v jedné fadé bude o jednicku min a v druhé
o jednicku vic. Sudé ¢islo plus nebo minus jedna je vzdy liché, z lichého se stane
sudé.

Parity obou fad kostek si spoc¢itame jednim prichodem. Pokud maji obé
fady na zac¢atku sudou paritu (struéné feceno parita fad je sudd-sudd), budeme
otacet kostky se stejnou paritou (fikejme jim ,stejné*), aby se suda-sud4 zacho-
vala. Jako vysledek tedy vypiSeme jejich pocet. U licha-licha naopak budeme
otacet ,rizné“ kostky, tim nam vznikne suda-suda, a to presné chceme.

Jesté muze nastat moznost lichd-suda a suda-licha. V takovych ptipadech
neméame co otacet. Otacenim kostek umime paritu budto zachovat, nebo oto¢it.
7 toho sudou-sudou nevyrobime, proto vypiseme jako vysledek nulu.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/slozitost
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Kolik kostek je ,stejnych® a kolik ,riiznych” si mtizeme spocitat béhem jed-
o ) . N . . o . KSP-Z
noho prichodu vstupu zaroven s pocitanim parit. Podle nich vypiseme vysledek.

Vstup je na dvou fadcich. Prvni fadu si tedy musime ulozit do paméti,
abychom u ¢teni té druhé védéli, jaké bylo to prvni ¢islo na prislusné kostce. Pa-
métova slozitost bude kvili tomu linedrni (stejné jako u dfevorubeckého feseni),
¢asova ale jen O(N) misto O(N?). Staéi ndm totiz jen jeden priichod.

Program (Python 3): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-22-1.py

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-22-1.4

TeSeni

Dominik Machdcek

26-Z2-2 SADO

D) Nejprve si pfipomeneme nékteré uzitecné
matematické pojmy. Nejmensi spole¢ny naso-
bek ¢isel a a b je nejmensi ¢islo takové, ze ho lze
beze zbytku vydélit a i b. Nejvétsi spolecny deé-
litel je naopak nejvétsi cislo takové, které beze
zbytku deéli obé ¢isla. Jak na né ale v progra-
mu prijit? Na vypocet nejvétsiho spolecného
délitele se pouziva Eukliduv algoritmus. Kdo
jej nezné, necht se podivd do ukdzkového ké-
du k této tloze. Jak funguje a jak je rychly, se
miuizete doéist v kuchafce o teorii ¢isel.!!

(&
o<

>R S

Na vypocet nejmensiho spolecného nasob-
ku podobny algoritmus neexistuje, protoze neni potteba. Plati totiz vztah a-b =
nsd(a, b) - nsn(a, b). Na nejmensi spole¢ny nasobek tedy ptijdeme vydélenim sou-
¢inu ¢isel x a y na vstupu jejich nejvétsim spolecnym délitelem.

Kdo ovSsem Eukliduv algoritmus neznal, mohl na nejmensi spole¢ny naso-
bek pfijit jednoduse postupnym zkousenim nasobki ¢isla z, zda nahodou nejsou
délitelné y. To pro rychlé feSeni tlohy bohaté stacilo.

A jak to celé souvisi se zadanou tlohou? Vsechna ¢isla délitelna zéroven x a y
musi byt néjakym ndsobkem nejmensiho spoleéného nasobku. A kolik takovych
¢isel nalezneme v intervalu [a, b] zjistime t¥eba tak, Ze spocitdme podet ndsobki
v intervalu [0,b] a odecteme jejich pocet v [0,a — 1]. Obé hodnoty spocitdme
jednoduchym délenim.

Program (Python 3): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-22-2.py

Ondra Hlavaty

1 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisell
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26-7Z2-3 Sifrovana zprava

Ke zdarnému vyfteseni ulohy si budeme muset zkon-
struovat néjakou Sifrovact tabulku, kterd kazdému pismenu
z rozsahu A-Z prifadi odpovidajici pismeno v zasifrovaném
dopisu. Technicky to mtzeme lehce zrealizovat pomoci jed-
noho pole o 26 prvcich — i-ty prvek bude vyjadiovat, na co
se prelozi i-ty znak abecedy.

V ukéazkovém programu vyuzivame toho, Ze pismena
jsou v ASCII tabulce!? umisténa za sebou a pfevod pisme-
ne na néjaké ¢islo udélame jednoduse (bez nutnosti védét,
jaké presné ¢islo v tabulce m4) tim, Ze od néj odec¢teme hodnotu znaku A. Samot-
né A tak dostane hodnotu 0, B hodnotu 1 a tak déle. Jinou metodou je napriklad
pouziti asociativniho pole, které nam poskytuje jazyk Python.

Kdyz uz mame technické detaily za sebou, stac¢i ndm jen znak po znaku
projit puvodni i zaSifrovany text a ke kazdému znaku puvodni zpravy ulozit
do sifrovaci tabulky znak, na ktery je ptuvodni znak zaSifrovany. Toto by skvéle
fungovalo, kdybychom méli slibeno, Ze zprava je vidy zaSifrovana spravné. Jak
vSak poznat chyby?

Dilezité je uvédomit si, jaké chyby se nam mohou vyskytnout. Mozné chyby
jsou dvé. Prvni z nich nastane, pokud stejné pismeno zasifrujeme dvakrat na
pismena ruzné. To ale pozndme snadno, stac¢i nam ptidat jednoduchou kontrolu
u vypliiovani nasi Sifrovaci tabulky: Pokazdé, kdyz budeme zpracovavat néjaky
znak, se podivame, jestli jsme mu uz nahodou nepfifadili néjaky znak diive.
Pokud ano a znaky jsou stejné, je vSe v poradku. Pokud se vSak znaky lisi,
zahlasime chybu.

Druhé chyba nastane, pokud se dva riizné znaky ptivodni zpravy pokusime
zasifrovat na stejny znak zaSifrované zpravy. V tomto misté nam pomize dalsi
kontrola, ke které ale uz budeme potiebovat druhou tabulku, fikejme ji tfeba
tabulka pouZitych znaki.

Vzdy, kdyz budeme pridavat novy zaznam do Sifrovaci tabulky, poznacime
si do tabulky pouzitych znaki, ze tento znak je jiz zabrany. Pokud pak narazime
na to, ze nami chtény znak jiz byl pouzit dfive, nezbude nam nic jiného, nez také
nahlasit chybu.

Mohlo by se zdat, ze tim mame tlohu uz zdarné vyfesenou a zasifrovanou
zpravu zkontrolovanou. Ale ouha, zbyva nam jesté jedna drobnost na zavér —
doplnit zbytek abecedy.

To je vSak uz malickost. Jen postupné projdeme Sifrovaci tabulku a u kaz-
dého znaku, ktery doposud nema pfirazeny svuj zasifrovany ekvivalent, najdeme

http://cs.wikipedia.org/wiki/ASCI]|
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prvni nepouzity znak v tabulce pouzitych znakl. Ten prifadime a stejnym zpi-
. KSP-Z
sobem doplnime celou abecedu.

Préce, kterou nas program musi udélat, je jednou projit ptvodni i zasifrova-
ny text od zacatku do konce a pak jesté celou abecedu. To, pokud si délku textu
oznacime jako NN a velikost abecedy budeme brat jako malou konstantu, vede na
celkovou ¢asovou slozitost O(N).

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-22-3.4

TeSeni

Jirka Setnicka

26-7Z2-4 Zivotnd dulezita tloha

Pfipomenme, ze zadanim tlohy bylo v zadané posloupnosti o N ¢islech
A = ap,ai,...,any—1 nalézt vSechny prvky s aritmetickym vyskytem. Vyskyt
prvku z je aritmeticky, pokud je posloupnost pozic, na kterych se prvek x v po-
sloupnosti A nachazi, aritmeticka.

Prvky s aritmetickym vyskytem maji byt vypsany ve vzestupném poradi a
m4 u nich byt uvedena i diference ptislusné aritmetické posloupnosti. (Pokud mé
prvek jediny vyskyt v celé posloupnosti A, chapeme jej jako prvek s aritmetickym
vyskytem o diferenci 0.)

Zda se prirozené pevné si zvolit jeden prvek posloupnosti a ovérit, zda je jeho
vyskyt aritmeticky. Pokud si v8ak posloupnost A nepfedzpracujeme, muzeme pro
kazdy prvek projit celou posloupnost A (nebo jeji vyznamnou ¢ast), coz povede
k feSeni se slozitosti O(N?2). S tou se nespokojime.

Hodilo by se seskupit prvky posloupnosti A se stejnou hodnotou vedle se-
be, abychom ,aritmeti¢nost® vyskytu ovérovali rychle. Pokud ale posloupnost A
rovnou setfidime, ztratime informaci o pozicich prvki a nebudeme schopni arit-
meti¢nost vyskytu ovérit.

Tento problém snadno obejdeme — nebudeme t¥idit pouhé prvky posloupnos-
ti A, ale budeme t¥idit posloupnost dvojic. K tomu téelu si zavedme posloupnost
S = 80,...,8N-1, Vv 0iz 8; = (a;,1). Tedy i-t4 dvojice udéva hodnotu prvku na
i-té pozici spolecné s touto pozici.

Dvojice posloupnosti setfidime podle slovnikového uspofadani (zndmé také
pod cizojazyénym ekvivalentem lexikografické). Dvojice porovndme podle prv-
ni slozky a v pfipadé shody dale podle druhé. Napiiklad setfidénim posloup-
nosti dvojic (1,2),(0,1),(1,0),(1,1) lexikograficky bychom ziskali posloupnost
(0,1),(1,0),(1,1),(1,2).

Uvédomme si, ze v okamziku, kdy definujeme vlastni funkci pro porovnéavéani
dvojic, nelisi se t¥idéni posloupnosti dvojic nijak od tfidéni posloupnosti ¢isel.
Pokud s tiidicimi algoritmy nejste obeznameni, nahlédnéte do nasi kuchaiky.'

13 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni
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Kdyz je posloupnost S lexikograficky setfidéna, mame uz vyskyty kazdého
prvku hned za sebou a ve vzestupném poradi. P¥imym prichodem pak ovéfime,
zda jsou posloupnosti vyskyti jednotlivych prvka aritmetické.

Casova slozitost t¥idéni je O(N log N), viechny ostatni ¢asti algoritmu uz
zvladneme v linearnim case. Proto mtizeme celkovou casovou slozitost stanovit
jako O(N log N). Krom nékolika proménnych si sta¢i pamatovat pouze posloup-
nost S, proto je prostorova slozitost linearni.

Zaveérem si dovolime jesté jeden mirné odlisny néhled feseni. Misto tFidéni
posloupnosti dvojic mizeme od pocatku udrzovat pro kazdou hodnotu ze vstupni
posloupnosti prihradku. Pfi prichodu posloupnosti pak pro kazdy prvek rovnou
vlozime jeho pozici do prislusné prihradky. Na zavér zkontrolujeme, které pii-
hradky obsahuji aritmetickou posloupnost.

Cisla v posloupnosti mohou dalece prevySovat délku posloupnosti, proto by
pristup k jednotlivym prihradkam ptes pole nemusel byt efektivni. Jak k nim
pristupovat efektivné? K témto tcelim lze pouzit nékterou z datovych struktur,
které se skryvaji pod souhrnnym oznacenim ,asociativni pole®.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-22-4.4

Lukas Folwarczny

26-Z2-5 Nedopité sklenicky

Cilem tlohy bylo najit v setfidéné posloupnosti dvé ¢isla (nemusi byt nutné
tésné za sebou), jejichz rozdil se co nejvice blizi ¢islu K. Nejjednodussim (ale
pomalym) feSenim tohoto problému by bylo projit kazdé dvé sklenicky, odeéist
jejich hladiny a porovnat velikost tohoto rozdilu s K.

Jak toto realizovat? Nejdriv se hodi si sklenicky ocislovat. Ve vétsiné pro-
gramovacich jazykl ma prvni prvek pole index 0, takze budeme sklenicky stejné
¢islovat i my (od 0 do N — 1). Déle si sta¢i pamatovat, jaky rozdil mezi dvé-
ma sklenickami byl nejblize ke K (ozna¢me toto ¢islo MIN, na zac¢atku necht je
v ném tieba 0o) a které dvé sklenicky to byly (ozna¢me Sy, S2). Pak pro kazdou
sklenicku vyzkousime vSsech N — 1 dalsich a pti zkousSeni kazdych takovych dvou
sklenicek porovname, jestli je velikost rozdilu jejich obsahti ke K blizsi nez MIN.
Pokud ano, aktualizujeme MIN i skleni¢ky S; a Sy. Reknéme, ze do S; ulozime
¢islo sklenicky s mensim obsahem Samparniského. AZ projdeme vSechny dvojice
skleni¢ek, bude v S FeSeni, tedy ¢islo sklenicky (po¢itdno od nulté), do které ma
Kevin nalit zbytek Ssamparského.

Takové feseni prochazi kazdou dvojici sklenic¢ek a provadi na nich porovnani.
Proto mé ¢asovou slozitost O(n?). Jak jej zrychlit? Miizeme vyuzit sefazenosti
sklenicek. Vsimneme si, ze pokud porovname i-tou a j-tou sklenicku a rozdil je
uz moc velky, tak rozdil mezi i-tou a (j + 1)—ni skleni¢kou bude jesté vétsi. Nema
tedy smysl porovnavat i-tou s (j + 1)-ni a jakoukoliv dalsi a mizeme misto toho
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¢ posunout o jedna dal a porovnévat (i 4+ 1)-ni a j-tou. Obdobné, jen obracené,
to funguje i v ptipadé, ze rozdil je mensi nez K.

K realizaci pouzijeme dvé ¢isla (feknéme A a B), kterd budou oznacovat
dvé aktudlni pozice v posloupnosti skleni¢ek. Tyto dvé sklenicky oznacené cisly
budeme v kazdém kroku porovnavat. Pokud budou sklenicky ocislované od 0 do
N — 1, bude na pocatku A = 0 a B = 1. Posloupnost skleni¢ek si oznacime
jako s, tedy s; bude mnozstvi tekutiny v i-té skleni¢ce. Nyni mtzeme prochazet
posloupnost s a hledat, pro kterd A a B bude sg — s co nejbliz ke K.

V kazdém kroku porovname sp — sa s K. Pokud je sg — sa > K, zvétsime
A o 1, jinak zvét§ime B o 1. Zaroven pro kazdou dvojici kontrolujeme, jestli
neni lepsi nez doposud nejlepsi feseni a upravujeme MIN, S7 a Sy — Gplné stejné
jako v pomalém feseni. Pokud A = B, tedy A ,dohnalo“ B, posuneme B o 1
doprava. Pokud B > (N — 1), prosli jsme vSechny vhodné dvojice sklenicek a
muzeme skoncit. V S7 bude opét ulozeno feseni.

Toto feseni v kazdém kroku posune A nebo B alesponi o 1, vzdy plati B > A
a pii B > (N — 1) skon¢i. Maximalné tedy udéld 2N kroki. Kdyz zanedbdme
onu dvojku, uz vime, Zze ma linearni ¢asovou slozitost O(NN). Co se paméti tyce,
ukldaddame konstantni pocet ¢isel: A, B, MIN, S7, So, N. Pfipoc¢teno k velikosti
vstupu naéteného do paméti ndm tedy vychazi linearni pamétova slozitost O(N).

Program (Python 2): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-22-5.py

Honza ,,0qgy“ Skoda

26-7Z2-6 Cteci hlavy

Reseni této tlohy se iidi myslenkou: ,Pokud existuje jen mélo moznosti,
tak je vyzkousime vSechny a z nich vybereme tu nejlepsi.“ To je v informatice
pomérné casty postup. Pri aplikaci tohoto pravidla si vSak musime dat pozor,
obecné totiz muze byt zkouSeni vSech moznosti velmi neefektivni. Kdyz se ndm
ale povede nalézt jen malo moznosti, mezi kterymi urcité bude i ta aplné nejlepsi,
mame vyhrano.

Pri ¢teni pomoci jedné hlavy méame pouze dvé moznosti. Bud hlava nejdiive
pojede smérem k nejlevéjsimu segmentu a pak smérem k nejpravéjsimu segmentu,
a nebo naopak nejdfiv k nejpravéjsimu a pak k nejlevéjsimu. Z téchto moznosti
vybereme tu lepsi a mame vysledek. Casova slozitost tohoto vipoétu je konstant-
ni, ale ¢asovd slozitost celého algoritmu je linedrni (konkrétné O(N), kde N je
pocet ¢tenych segmenttl), protoze musime nadist vstup a zjistit, ktery segment
je nejlevéjsi a ktery nejpravéjsi.

Pii ¢teni pomoci dvou hlav mame také jen malo moznosti. Vsimneme si, ze
v optimélnim feseni levéa hlava pre¢te néjaky pocatecni isek vybranych segmentii
a prava hlava precte zbytek vybranych segmentii, které zas tvori néjaky koncovy
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tsek vybranych segmentii. Tyto dva tseky pokryvaji dohromady vSechny vybra-
né segmenty a nekrizi se.

Bude mezi takovymi feSenimi urcité i to optimélni? Ano, bude! Pokud by
se obé hlavy mély po cesté kiizit, tak namisto toho budeme uvazovat situaci,
kdy se od sebe hlavy odrazi a to, co pivodné méla jet jedna hlava, pojede druha
hlava a naopak. Neni tedy vyhodné, aby si hlavy vymeénily pozice — leva hlava
tedy celou dobu zustane levou a prava hlava pravou.

A co tsek ¢teny levou hlavou a tsek ¢teny pravou hlavou? MuZe byt vyhodné
jejich prekryti? Také ne, protoze nemd smysl, abychom néjaky segment cetli
dvakrat.

Staci nam tedy vyzkouSet vSechny moznosti. Pro soufadnice segmenti s; <
Sg < -++ < sy vyzkousime moznosti, kdy leva hlava bude ¢ist segmenty s1,...,s;
a prava hlava bude ¢ist segmenty s;41,...,sy. Pozor, nesmime zapomenout na
moznosti, kdy leva resp. prava hlava ¢te vsechny segmenty.

Za jak dlouho hlava pfecte konkrétni tsek segmenti zjistime pomoci vy-
poctu pro jednu hlavu. Tedy hlava bud nejdiive pojede k nejlevéjsimu a pak
k nejpravéjsimu segmentu ¢teného tiseku, nebo naopak. Cely algoritmus méa ca-
sovou slozitost O(N), mame dohromady N + 1 moznosti a vypodet kazdé z nich
zabere konstantni ¢as. Pokud bychom souradnice segmentti na vstupu nedostali
setfizené, museli bychom je v ¢ase O(N log N) setfidit.

Pamétova slozitost varianty pro jednu hlavu je konstantni (znaéime O(1)) —
staci nam si pamatovat pouze soutfadnici nejlevéjsiho a nejpravéjsiho segmentu.
Pamétova slozitost varianty pro dvé hlavy je linedrni (znac¢ime O(NN)) — pamatu-
jeme si N soufadnic segmentti a pak nékolik malo (konstantné) dalsich pomoc-
nych proménych.

Pro lepsi pfedstavu feSeni nahlédnéte do okomentovaného zdrojového ké-
du. Zdrojovy kéd je v jazyce C++, jeho znalost by vSak neméla byt nutna pro
pochopeni programu.

Program (C++): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-22-6.cpg

Karel Tesar
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26-Z3-1 Zamky labyrintu

Stejné tak, jako zadani znélo jednoduse, feSeni bude téZ jednoduché.

Nejprve si musime rozmyslet, na jaké hodnoty bychom potencialné méli
nastavit a, b a c.

Proménna a musi spliiovat (jak bylo uvedeno v zadani) rovnost b — a =
c—b=a=—(c—b—1>b) =2b—c. Pro b a ¢ vyjdeme ze stejné rovnice a vyjde
nam, ze b = £ (zde se jen musi ovéfit, ze toto &islo je celé) a ¢ = 2b — a.

Tedy stacilo spocitat tyto hodnoty, a pak zjistit, kde je v absolutni hodnoté
nejmensi rozdil s ptivodni hodnotou.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-23-1.4

Vojta Sejkora

26-Z3-2 Carodé&jova Sifra

Nez jsme se mohli pustit do samotného Sifrovani mfizkou, bylo nutné poradit
si se situaci, kdy jsme méli text kratsi, nez kolik byla velikost miizky (K x K).
Dalo by se to fesit néjakou soustavou podminek az pfimo pii Sifrovani, ale pro¢
si to komplikovat?

Nejjednodussi feseni jsou casto ta nejlepsi — prosté si na zacatku doplnime
text na pozadovanou délku opakovanim pismen ,KSP“. Na technické detaily,
stejné jako na detaily nac¢itani vstupu se muzete podivat do vzorovych programii
na konci tohoto Teseni.

Tim se dostdvame k hlavni Gasti celé dlohy, k Sifrovani miizkou. Redme
nejdrive jednodussi pripad bez otaceni a pak zkusme stejny princip zkombinovat
s otacenim.

Mame tedy dvourozmérné pole s mfizkou a text. Budeme si udrzovat pozici
v textu — jaké pismeno bychom méli zapsat dal — a budeme postupné po sloup-
cich a fadcich prochazet dvourozmérné pole s m¥izkou (vnéjsi cyklus pies fadky,
vnitini pfes sloupce, abychom §li spravné zleva doprava fadek po fadku). Vzdy,
kdyz narazime na diru, zapiSeme na stejnou pozici ve vysledném dvourozmér-
ném poli pismenko, které je zrovna na fadé (a posuneme ukazatel na dalsi). Tak
postupné projdeme celou mrizku a mame jednu ¢tvrtinu tkolu splnénou.

Ted by se ndm libilo m#iZzku otocit a to celé provést znova. Miizeme si bud
celou mrizku nakopirovat a otocit, nebo muZzeme transformovat souradnice az
pii jejim otdceni. Je dilezité si uvédomit, ze kdyz mfizku otoéime doprava (po
sméru hodinovych ruéicek), je to to samé, jako kdyz souradnice transformujeme
na druhou stranu, doleva. KdyZz se ptdme, co je na soufadnicich [r,s] v mfizce
otocené o jedna doprava, muzeme nas dotaz prelozit na ekvivalentni dotaz: co se
nachazi na soutfadnicich otocenych o jedna doleva v ptvodni miizce.
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Af uz se rozhodneme pro jeden nebo druhy zpisob, budeme potfebovat
néjaky prepocet souradnic pro otoceni, neboli na jaké pozici se octne to, co bylo
ptivodné na soufadnicich [r, s]. UkdZzeme vzorce pro oto¢eni doprava, pro otoceni
doleva je to stejné, jen odzadu (jedno otoceni doleva je to samé jako tii oto¢eni
doprava). Indexujeme tabulku od nuly, takze mdme sloupce i fadky s indexy
0,...,K —1.

1. oto¢eni doprava: [r,s] — [s, K — 1 — 7]

2. otoc¢eni doprava: [r,s] — [K — 1 —r, K — 1 — s] (vlastné prvni otoceni apli-
kované dvakrat)

3. otoceni doprava: [r,s] — [K — 1 — s, 7] (to samé, jen t¥ikrét)

Ted jiz mame vSechny potfebné stavebni kameny. Stac¢i jen ¢tyfikrat pro-
vést zapsani pies miizku a mezitim otacet (ve vzorovych programech pouzivime
variantu s transformaci soufadnic). Diky vlastnostem miizky slibenym v zada-
ni jsme zapsali na kazdé policko vysledné tabulky pravé jeden znak a tim jsme
splnili ¢arodéjovo zadani, stac¢i mu tedy miizku odevzdat (vypsat) a mizeme jit
dovadét do Labyrintu snt.

Program (Python): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-23-2.py|

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-23-2.4

Jirka Setnicka

26-7Z3-3 Hadanka

Nejdrive si pripomeneme kritérium délitelnosti deviti, které asi vsichni znaji:
¢islo je délitelné deviti beze zbytku pravé tehdy, kdyz ciferny soucet jeho zapisu
(v desitkové soustavé) je také délitelny deviti. Napiiklad ¢islo 738 je délitelné
deviti pravé proto, ze ciferny soucet 7+ 3 + 8 = 18 deviti délitelny je.

Nez se pustime do samotné tlohy, dovolim si drobnou otazku. Zamysleli
jste se nékdy nad tim, pro¢ toto kritérium funguje? Pokud ne, ukdzeme si to.
Vezmeme si nase znamé cislo 738, budeme ho postupné délit deviti a budeme
sledovat prenosy mezi rady.

Rozepiseme si ¢islo po fadech na 7-100+3-10+8-1 a budeme ho postupné
zkousSet délit od nejvétsiho Fadu (jako bychom popotadé délili jednotlivé ¢leny
éisly 900, 90 a 9). Déleni 900 ndm nic nezméni, ale uz déleni 90 je zajimavé.
To ndm zrusi prvni ¢len a z kazdé stovky nam zbude pravé jedna desitka, tedy
pri¢teme 7 k desitkdm (dostavdme tak 10-10 + 8-1). Kdyz budeme dél délit 9,
zmizi nam desitkovy ¢len a z kazdé desitky nam ztstane pravé jedna jednicka,
dostaneme tedy vyraz 18-1 a u ného uz délitelnost deviti snadno pozname.

Asi jste si uz vSimli jisté pravidelnosti. Je to ddno tim, ze ¢islo v n-arni
(pfesnéji desitkové) soustavé délime éislem n — 1 (tedy devitkou). Z kazdého
radu se nam tak prenese do nizsiho pravé takové ¢islo, které v ném je. A vSechny
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tyto prenosy se pak shroméazdi v jednotkovém fadu, coz je presné ekvivalentni
cifernému souctu.

Potom, co jsme si dokazali délitelnost deviti, pfejdéme uz k reseni samotné
ulohy. V podstaté ndm staci na mista otaznikt doplnit takova ¢isla, aby nam ci-
ferny soucet vysel délitelny deviti. Zaroven ale chceme, aby ¢islo bylo co nejmensi
mozné, takze chceme umistovat co nejmensi ¢isla do velkych fadi.

S vyjimkou pozice na zacatku ¢isla, kde musi byt alespon jednicka, muzeme
jinak zkusit vSude misto otazniki doplnit nuly. Pokud nam potom vyjde ciferny
soucet délitelny deviti, vyhrali jsme, pokud ale ne, bude jesté nutné ¢islo upravit.

Stadi si ale spocitat, kolik ndm schazi do nejblizsiho dalsiho ¢isla délitelného
deviti, to je maximalné osm. Takze ndm sta¢i néjaké zapsané ¢islo (nulu nebo
jednicku) zvétsit o osm. A protoze chceme vysledné ¢islo co mozna nejmensi,
provedeme to u nejméné vyznamného fadu — u nejpravéjsi pozice s otaznikem.

Vsechno, co potfebujeme, je nékolikrat projit vSechny cifry ¢isla. Takze pro
¢islo dlouhé N cifer zabere nas postup ¢as O(N). Nahlédnéte do vzorovych pro-
grami.

Program (Python): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-23-3.py|
Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-23-3.4

Jirka Setnicka

26-7Z3-4 Tvar labyrintu

Struktute kfizovatek a cest mezi nimi se v informatice fikd graf, a takto
specialnimu grafu bez cykli potom strom. Problém ze zadani je tedy problém
nalezeni nejdelsi cesty (trasy) ve stromu.

Predstavme si kiizovatky a slepé cesty jako uzliky a cesty mezi nimi jako pro-
vazky odpovidajici délky. Potom cely labyrint uchopme za kfizovatku s cislem 0
a nechme provazky s uzliky volné spadnout doli. Pokud si to dokazete predsta-
vit, muzete si v§imnout nasledujicich fakti. Nejdelsi cesta bude vzdy koncit ve
slepé chodbé — pokud do kfizovatky vedou alespon dvé chodby a jednou z nich
prijdeme, tak neni divod se zastavovat, kdyz mtzeme druhou odejit. Dalsi pozo-
rovani je, ze uzlik, ktery spadnul nejnize (je tedy nejvzdalenéjsi od kiizovatky 0),
bude urcité na kraji té nejdelsi cesty. Kdybychom poté cely strom chytili za tento
nejhlubsi uzlik a zase nechali ty ostatni volné spadnout dolti, uz bychom snadno
nalezli nejdelsi cestu.

Jak to ale udélat algoritmicky? Nalézt nejhlubsi uzlik zvladneme prichodem
grafu do hloubky, problém je ale s ,pretocenim® stromu pod nejhlubsi uzlik.
Proto si vysvétlime snadnéji naprogramovatelny postup.

K tomu si zavedeme nékolik pojmii, vyjdeme u nich z predstavy zavéSenych
uzlikd. Podstrom zacinajici v néjakém uzliku u je strom obsahujici tento uzlik
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a vse, co visi pod nim, uzlik u je korenem tohoto podstromu. Svisld cesta je
pak takova trasa, kterda v tomto zavéseni vede pouze dold. Stoji za vsimnuti, ze
libovolnou jinou cestu mizZeme ziskat slozenim dvou svislych cest.

Pti zpracovani kazdé kiizovatky uvazujeme pouze podstrom s kofenem v této
kiizovatce. Spocitat chceme dvé véci: jednak délku nejdelsi svislé cesty, jednak
délku nejdelsi cesty prochazejici kofenem (tedy zpracovavanou kiizovatkou).

Rekurzivné ziskdme délky nejdelsich svislych cest vedoucich ze sousednich
kiizovatek, k nim pricteme vzdalenost k pfislusné krizovatce. Maximum z téchto
hodnot predstavuje délku nejdelsi svislé cesty, soucet dvou nejvétsich hodnot
je pak délkou nejdelsi cesty prochézejici pres kofen. Pro uplnost dodejme, ze
nejdelsi svisla cesta vychazejici ze slepé ulicky ma délku 0.

Pokazdé, kdyz pocitame cestu prochéazejici ptres kofen, porovname navic vy-
sledek s globalné udrzovanym maximem, a je-li vétsi, toto maximum upravime.
Po zpracovani celého stromu v ném tak mame hledanou délku nejdelsi cesty ve
stromu.

Jesté bychom si méli rozmyslet slozitost. Do kazdé ktizovatky urcité prijdeme
jen jednou (do kazdé vede shora maximélné jedna chodba). Jejim zpracovanim
stravime jednak néjaky konstantni cas, jednak néjaky dalsi konstantni cas za
kazdou chodbu, ktera z krizovatky vede dold. VSimnéme si ovSem, ze kdyz do
kazdé kiizovatky vede nejvyse jedna chodba, je chodeb nejvyse N. Dohromady
tak potfebujeme ¢as O(N). Podobné pamétova slozitost je linearni.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-23-4.4

Ondra Hlavaty & Karolina ,Karryanna® Buresovd

26-7Z3-5 Ceny na stielnici

Pomalu, ale jisté

Hleddme v zadané posloupnosti a co nejdelsi tsek, ve kterém jsou vsech-
ny prvky ruzné. Zkusime nejdriv najit nejdelsi takovyto tusek, ktery zacina na
prvnim prvku, tedy zcela vlevo.

To je velice jednoduché, staci si néjak v paméti udrzovat, které vsechny rtizné
prvky jsme uz potkali. Pokud budeme mit druhy cen oznacené ptirozenymi ¢isly,
tak se na to skvéle hodi pole. Vytvorme si pole ¢, ve kterém na zacatku budeme
mit v8ude nuly (to znamend, Ze jsme zatim nic nenavstivili), a pokud potkame
cenu oznad¢enou ¢, napiSeme do ¢ néjaké nenulové ¢islo na cfi].

No a pokud budeme chtit zapsat na misto, kde uz ale néco nenulového je,
znamena to, ze jsme pravé prectenou hodnotu potkali uz podruhé. Takze tseky
od zacdatku na misto, na které se budeme divat, od ted budou uréité obsahovat
dvojici stejnych prvku.

Ale tim nesmime ukonc¢it hledani, jesté je moznost, Ze existuje néjaky vy-
hovujici tsek zacinajici nékde dal nez na prvnim prvku. Nejjednodussi zptiisob

44


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-Z3-4.c

Vzorova feseni KSP-Z — 3. série

by byl pouzit stejny algoritmus od druhého prvku, potom od tfetiho, potom od
¢tvrtého a tak dale az do N-tého. To by ale trvalo moc dlouho — algoritmus spus-
time N-krdt a mtize zkoumat az N prvki, takze asovd slozitost bude O(N?).
Pro prvni tkol ale staci, protoze pokazdé algoritmus skonc¢i po nejvyse pade-
sati krocich (delsi usek ruznych cen nemuze byt). Proto bude ¢asova sloZitost
O(BON) = O(N).

Optimalizace

My ho ale dokdzeme vyrazné zrychlit jednoduchym trikem: Kdyz budeme
do pole chtit napsat, ze jsme potkali néjakou cenu x na pozici i, na c[z] zapiSeme
hodnotu 4. Tedy o druhu ceny x budeme védét nejen, ze jsme ho potkali, ale i
kde to naposledy bylo.

Algoritmus bude postupovat tak, Ze bude prochézet posloupnost cen a u kaz-
dé zjisti, kde zacind nejdelsi tsek ruznych cen, ktery v ni konc¢i. Pokud pro-
zkouméame novou cenu, tento zac¢atek nejdelsiho tiseku ztistane bud stejny jako
u predchozi, nebo se posune nékam smérem doprava.

Kdyz ptijdeme k néjaké cené x na pozici i, zjistime, jestli je jeji posledni
vyskyt pred nebo za zacatkem nejdelsiho tseku konciciho na pozici ¢ — 1. Pokud
je pred nim, muzeme ho ignorovat a zacatek bude pro i stejny jako pro i — 1.
Pokud bude za nim, posune se tim zacatek nejdelsiho tseku doprava tésné za
posledni vyskyt.

Timto zpusobem projdeme postupné celou posloupnost a budeme si udrzo-
vat zatim nejlepsi délku useku, jakou jsme dosud vidéli. Spolu s ni si zapama-
tujeme i indexy jejiho zacatku a konce. Ty prepiseme, jakmile potkame néjakou
lepsi.

Pro¢ to celé funguje?

Slusi se jesté dokazat, Ze jsme zadnou jesté lepsi validni posloupnost nepie-
hlédli. Na kazdém prvku posloupnosti jsme znali nejdelsi posloupnost, ktera na
tomto misté konéi (kdybychom se pokusili jeji zac¢atek posunout o jedno misto
doleva, objevila by se mezi prvky posloupnosti néjaka dvojice — pravé na takové
misto jsme zacatek posouvali).

Konec posloupnosti jsme v prubéhu algoritmu posouvali postupné o jednic-
ku, proto, at by nejlepsi validni podposloupnost kon¢ila kterymkoliv prvkem, tak
bychom pfes néj museli prejit a podposloupnost bychom tak nasli.

Jak dlouho to celé pobézi? Udélame N kroku, kde krok je vSechno, co udé-
lame mezi jednotlivymi posunutimi konce posloupnosti. Tam ale udélame vzdy
konstantni pocet operaci, takze ¢asova slozitost bude O(N).

Program (Python): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-23-5.py|

Martin Spanél
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26-7Z3-6 Horska driaha

Hlavnim néastrojem, ktery vyuzijeme v této tloze, je tfidéni. O rychlych
tifdicich algoritmech se doctete t¥eba v nasi kuchafce.'4

V prvnim tkolu sta¢i vSechny hodnoty, které si Kevin zapsal, vzestupné
setfidit. Poté budeme zleva doprava hodnoty prochazet a udrzovat si pritom
pocitadlo, které bude obsahovat délku souvislého tseku slozeného ze stejnych
hodnot, ve kterém se pravé nachazime. Pokud je nasledujici hodnota stejna jako
predchozi, pocitadlo o jedna zvétsime, jinak jej vynulujeme. Zaroven si v pritbéhu
udrzujeme dosavadni maximélni hodnotu pocitadla, kterou stac¢i aktualizovat
vzdy pred vynulovanim a pak na konci.

Vypocet se sklada ze dvou fazi: t¥idéni a nasledny prichod. Prvni fize nas
stoji pfi pouziti rychlého tfidiciho algoritmu O(N log N) ¢asu, druhd féze uz jen
O(N), takze celkova ¢asova slozitost tohoto algoritmu je pak O(N log N).

Budeme predpokladat, Ze se horska draha chova rozumné spojité, tedy po-
kud jsme pfejeli z vysky a do vysky b, ocitli jsme se pfitom jednou v kazdé vysce
mezi a a b. Navic tsek mezi kazdymi dvéma Kevinovymi zapisy je ze zadani cely
z kopce nebo cely do kopce, takze kazdy tsek mezi dvéma zapisy muzeme popsat
intervalem, jehoz krajnimi hodnotami jsou ony zapsané hodnoty.

Radi bychom nyni fekli, ze hledand vyska je takova, ktera je obsazena v nej-
vice intervalech. To je ovSem zradné, protoze mista, ve kterych si Kevin zapisoval
vysku, jsou zachycena ve dvou intervalech. Lokalni vyskové extrémy tedy urcité
nebudou dobrymi kandidaty na hledanou nejcastéji navstévovanou vysku. Pied-
stavime si tfeba obycejnou sinusoidu, na které by se Kevin vyskytl ve vysce 0
mnohem castéji nez ve vysce 1. Radéji bychom proto pocitali s otevienymi in-
tervaly.

U¢inime pozorovani, které nam to umozni: predstavme si, ze jsme jiz nalezli
onu vyslednou vysku, ale vyskytuje se na seznamu, tedy je koncovym bodem
nékterych interval. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze se tato vyska
vyskytuje v nejvyse tolika lokdlnich tdolich jako vrcholech (jinak pokracujeme
obracené). Pak ovSem miizeme tuto vysku zmensit o dostateéné malinké ¢islo,
¢imz sice uz nebude v udolich, ale za kaZzdy vrchol ted budeme mit dva vyskyty
této vysky v jeho blizkém okoli. Jeden bude nalevo a jeden napravo. Celkovy
pocet vyskytt se tedy nezmensil a dostali jsme vysku, kterd lezi pouze v ote-
vienych intervalech (volbou dostateéné malého zmenseni jsme se mohli vSem
ostatnim lokalnim extrémtm vyhnout).

Nyni nam staci pracovat s otevienymi intervaly a budeme postupovat po-
dobné jako v prvni tloze. Vezmeme si vSechny konce intervald, pridame ke kaz-
dému konci priznak, zda je to konec levy nebo pravy, a vsechny konce vzestupné
setfidime.

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/trideni|
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Setfidéné pole budeme prochézet zleva doprava a udrzovat si, v kolika jsme KSP-Z

zrovna intervalech. Pokud narazime na levy konec, pocitadlo o jedna zvysime,
pokud narazime na pravy, o jedna jej zmensime. Pritom si udrzujeme maximalni
hodnotu pocitadla tentokrat jesté navic s intervalem, ve kterém ji bylo dosa-
zeno. Ten vznikne jako prunik néjakych intervald, pfi vypoctu jej vSak snadno _ _
dostaneme jako nejvétsi levy a nejmensi pravy konec, ktery aktualné mame. resent
Nakonec méame interval (a,b), ktery reprezentuje vysky, ve kterych jsme se
nejcastéji objevili. Sta¢i tedy vypsat libovolnou z nich, tfeba (a + )/2, coZ je
urcité ¢islo z vnitiku intervalu.
Casova slozitost algoritmu je stejna jako v prvnim tkolu, tedy O(N log N).

Program (C++): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-Z3-6.cpg

Mark Karpilovskij
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26-Z4-1 Vrazedna c¢isla

Misto samotnych vrazednych ¢isel zaméfime svou pozornost na jejich zbytky
po déleni ¢islem Q. Aby se nam s nimi pohodIné pracovalo, zavedeme si nasledu-
jici (vecelku obvyklé) znaceni: je-li x néjaké celé ¢islo, bude z mod @ jeho zbytek
po déleni ). Tento zbytek je také celé ¢islo a lezi mezi 0 a @ — 1.

Nyni se podivejme na soucet néjakych dvou ¢isel z + y. Kdy je tento soucet
deélitelny Q7 Bud tehdy, jsou-li obé ¢isla také délitelnd @ (¢ili x mod @ = y mod
Q@ = 0), nebo daji-li jejich zbytky dohromady @, tedy

(z mod Q) + (y mod Q) = Q.

Pocitejme nejprve dvojice prvniho druhu. K tomu nam staci spocitat, kolik
z vrazednych ¢isel je délitelnych @. Pokud jich je zg, mizeme utvorit presné
z0 - (20 — 1)/2 dvojic. Pro¢ pravé tolik? Predstavme si, Ze na chvili budeme
odlisovat, které ¢islo ve dvojici je prvni a které druhé. Mame 2, moznosti, jak
zvolit prvni ¢islo, a pak zp — 1 moznosti, jak doplnit druhé (o jedni¢ku méné
proto, Ze nesmime totéz ¢islo pouzit dvakrat). Ted jsme ovSem kazdou dvojici
zapocitali dvakrat, takze vysledek jesté vydélime dvéma.

Pokrac¢ujme dvojicemi druhého druhu. Oznacme z; pocet vrazednych ¢isel,
ktera davaji zbytek i. Dvojici druhého druhu ziskame tak, ze sparujeme ¢islo se
zbytkem 1 s ¢islem se zbytkem @ — 1, nebo 2 s Q — 2, atd. Takze napocitame
celkem

212Q-1 + 222Q—-2 + - ..

dvojic. Kde se piesné zastavime? Za zg/22g/2 Uz pokracovat nesmime, protoze
bychom opét dvojice pocitali podruhé. Ale i samotny clen zg/22g/2 je zédkeiny
— objevi se jen tehdy, je-li @) sudé ¢islo, ale pokud tomu tak je, jsme ve stejné
situaci jako u dvojic prvniho druhu, nebot kombinujeme ¢isla se stejnym zbytkem.
Takovych dvojic bude zg /s - (2g/2 —1)/2.

Pojdme shrnout, co jsme vymysleli. Pro liché @ je vysledek roven

Z0 (Zo - 1)
f+zle_1+Z22Q_2+...+ZQ2—12%7

pro sudé @ pak

20 (z0 — 1 z 2 -1
007 (20 )+Z12Q71+222Q72+...+—Q/2 (2Q/2 )

Program pouze spocitd, kolik ¢isel dava ktery zbytek, a pak to dosadi do
naseho kouzelného vzorecku. Oboji jisté stihne v linedrnim ¢ase a linearni paméti.
Dodejme jesté, ze ve vétsiné programovacich jazyka si musime davat po-
zor na zbytky po déleni zaporného &isla. Casto totiZ vyjdou zdporné: napiiklad
(=8) mod 7 = —1. V programu je proto jistéjsi psat ((x mod Q) + Q) mod @,
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coz pro kladné x neuskodi a pro zaporné to vysledek posune do kladné hodnoty,
ktera se nam hodi vice.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-24-1.4
Program (Python 3): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-24-1.py

Ondrej Hlavaty & Martin ,Medvéd“ Mares

26-Z4-2 Sbirani vajic¢ek

Kam se ma Kevin s kosikem postavit, aby se Zuzka co nejméné nabéhala?

Na pfimce je vzdélenost bodii a a b absolutni hodnota jejich rozdilu, |a —b|.
Treba body 3 a 10 jsou vzdalené |3 — 10| = 7.

Hleddme misto, které méa nejmensi mozny soucet dvojnasobku vzdalenosti
od zadanych bodl na pfimce. Pro¢ dvojnasobku? Jednou pocitame cestu od Ke-
vina k vajicku a jednou od vajicka ke Kevinovi. Obé jsou stejné dlouhé. Kdyz
chceme vybrat misto s nejmensim souctem, nasobeni dvéma ale vibec nemusi-
me uvazovat. Tak to bude pro nas pti dokazovani piijemnéjsi. Kazdy scéitanec
v souctu je nasoben dvéma, muzeme dvojku vytknout pfed soucet. Vzdy, kdyz
porovname dvé uslé vzdalenosti, dvojku z nerovnice odstranime, protoze 2a < 2b
je to samé jako a < b.

Pro kazdé misto na zahradé tedy muzeme secist vzdalenosti od vajicek, a
vybrat to misto, kde je nejnizsi soucet. Toto nam da spravny vysledek, ale bude
to pomalé. Moznych mist je velmi mnoho.

Jak zjistit rychleji, kam postavit Kevina?

Predstavme si, Ze uz mame zjistény soucet pro néjaké misto A, od tohoto
mista je 5 vajicek napravo a 10 nalevo. Ted Kevina posuneme o 3 policka doleva
do bodu B, mezi A a B se bez jmy na obecnosti zadné vajicko nenachdzi.
(Kdyby tam bylo, za B zvolime to nejblizsi misto, kde to vajicko je, a tak mezi
A a B uz zaddné nebude. B uz sice nebude o t¥i policka od A, ale to nevadi,
nésledujici odstavec bude platit obdobné i pro jinou vzdélenost nez 3.)

Jak se zméni soucet? Zvétsi se o trikrat tolik, kolik bylo vaji¢ek od A vpravo,
to je 0 3-5. Zaroven se ale zmensi o t¥ikrat tolik, kolik vaji¢ek bylo od A nalevo,
to je o 3 - 10, protoze k nim se Kevin pfiblizil. Soucet od B je tedy mensi nez
od A, takze to je o néco vhodnéjsi misto.

Timto postupem tedy pro kazdy bod, od kterého je vice vajicek na jedné
strané nez na druhé, umime najit misto s lepsim souctem vzdalenosti. Zadné
takové tedy nebude to spravné.

Nejlepsi je naopak misto, které ma stejné vajicek nalevo jako napravo. Je-li
vajicek lichy pocet, je toto misto jen jedno, Kevin by si mél stoupnout primo na
prostfedni vajicko. Pokud jich je sudy pocet, je to jakékoliv misto mezi dvéma
prostfednimi vajicky, tedy mezi vajicky ¢islo N/2 a N/2 +1 (plus, pokud inde-
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xujeme od jedné, minus, pokud od nuly). Vybrat muzeme tfeba jedno z nich.
Prvek na prostiedni pozici se obvykle nazyva medidn posloupnosti.

A je to jasné. Jako feSeni sta¢i vypsat median. Existuje zaru¢ené linedrni
algoritmus na jeho nalezeni, je popsan v kuchaice.'® Nam ale staéi ¢isla ulozit
do pole, setiidit v ¢ase O(N log N), séhnout doprostfed a vypsat median.

Vzorové TeSeni je na pét fadki, viz ukazkovy program.

Program (Python 3): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-Z4-2.py

Dominik Machadcek

26-Z4-3 Hra Othello

Pojdme si nejprve rozmyslet, jak bychom takovouto tlohu fesili s tuzkou a
papirem. K tomu se nam hodi nakreslit si diagram vSech moznych prubéht hry
(viz obréazek vpravo).

Na zacatku méa Kevin na vybér ze tfi moznych tahti, poté Petr ze dvou a
posledni tah uz je Kevinovi pfedurcen. Zadani fika, ze oba hraci hraji optimalné.
Jak z toho pozname, kdo kam potahne?

Zacnéme jednodussi otazkou: jak by se uloha fesila, kdyby zbyvaly uz jen dva
tahy do konce (a na fadé byl tedy Petr)? Petr mé na vybér za dvou moznosti, kam
tahnout. Vybere si pochopitelné tu, ve které ziska Kevin na konci méne kamenti.
Napi. v pozici'® C si vybere tah do pozice H, ze které Kevin musi tahnout do N
a skonéit tak s 6 kameny (¢islo pod deskou v zévorce), kdezto kdyby si vybral G,
bude mit Kevin 10 kamenti. Tuc¢né Sipky v nasem schématu znaci vzdy tah, ktery
by si hrac¢ z dané pozice vybral.

Nyni pro kazdou z pozic dva tahy pied koncem (B-D) vime, kam Petr potah-
ne a jak hra dopadne. Proto si k témto pozicim mtzeme poznamenat ohodnoceni
o(X), tedy ¢islo Fikajici, s kolika kameny Kevin skonéi, vyjdeme-li z této pozice
a oba hrac¢i budou hrat optimalné. Ohodnoceni pozic najdete v nasem diagramu
jako ¢isla v zavorce pod deskou.

Nés ovSem zajimé vysledek celé hry, tedy ohodnoceni pozice A. No ale to uz
je ted snadné ur¢it! Vime, ze pokud si Kevin vybere naptiklad tah do C, ziska
0o(C) = 6 kamend (neb ohodnoceni pfesné popisuje, jak dopadne zbytek hry
od C do konce). Kevin si tedy samoziejmé vybere tah s nejuyssim ohodnocenim.
Jingmi slovy o(A) = max(o(B), o(C), o(D)).

Tomu, co jsme pravé popsali, se obvykle ik minimazovy algoritmus, a je to
asi nejznaméjsi herni algoritmus vibec. Myslenka je jednoducha: dosazitelnym

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a-panui
Pozici zde rozumime kompletni stav hry v dany okamzik, tedy umisténi a barvu
vSech kament, spolu s informaci, kdo je na tahu.
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pozicim postupné smérem od koncovych piitazujeme ohodnoceni, které ik, s ja-
kym ,skére“ hra skoné¢i, budou-li oba hraéi hrat optimalné. Jeden hraé¢ (v nasem
ptipadé Kevin) usiluje o co nejvyssi skére, druhy o co nejnizsi. Roli skére v nasi
hfe zaujimé pocet Kevinovych kament.

Pozici miizeme ohodnotit ve chvili, kdy zndme ohodnoceni vSech pozic, na
které z ni lze tdhnout, a ohodnoceni je bud minimem, nebo maximem (proto
,minimax®) z ohodnoceni téchto pozic, podle toho, ktery hra¢ je na tahu.

TeSeni

Nyni uz zbyva jen to naprogramovat. Postup je schématicky znézornén na
obrazku na nasledujici strané.

1. Pro kazdou ze tii moznosti prvniho Kevinova tahu:
2. Pro kazdou ze dvou moznosti Petrova tahu:
Vytvor novou kopii desky.
Odehraj na ni tyto dva tahy a nutny Kevintiv posledni.

3
4
5. Spocitej Kevinovy kameny na zaplnéné desce (skdre).
6. Vyber ze téchto dvou moznych skére minimum.

7

. Vyber z téchto tii minim to nejvétsi a prohlas ho za vysledek.

Samotny minimax je jen nekolik vnofenych cykli. Dale potiebujeme umét
simulovat pribéh hry. K tomu si desku ulozime jako dvourozmérné pole znakt
a pro kazdy tah ji upravujeme primo nasledujice pravidla. Ta jsou v zadani
uz viceméné v algoritmické podobé, procez je staci jen ,prelozit® do vaseho
oblibeného programovaciho jazyka.

Drobny zadrhelem mohlo byt napriklad, jak zafidit ,,pro kazdy z osmi smért
provedte nésledujici“. Tady se hodi Gplné stejny trik, jaky jsme pouzili v tloze
o piskvorkach:'7 kazdy smér lze popsat dvojici ¢isel dr, dc € {—1,0, 1}, kterd ndm
tikaji, o kolik se pfi pohybu v daném sméru zméni ¢islo fadku a sloupce. Napft.
pohyb vlevo je popsén dvojici (0, —1) a Sikmo vpravo nahoru (—1,1). Podrobnéji
ve zdrojaku.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-24-3.4

Poznamka: V automatickém vyhodnocovani odevzdanych feseni byla chy-
ba: za spravnou odpovéd jsme nebrali pocet kament, kdyZ oba hraji optimalné,
nybrz nejvyssi vibec dosazitelny pocet kameni. To odpovida tomu, ze Kevin
hraje optimalné a Petr ,anti-optiméalné“, neboli v druhém tahu vybird maxi-
mum namisto minima. Poté, co nas na tuto skutecnost upozornil jeden fesitel
na féru, upravili jsme vyhodnocovéni, aby pfijimalo obé varianty, a upozornili
vsechny, kdo se pokouseli tlohu fesit a feSeni jim nebyla uznana.

Procez si pamatujte: jste-li presvédceni, ze mate spravné feSeni, ale ode-
vzdavatko ho odmité, upozornéte nas. I organizator se obcas splete. . .

Filip Stédronsky

17 http: //ksp.mff.cuni.cz/viz/26-21-2/reseni
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26-Z4-4 Hlidaci v labyrintu KSP-Z

Pripomenme si, ze v informatické hantyrce se nas Labyrint nazyva stromem,
kiizovatky oznacujeme jako wrcholy a chodby jsou hrany.

Univerzalnim receptem na tii ¢tvrtiny stromovych tloh je strom si zakorenit
a ulohu Tesit rekurzivné od kofene. Nejsnaze si to ukazeme na obrazku — vlevo
je puvodni strom a vpravo jeho zakofenéna verze.

TeSeni

0

Jeden libovolny vrchol (v nasem piipadé 0) prohldsime za koren. Tim nam
ve stromu pfirozené vzniknou sméry ,nahoru® (ke kofeni) a ,doli“ (od kofene).
Z tohoto zpusobu kresleni je také vidét, pro¢ se témto grafim k4 stromy (az
na to, ze informatici maji zvlastni zvyk kreslit je kofenem vzhiiru).

Z kazdého vrcholu u vede pravé jedna cesta do kofene (kdyby dvé, tvotily by
dohromady cyklus, a ty ve stromech nejsou). Nejblizsi vrchol na této cesté (tedy
vrchol ,tésné nad“ u) nazyvame otcem u. Napf. vrchol 4 je otcem vrcholu 5.
Naopak vrcholy 6 a 7 oznacujeme jako syny vrcholu 5.

Jesté se ndm bude hodit pojem podstromu. Podstrom pod u (zna¢ime T'(u))
je tvofen vrcholem u a v8emi jeho (i nepfimymi) potomky (syny, syny synt, ... ).
Napt. T'(4) je tvofen vrcholy 4, 5, 6, 7 (a hranami mezi nimi). Jako podstromy
vrcholu budeme oznacovat podstromy pod kazdym z jeho synt. Napf. podstromy
vrcholu 0 jsou T'(1),...,7(4).

Tim bychom meéli z krku ¢ast ,zakorenit“. Nyni samotné rekurzivni feseni,
které obvykle spociva v tom, ze kdyz fesime tlohu pro néjaky strom T s ko-
fenem wu, vyreSime ji nejprve rekurzivné pro vSechny podstromy kotfene a pak
z téchto dil¢ich feSeni néjak poskladame feseni pro celé T'. Pokud jste o rekurzi

nikdy neslyseli, doporucujeme si pre¢ist pifslusnou kapitolu v nasi kuchaice.'®
Oznaéme si vy,...,v, vSechny syny vrcholu u a zavedme zkratku 77 :=
T(v1),..., T := T(vx). Nyni méme dvé moznosti:

18 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy
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KSP-Z a) Do u postavime hlidace. Tak mame postarano o hrany uv; az uvy a hlidace

feSeni

v kazdém podstromu 7; rozestavime dle rekurzivné ziskaného optimalniho
feSeni pro tento podstrom. To si uré¢ité muzeme dovolit, neb v libovolném
rozmisténi hlidac¢t mutzeme tu c¢ast, kterda je v T;, nahradit za optiméalni
rozmisténi, a pocet hlidact tim nezvysime.

b) Do u nepostavime hlidac¢e. Pak musime umistit hlidace do kazdého v;. Te-
dy v ramci libovolného podstromu rozmistime co nejméné hlidaci tak, aby
alespon jeden stal v jeho kofeni. 2 5

Z toho uz je vidét, ze potfebujeme, aby .
nam rekurze vratila nejen optimalni pocet hli-
daci. Vystupem naseho rekurzivniho algorit-
mu spusténého na strom 7' budou dvé ¢isla:
® Nejmensi pocet hlidacu, kteri dokazi uhli- 1
dat chodby T, za predpokladu, ze jeden 1 O 1 O 1 O 21
stoji v kofeni (K (T)). ’ ’ ’ ’
e Nejmensi pocet hlidac¢t za predpokladu,
Ze v kofeni zadny nestoji (N(T)). 1,2
Pokud tato ¢isla zname pro vSechny podstromy, snadno je
spocitame i pro 1"

N(T) = K(T}) + ...+ K(T})
K(T) = min(K(T1), N(T1)) + ... + min(K (T%), N (T%)) 1,0 1,0

Jesté musime vytesit okrajovy pfipad stromu, ktery zadné podstromy nema
(je tvofen jedingm vrcholem, takovému fikdme list). Tam je to ale jednoduché,
neb takovy strom neobsahuje zadné chodby, a tudiz zadné hlidace nepotiebuje
(N(T)=0,K(T) =1).

Pro ilustraci ukdazeme hodnoty K a N pro strom vyse:

K uhlidani stromu tedy sta¢i dva hlida¢i (umisténi ve vrcholech 0 a 5).

Program (Python 3): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-24-4.py

Filip Stédronskyj

26-7Z4-5 Podavani rukou

Zamyslime se nad tlohou zvlast pro pripady, kdy je N liché a kdy sudé.
Nejprve treba pro N sudé. Pokud si predstavime lidi jako vrcholy pravidelného
N-tihelniku a podéni ruky jako tisecku mezi nimi, je vidét, ze aby nikdo v néjakém
taktu nezahalel, musi vSechny tsecky vést rovnobézné. Je tedy N/2 moZnosti,
jak takovym zptusobem podavani rukou udélat v riznych natocenich.
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Tim si ale nepodaly ruku vSechny dvojice! Tte-
ba se sousedem ob jedno misto si nikdo ruku nepodal.
Obecné si nepodala ruku zadna dvojice dvou lidi tako-

. VA, Ze je mezi nimi lichy pocet lidi (jinymi slovy mezi
/' kazdymi dvéma lidmi byl sudy pocet lidi, jak je vidét

z obrazku). Zato ale plati, Ze si podala ruku kazda dvo-
jice lidi, ktef{ maji mezi sebou sudy pocet lidi (to totiz
odpovidd n&jakému natoceni rovnobézek).

Abychom doplnili dosud nevyfesené dvojice, na-
vrhneme jesté dalsi schéma podavani — v ném budou vzdy dva lidi proti sobé,
kteri si s nikym ruku nepodaji, a ostatni si budou podavat ruce zase rovnobézné.
Opét mame N/2 moznosti, jak toto schéma natocit, a opét zadné nepropoji jed-
noho ¢loveéka dvakrat se stejnym. Ted je akorat potfeba ukdzat, ze bylo nezbytné,
aby v téchto taktech dva lidi zahaleli. Ti, co zahdleli, byli vzdy sevieni svymi
obéma sousedy, ktefi si navzajem podavali ruku. Tim je vzdy odfizli od zbytku
svéta. Pfitom si ale ruce museli podat, proto toto odfiznuti bylo nezbytné.

Nikdy si zadna dvojice nepodala ruku dvakrat a
kazdy si podal s nékym ruku (N —1)-krat (to je pfesné
tolik, kolikrat mél). Navic jsme ukazali, Ze probéhlo
jenom tolik zahaleni, kolik opravdu muselo, proto pro
sudé N miize probéhnout jenom N takti a lépe to
nejde.

Ted podobné vyfesime tlohu pro liché N: Tady
bude muset byt v uplné kazdém taktu jeden zahalejici.
Jeho sousedi si mohou spolu podat ruku, jeho sousedi

ob jednoho si mohou podat ruku a tak dale, takze takto si kazdy poda s nékym
ruku.

To, kdo zrovna bude zahdalet, vzdy urci natoceni
rovnobézek. Pokazdé bude zahalet nékdo jiny, takze
rovnobézky budou natoceny pokazdé jinym smérem.
Z toho plyne, ze si zadny ¢lovék nepodd ruku s nikym
dvakrat, protoze kazdy je od néj jinym smérem. Nato-
¢eni se vystridalo celkem N a kazdy jenom v jednom
zahalel, takze si kazdy musel podat ruku se vSemi.

Zahalel kazdy jenom jednou a podle stejného ar-
gumentu, jako jsme pouzili vyse, to lépe nejde.

Martin Spanél
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26-7Z4-6 Prekresleni obrazku

Zacnéme nejprve lehéi variantou. Kevin miize obarvit vSechny souvislé tseky
cerné barvy, které maji délku alespon K. Kratsi iseky neobarvi nikdy, protoze
by tim pfetahl na bila policka.

Staci tedy postupné ¢ist vstup a pamatovat si délku aktudlniho cerného
tseku. Pokud jsme na bilé, délka bude nulova. Jakmile né€jaky cerny usek skonci,
nebo nastane konec vstupu, porovname jeho délku s ¢islem K. Pokud je délka
useku vétsi, pripoc¢teme ji k po¢tu obarvitelnych policek.

Celkovd ¢asova slozitost tohoto Feseni je O(S), linedrni s velikosti vstupniho
obrazku. Paméti spotfebujeme jenom konstantné, O(1).

Té781 varianta

Nejprve si predpocitdme, na které pozice mizeme Stétec umistit, a kde
bychom jiz pretahovali. Udélame to tak, ze pro kazdé policko obrazku spocitame
velikost nejvétsiho ¢tverce s pravym dolnim rohem v daném policku.

Obrazek projdeme postupné po radcich zleva doprava. Pokud jsme na bilém
policku, zapamatujeme si nulu. Pokud jsme na ¢erném, podivame se o jedno
policko doleva, nahoru a sikmo doleva nahoru. Na nich jsme jiz hodnotu spocitali
dfive. Ze zapamatovanych ¢isel vezmeme minimum, pfi¢teme k nému jednicku a
dostaneme spravny vysledek na aktualni pozici.

Napriklad pro obrazek: Predpocitame:
CBBCCC 100111
CCCCCHB 111120
BCCCCB 012220
BBCCCB 001230

Jak z toho ale zjistime, kolik policek mizeme obarvit Stétcem velikosti K x
K? Nejsnazsi bude si cely obrazek prekreslit a na zavér policka jen prepocitat.
Kresleni vsak musime udélat chytfe, abychom nékterd policka nepfemalovavali
mockrat a nepokazili si tim ¢asovou slozitost.

Vynulujeme vSechna ¢isla mensi nez K. Tim ndm zistanou nenulova ta
policka, kterd mtizeme obarvit pravym dolnim rohem Stétce.

Pro K = 2 jsou to pouze tato policka: 000000
000020
002220
000230

Nyni obrazek projdeme v presné opac¢ném poradi, ¢ili z pravého dolniho
rohu. Pfi tomto prichodu vsSechna ¢isla postupné ,rozsitime“ doleva nahoru.
Pokud je na aktualnim policku nenulové ¢islo, tak na policko vlevo, nahoru a
sikmo vlevo nahoru napiSeme ¢islo o jedna nizsi. Pti tomto prepisovani akorat
nikdy nesmime ¢islo snizit, vzdy je zapiSeme jen pokud tim hodnotu zvysime.
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Tim jsme cely obrazek prekreslili. Sta¢i uz 000110 -
jenom spocitat obarvena — nenulova policka. Téz- 011120 KSP-Z
§i variantu jsme tedy vyfesili v ¢ase a prostoru 012220
O(RS), tedy linedrnim s celkovym poc¢tem poli- 001230

¢ek obrazku. o,
feseni

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-24-6.4
Jenda Hadrava
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Zadani uloh KSP
Prvni série

Prdzdnotu vesmiru provizl oslepujici zablesk. Kde pred chvili byl jenom vol-
ny prostor, nalézaly se ted megatuny hmoty hvézdné lodé. Z trupu se vysunuly
anténni systémy a senzory zacaly prozkoumdvat okolni prostor.

Mohlo by se to jevit jako standardni skok z hyperprostoru do normdlniho
vesmiru, nebyt dlouhého roztrepeného sramu tahnouctho se skoro pres cely levo-
bok. Tésne nad sramem se nalézaly jesté stézi rozeznatelné insignie hldsajict, Ze
se jednd o UFC Freya, téZkou ndkladni lod Spojené federace.

V tom se objevil dalsi zablesk. Nékteré z hlavnich motori lodé se spustily
a zacaly do prostoru za lodi chrlit gejziry svétla z nukledrni fize tak jasné, Ze by
se do mich nechranéné lidské oko nemohlo ani podivat. Poskozeni lodé bylo prilis
rozsahlé, Freya umirala. . .

Bylo skoro zdzrakem, Ze se lodi podarilo preZit cestu hyperprostorem v tako-
vémto stavu. Zdaleka vSak neméla vyhrdano. Hlavni pocitac stdle zapasil se selhd-
vagicimi systémy a souperil o kontrolu nad lodi s poskozenymi obvody vysilajicimi
do lodnich rozvodi nesmyslné prikazy.

26-1-1 Blokujici signaly 8 bodu

Hlavni pocita¢ poskozené hvézdné lodé se pokousi obnovit kontrolu nad vét-
Sinou diulezitych systémii. Bohuzel ale poskozené obvody, diive nez je hlavni
pocitac¢ zvladl izolovat, vyslaly do lodni pocitacové sité nékolik vadnych signali,
které je potieba zastavit, nez se dostanou do svého cile.

Lodni poc¢itacova sif je predstavovdna N propojenymi pocitacovymi uzly,
mezi kterymi je M piimych spojeni (kabel spojujici néjaké dva uzly). Sit tedy
vlastné predstavuje neorientovany graf.

Kazdy vyslany vadny signal je zadany posloupnosti uzli sité (cestou) a svym
cilovym uzlem. Kazdou ¢asovou jednotku se posune o jeden uzel na své cesté dal.

Zastaveni signalu probiha tak, ze ve vhodny okamzik vysleme z hlavniho
pocitace (jeden urdeny uzel sité) vhodny blokujici signdl. Ten cestuje stejnou
rychlosti jako vadny signal, ale miize jinou cestou. Kdyz se signély potkaji (dorazi
ve stejny ¢as do stejného uzlu), tak blokujici signél zabrani dalsimu $ifeni vadného
signalu.

Ptame se, kolik signalt dokazeme zastavit jesté pred tim, nez dosahnou
svych cilovych vrcholi.

Motory postupné ustalily svij chod a Freya se stabilizovala. Stav vsak zusta-
val kriticky, poskozeny hlavni reaktor, ktery byl nyni pod sramem zcéasti odhaleny,
stdle hrozil vybuchem.
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Freya byla transportni lod postavend jesté za vdlky, méla tedy sice zastaralou,
ale snad stdale platnou mapu hvézdnych soustav. Soustava, do které s vypétim
vsech sil dolétla, byla sice daleko od bézngch letovych tras, ale obsahovala planetu
schopnou udrzet lidsky Zivot.

Pdtraci senzory malou planetu konecné nasly, lod mirné zménila sviy kurz
a zacala se pripravovat na nouzové pristani. Puvodné méla cely svij Zivot zustat
v mezihvézdné prdzdnoté a k planeté se priblizit nejblize na dosah raketoplinu,
ale poctivi programadtori a konstruktéri ji pred lety pripravili i na tuto eventualitu.
Devatendct lidi v kryogenickém spanku stdle nic netusilo. . .

26-1-2 Preskladani nakladu 9 bodu

Hvézdnd lod potiebuje pripravit sviij naklad na nouzové pristani. Pripravy
spocivaji mimo jiné v tom, Ze se musi rozdélit, ktery naklad bude ve skladisti na
pravoboku a ktery na levoboku.

Naklad je tvofen celkem N kontejnery. Z divodu bezpecnosti a rovnomeér-
ného rozlozeni zasob (aby jich bylo dost i v pfipadé ztraty jednoho skladisté)
existuje také M doporuceni. Kazdé doporuceni 7ikd, Ze néjaka dvojice kontejne-
ri by neméla byt v tom stejném skladisti.

Vsechny piedpisy najednou pravdépodobné splnit neptijde, ale hlavni poci-
tac¢ chce nalézt rozdéleni kontejneri do skladist (mnozstvi kontejnerti v jednot-
livych skladistich nemusi byt stejné) takové, aby byla splnéna alespon polovina
doporuceni.

Dopravniky vvnitr lodi dokoncily presuny kontejnert, lod precerpala zdsoby
paliva tak, aby kompenzovala vyvdZent, a byly uzavieny vsechny vzduchotésné
dvere.

Hlavni motory uz néjakou chvili nepracovaly, jejich dalsi chvile méla prijit
v konecné fazi sestupu. Freya pomalu klesala do atmosféry planety. Jak se zacala
tFit o horni vrstvy atmosféry, tak jeji prid postupné zménila barvu pres temné ru-
dou aZ do jasné oranzove. Okolo trupu zacaly slehat plameny a trupové ndstavby
zacaly odletovat jedna za druhou. Béhem chvile zmizely patract radary, jerabove
manipulatory i zbytky poskozenych komunikacnich antén.

V presné vypoctenou chvili nabéhly predni manévrovaci motory. Nebyly sta-
véne jako brzdict, ale jejich predimenzovand velikost a spusténi na kriticky vykon
by mohly stacit, pokud ten ndpor vydrzi.

Lod zpomalovala. V tom ale jeji pravobok pohltil oslriugici vybuch. Zdejsi
vrchnd vrstva atmosféry obsahovala néjaké kapsy vybusnych plyni. Tentokrdt to
odneslo jen skladisté na pravoboku, ale dalsi takovy vijbuch by mohl lod rozpilit.

Hlavni pocitac vysunul jeden z poslednich fungugjich radari. Ve zlomku sekun-
dy, nez ho proud vzduchu vyrval z trupu, stihl zaznamenat rozloZent kapes plyni
v atmosfére.
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26-1-3 Plynové kapsy 8 bodu

é Snimkovaci radar dodal prufez atmosférou obsahujici dva druhy plyna. Pru-
fez je znazornén v podobé posloupnosti znakt a a b (dva druhy plynti) dél-

ky N.

Pro lod sirokou dva znaky je bezpecéné proletét skrz souvislou oblast bud
jednoho, nebo druhého plynu. Na rozhrani plynovych kapes je to moc nebezpecné
(tedy muZe proletét oblasti aa, bb, ale nemize proletét mistem, kde se setkavaji —
ab nebo ba).

Hlavni pocitac potiebuje vytvorit datovou strukturu, které by se mohl rychle
ptat, kolik mist k priletu je v zadaném intervalu. Tedy kolik v ném je stejnych
sousednich poli.

Pocitejte s tim, ze dotazi bude fadové N a Ze pocitame i ta mista, kterd se
vzajemné prekryvaji.

Priklad: Vystup z radaru a odpovédi na dotazy (indexujeme od nuly):

Radar: aababbaaa
[0,7] -> 3 mista
[0,8] -> 4 mista
[2,4] -> 0 mist

Po dalsim vgbuchu vzpldl jeden z brzdicich motori, a proto ho nouzovy sys-
tém i s okolni sekci odhodil. Explodoval v obrovskou kouli ohné tésné za lodi. To
se vsak uz Freya dostala do spodnich vrstev atmosféry.

Kdyby se hlavni pocitac mohl divit, asi by se ted divil. Ale nic takového nemél
ve svém programu, a tak jen provedl rychly vypocet, aby se néjak vyporddal s udagi
o mnohem vyssi rychlosti, nez byla pivodné planovand.

Hlavni motory podruhé nabehly, tentokrdt s tryskami obrdcenymi na reverzni
tah. Pocita¢ vyradil vSechny pojistky a spustil je na vykon, na ktery jesté nikdy
nebézZely. Za lodi zistaval pruh doslova spdlené atmosféry.

Lod brzdila s takovym pretiZenim, Ze zacaly povolovat vnitrni prepdzky. Jed-
no z kryogennich oddéleni, spolecné s celym levobocénim hangdrem, vylétlo z lodi
a zaniklo v zdri atomového ohné motori. Odletovaly kusy trupu a konstrukce se
bortila.

Byla to dobre postavend lod, jesté podle valecnych specifikaci. Dnesni lodé by
se uz davno rozpadly, Freya vsak drzela ddl. Pak ale prisla i jeji chvile. Nejdrive
se v pulce trupu zkroutila a zanedlouho se celd zadni polovina trisetmetrové lodé
utrhla spolecné se vsemi hlavnimsi motory.

Svou prdaci v§ak hlavni motory vykonaly, zbrzdily sestup. Zatim stdle funkéni
predni ¢dst pokracovala v rizeném pddu korigovaném manévrovacimi motory. Pak
dopadla. Odrazila se a dopadla podruhé. Vyryla v mistnim ekvivalentu destného
pralesa brazdu dlouhou skoro tii kilometry a pak se konecné zastavila. . .

* * x
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Jacob otevrel oc¢i. Nad nim se nachdzel otevreny poklop jeho kryogenni koje.
Otrepal z rukou posledni zbytky kryogenniho gelu a protrel si oci.

,Tak pockat, tady néco nehraje!“ pronesl pomalu pri pohledu na rozbitou
mistnost, do niz odnékud prosvitalo podivné Zluté svétlo. Vyhoupl se z kdje a pri-
stal bosyma nohama na naklonéné podlaze.

Druhd strana mistnosti, na které se nachazely zbylé kdje, byla celd zavalend.
Pomoct kusu nosniku se mu povedlo roztahnout dvere a skrz trosky se prodral na
chodbu a k nejblizsimu pocitacovému uzlu, aby zjistil, co se stalo.

26-1-4 Oprava databaze 10 bodu

Databaze hlavniho pocitace je silné poskozena a samoopravny mechanismus
je vytazen. Musime ji proto opravit ruc¢né. Jak ale poznat, Ze jsme ji sestavili
spravné? Jistd nadéje tu je: vime, ze databaze méla podobu posloupnosti celych
C¢isel, a pocitac si pamatuje, kolik v ni bylo trojnych proki.

Trojny fikdme takovému prvku, ktery se da poskladat jako soucet néjakych
ti1 pfedchozich prvkii v posloupnosti. (Dodejme jesté, Ze jeden prvek nemiizeme
v souctu pouzit vicekrat, ale dva prvky téze hodnoty uz ano.)

Priklad: Pro posloupnost 1,4,7,2,7,16,10 jsou trojnymi prvky druhé sed-
micka (7 =1+4+2), Sestnédctka (16 =7+247) a desitka (10 =1+2+7), jiné
trojné nejsou. Prvni sedmicka neni na rozdil od druhé trojna, protoze u ni jesté
nemuzeme pouzit ¢islo 2.

@ Leh¢i varianta (za 6 boda): Vyfeste ulohu pro pfipad, kdy hleddme dvoj-
né prvky namisto trojnych (tedy skldddme jen ze dvou pfedchozich prvki
v posloupnosti).

Kdyz Jacob zjistil, co se stalo, chvili stdl naprosto bez pohnuti. Potom uderil
pésti do prepdzky.

LZatracené, tak jsem jediny prezivsi na téhle planeté, kterd dokonce ani nemd
jménol“

Kdyz se trochu vzpamatoval, zacal postupovat smérem k byvalému mustku.
Cestou se zastavil ve vystrojnim skladu a z hromad popadanych beden vylovil
néjaké zdakladni véci jako baterku, nuz, lékdrnicku a néjaky batoh. Taky se previekl
do odolnéjsi kombinézy a vzal si boty.

Po dalsich nekolika minutdch zjistil, Ze mustek lodé jiz neexistuje. Misto
toho se mu vsak naskytl pohled na okolni prales. Stromy nevypadaly zase tolik
jinak neZ ty pozemske. Mely trochu jinou barvu a byly hlavné mnohem vys$si.
Prevysovaly o par metru dokonce i zaborené torzo lode.

Vénoval jeste asi hodinu pruzkumu, béhem néehoz obesel vétsinu lodé. Nako-
nec vylezl po jiz davno vychladlém trupu na nejvyssi misto a posadil se pozoruje
dlouhou brazdu od pddu lodé.
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,Prales. .. To znamend, Ze tu asi bude néjaky mimozemsky Zivot. A nemusel
by byt uplneé pratelsky,“ zamyslel se Jacob nahlas. UZ se také stmivalo a z lesa
se zacinaly ozyvat podivné zvuky. Chtélo by to asi okoli néjak zajistit. Shodou
okolnosti Freya zrovna previZela senzorové soupravy, které by mohl pouZit.

Vypravil se tedy do trosek skladu a rychle vytahl nékolik funkcnich senzoro-
vych vezi a par desitek metriu kabeli.

26-1-5 Senzory 10 bodu

Chceme rozestavit K senzorovych vézi na ¢tvercovou sit o rozmérech M x N.
Pro spravnou funkci senzori je potfeba, aby zadné dvé senzorové véze nestaly ve
stejném sloupci nebo na stejném radku.

Kazda senzorova véz ma navic urceny obdélnik, ve kterém musi byt posta-
vena. Najdéte pro dané zadani néjaké fungujici rozestaveni vézi nebo urcete, ze
takové rozestaveni neexistuje.

Lehéi varianta (za 6 bodu): Vyfeste tlohu pro pfipad, Ze sit ma tvar jedno-
@ fadkové  nudle“ (tedy M = 1) a dvé véze nesmi stat v témze sloupci.

Po zapojent posledni véZe do systému se Jacob uloZil ke spdnku v byvalé jidelné.

Druhy den na planeté jiz probihal trosku poklidneéji. Po dalsim prizkumu
lodé zjistil, Ze ma celkem dostatecné zdsoby pitné€ vody a Ze nouzové palivové
clanky mu budou schopny doddvat energii jesté prinejmensim rok, pokud se mu
do té doby nepovede znovu nahodit zalozni reaktor.

Mnohem vétsi problém byl ale s jidlem. Hlavni sklad jidla se totiz nachazel
v zadni casti lodé a vepredu byla jen hydroponickd zahrada, kterd navic pri pri-
stani dost utrpela. Jelikoz nechtel zatim zkouset ochutndvat mistnt jidlo, rozhodl
se Jacob hydroponiku opravit.

26-1-6 Hydroponie 11 bodu

Hydroponickd zahrada je tvofena soustavou NN ocislovanych prihrddek na
rostliny, v kazdé mize byt maximalné jedna rostlina (ale také tam nemusi byt
z4dnd). Mimo to je zde M napéjecich okruht, kazdy napojeny na uréity interval
prihradek.

V kazdém napéajecim okruhu chceme mit umisténou dohromady minimalné
jednu rostlinu, jinak nam na rozmisténi a poctu rostlin nezéalezi.

Ptame se na pocet moznych zpusobi, jak miizeme obsadit prihradky rost-
linami tak, aby byly splnény vySe zminéné podminky. Jelikoz pocet mize byt
obrovsky, spocitejte ho modulo 1000000 007.

Jacob zrovna premistil posledni rostlinku, kdyZ v tom se ozval z chodby po-
plach. To pocitac napojeny na senzory nahldsil, Ze néco velkého porusilo perime-
tr. Jacob popadl velky niZ a vybéhl ven.
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Dobéhl na misto, odkud senzory hldsily narusitele. Na zemi tam byly v bahné

obtisknuté néjaké stopy a... V Jacobovi hrklo, vedle stop leZel umné vyrobeny
a nazdobeny maly ostép. To znamend, Ze je tady inteligentni Zivot! To musi
prozkoumat!

Natéseny dobéhl nazpet do torza lodi, béhem péti minut si pobral zdsoby jidla
a vody na nékolik dni, sbalil si lékdrnicku, kameru a dalsi potrebné véci a vydal
se opét na misto, kde nalezl ten ostép.

Vydal se opatrné po stopdach smérem do lesa. Po nékolika metrech prisel
na maly palouk, kde ho zaujal mistni podivny hmyz. Podobal se trochu pozem-
skym mravencum, jen byl mnohem vetsi. Zvedl kus klacku s nekolika témito tvory
a chvili je pozoroval.

26-1-7 Mravenci 8 bodu

Tvorové podobni mravenctim lezou po rovném kusu klacku dlouhém D cen-
timetri. Na zac¢atku se jich zde nachdzi N a kazdy tvor se pohybuje bud doprava,
nebo doleva, a to rychlosti jednoho centimetru za sekundu.

Kdyz tvor prijde na konec klacku, tak spadne. Kdyz se dva tvorové potkaji,
tak se oba otoci ¢elem vzad. Nas zajimaji dvé véci:

a) (za 3 body) Za kolik sekund z klacku spadne posledni tvor?

b) (za 5 bodu) Na jaké pozici tento tvor na zacdtku stal?

Tvory v této tloze povazujte za zanedbatelné malé vzhledem k velikosti
klacku.

Od pozorovani tvori na klacku ndhle Jacoba vyrusilo zapraskani za jeho
zady. Rychle se otocil a. . .
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Druha série

Mezi listy zlate zasvitily dva velké kruhy. Byly to oci néjakého zvirete. K ocim
patril i ¢umak a prekvapivé mald hlava. A télo a cétyri dlouhé nohy. Jacobovi
vyskocilo srdce nékam do krku.

Nedélal si iluze o tom, Ze zvite prislo, aby se stalo jeho priuvodcem po ne-
znamé planete. Kdyz jako jediny preZijete mouzové pristdni vesmirné lodi, je to
samo o sobé dost silené a na dalsi zdzrak si obvykle musite zase chvili pockat.

Zvite zatim Jacoba pozorovalo. MozZnd pozorovalo i kus jeho okoli. Rozhod-
né se zddlo, Ze pozorné naslouchd. Aspon pokud to, co Jacob povaZoval za usi,
skutecné byly usi. Néco tu nesedélo, ale strach nedovolil jeho mozku zabyvat se
néjakymi nepodstatnymi nesrovnalostmi. Misto toho se dal na tutek.

Bezel, co mu sily stacily, a litoval, Ze se nedd vylézt na okolni stromy. Netusil,
jestli zvire zustalo stat na misté, nebo jestli béZi za nim a on ho jen pro svij vlastni
dusot neslysi. Netroufal si ohlédnout se, a navic, dokud zvire nevidél, mohl doufat,
Ze tam nent.

Najednou vzduch provizlo néjaké zasvisténi. Ani tehdy se Jacob neohlédl, jen
st uvédomoval, Ze ho nic neskolilo, Ze muze bézet ddl.

Zastavil se aZ za hodnou dobu, kdy zacal opaddvat jeho strach, a s tim mu
zacaly dochdzet sily. Nasel odvahu ohlédnout se. Po zvireti nebylo ani vidu. Jacob
si nebyl upiné jisty, Ze trefi zpét, ale pro tuhle chvili se rozhodl doufat, Ze cestu
najde.

Zacal se zase soustiedit na svij puvodnt pldn, totiz hledat mistni inteligentni
Zivot. Pozorné se rozhlédl po okoli. A zdésil se.

Teprve ted si v§iml, Ze kus od néj jsou volné nataZené dva provazy, které se
do sebe navic ponékud zamotaly. Byl div, Ze se o né pri svém uprku neprerazil.
Jacob se k nim sehnul, aby je mohl prozkoumat bliz.

26-2-1 Zamotané provazy 7 bodu

@ V pralese jsou volné natazené dva provazy, které se do sebe zamotaly. Provazy
jsou pevné uvazané na dva stromy, prvni provaz niz a druhy vys. Zadny z nich
se nikde nevraci. Mtze to tedy vypadat tfeba takto:

ﬂ F

O kazdém prekiizeni vime, ktery z provazu je vpredu. Chceme zjistit, jestli
je mozné provazy rozmotat bez toho, aby bylo nutné néktery z nich odvazovat.
Program dostane na vstupu ¢islo N udavajici pocet kiizeni a N ¢isel 1 nebo 2
udévajicich, ktery provaz je vpfedu (na stromech je provaz 2 vzdy uvazany nad
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provazem 1). Odpovédét ma ano, nebo ne, podle toho, zda je provazy mozné
rozmotat.

Priklad (odpovidd obrdzku):

4
1221

Odpovédi je ano, jelikoz provazy rozmotat jdou.

Pri zkoumdni provazi Jacob najednou zahlédl mezi stromy jakysi barevny
zablesk. Pouhym pohledem se mu nedarilo zjistit vic, a tak se s patricnou obezret-
nosti vydal tim smérem. Jak se priblizoval, meénily se obcasné zdblesky v barevnou
plochu prosvitajici mezi stromy.

Konecné se Jacob dostal aZ k ni. Ocitl se na nécem, co snad mohlo pripo-
minat mytinku, ovsem po stromech ani trdvé tu nebyly vibec Zddné stopy. Ted uz
Jacob vidél, Ze trojuhelnikovou barevnou plochu tvori zvldstni hexagondlni kame-
ny, nekteré cervené, nékteré do Zluta.

Zddlo se, zZe je kdosi naskladal do mnoha vrstev, kterymi peclive vyplnil hlu-
bokou jamu; nékolik dalsich kamenii se vdlelo v nejblizsim okoli. V jednom z mich
byl vyryty podivny ndpis:

Xeta triinedr jaeto vipogin
Xeta gigesor jaeto mangine
fhgzls*poﬁ kiges trucep ndap
matrfinep vas heritep sdi ndp

Jacob si vsiml, Ze jedna z barev spojuje vsechny tri strany trojihelniku, a
napadlo ho, jestlipak je to tak i ve vrstvdch, které nevidi.

26-2-2 Barevny trojuhelnik 8 bodu

Maéame rovnostranny trojthelnik o hrané N tvofeny hexagonalnimi kameny
dvou barev.

Dokazte, ze v trojuhelniku existuje jednobarevna souvisla plocha, ve které se
nachazi alespon jeden kdmen z kazdé strany trojuhelniku. Kameny ve vrcholech
patii do dvou stran zaroven.

Priklad takového trojihelniku si muzete prohlédnout na obrazku. Barvou,
ktera spojuje vSechny tfi strany, je zde Seda.
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ProtoZe se zacalo pripozdivat, rozhodl se Jacob brzy pokracovat ddl. Kamen-
ny trojuhelnik mu nyni slouzil jako dobry orientacni bod, a on se vypravil smérem
dal od jednoho z jeho vrcholi.

Po néjaké dobée dosel k mistu, kde se prales najednou zacal rozestupovat.
Vznikly vghled odhalil krom jiného to, Ze tato cast pralesa je mirné vyvysend nad
okolim — zdola musel byt nahoru opravdu impozantni pohled.

O kus ddl uvidél Jacob feku. To ho potésilo, nebot pokud se tu dd spoléhat na
podobné véci jako na Zemi, mohl by ji sledovat a dojit po jejim proudu k néjaké
civilizaci.

Zdalo se ovsem, Ze terén je vselijaky a néktera mista by mohla cestu hodné
zpomalit. Musel si ji proto dobre rozmyslet.

26-2-3 Planovani cesty 10 bodu

E Jacob se chce co nejrychleji dostat k fece. Terén, pres ktery musi projit, si lze
piedstavit jako ¢tvercovou sit o rozmérech R x S. V nékterych oblastech je
tento terén dost nepfijemny, a tak pres néktera policka trva prichod delsi dobu,
nékterd jsou dokonce zcela nepriichozi.
Pritichod pres oblast lezici na soufadnicich 4, j trva t; ;. Pfechazet mezi po-
licky je mozné pouze vodorovné nebo svisle (Sikmo ne).
Vasim ukolem je najit nejrychlejsi cestu.
Jacob cestu naplanoval, jak nejlépe umel. Dal byl ovsem rozhodnuty vyrazit

vy

aZ rano. Preci jen neni nejrozumnéjsi pohybovat se unaveny nékde, odkud miZete
spadnout. Ted si radéji opatril provizorni pristresek. Chvili se jesté podivoval nad
tim, jak jasnd je noc, a pak se uloZil ke spdnku.

* * x
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Rano se Jacob vzbudil brzy. Pobalil si svych néekolik véci a odhodlane vyrazil
na cestu. Terén tu byl skutecné vselijaky, misty prijemné uslapand hlina, misty
skoro baziny, mezitim ledacos jiného, ovsem pripravend trasa se vcelku osvédcila.
Mohlo byt krdtce po poledni, kdyZ Jacob dorazil k Tece.

V jednom kameni u brehu byl opét vyryty podivny ndpis:

fhgi§poﬁ kiges tricep ndp
lugi ihgispop kiﬁes nerip athgep sdi ndp
Reho der nd sjo gesrit
ASN sjo triine

Jesté vic ovsem Jacoba zaujaly podivné kostky na protéjsim brehu. Vypadaly
trochu jako détské drevéné kosticky, jen o mnoho vétsi. A zddlo se, Ze z nich
nékdo chce podobné jako z kosticek pro déti postavit velkou veéz.

26-2-4 Stavba vézZe 10 bodu

Nékdo se z K kostek snazi postavit véz. Vsechny kostky jsou stejné velké,
ale kazda kostka ma svoji vahu w; a nosnost ¢;. Nosnost ¢; znamena, ze i-ta
kostka unese na ni stojici kostky o maximalni celkové vaze /;, jinak se zborti a
véz spadne.

Zajima nas, jestli lze postavit véz ze vSech K kostek. Véz stavime tak, ze
pfimo na sebe pokladdme jednotlivé kostky (mtizete si pfedstavit i to, Ze stavime
komin).

@ Lehéi varianta (za 3 body): Vyfeste tlohu za pfedpokladu, ze vSechny kostky
maji vahu w = 1.

Stavba, at uz méla byt v budoucnosti cimkoli, byla zrovna opusténd. Jacob se tedy
vydal ddl po proudu teky. Cestou obcas potkal néjaky ten ndpis na kameni, stdale
se mu v nich ale nedavilo odhalit Zadny smysl.

Po nekolika ndpisech a mnoha krocich se pred Jacobem najednou objevila
mald vézZicka. Nebo alesponi mald na mistni poméry. Jak uz Jacob ocekaval, stdl
pred ni kdmen s napisem:

Gesrit thgispop kiﬁes rerip athjep sdi ndp
ASN krees

VeZicka neméla okna, méla ovsem dvere. Po trose vahani si Jacob dodal
odvahy a zkusil dvere oteviit. Slo to prekvapivé lehce. Jako proni zaznamenal
smés ruzneho hucent a bzuceni. Pak teprve s jistou ulevou zjistil, Ze vevnitr nikdo
nent.

Prlvodcem podivnych zvuku se ukdzaly byt jakeési krabicky. Byly na sobé riuzné
zavéesene, celd konstrukce byla navic uchycend ve veZicce. Jacob se ale nemohl
ubranit dojmu, Ze konstrukce uz memuze dlouho vydrzZet. Ackoli si nebyl jisty,
jestli je to dobry ndpad, rozhodl se ji pomoci tim, Ze ji vyvdZzi.
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26-2-5 Vyvazovani 12 bodu

@ Ocislované krabicky jsou zavéSené ve vézicce, hrozi ale, ze celd konstrukce

spadne. Chceme ji proto vyvazit. Podle piktogrami na zdech vime, Ze je po-
tfeba zachovat urc¢ité poradi krabicek na konstrukci. Celou tlohu si tak muzeme
predstavit jako vyvazovani binarniho vyhledavaciho stromu.

Na vstupu mame obecny binarni vyhledévaci strom (jeho definici naleznete
v kuchafce) a chceme z néj udélat dokonale vyvazeny binarni vyhledavaci strom.
Pro kazdy vrchol vysledného stromu tedy musi platit, ze rozdil velikosti jeho
levého a pravého podstromu je nejvyse 1.

Konstrukce uz drzi jen silou vile, takze pozadujeme, aby vas algoritmus
pracoval s linearni ¢asovou slozitosti. Pocet bodi, které dostanete, bude zaviset
na prostorové (pamétové) slozitosti vaseho FeSeni. Néjaké body dostanete i za
linearni, na plny pocet ale potfebujete konstantni slozitost.

Po praci si Jacob udélal pauzu na svacinu. Bylo pomalu vhodné zacit myslet
na ndvrat, ale on chtél jesteé pokracovat ve svém pdtrani. Usoudil, Ze alesporn do
vecera muze jit dal, a pak se uwvidi.

S plnéjsim Zaludkem se pak Jacob vypravil opét po proudu teky. Tentokrdt
ovsem potkal néco zajimavého mnohem driv. Dosel totiz k nécemu, co se snad
dalo povazovat za brod.

Tradicné tu potkal vyryty napis, tentokrdt dost slozity. Po chvilce jeho zkou-
madni Jacob pojal podezieni, Ze znaky, které uz néjakou dobu potkdval na kame-
nech u brehu, jsou zkratkou néjakeého ndzvu. Studoval dalsi slova na kameni a
premyslel, ktera z nich by také mohla byt ndzvy a mit néjakou svoji zkratku.

26-2-6 Zkratky mist 12 bodu

Mame podezieni, ze pro nazvy mist se pouzivaji tfipismenné zkratky, a
mame také seznam slov, o kterych si myslime, Ze by mohly byt nazvem néjakého
mista.

Zkratka méa prvni pismeno vzdy stejné, jako je prvni pismeno nazvu daného
mista, a zbyla dvé pismena jsou libovolna dvé pismena z nazvu mista ve spravném
poradi. Nazev Praha tak lze zkratit napt. na PRH nebo PHA, ale uz ne na PHR
nebo RHA.

Vasim tkolem je zjistit, pro kterd vSechna slova bychom skutecné umeéli
takovou zkratku najit. Zkratky mist musi byt navzajem jedinecné, chceme jich
ale najit co nejvice. Je-li moznych feSeni se stejnym poctem nalezenych zkratek
vic, vypiste libovolné z nich.
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Priklad:

Vstup: Vystup:

Pra Pra PRA
Praga Praga  PAA
Prak Prak PAK
Prk Prk PRK
Prkg Prkg PRG
Pak Prague PGU
Prague

Jacobovi se povedlo prekonat Teku a dostat se na druhy breh. Pred nim zaci-
nalo néco, co silné pripominalo cesticku. Zhluboka se nadechl a pak po ni vyrazil.

Cesticka chvili vedla skoro podél teky, pak se od ni ovsem prudce odklonila
a zavedla Jacoba za hradbu stromi. Nebyly to stejné stromy jako v pralese, ale
podobné jako ony byly vysokdnské a mely o trochu jinou barvu, neZ by clovek
cekal na Zemi.

Jacob se rozhlédl kolem sebe a bezdéky zatagil dech. Nasel, co hledal! Byl tu
inteligentni Zivot, byl tady, primo pred nim.

Tvorové byli vlastné podobni lidem. Byli vyssi, Jacob by vedle nich vypadal
jako malé dité. Podobné jako zvire minuly den meli prekvapivé malou hlavu a
naopak nezvykle velké oc¢i. Barvou kizZe pripominali spise pozemstany, ktergm
zrovna neni dobte od Zaludku. Ale bez nejmensich pochyb to byli predstavitelé
mistniho inteligentniho Zivota.

Skupinka tvori se zrovna motala kolem obrovského kmene stromu, ktery zrej-
mé pochdzel z pralesa.

26-2-7 Cisténi kmene 13 bodu

Humanoidni tvorové ¢isti kmen stromu. Celkem se préace ucastni T' tvoru.
Na kmeni je M mist, ktera je potfeba ocistit. Kazdé takové misto je na néjaké
pozici m; (to muze byt tfeba vzdilenost od konkrétniho konce kmene; pozice
bude vzdy celoc¢iselna).

Na zacatku stoji j-ty tvor na pozici t;. Prace tvorti probihé v jednotlivych
krocich: v kazdém kroku se kazdy tvor (nezévisle na ostatnich) muze pfesunout
o jednu pozici vlevo, vpravo, nebo muze zustat stat na misté.

Ocisténi ¢asti kmene, nad kterou tvor stoji, je bleskové (probéhne ve stejném
kroku, kdy tvor k této ¢asti kmene dojde). Specidlni vyjimkou je poc¢ateéni pozice
kazdého tvora. Ta je ocisténa jesté pred tim, nez tvor udéla prvni krok.

Zajima nam nejmensi pocet krokiu potfebny k ocisténi celého kmene. Pri
feSeni miizete pfedpokladat 1 < M, T < 100000 a 1 < m;,t; < 1000000 000.

Priklad: Maji-li se zkontrolovat mista 2,5,6 a tvorové stoji na pozicich 3,5,
zvladnou kmen ocistit na 1 krok. Kdyby stali na 3, 4, budou kroky potiebovat 2.
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Kdyz se pred nim tvorovée vynotili, nebyl si Jacob najednou viubec jisty, co by
vlastné mél udélat. Pozoroval skupinku, vsiml si také kdesi za nimi doliki v zemi,
vsiml si, Ze v jednom z mich zmizel stejny tvor.

Najednou se ozval vykrik. Jacob se polekané rozhlédl. Nékdo si ho zrejme
vsiml a upozornil na néj ostatni. V té chvili se na néj uprely pohledy vsech tvorii.
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Dva mimozemstané vydali zvldstni viiskot, pri kterém Jacobovi ztuhla krev
v Zilach. Rozhodl se nic neriskovat, prudce se otocil a presel v trysk. Terén se zde
prudce svazoval. Ozvaly se dalsi viiskoty. Znély tak hrozive, Ze Jacob na chvili
prestal ddvat pozor na své kroky a nohy se mu zamotaly do lidn.

Udrzet balanc se mu nepodatilo a pak uz slo vse velmi rychle. Jacob jesté
stihl natdhnout ruce pred sebe, z pddu se tak stal kotrmelec. Prvni kotrmelec
byl vystriddn druhym, mnohem rychlejsim kotrmelcem. NeZli ziskal prileZitost
jakkoliv ovlivnit drdhu svého pohybu, uz se Titil doli ze zhruba desetimetrového
STdzu.

Po probuzeni byl Jacob oslnén cerveno-zlutymi svétylky, odvratil proto svij
pohled pryc. Videél, Ze se nachdzi v mistnosti se zelenymi stenami. V mistnosti
se mimo té, na niZ leZel, nachdzely dalsi ctyri postele. Jednalo se vlastné spise
o lenosky nezli klasické postele, na jaké byl Jacob zvykly. Jakmile Jacob porad-
né zaostril svij zrak, zpozoroval, Ze neleZi v klasické mistnosti, nybrz ve velms
honosném stanu.

Vrdtil se pohledem ke stropu, ted uZ byl schopen si prohlédnout ona svétyl-
ka. Nebyla to svetylka, ale ozdobné drahokamy odrazZejici zdari svici rozmisténych
vsude po stanu. Kromé svicni se zde nachdzely zdobené zlaté ostépy, zlaté masky
a totemy. Stan pusobil jako sidlo Samana.

26-3-1 Vyklad z drahokamu 11 bodu

Zluté a Cervené drahokamy se t&ily velké oblibé a mimo ozdobnych acelt
se vyuzivaly i k vykladani osudu.

Pr1i takovém vykladu se drahokamy rozsypou na zem a usporadaji do obdél-
nikového tvaru. Protoze vSechny drahokamy maji zhruba stejné rozmeéry, vytvori
tak ¢tvercovou sit.

Nasledné se zkoumaji vSemozné pravidelnosti ve vzniklém obrazci. ZvIast-
ni vyznam maji usporadani, ve kterych se drahokamy stridaji jako policka na
Sachovnici. Vasim tikolem je proto najit nejvétsi takovéto usporadani.

Nyni o néco formalnéji: Je zadana tabulka znaku . a # o R fadcich a S sloup-
cich. Naleznéte nejvétsi ¢tvercovou oblast, ve které jsou znaky uspotfadany jako
na Sachovnici. Tedy v této ¢tvercové oblasti nikdy nesousedi dva stejné znaky
celou stranou, ale pouze rohem.

Priklad: Podivejme se na nasledujici tabul- AL

ku o Sesti fadcich a sedmi sloupcich: #oH# L #.
HLO#LH#H

#oHHH#

LB

#.#.#.#
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Nejvetsi hledana ¢tvercova oblast s Sachovnicovym vzorem mé stranu dlou-
hou ¢tyti a svij levy horni roh mé na tfetim fadku a v tfetim sloupci.

Teprve po prohlédnuti stanu si Jacob uveédomil, co se deélo pred jeho pro-
buzenim. Radost z neporanéné hlavy a rukou vyhasla v momentu, kdy zjistil, Ze
nohama nemize nejen pohybovat, ale dokonce je ani neciti. Nezbyvalo neZ zustat
lezet a zaposlouchat se do venkounich zvuki.

Jacob védél pouze to, Ze se machdzi v mimozemském tabore a stard se zde
0 né€j trojice lécitel. Dobre jej Zivili a Jacob silil. Pomoci posunki se s nimi
i pomérne dobre dorozumel.

Po zhruba mésici donesli lécitelé Jacobovi berle. Vyrobeny byly z precizné
lesteného dreva. Drevo pripominalo pozemsky mahagon, jen bylo mechové zele-
né. Rukojeti byly omotdny koZesinou a z boku berli se nachdzela spousta rytin
vyobrazujicich souboje mimozemstanii s divou zvéri.

Pohyb s berlemi byl obtizny, protoZe Jacob nohy za sebou pouze vlacel. I tak
mel ohromnou radost, kdyzZ se mohl zacit prochdzet mimozemskym taborem. Pri
jedné€ z pruonich prochdazek natrefil na stan zdejsich svadlen.

26-3-2 Strih latky 12 bodt

Jacob vypomaha svadlenam v jejich praci. Jeho prvnim tkolem je stiihani
latky. Pozemsky pomocnik je vSak ukrutné nesikovny a Svadlendm je pro smich.

Jacobovi se dafi vést stfih rovné, ma vsak velmi Spatny odhad. Latku prosté
nikdy neustfihne tak, jak by si predstavoval. Pomozte mu!

Vasemu algoritmu bude pfedlozen konvexni mnohotihelnik zadany posloup-
nosti vrcholti (vrcholy budou zadany v potadi, v jakém se vyskytuji na obvodu
mnohotihelnika). Jeho tikolem pak je vybudovat si datovou strukturu, se kterou
bude schopen efektivné odpovidat na stfihové dotazy.

V ramci jednoho stfihového dotazu bude zadana polopfimka, podél které
bude veden stiih. Ulohou datové struktury je uréit priseciky polopfimky s mno-
hotihelnikem, pokud existuji.

Ndsledugici ¢as v tabore ubthal nasemu hrdinovi jen pozvolna. Pres usilovnou
prdci léciteli (nebo prdavé kvili ni) trvalo dva roky, nez byl Jacob schopen chodit
bez berli. I poté vétsina prochdzek po chvili skoncila ostrou bolesti. AZ po zhruba
trech a pul letech byl Jacob schopen chodit asi pul dne v kuse, neZ prisla ona
bolest.

Jak Jacob cely ten ¢as travil? Inu, zaZil jesté vesmirné vypravy pred kryo-
genickym spdnkem, preckat par let s omezenymi moznostmi pohybu a lidského
kontaktu pro nej nebylo nic nového. Nasel si celou paletu cinnosti. Velke usi-
l7 venoval naptiklad lusténi mimozemského jazyka a po zhruba trech letech byl
schopen se s mimozemstany béiné dorozumét. Zddlo se vsak, Ze ¢im lépe Jacob
hovoril mimozemsky, tim mensi chut s nim hovorit mimozemstané méli.
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Vynechme drobné Jacobovy zdZitky z téchto casu a presunme se radéji do
doby zhruba ctyr let od ztroskotani. Tehdy se Jacob poprvé odvdzil vypravit pesky
az k vraku lodi UFC Freya, kdysi véhlasné ndkladni lodi Spojené federace. Lod
zarustala zelent, pusobila vsak pomérné celistvé. K vybuchu poskozeného hlavniho
reaktoru evidentné nedoslo.

U trosek lodi potkal Jacob mimozemstanku. Po krdtké konverzaci se ukdzalo,
Ze toto neni jeji proni ndvstéva vraku lodi. Ada, jak se mimozemstanka jmenova-
la, dle svych slov spolecné se svymi mimozemskymi kumpdny ziskala velkou cdst
lodni knihovny.

V lusténi beletrie pry mimozemstané prilis uspésni nebyli. Na lodi se viak
nachdzelo mnoho knih s informatickou a matematickou tématikou. Na zakladé
obrazki pak odvodili vijznam vétsiny pozemské matematické notace.

Adé se pry obzvldst libila kniha o teorii grafi. Toho se Jacob rozhodl vyuZit.

Pri svém pobytu se bavil Tesenim spousty uloh, které si pamatoval ze Zemé,
ale nikdy driv na né nemél dostatek casu. Jednu ulohu Tesil marné celé ctyri roky
a treba by Adu mohla napadnout pravé ta myslenka, kterd jemu unikala.

26-3-3 Grafova 9 bodu

Necht £ je libovolné celé ¢islo vétsi nez jedna. Uvazme graf, jehoz vSechny
vrcholy maji stupen alespon k. Tim myslime, Ze z kazdého vrcholu vede alespon
k hran.

Dokazte, ze v takovém grafu existuje kruznice délky alespon k+1, a sestrojte
algoritmus, ktery néjakou takovou kruznici najde.

Trvalo sice dlouho, neZ si vzdjemné vyjasnili terminologii, nakonec se vsak
dorozuméli a ilohu prekvapivé svizné vyresili.

Jacob byl setkinim s Adou doslova nadsen. Béhem pobytu v mimozemském
tdbore ddvno prestal véfit, Ze by snad mohli existovat mimozemstané se smyslem
pro humor. Nebo nedej boze mimozemstané, se kterymi by se dalo jen tak volné
povidat.

V pribéhu roku se Jacob s Adou pravidelné schazeli. Zasadné vidy u onoho
vraku. Tato setkani davala Jacobovu Zivotu na planeté smysl.

Jak se chylil pdty rok souziti s mimozemstany v tdbote ke svému konci,
dokdzal Jacob pobihat cely den po pralese, aniZ by cokoliv citil. Prisel cas zvaZovat
co ddl. Rozhodné nemél chut zistdvat u téchto prazvldstnich mimozemstani. Sice
se o nej pét let starali, nebyli vsak za celou dobu schopni si s nim rozumné
promluvit a Tici, co jsou zac. Na druhou stranu o Adé toho védél jesté mené.
Nemeél ani to nejmensi tusent, kde a jak vlastne Zije.

Behem jedné noci tohoto obdobi, kdy Jacob nevédél kudy kam, jej ze spanku
vyrusilo zaselestént. Nebral na néj Zadny ohled a pouze se zacal v posteli pretacet
na druhy bok. Uprostred pohybu jej polekaly obrovské oranZové oci.
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V dleku zacal smdtrat po dyce, kterou meél vZdy poloZenou u své postele. NeZ
viak pevné uchopil rukojet dijky, rozpoznal v §epotu nezndmé osoby Adin hlas.

Jacoba napadla celd Tada dotazi. Nez je stihl vSechny vyslovit, Ada jej pre-
rusila. ,Neni ¢as na dotazy,“ $eptala Ada, ,Bratrstvo té potrebuje.“

Jacob se omezil na jedinyg dotaz. Jak se bez povsimnuti a bezpecné dostanou
pryc z tabora? Kolem tdabora byla totiZ rozmisténa spousta pasti pro zneskodnéni
vetrelct neznalych terénu. V noci byly tyto pasti obzvlasté zdkerneé.

Na to méla Ada prostou odpovéd. Ukdzala Jacobovi peclivé vypracovanou
mapku rozmisténi téchto pasti po okoli tabora.

26-3-4 Kladeni pasti 10 bodu

V této uloze budete navrhovat algoritmus pro hledani optimalniho rozmis-
téni pasti v pralese.

Prales je neprostupny a pohybovat se lze prakticky jen po vyslapanych pé-
sinkach. K dispozici méate mapu terénu. Na mapé se nachazi N krizovatek a
M pésinek. Kazda pésinka spojuje dvé kiizovatky.

Pro kazdou dvojici k¥iZzovatek existuje pravé jedna cesta (posloupnost pési-
nek), po které se lze pfemistit z prvni kiizovatky na druhou. V informatické feci
bychom fekli, ze mapa je stromem.

Pasti umistujeme do k¥izovatek. Vyzadujeme, aby pro kazdou péSinku pla-
tilo, Ze na alespon jedné z kiizovatek, které spojuje, lezi past.

Umistit past na kiizovatku nemusi vzdy stat stejné usili. Pro kazdou kfizo-
vatku mate zadanu hodnotu U, kterd modeluje miru vynalozeného usili.

Navrhnéte algoritmus, ktery nalezne rozmisténi pasti do kiizovatek tak, aby
kazda pésinka méla na alespon jednom ze svych konci past. Soucet hodnot U
vsech kfizovatek, na které algoritmus umisti past, musi byt minimalni mozny.

Priklad: Predstavte si mapu cesticek jako na nasledujicim obrazku. V pripa-
dé, ze by umisténi pasti stalo na vSech kfizovatkach stejné tsili, bylo by nejlepsi
umistit pasti na kfizovatky E a F', ¢imz bychom pokryli vSechny cesticky.

Pokud by vsak ohodnoceni tusili vypa- A C
dalo jako U(A) =1, U(B) =1, U(C) = 2,
U(D) =3,U(F)=3,U(F) =4, bylo by nej- E F

vyhodnéjsi umistit pasti na kiizovatky A, B

a F za celkové 6 jednotek tsili. Zadné jiné

rozmisténi pokryvajici vsechny cesticky ne-

ma mensi cenu. B D

@ Lehdi varianta (za 3 body): Vyfteste tlohu pro piipad, kdy kiizovatky budou
tvorit jenom jednu nerozvétvenou cestu.

Ada s Jacobem pod hdvem noci uspésné opustili tabor a vydali se na cestu. Po
cesté se Ada podélila o nékolik zakladnich informact.
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Ada je prislusnici tajného spolecenstva s nazvem Podzemni bratrstvo. Nent
mu vsak opravnéna v tuto chvili prozrazovat cokoliv o poslani Bratrstva. Bratrstvo
md po okoli rozesetu sit zdkladen. Viechny zdkladny jsou Tizeny z Hlavniho $tdbu,
kam pravé smeruji.

Hlavni stab zabird vétsinu rozsahlého jeskynniho komplexu, v eci mimozems-
tant zvaného Gesrit thgispop kiges sda pkuterap. V poslednich dnech se objevil
problém, se kterym si Bratrstvo neni schopno poradit. Chce proto pozddat o po-
moc Jacoba a vyuZit jeho pozemskych znalosti. Podrobnosti neni Ada oprdavnéna
sdélovat, Zadost o pomoc chce vyslovit osobné Rada staresinai.

Po poledni dorazili na pralesni mytinku. Krom zpévu ptaki neupoutalo nic
Jacobovu pozornost. Ada na spravném misté odhrnula listi a objevil se mriZovy
poklop. Poklop chranil uzky otvor, kterym se oba protahli do jeskyné. Po prichodu
takrka trisetmetrovou uzkou chodbou se objevili v ohromném domu.

Ada pokynula hloucku mimozemstanii, atf Jacobovi ukdZou dom. Sama zmi-
zela v dalsi chodbé vychdzejici z domu hledajic staresiny. V domu se nachdzely
desitky stani, obydli clent Bratrstva. Za stany se nachdzel placek slouzici jako
shromazdisté. Zde byli kazdé rano clenové Bratrstva informovani o v§em potreb-
néem.

Dobrou ctvrtinu domu zabirala mimozemskd kovdrna. Sestdvala z asi tri
vyhni a dobrych dvou tuctu kovadlin. Mezi praveé kovanymi predméty Jacob za-
hledl mec, lopatu, ba dokonce i svicen.

Jacob byl uchvdcen sehranosti mimozemstani, kladiva sviymi pravidelnymi
udery spise nezZ jako pracovni ndstroje pusobila jako maly orchestr.

26-3-5 Rozvrh kovarny 11 bodu

é V této uloze se budete zabyvat planovanim prace mimozemské kovarny vy-
rabéjici vSechny potiebné kovové nastroje.

Zakladny posilaji kovarné své pozadavky. Parametry pozadavku jsou druh
nastroje, priorita P a hodina H, do které je zdkladna ochotna cekat. Nez by
dostala nastroj po hodiné H, radéji se zaridi jinak. Hodnoty P a H jsou kladna
cela cisla.

Pro zjednoduseni pfedpokladejme, ze vyroba jakéhokoli nastroje trva jednu
hodinu a béhem této doby nelze vyrabét nic jiného. Vyroba zac¢ind v hodinu 0,
tedy na konci této hodiny mtize byt vyroben prvni vyrobek.

Na vstupu dostanete N pozadavki, kazdy pozadavek je urcen dvojici hodnot
P a H. Protoze vyroba jakéhokoli nastroje trva hodinu, typ néstroje se na vstupu
vitbec neobjevi.

V&S algoritmus mé za tikol sestavit optimalni rozvrh vyroby. To znamené pro
kazdy pozadavek urcit hodinu, béhem které se pozadovany nastroj bude vyrabét,
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pripadné —1, pokud pozadavek nebude splnén viibec. Vyrobek muize byt vyroben
nejpozdéji v hodinu H.

Rozvrh je optimélni, pokud soucet priorit splnénych pozadavku je nejvyssi
mozny.

Priklad: Pro pozadavky (4,4), (1,1), (2,2), (2,3), (4,4) (zadané v poradi pri-
orita, hodina nutného dokonceni) je jednou ze spravnych odpovédi 3,—-1,1,0,2.
Tedy vyrobime predmeéty s celkovou prioritou 12 a druhy prfedmét nevyrobime
vibec.

Z jedné z mnoha chodeb usticich v domu se vynotila Ada nasledovand trojici
mimozemstanii. Nebylo pochyb o tom, Ze se jednd o stavesiny. Podsadity mimo-
zeméstan se predstavil jako Ubu, Tajemnik Bratrstva a Vrchni stafesina. Privital
Jacoba a pozval jej do svého stanu.

Jacob byl pohostén dobrym jidlem a dozvédél se, Ze za hodinu bude oficidlné
privitdn. Po hodiné zdvotilé konverzace se rozeznély fanfary. Kdyz vysli z Ubuova
stanu, na shromaZdisti uz postdavaly hloucky mimozemstanii.

Ubu pred davem predstavil Jacoba a oznamil, Ze Jacobovi bude jako vyraz
tcty Bratrstva preddn dar. Asi dvacitka statnijch mimozemstanii po téchto slovech
donesla ohromny trezor.

Ke trem staresinum, které uz Jacob poznal, se pridalo dalsich devét. Vsichni
staresinové se shromdzdili u trezoru.

Ke zddrnému otevient trezoru bylo nutno podniknout sérii presné danych
krokii. Nejprve bylo nutno ovlddaci pdku prepnout do spodni polohy. Ctverice
mimozemstani poté asi minutu tocila obrovitou klikou.
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Staresinové pristoupili k trezoru a kazdy vloZil svij kli¢ do otvoru v trezoru.
Pdka byla prepnuta do své horni polohy a ctverice mimozemstani tocila dalsi dvé
minuty klikou. Ozvalo se cvaknuti.

Dalsi ¢tveFice mimozemstani oteviela tézké viko trezoru.

26-3-6 Trezor 8 bodu

V této tloze budeme zkoumat mimozemsky trezor. K otevieni trezoru je
potieba do nékterych otvort z vnéjsku trezoru vlozit sadu klica. Pokud je sa-
da kli¢t spravna (spravnych sad mtize existovat vice), trezor se po dostateéné
dlouhém toceni klikou otevie.

Princip trezoru tkvi v tom, Ze vSechny klice odpovidaji mocninam dvojky.
Trezor mé navic ve svych ttrobach skrytou druhou sadu kli¢t. (Tviirce trezori
totiz vyrabi vSechny trezory stejné a az podle potfeb kupce navoli tyto vnitini
klice.)

Béhem otaceni kliky vnitini mechanicka s¢itacka secte dohromady vSechny
klice, jak vnitini, tak ty zasunuté zvnéjsku.

Je-1i vysledny soucet pfi zapisu v dvojkové soustavé tvoren samymi jednic-
kami (na tvodni nuly se ohled nebere), trezor se otevre.

Vasim tkolem je pro zadanou N-tici vnitinich kli¢d urcit nejmensi pocet
vnéjsich klict potfebnych k otevieni trezoru. Klice jsou zadany exponenty a ne-
musi byt riazné.

Pozndmka: Mozna jste se jesté nezabyvali vypocetnimi modely a otazkou
toho, o kterych operacich miizete prohlasit, ze probéhnou v konstantnim case.
Pak by vas mohlo napadnout umocnit dvojku na zadané exponenty a dale s nimi
pocitat. Vézte vsak, Ze vypocetni model, ve kterém bychom mohli v konstantnim
case provadét aritmetiku nad libovolné velkymi ¢isly, by byl absurdné silny.

Takovy model by uz nemél mnoho spole¢ného s tim, jak lze vyuzivat sku-
teéné pocitace. Nejcastéji se proto uvazuji modely, ve kterych lze v konstantnim
Case pocitat pouze s Cisly, ktera jsou polynomialné velka vzhledem ke vstupnim
¢islum. Takovy model uvazujte i pti feseni této ulohy.

Priklad: Pro seznam exponenti 0 1 0 1 0 2 4 4 lze trezor oteviit tieba
pomoci pétice klica 21, 21, 23, 23 a 26,

To vsak neni spravna odpovéd. Kdyz pouzijeme pouze klice o hodnotach
22 a 2%, bude soudet hodnot vsech kli¢i 63. To je ve dvojkovém zapise &islo
111111 a trezor se také otevie. Pouzit pouze jeden kli¢ pro zadany ptiklad jiz
nepostacuje.

@ Lehdi varianta (za 2 body): Vyfteste tilohu pro piipad, kdy vSechny exponenty
vnitinich klich budou rizné.

Ubu z trezoru vytahl mec, dosel k Jacobovi, poklekl a v nataZenych rukou mu
nabidl tento dar. Za potlesku davu se stal Jacob majitelem mimozemského mece.
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Po ceremonidlu se Jacob, tentokrdt spolecné se vsemi staresiny, presunul

zpatky do Ubuova stanu. Ubu Jacobovi strucné povypravél o historii mece. Pak
najednou zvaznél. Vsichni staresinové si sesedli bliz k Jacobovi. Zjevné nadesel
¢as poodhalit Jacobovi tucel zdejsi ndavstévy.
,Drahy priteli,“ zacal svou Te¢ Ubu, ,skutecnost je prostd. Bratrstvu hrozi
zkdza. Beéhem posledniho tydne se zacal probouzet vulkdan nedaleko Hlavniho std-
tento jeskynni systém. Nemdme dostatek jinych jeskyni, kam bychom presunu-
li viechen nds lid, a na povrchu by jej stibla zkdza. Zdddme té jménem celého
naseho lidu o pomoc.“

»Drazi pratele,“ volil Jacob opatrné sva slova. ,,Ucinim vse, co bude v myjch
sildch. Obdvdm se viak, Ze toho mebude mnoho. Md lod ztroskotala a nezdd se,
Ze by jakdkoli technologie z ni byla pouZitelnd. Rad bych se vsak na onen vulkan
alespor podival.“

,Dobrd,“ odvétil trochu zklamané Ubu a na chvili se zamyslel. ,, Vyslu s tebou
sv€ nejlepst lidi, budou ti ve vS§em ndpomocni.“

O par hodin pozdéji stdl Jacob spolu s Adou a dal§imi ¢ty¥mi mimozemstany
u upati sopky. Z jejiho vrcholku pomalu stoupaly malé oblacky dymu.

Jacob se zamyslel. Co od néj Bratrstvo vibec ocekdvd? Jisté, na Zemi ddvno
ezistovala technologie, kterd by se s touto hrozbou vyporddala. Co si vsak lze pocit
zde? Zdalo se, Ze sopka lehce smete Bratrstvo. Nemél pocit, Ze by si to nechala
jen tak vymluvit. . .

26-3-7 Sopecné pokryti 12 bodu

g} Pro zabezpeceni sopky je na Zemi nutno podniknout dvé opatfeni — zahajit
odcerpavani lavy ze sopouchu specidlnim potrubim a pokryt usti sopky pa-
nely tak, aby neunikal sopeény popel ani gejziry lavy. Vasim tkolem bude nalézt
optimalni pokryti.

Okoli sopky si mizeme predstavit jako ¢tvercovou sit velikosti R x S. Na
kazdém policku se nachazi bud znak Z, nebo K. Pomoci Z je oznacena zem, kterou
neni potfeba pokryvat, naopak znaky K oznacuji oblast sope¢ného krateru, kterou
je nutno pokryt. Oblast krateru je souvisla.

V celé tloze budeme za sousedni policka povazovat ta, kterda se dotykaji
celymi stranami. Souvislou oblasti pak rozumime mnozinu poli¢ek takovou, ze
kdykoli mame policka A, B z této oblasti, existuje posloupnost policek z této
oblasti s nasledujicimi vlastnostmi: prvnim polickem je A, poslednim B a pro
kazdé policko (mimo posledniho) plati, ze nésledujici policko je jeho sousedem.

Pokryva se panely obdélnikového tvaru rozméru p x 0. Pro zjednoduseni tlo-
hy budeme ptredpokladat, ze panel 1ze polozit pouze tak, aby pokryl obdélnikovou
podoblast ¢tvercové sité o p fadcich a o sloupcich.
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Aby celé pokryti fungovalo, musi panely do sebe zapadnout. To znamen4,
ze pokud spolu dva panely sousedi néjakymi policky, pak spolu musi sousedit
celymi svymi stranami. Panely mohou sahat i za hranice ptivodni mapy.

Naleznéte panelové pokryti, které pokryje vSechna policka se znakem X a vy-
uzije k tomu nejmensi mozny pocet paneli.

Priklad: Na obrazku nize vidite jedno z moznych pokryti kratera vlevo po-
moci paneld o rozmérech 2 x 3.

ARV

SEN
N
N

Nezddlo se vsak, zZe by podobna technologie byla k dispozici zde. Jak si vlastne
lidstvo umelo poradit se sopkami v dobdch, kdy jesté neexistovaly materialy dost
odolné k jejich usmérnéni? Preci by jim neustupovalo. . .

Z wvah Jacoba vytrhlo zapraskani. Znelo to skoro, jako by se sopka po probu-
zeni potrebovala nejprve protahnout. Po dalsich dvou zapraskdanich nastalo opét
ticho. Nemeélo vsak dlouhého trvani, bylo po chvilce proriznuto ranou tak ohrom-
nou, zZe si vsichni instinktivné zacpali usi. Ze sopky se vyvalil oblak popela.

Sedivé kousky popela zvolna jako snih dopadaly na Jacoba a mimozemsta-
ny. Vsichni stali na misté jako prikovani. Nikdo nebyl schopen slova. Zacaly se
objevovat pruni gejziry ldvy. Proni se vzpamatoval Jacob a zavelel vsem k uteku.

Ozval se dalsi vgbuch. Tentokrdat se uz nejednalo o pouhy gejzir. Zformowval se
cely proud lavy, ktery si jako horskd bystrina razil svou cestou krajinou. Zrejme
se vydal stthat prchajici skupinku. Jacob se ohlédl a odhodil svij batoh. Pochopil,
Ze bude muset byt opravdu rychly.
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Ctvrté série

Jacob pomalu popadal dech. Prdve se mu podarilo uniknout pred proudem
lavy wvalici se z rozbésnéné sopky. Dokonce nasel maly previs, ktery ho uchrdanil
pred destem kameni a Zhavého sopecného popela.

Jeho myslenkamsi letely vzpominky na uddlosti, ktere zaZil od okamZiku, kdy
ho ztroskotani vesmirné lodi UFC Freya wvéznilo na této planeté. Pruni opatr-
né zkoumdni pralesa. Setkdni s mimozemstany. Poldmané nohy. Dlouhé lécen.
Tajuplna Ada. Podzemni bratrstvo. Darovany mec. Probuzeny vulkan . . .

Podarilo se aspon casti ¢lent Bratrstva utéci do bezpecti, nebo vSechny v je-
jich podzemnim komplexu zaplavila ldva? To se Jacob jesté néjaky cas nedozvi —
ted mu totiz nezbyvd nez vyckat v ikrytu, dokud se sopka neuklidni. Aby zahnal
nervozitu, zkousi hrdt nejriznéjsi hry pro jednoho hrace meboli soliteéry. Treba
s kaminky, téch je ted vsude plno.

26-4-1 Kaminkovy solitér 10 bodu

Jacob hraje néasledujici hru. Nejprve vytvori n hromadek kaminkta. Pak ode-
bird kaminky podle néasledujiciho pravidla: Vzdy si vybere dvojici rtizné velkych
hromédek a z té vetsi odebere tolik kamink, kolik jich je na té mensi. Cilem hry
je zbavit se co nejvice kaminki.

Vymyslete algoritmus, ktery pro tuto hru najde optimalni strategii. Na vstu-
pu dostane pocet hromadek n a poc¢atecni pocty kaminkd hq, ..., h,. Vystupem
ma byt posloupnost tahti typu ,od h; odecti h;“ takova, Ze po provedeni téchto
tahd bude soucet hy + ...+ h, nejmensi mozny.

@ Leh¢i varianta (za 4 body): Rozmyslete si, jak tloha dopadne pro dvé hro-
madky. Své tvrzeni dokazte.

Jacob se s trhnutim probudil. Co to bylo? Venku byla tma jako v pytli, hvézdy
pohltil vsudypritomny sopecny prach. Opodal cosi Sramotilo. ,Psst, Jacobe, to
jsi ty?“ $pitl hlas ndpadné podobny Adinu. Po chuvilce oboustranného ujistovani
se ze tmy vynotila Ada spolu s dalsimi ¢tyrmi mimozemstany, kteri s Jacobem
zkoumali krdater sopky. Bylo to véera, ale zddlo se to jako vécnost . . .

Preci jen se jim podatilo uniknout potokim prskajict ldvy a schovat se ve
stejnych skalach, které poskytly azyl Jacobovi. Jacob si pomyslel, Ze jsou jisté celi
Zhavi zjistit, co se uddlo v okoli. Nejspis i doslova. KaZdopdadné jim nezbyvd nez
zustat v ukrytu, dokud se popel nerozptyli. Zatim neni videt na krok a kdo vi, jak
se erupci zmenila krajina.

Sedli si tedy spolecné na teplou zemi. Ze zacdtku tise, ale po chvili jeden
z tvoru vytdhl jakési zvite podobné bazZantovi, které nasel pod vrstvou rozpaleného
popela. Zjevné dobre upecené. Po dobrém jidle nervozita opadla a Jacob vyuzil
prilezitosti a zeptal se na par véct, které mu uz delsi dobu vrtaly hlavou.
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Napriklad pro¢ magi vsichni clenové Bratrstva na krku podivny amulet —
ndhrdelnik s Tadou barevnych kordlki. Kazdy s jinou kombinaci barev, ale preci
jen bylo mozné vysledovat urcité podobnosti. Ada usoudila, Ze ted uz pred Jacobem
neni potreba nic tajit. Prozradila mu, Ze amulet slouZi jako pozndvaci znament
clent Bratrstva a obsahuje heslo, které se cas od casu mend.

26-4-2 Vyroba amuletu 10 bodu

Amulet definujeme jako posloupnost ¢ervenych, zelenych a modrych koral-
k. Heslo je také néjaka posloupnost koralkt. Amulet obsahuje heslo, pokud lze
z amuletu vypustit nékteré kordlky tak, aby zbylo pravé heslo. Matematik by
tedy tekl, Ze heslo tvori vybranou podposloupnost amuletu.

Ada zné nové heslo a chce sviij amulet upravit tak, aby toto heslo obsaho-
val. Upravovat ho muze vkladanim koralkti na libovolné misto. Ovsem vyroba
jednoho koralku trva néjaky cas zavisly na jeho barvé, tak by chtéla vymyslet,
kam vlozit ktery koralek, aby tim celkové stravila co nejméné casu.

Vymyslete algoritmus, ktery ji v tom pomiize. Na vstupu dostane dva fetézce
pismen R, G a B: amulet a heslo. Mimo to jesté dostane celd kladna ¢isla cg, co
a cp udavajici, kolik ¢asu trva vyrobit korédlek které barvy.

Vystupem algoritmu ma byt posloupnost operaci ,za i-ty korédlek vloz ko-
ralek barvy b*, kterd zabere nejkratsi mozny cas.

Noc pokracuje. Skupinka se snazi usnout, ale ve stisnéném prostoru pod pre-
visem to jde jen obtizné. Polstdre tu nejsou, tak musel Jacob vzit zavdek jakymsi
kamenem. Neprijemné tlacil do ucha a navic se z néj ozyvalo podivné zvonént,
jako by v hlubindach planety néjaky skritek mlatil kladivem do skaly.

Zvonéni je ale podivné pravidelné. Skoro jako by si ti skritci posilali néjaké
zprdvy. Jacob misto pocitani ovecek premysli, jak by takovy prenos zprdv mohl
fungovat. Snazi se vymyslet rizné zpisoby a zkouset pomoci nich zvonéni de-
Sifrovat. Evidentné to k nicemu nebude, ale aspon svou mysl unavi a konecné
usne.

oo S... M. E. .. Z...A...S...Y...P...“ Coze??!ll Jacob ihned vzbudil
ostatni a spolecné naslouchali skalam. Text byl ponékud zmateny, postupné viak
pochopili, Ze se jednd o vic prekryvagicich se zprdv. Posilaji je skupinky clent
Bratrstva wvéznéné na riznych mistech v podzemd.

Do jeskynniho systému nejspi§ nenatekla Zadna ldva, ale vybuch na mnoha
mistech zavalil chodby. Ada hned zacala do vrstvy popela zapisovat, které casti
podzemi zustaly propojené, ale situaci zneprehledrnovalo, Ze se zprdvy o spojent
jeskyni casto opakovaly.
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26-4-3 Obnovené spojeni 10 bodu

Méjme n jeskyni a m neuspofadanych dvojic {z;,y;}, které popisuji, Ze jes-
kyné x; je propojena s jeskyni y;. Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery
z tohoto seznamu odstrani opakujici se dvojice.

Vystupem je tedy seznam navzajem rtznych dvojic, které se alespon jednou
vyskytly ve vstupnim seznamu. Na potradi dvojic nezalezi.

/////

navzdory vsem zdvalum stale existuje cesta, jak se do vSech obydlenych jeskyni
dostat. Znacné sloZitd, ale je tu.

Vzduch, ktery se mezitim trochu procistil, ovsem odhalil, Ze okolni skaliska
jsou zasypand hromadami sopecného popela, tufu a kameni. Driive duvérné znamé
kopce se najednou promenily v neprehlednou krajinu plnou skrytych nebezpeci.

Skupina se rozdelila a kazdy dostal za tkol dikladné, ale velmi opatrné pro-
zkoumat cast okoli a pokusit se nakreslit mapu. Kdyz se vratili, zjistili, Ze mapy se
ponékud prekryvagi. Nékterd mista nejsou zmapovdna vibec, zatimco jind velmi
dikladné. Jak se v tom vyznat?

26-4-4 Skladani mapy 12 bodu

@ V roviné je polozeno nékolik kustt mapy. Kusy maji tvar obdélnika se stra-

nami rovnobéznymi s osami soutfadnic.

Nasim tkolem je vytvorit datovou strukturu, ktera bude umét rychle odpo-
vidat na dotazy typu ,,v kolika obdélnicich lezi zadany bod?*

Dulezita je ptritom jak casova slozitost dotazi, tak ¢as potfebny na vybudo-
vani struktury.

Konecneé se podarilo posklddat jednotlivé mapy do jednoho jakZ takz pouZitel-
néeho celku a napldnovat zachrannou akci. NeZ se ale podari zpustosené podzemi
vrdtit do obyvatelného stavu, bude potreba vybudovat pro vsechny provizorni tabor
v hordch.

Tise premysleli, kde ve skaldch vzit kousek rovné plochy. Nastésti sopecné
tufy a popel jsou lehké, takZe mensi nerovnosti pujde snadno srovnat. I tak by
ale bylo milé si co nejvic prdice usetrit. Sesedli se okolo mapy a uvaZovali nad
vhodnym mistem.

26-4-5 Misto pro tabor 14 bodu

Je dana vyskova mapa krajiny. Terén je rozdélen na R x S poli¢ek a pro
kazdé z nich zname jeho nadmorskou vysku v mimozemskych pidich.

Na néjakém misté chceme postavit tabor. To obnasi vybrat obdélnikovou
¢ast krajiny o rozmérech r x s policek a srovnat ji do roviny. Tedy piesunout
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mezi témito policky zeminu tak, aby vsechna policka byla stejné vysoko. Jednotky
si zvolme tak, ze zvyseni policka o jednu mimozemskou pid vyzaduje pfivezeni
jedné mimozemské karky zeminy.

Vasim tkolem je pro zadanou vyskovou mapu a velikost tabora najit takové
misto pro tabor, abychom museli pfesunout co nejméné zeminy.

Zemina je neomezené délitelnd, ale lze ji pouze presouvat. Neni mozné ani
vytvorit zeminu z niceho, ani ji znicit.
@ Lehéi varianta (za 10 bodu): Naleznéte feseni pro jednorozmeérnou krajinu

(S=s=1).

Tabor utésené rostl. Proudili do néj stale novi ¢lenové Bratrstva, vysvobozent
z ¢im dal vzddlenéjsich casti jeskynniho systému. Na krajinu se sndsela dalsi
noc, mnohem optimistictéjsi nez ty predchozi.

Stredu tabora vévodilo veliké ohnisté, u kterého prdvé odpocival Ubu spolu
s nékolika starsimi mimozemstany. Jacob si k nim prisedl. Chtél totiz vyuzit
klidné chvilky a dozvédét se néco o tom, co je Bratrstvo zac a proc se tolik snazi
svou existenci utajit.

A davody k tajnostem skutecné existovaly: Bratrstvo organizovalo odboj pro-
ti mistnimu krdli. Clenové krdlovské dynastie byli sice povaZovdni za potomky
bohii (a dokonce pry vypadali trochu jinak nez jejich poddani), ale vlddli velmsi
nevybiravé a nebyvale kruté.

Spiklenci uz dlouho pTipravovali plin na svrieni panovnika. Podezirali ale
krale, Ze o jejich umyslech vi a Ze se celého Bratrstva pokusil zbavit vgbuchem
sopky vyvolanym magii. Jacob se tvaril znacné neduverive — na kouzla nevéril a
jeste mené pravdépodobné bylo, Ze by kdokoliv na této planetée disponoval potieb-
nou technikou.

Ale dost uz pochybnosti, dnes je den mnoha $tastngch shleddni a takovy si
zaslouzi oslavu. Jacoba napadlo, Ze by ostatni mohl naucit néjakou pozemskou
hru. Vsiml si, Ze sopecny tuf je natolik méekky a lehky, Ze z néj jde noZem vyrezdvat
néco jako snéhové koule. Sice tolik nestudr, vlastné vubec, ale hazet jdou iuplné
stejné. Hej! Kryj se! Pal!

26-4-6 Snéhova bitva 11 bodu

V roviné stoji n bojovniku se snéhovymi koulemi v rukou. Za chvili zac¢ne
velka fez. Pokud bojovnik A hodi kouli po bojovnikovi B, miiZe trefit kohokoliv,
kdo se nachézi na poloptimce AB.

Na vstupu dostanete polohy bojovnik® v roviné. Vasim tkolem je vytvorit
datovou strukturu, pomoci které budete umeét efektivné odpovidat na dotazy
,Pokud A mif{ na B, miZe zasdhnout nékoho dalsiho?*. Jako odpovéd staci ANO
nebo NE, neni potieba hledat, koho zasdhnete.
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Do vseobecného veseli se vkrddaly stiny neduvery. Jak se mohl krdl o existenci
Bratrstva dozvédét? Neni mezi nimi néjaky $pion, nebo dokonce vic takovych?
Krdlovska tajnd policie je preci svymi schopnostmi po celé 7isi prosluld.

Jacoba napadlo, Ze to mohl byt duvod, proc¢ se k nému jeho nékdejsi lecite-
lé chovali tak uzavrené a odmitali mu odpovidat na jeho otdzky. Konec konci,
krdalovskd rodina preci md vypadat jinak nez ostatni obyvatelé planety, tak nent
divu, Ze byl Jacob krajné podeziely. O to vic si vdzil duvéry Bratrstva.

Ted s Ubuem probirali rizné hypotézy, jak by si mohli krdlovi zvédové pie-
ddvat informace.

26-4-7 Kralovsti Spioni 9 bodu

E Kral ma n $piont. Kazdy spion ma pevné urceno, kterému jednomu Spionovi
predava vsSechny informace, jez zjisti.

Spionska, sit s osmi §piony mtZe naptiklad vypadat nasledovné:

Q/ \/ /

Pokud $pion dostane zpravu, kterou uz znd, neposila ji dal. Sifeni kazdé
zpravy se tedy po koneéném poctu kroki zastavi.

Vas algoritmus dostane zadanou sit Spionti. Jeho tkolem je pro kazdého
Spiona spocitat, jak dlouho bude v siti putovat zprava, kterou tento Spion vysle.

V siti na obrazku jednotlivé zpravy urazi postupné v poradi dle ¢isla vysi-
lajiciho Spiona 5, 3,3,2,5,4,3 a 2 krokt.

Jakmile v tdbore prestala byt potieba kaZdd pomocnd ruka, Jacob dostal chut
projit se po okoli. Chtél si zblizka prohlédnout ztuhlé potoky ldvy, na kterych se
utvorily zajimave obrazce.

Zvolna kracel mezi skalami a sledoval pustou krajinu. Pripomnéla mu povrch
Meésice. Posmutnél, kdyz si uvédomil, Ze tam uzZ se nejspi§ nikdy nepodivd.

Najednou mu nohy wvadzly v sopecném popelu. Kdyz se je pokusil vyprostit,
jenom se propadl o néco hloubéji. Zjevné narazil na jimu plnou popela. Marné
se pokousel rukama zachytit okraje. Sjizdél ¢im ddl rychleji. ,UZ zase!* blesklo
mu hlavou.
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Proletél jakousi stkmou chodbou a pristal na podlaze nevelké jeskyné. Vsude
se vdlely podivné kovové krabice. Znacné omselé a propojené zaslymi zkroucenyms
kabely. Na nejblizsi z nich zahlédl kovovy stitek s ndpisem.

Stalo na ném: ,Made in China.“ Uhhh. . .
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Tohle je preci lidska technika! A wurcité to nejsou jen mdahodné popadané
trosky z Freyi, protoZe tady je to celé propojené. To znamend. .. ,Jsi v pordd-
ku?“ prerusil ndhle jeho myslenky hlas shora. Jacob vzhlédl a spatfil jednoho
mimozemstana, jak kleéi na okraji diry, kterou sem propadl.

Ubu ho asi poslal, aby na néj ddval pozor. No ted se to hodi, pomyslel si Ja-
cob. Poslal mimozemstana pro posily a za pil hodiny uZ tdhli nejvétsi z kovouvych
beden do tabora.

Jacob chtél prijit na to, k cemu zatizeni slouzi. JelikoZ bylo, zdd se, vyro-
beno jako co nejlevnéjsi a nejuniverzalnéji pouZitelné zatizeni, sklddalo se jen
z univerzalni 7idici jednotky, kterd byla naprogramovdna pomoci spousty relatek
usporadanych v pravidelné mriZce. BohuZel nékterd z nich byla spdlend a bylo
nutné je vymenit.

26-5-1 Made in China 9 bodu

@ Jacob ma pred sebou podivné zafizeni a chtél by ho spustit. Jenze predtim
musi vyménit nékolik spalenych relé. Kazdé relé ma své typové oznaceni (pii-
rozené ¢islo), které jde poznat po vyndéni relé ze zafizeni. AvSak spalend relé
maji oznaceni bohuzel specend k nepoznani.

Podle schématu na zafizeni vime, ze puvodné byla relé usporadana podle
tabulky, kde v horni fadce i na levém okraji této tabulky byla relé oznacena
postupné rostoucimi p¥irozenymi ¢isly za¢inajicimi nulou (0,1,2,3,...).

Zbytek tabulky byl vyplnén tak, aby se na pozici [A, B] nachazelo relé
s nejmensim takovym cislem, které se doposud doleva ani nahoru od néj ne-
vyskytlo (vSechny tyto pozice jiz samoziejmé musi byt osazeny).

Prvnich Sest radku a sloupct této tabulky 012345

tak bude vypadat takto: 103254
230167

321076

456701

547610

Jacob potfebuje vymeénit nekolik spalenych relé, ale nechce se mu kvili tomu
zkoumat vSechna relé doleva a nahoru od téchto pozic. Proto by od vas potifeboval
postup, ktery by mu rychle fekl, jaké relé ma umistit na pozici [A, B].

Po osazeni vsech relé€ se zarizent spustilo a zobrazilo na malé obrazovce neé-
kolik informaci. Po zbézném proctent bylo Jacobovi vée jasné. Za pdar minut uz
Ubu a nekolik dalsich starsich sedéli v jednom ze stanii.

, Ctihodny Ubu, vidéel nékdy nékdo z vasich lidi primo nékoho z vlddnouct
kasty?“ zeptal se rovnou.
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»Ne, podle nasich zvédu nikdy nesunddvaji sve blystive helmy, Jacobe.“

Jacob se nadechl, tohle by mohlo byt osemetné: ,, Ctihodny Ubu, rado star-
sich, véc, kterou jsem wykopal, pravdépodobné spustila viybuch sopky. Je to asi
ndstroj, ktery sem umistil neékdo z vladcovych lidi. Ten ndstroj ale pozndvam,“
nadechl se, ,je to technika mych lidi, nebestanid.*

Vidél, jaké reakce to mezi radou starsich vyvolalo, a tak rychle pokracoval:
, O téch lidech nic nevim, moznd to bude néjaky odstépeny klan. Musim se ale
vypravit do kralovského meésta a promluvit si s nimi, presvédcit je o tom, Ze délaji
Spatnou véc.“

Jeste chvili diskutoval s radou, neZ se mu ji povedlo presvédcit, Ze ho ma-
j¢ nechat jit samotného. Prizvuk uzZ mél docela dobry, tak dostal alespon mistni
ekvivalent kutny, kterou tu obcéas nosili starsi mimozemstané a kterd mu zakry-
vala oblicej i cel€ telo. S ni by snad mohl splynout s mistnimi. Mimo to si jesté
vzal mec, ktery ziskal pri ritudlu, a dostal od Ady docela presnou mapu prale-
sa. Rozloucil se s mistnimi, minul mistni ekvivalent kocky leZici na kraji tabora

a vyrazil.

- ./ -
—_ ~
== o

Jako pruni se vydal k vraku Freyi. Tam si cestu pamatoval, a tak si béhem
ni planoval trasu od vraku smérem ke kralovskému méstu. Bude to dlouhd cesta,
vedouct v proni ¢dsti skrz husty prales, kde bude muset davat pozor, aby v ném
neprehléedl Zadnou odbocku.

26-5-2 Cesta pralesem 9 bodu

Prales je misto, kde se velmi lehce prehlédne pokracovani cesty. Mame mapu
pralesa predstavovanou ¢tvercovou miizkou o rozmérech Rx S poli¢ek, ddle mame
zadané startovni policko a cilové policko.

Pohybovat se v mapé muzeme jen horizontalné nebo vertikalné, sikmo ne.
Kazdé policko méa navic dva koeficienty prehlédnutelnosti. Jeden pro cestu vedou-
ci pres néj rovné (shora dolti, zleva doprava nebo naopak) a druhy pro odboceni
(tedy vSechny zbylé pruchody — zleva dolu, shora doleva, ... ).

Protoze chceme mit co nejvétsi nadéji, ze se v pralese neztratime, je vasim
tkolem nalézt cestu ze startovniho do cilového policka, kterd bude mit v souctu
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pres vSechna poli¢ka cesty co nejmensi piehlédnutelnost (prehlédnutelnost ve
startovnim a cilovém policku neuvazujte).

Nez si Jacob naplanoval celou dalsi cestu, uz stdl u boku UFC Freya. Torzo
lodé i po téch letech stale vypadalo majestdtné, ale brdzda v pralese i ponicené
okoli po nouzovém pristani uz pomalu zarustaly novou vegetact.

Beéehem svého nékolikaletého pobytu v mimozemském tabore se do vraku pdr-
krdt podival, ale vZdy se vydal jen k vystrojnimu skladu pro nové boty. Od ztrosko-
tant nikdy nezasel ddl, to misto na néj z néjakého duvodu pusobilo tisnive a stejne
tam nebylo nic zajimavého — nouzovy signal nesel vyslat kvili néjakému rusent
v atmosfére a vody 1 jidla mél od mimozemstani dost.

Ted se skrz zprohybany koridor prodral hloubéji do lodi. Freya jako piivodné
vdle¢nd transportni lod méla v pFidi nékolik zabezpedenyjch skladi a Jacob je
chtél zkontrolovat. Zastavil se u zavien€ prepazky, kterd nesla stopy po pouZiti
malého plazmového hordku — nékdo se chtél propdlit skrz, ale malym hordkem
se mu to zda se nepovedlo. To znamend, Ze se tady objevil néjaky jiny clovek,
pravdépodobné nékdo z téch, kteri ted viddnou domorodcim.

Jacob odklopil ovlddaci panel a nékolika stisky probudil palubni pocitac z jeho
spanku. Chvili trvalo, nez nabéhl, ale zdlozni baterie stdale poskytovaly dostatek
energie. Potom, co Jacob zadal svij pristupovy kod, se ale nmic mestalo. Zkusil
to znovu, a teprve pak si v§iml, jakou paseku na kabelech neznamy ndvstévnik
s plazmovym hordakem provedl. Jesté Ze ve skladu udrzby byla celd krabice nd-
hradnich — jen rychle najit ten sprdavny.

26-5-3 Nahradni kabel 10 bodu

é’ Mame pred sebou bednu plnou nédhradnich kabelt a potfebujeme rychle po-

znat, jestli jsou néjaké dva kabely stejné. Nejsou to ale jen kabely se dvéma
konci, tyto jsou rozvétvené a mohou obecné propojovat i vice véci dohromady.

Kazdy kabel si tedy muzeme predstavit jako spoustu uzltt pospojovanych
jednotlivymi draty. Cely kabel je navic pospojovany tak, ze v ném neexistuji cykly
— z kazdého uzlu do kazdého jiného se lze dostat jen jedinou cestou. Informatik
by tedy takovyto rozvétveny kabel mohl nazvat stromem.

Jacob vzdy ndhodné uchopi dva kabely, a to tak, ze je chyti za néjaky uzel
a zbytek nechd viset doli. Tomuto uzlu budeme fikat koren. Diky tomu, Ze
kabely jsou v uzlech spojeny v pevném potadi, muzeme lehce popsat zbytek
kabelu napriklad tak, ze kofen oznacime indexem 0 a zbylé uzly vyjadiime jako
N ¢isel oznacujicich, pod kterym jinym uzlem je pfipojeny i-ty uzel.

V pripadé vice uzla pfipojenych pod ten samy je uvedeme tieba v pora-
di proti sméru hodinovych ruéi¢ek (rozmyslete si, Ze je jedno, od jaké pozice
za¢neme piipojené uzly popisovat, kdyz dodrzime jejich potadi).
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Jacoba by nyni zajimalo, jestli ndhodou nejsou dva kabely, které drzi v ruce,
stejné. To znamena, ze kdyby si je chytl oba za spravny uzel, vypadaly by pak
oba stejné (mimo pfechyceni za jiny uzel nesmime poradim kabeli v jednotlivych
uzlech nijak rotovat).

Priklad: Pro kabely nize staci, abychom prostfedni kabel chytili za uzel
s indexem 1 a spravné oto¢ili, pak budou levy a prostfedni kabel stejné (vSimnéte
si, ze uzel 2 se sice zrotoval na druhou stranu, ale poradi uzli pfipojenych k uzlu 1
se tim nijak nezménilo). Nicméné pravy kabel se od nich lis{ (mé jiné poradi
podstromi v uzlech).

Levy Prostfedni Pravy
kabel kabel kabel
: 0 : 0 : 0

O T WN R
O b O K
o OO W N
O W W - =
S oo WwN e
N W wN O

A AN AN
ALTA A
A A

Po zapojeni spravného kabelu zadal Jacob znovu svij pristupovy kod. Panel
zezelenal a s hrozivym skripotem se pancérovd prepdzka otevrela asi do poloviny.
Jacob prolezl skrz a ocitl se v sekci lode, ve které od startu nebyl. Matné si
pamatoval, Ze sem naklddali néjaké zahadné bedny s tajnym obsahem — stdle zde
staly a vypadalo to, Ze jim nouzové pristani ani prilis neubliZilo.

Jacoba ale zajimalo néco jiného. V malém skladu na konci oddéleni se nalé-
zala bedna, o niz vedélo jen nékolik clent byvalé posadky. Pomalu ji otevrel a vytd-
hl par véci ven. Pak zvedl plazmovou karabinu, zaptel si ji o rameno a pohledem
skrz zamérovaé vyzkousel, Ze vojenskd zbran stdale funguje. Mysli mu proletély
vzpominky na valku. .. jeho sluzba u elitni roty marindki, kamarddi v jednotce
a jejich heslo Semper Fidelis — vZdy vérni.

Zatrepal hlavou a zahnal vzpominky. Je to uz skoro dvacet let, co po konci
valky opustil armadu. Schoval masivni zbran do batohu, sundal z helmy nocéni
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vidéni a termovizi, k boku si pripnul malou pistoli na uspdvaci Sipky a pobral
jeste nekolik drobnosti véetné sady ndradi. Pak vyrazil.

Podle mapy odhadl, Ze kralovské mésto bude lezet néco pres pét set kilometri
od mista, kde havaroval. Béhem svého putovani minul nékolik mimozemskych
osad, ale vZdy se drzel mimo né. Patndcty den cesty, odhadem pilden cesty od
kralovského mésta, mu vsak uz doslo vsechno jidlo. Chtél si pred setkanim radéji
pordadné odpocinout, a tak se rozhodl, Ze mavstivi nejbliZsi vesnici, na kterou
narazi.

Jednu takovou objevil k veceru. Asi hodinu ji pozoroval, nez se odvdzil ukd-
zat se. Zddlo se, Ze mistni ndcelnik zrovna resil nejaky problém s rozdélovanim
surovin na vyrobu jidla.

26-5-4 Rozdélovani jidla 11 bodu

EI Vesnicky nacelnik ma k dispozici K typt riznych surovin a chce je co nejlépe
vyuzit, aby mu jich dohromady ztstalo co nejméné nepouzitych. Od kazdé
suroviny ma na za¢atku néjaké mnozstvi my,...,mg (m; > 0).

Obyvatelé vesnice mu predlozili N recepti. Kazdy recept spotiebuje néjaké
mnozstvi od kazdé suroviny, tedy je zadany K ¢isly aq,...,ax (a; > 0) a lze ho
pouzit maximalné jednou (a to jen tehdy, pokud jesté od kazdé suroviny zbyva
alesporn tolik, kolik recept spotfebuje).

Vasim tkolem je ze vSech N receptt vybrat takové, které dohromady zane-
chaji co nejmensi zbytek surovin (tedy pokud si zbytky oznacime jako 21, ..., 2k,
tak Zfil z; bude co nejmensi mozné).

Potom, co se s nimi Jacob najedl, poznal podle ndhrdelniku s tajnym heslem
v jednom z domorodct ¢lena Bratrstva. Pockal, nezZ odejde stranou, a pak se za
nim nendpadné vydal.

Ve chvili, kdy si pred nim Jacob sundal z hlavy kdpi, se mimozemstan zarazil,
jako by ho nékdo prastil palici po hlavé. Pak ale jeho pohled sklouzl na nahrdel-
nik Bratrstva, ktery Jacob dostal od Ady, a doslo mu to: ,Ty jsi ten nezndmy
cizinec, ktery nam slibil pomoc, ze? Co délds takhle daleko od hlavniho tabora?
A mimochodem, jd jsem Lakus.“

Jacob mu vsechno vysvetlil a také mu vekl, Ze by se potreboval mendpad-
né dostat do kralovského mésta, aby si promluvil s krdlem. To, Ze jsou to taky
pozemstané jako on, radéji nezmirnoval.

Mimozemstan se zamyslel a pak pravil: ,Pracuji se skupinkou vemeslniki,
kteri do meésta dopravuji kamen. Vyuzivame k tomu staré podzemni tunely, tudy
by ses tam mohl dostat.“

* Kk

Druhy den rdno uz Jacob pomahal tlacit velky povoz kameni naloZeny tak, Ze
byl trojndsobné vyssi nez on sam. Mél na sobé stdale kdpi, ale batoh s karabinou
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a nejuétsimi véemi dal radéji Lakusovi do uschovy, nechtél aby se pripadné dostaly
do rukou kralovym lidem.

Pravé se blizili k vstupu do tunelu, mésto se tycilo na ostrohu nad nimsi. Jacob
st mimo jiné vsiml pozemsky vyhliZejici antény na nejvetsim z domu. Nahle je
zastavilo zavoldni jednoho z hlidaci u usti do tunelu. Zacal se hddat s preddikem
skupinky, jestli se takhle velky povoz do tunelu vejde, nebo jestli ho bude nutné
sloZit tady a naklad odnosit rucné.

26-5-5 Prijezd tunelem 12 bodu

Pottfebujeme zjistit, jestli nas povoz projede tunelem. Povoz ma prufez ob-
délniku rovnobézného se souradnymi osami, prufez tunelu je predstavovan kon-
vexnim mnohothelnikem (zadanym na vstupu t¥eba jako posloupnost vrcholii po
sméru hodinovych rucicek).

Ptame se, jestli se povoz vejde do tunelu, neboli jestli existuje néjaké posunu-
ti obdélniku takové, ze se cely obdélnik vejde dovnitt konvexniho mnohothelniku.
Obdélnik miizeme posouvat v libovolném sméru (tedy klidné i nahoru a dolu),
ale nesmime ho otacet. Pokud takové posunuti existuje, najdéte ho.

—+ —

Po proniknuti do mésta se Jacob oddélil od skupinky mimozemstanii. Opatr-
né proklouzl okolo strazi a vysplhal na vyvysenou vezZ na okraji hradeb. Zde zalehl
a vytahl z kapsy dalekohled.

Pozorné si prohlédl antény, které uz diive spatril. Podle toho, kam byly za-
merené, se pravdépodobné pouzivaly jen k mistni komunikaci. Jeho pohled upou-
tala vycénivagici kovovd véec za kralovskym paldcem, ale ze své soucasné pozice
tam nevidél. Rozhodl se pockat do noci a pak se pres strechy jednotlivych staveb
opatrné presunout blize paldci.

Cekdni na tmu vyuzil k tomu, Ze si pro kaZdou oblast mésta nasel nejoyss
stavbu, kterou by pri nocnim presunu mohl pouZit jako pozorovatelnu.

3
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26-5-6 Nejvyssi stavby 12 bodu

Chceme v mimozemském mésté najit vzdy lokalné nejvyssi stavbu. Plan
mimozemského mésta je tvoren ¢tvercovou siti o rozmérech R x S, kde pro kazdé
policko zname vysku stavby, kterd se na ném naléza. Déle mame zadana cisla
ras (plati r < R a s < 5) — velikost oblasti, ktera nas zajima.

Chteéli bychom pro kazdou oblast velikosti r X s zjistit, jakou nejvyssi stavbu
obsahuje.

Vystupem programu by tedy méla byt tabulka velikosti (R—r+1)x (S—s+1),
kde poli¢ko [, j] bude obsahovat maximalni vysku stavby nalézajici se v oblasti
velikosti r X s s levym vrchnim rohem v tomto policku.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
r=3,s=23 4433
142202 8556
022211
213301
810506

@ Lehéi varianta (za 6 bodu): Vyfeste tlohu jen pro jednorozmérny piipad
(tedy R=r =1).

Padla noc. Jacob se pliZil po strechdch jen v cerné kombinéze, pomdhagje si noc-
nim vidénim. Diky tomu, Ze si presné zmapoval nejuyssi budovy ve mésté, se
dokazal snadno vyhybat hlidkam. Metr po metru se blizil ke kralovskému paldci.

Seskocil z posledni strechy, obesel véZicku a naskytl se mu pohled na néco
podivného. Samoziejmé tu véc poznaval, za svoji kariéru ji vidél mnohokrdt na
spousté hvézdnych lodi. Nebo alespon jeji modernéjsi sourozence, tohle byl vazne
stary model, ten uz se skoro pulstoleti nepouzival.

Co ho ale zaskocilo mnohem vic nezZ shledani se starym zachrannym raketo-
planem Mark I, bylo to, Ze aktualné vypadal jako vyvrZeny vorvarn. Jeho motory
to asi odnesly pri turdém pristani, aspon podle skod na zadi. Pldtovant z celého
okoli fuzniho reaktoru bylo odstranéno a od odhalenych soucdstek vedlo smérem
do palace nekolik tlustych svazki kabeli.

Dalst vedly z mista byvalého kokpitu a koncily u soustavy antén na strese
vlevo od nej. Pusobilo to celé, jako kdyby se nékdo rozhodl vyuZit z raketoplinu
kazZdou pouZitelnou véc, zacal ho prestavovat na obytny privés kriZeny s tovdrnou
na boty a v pulce navic ztratil vyrobni plany.

Ndhle ho vyrusil Soupavy zvuk po jeho pravici. Rychle vyskocil, otocil se
a ztuhnul s rukou na Sipkové pistoli. Z pul metru hledél do zrcadlového hledi ska-
fandru. Kriticky si wvédomil, Ze ho ten ¢lovék ma Spatné nasazeny, zamky helmy
nebyly zacvaklé a navic na sobé nemél rukavice. To mu vsak nijak nezabranilo
v tom prastit Jacoba po hlavée kovovou tyci.
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Probudil se v temné€ mistnosti a priserné ho bolela hlava. Zahlédl vedle sebe
néjakého clovéka. Poprvé po péti letech zase spatril prislusnika lidské rasy!

»Omlouvdm se za tu rdnu na hlave, mij syn je trochu zbrkly,“ zacal clovek
starym hlasem. ,,To vite, nespatril nikdy nikoho jiného mimo nds, narodil se pét
let po ztroskotani.“

wJak jste tu dlouho?“ zeptal se Jacob a mnul si bouli na hlavé.

,Nase lod, Hermes, tu ztroskotala pred asi 30 pozemskymi roky, pokud po-
citdm spravné. Ja jsem Cedric, nejuyssi prezivsi dustojnik, “ rekl starec, ,kapitan
a vétsina ostatnich distojniki zemreli, kdyZ navddéli lod nékam do nejhlubiiho
morte. . . selhdaval ndm reaktor a oni nechtéli zamorit mistni ekosystém vybuchem.“

Hermes, to mu néco Fikalo. Nebyla to ta civilni lod, kterd se ztratila béhem
valky? Puvodné se myslelo, Ze byla v néjaké potycéce omylem znicena, ale prizkum
zdznami vsech zucastnénych stran neukdzal nic.

LA od té doby tu vyuzivdte domorodce? presel Jacob hned k jadru véci.

,Oni si mysli, Ze jsme bohové. A jd nemdm v umyslu jim to vyvracet. Sem
tam se sice objevi néjaky pochybovac, ale jak se Tikd, dostatecné pokrocilou tech-
nologii nelze odlisit od magie — ty bldzni se daj hrozné snadno presvédcit. A kdyz
to nejde. .. “ s temi slovy si nadhodil v ruce puvodné Jacobovu sipkovou pistoli.

» Ty jsi tu spadl s tou velkou lodi pred pdr lety, ne? Pokouseli jsme se do ni
dostat, ale s nasimi ndstroji ze zachranného clunu jsme se nedokdzali protiznout
ani pres jednu prepdzku. Ty ale urcite mads pristupové kody, Ze?“

,Predpokladdte, Ze vam pomuzu?!?“ zeptal se Jacob.

Ty se mechces nechat povazovat témihle tupci za boha?“ podival se Cedric
na Jacobuv znechuceny vyraz. ,No dobrd, pdr dni na premysleni moznd zmént
tvuj nazor.“

S témito slovy odesel a nechal Jacoba samotného v cele. S vyhlidkou na
dlouhy pobyt zacal Jacob zkoumat své vézeni. Na jedné zdi objevil dlouhy zdpis
jedné z oblibenych mimozemskych her, asi si tu néjaky vézen taky krdtil dlouhé
cekani. Hra se docela podobala pozemskym piskvorkam a Jacoba by zajimalo, jak
vlastné dopadla.

26-5-7 Partie piSkvorek 13 bodu

Jacob nasel zapis jedné partie mimozemskych piskvorek, ktera se hraje se
na ¢tvercové siti o rozmérech N x N. Zapis hry je tvoren tfemi typy taht:

e Na poli¢ko [A, B] umisti kole¢ko
e Na poli¢ko [A, B] umisti kiizek
e Vymaz znak z policka [A, B]
Po kazdém tahu by nés zajimalo, jak je dlouhd aktualné nejdelsi souvisla

fada symbolu (v Fadce, sloupci nebo na thlopticee). Vybudujte datovou struktu-
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ru drzici aktualni stav hraci desky, ktera by navic méla zvladat rychle zapisovat
jednotlivé tahy a po kazdém tahu rychle vypsat aktualné nejdelsi radu.

Predpokladejte, ze taht bude fadové stejné, jako je velikost hraci desky
(tedy ¥adové N?2). Tahy budou vzdy korektni, tedy nebude dochazet k mazani
prazdného policka ani k umistovani znaku na neprazdné policko.

@ Leh¢éi varianta (za 5 boda): Vyfeste tlohu pro partii, v niz se znaky nebudou
mazat (nastanou jen tahy prvnich dvou typt).

Po zamotdni se v partii piskvorek Jacob ulehl na tvrdou zem — rdno moudrejst
vecera, pomyslel si. Uprostred noci ho ale probudil slaby hlas. Chwvili premyslel,
jestli se mu to nezddlo, ale kdyz Adu zaslechl znova, okamZzité vyskocil. Divala se
na neéj skrz malé okénko a poddvala mu jeho plny batoh.

Bez rozmyslent ho popadl, vyndal z néj plazmovou karabinu, pripjal si mec
k boku a vekl Adé: ,Radsi ustup.“ Pozvedl zbram, zacilil a nékolika presnymi
vystrely znicil mriz. Pak se vzniklym otvorem protahl k Adé. ,Jak. .. zacal, ale
Ada ho umlcela. Ukdzala mu rukou a rozebéhla se do temnoty.

Nedostali se ale daleko. Na nddvori, kus od raketopldnu, je obklicili strazci
s ostrymi ostépy. ,Ja je nechci zranit, Ado,“ sykl, ,neni tu néjakd jind cesta?“

SMas mec? Vytahni ho, délej! tekla rychle Ada.

Jacob si spustil karabinu na popruhu doli a tasil mec. Co se stalo dal, ne-
chdpal. Strazni upreli pohled na blystivou cepel zdobenou kameny, zacali si néco
mumlat a ustupovali. Zaslechl néco o proroctvi a prorokovi. Co ho ale udivilo vic,
bylo to, Ze jeden z kamenu na meci zacal v blizkosti fuzniho reaktoru raketoplanu
nezvykle pulzovat. Vrhl rychly pohled do zméti kabeli a pak mu to doslo.

LwAdo, chyt ten mec¢ a drz je od nds dall*

Ada opatrné uchopila mec, jako by se bdla, Ze se o néj spali. Jacob zacal
kuchat obnaZené zarizent, nez se mu povedlo uvolnit vinovy rezondtor montovany
na tyto staré reaktory. Okamzité se spustil nouzovy protokol a reaktor se odstavil,
paldc ndhle potemnél.
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Ada s Jacobem wvyuZili nastaly zmatek a rychle unikli z mésta. Tam na né
cekalo pdr dalsich clentd Bratrstva s tvory vzddlené podobnymi konim. Cesta
nazpét k Freye jim nezabrala ani tri dny.

Beéhem zastdvek vyrazil Jacob z mece, ke zdéseni ostatnich, nékolik kameni
a néco s nimi a s ukradenym rezondtorem délal. Co, to nechtél rict, ale naléhal,
Ze jako pruni musi k vraku lodé. Také se cestou vénoval sepisovant néjakiyjch véct
do elektronického zdpisniku.

Kdyz tam dorazili, vylezl po trupu nahoru aZ k troskam anténniho pole. Vibec
neocekdval, Ze by se na téhle planeté mohlo vyskytovat thallium v krystalické
podobé. Pokud tohle vyjde, mohl by pres néj pomoct toho prastarého rezondtoru
vyslat kratky subprostorovy impulz, ktery by mohl proniknout vsim tim rusenim
okolo.

Potom, co vSechno sprdavné pospojoval, usedl k jednomu z Tidicich paneli.
Prehrdl do pameéti lodniho pocitace pripravenou zprdvu z elektronického zdpis-
niku. Zhluboka se nadechl a potvrdil prikaz. Lodni pocitac ve zlomku sekundy
pretizil anténni systém a v efektnim zablesku spalil krystal na prach. . .
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V' souvislosti s obdrZenym nouzovym voldnim byla vysldna zdchrannd lod
UFRS Backspace, které se povedlo vyzvednout jediného prezivsiho z havdrie nd-
kladni lodi UFC' Freya a zachrdnit cenny ndklad.

Hldseni zdchranného tymu je dostupné samostatné ma strance zdchranné
akee,'® Jacob vsak o své zdchranné a o vécech ji piedchdzejici také sepsal posledni
cast sveho deniku.

Boj

Jacob vzdychl, kdyz zjistil, Ze v troskdach vystrojniho skladu ve vraku Freyi
uz zbyva jen posledni par bot jeho velikosti. Bylo to uz skoro dvacet let, co tady
ztroskotal, patndct let, co uz byl soucdsti Bratrstva a zvykal si na mistni zvyky,
ale stejné mu zatim nic nenahradilo kvalitni lidskée pracouvni boty.

V prilet zachranné mise ale uz prestal doufat pred vice jak péti lety. Signdl
prece nemohl putovat na Zemi tak dlouho, pravdépodobnéjsi bylo, Ze byl prilis
slaby. Mezitim co si nazouval nové boty, premyslel, jak mejnoveéjsi plan muize
zurdatit pomeér sil mezi Bratrstvem a krdlovymi lidmi.

Primo s kralovymi lidmi se Jacob nesetkal uZ patndct let, od té chvile, co
utekl s pomoci Ady z kralova paldce, ale boju se mezitim par odehrdlo. Bratrstvo
bylo prilis rozptylené a prilis dobre skryté, nez aby se ho kral dokdzal zbavit,
krdalova armdda zase prilis velkd. Byla to patovd situace.

Najednou se v prichodu objevilo svétlo pochodné a kus za nim Ada. Pry co
mu trvd tak dlouho. Jacob se usmal, rozsvitil svoji svitilnu s novym energetickym
clankem a vySel za Adou ven. Pred lodi je uz ¢ekala jejich mald skupinka elitnich
domorodctu. Byl ¢as na dalsi prepad.

19 http://ksp.mff.cuni.cz/sksp/2014/

99


http://ksp.mff.cuni.cz/sksp/2014/

KSP

zadani

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2013/2014

Rozsahem sice jejich ¢dst nemela byt nijak velkd, ale byla soucdsti velkého
planu pripravovaného vice jak rok. Pokud se jim v nejblizsich par dnech vsechno
povede, odriznou krdle od vsech t7i lozisek Zeleza a tim mu v dlouhodobé perspek-
tiveé zabrdni kovat dalsi zbrané pro svou armddu.

* * x

Po dvoudennim presunu se dostali na své misto. Nyni Jacob s Adou hledéli
z kopce dolii na tabor, ze kterého krdlovi vojaci vyrazeli na hlidky na stezky v mist-
nich kopcich. Ackoliv nevelky, byl klicem k celému vstupu do pohoti a k dolum
v ném.

Jacob se stdle drzel svého presvédcéent, Ze jako pozemstan nezabije Zidného
domorodce, a tak popadl svoji foukacku s uspdvacimi Sipkami, vydal smluvené
znament a skupina vyrazila. Zdalky to mohlo pozornému divakovi pripadat, jako
kdyby se zacaly presouvat kere na svahu, tak dobie byli maskovani. Ve chvili, kdy
dorazili az k tdboru, prisla zrada, byla to past!

V tdbote mélo byt jen nékolik desitek kraloviych lidi, namisto toho se ozva-
lo zatroubeni na roh a z protéjsich kopcu se spustil prival vice neZ dvou stovek
ozbrojenci. Nebyl c¢as premyslet, Ada zakticela povel pro istup. Skupina se po-
kousela koordinované stdhnout zpdtky ma kopec, ale ted byl svah naopak jejich
nepritelem. Ndhle odnékud priletel kamen a. . .

V zajeti

Jacob se s trhnutim probudil. Citil ostrou bolest na hlavé, asi od zdsahu
kamenem. Rozhlédl se po temné mistnosti a premyslel, co ho tak ndhle probu-
dilo. Jasné, byl ve vézeni, asi padl do zajeti pri utoku na tabor, ale stejné meél
neodbytny pocit, Ze ho probudilo jesté néco jiného. A pak to uslysel.

Zpocatku ten zvuk nepozndval, viak ho také dvacet let neslysel. Ale pak mu
to doslo, takhle znt jen hypersonicky vstup do atmosféry ve velké vysce. Dobelhal
se k zamrizovanému oknu a pohlédl na oblohu. Chvili nic nevidél, ale pak se na
okragi zorného pole vyloupl jasny bod a rychle se zvétsoval.

Néjakd kosmickd lod vstupovala do atmosféry a ten jasny bod, jak zdhy zjistil,
byl atomovy ohen z usti ¢ty motort obracenych na pristani. Teda, ten, kdo s tim
klesal, se vibec nepdral s néjakym pohodlim, tohle vypadalo spise jako bojovy
sestup vysadkového clunu, ktery si pamatoval z armddy.

Zvuk se zesiloval, neZ lod prolétla nad mistem, kde byl, stdle ve vysce pres
deset kilometri. Pak prelétla mimo misto, kam z okna vidél, a ztratila se mu.
Jacob byl 1uplné u vytrZeni, Ze by to konecné byla zdchrannd vyprava? Ted jen
doufal, Ze se Ubuovi s Adou povede pozemstaniim néjak sdélit, kde je on.

Osvobozeni

Uplynulo nékolik dni, Jacob je ve svém stavu mebyl schopny ani spocitat,
kdyz tu se venku za zdmi jeho cely ozvaly zvuky boje. Netrvalo dlouho a dostaly
se aZ za dvere, které ndahle padly na zem. Za nimi byl nejaky pozemsky vojdk,
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s bojovym kladivem stdl nad jeho strdzi a kricel kamsi dozadu: ,,To byl posledni,
uz je tady cisto!l“

Nez se Jacob stihl vzpamatovat, uz se do cely hnal néjaky clovek v pilotnt
uniformé a za nim dalsi, jehoZ oslovovali kapitane, a pak jesté nékdo v cerném
pldsti. Chvili mu trvalo, nez uvéril, Ze se mu to nezdd, ale pak se Jacobovi ilevou
roztrasla kolena.

V ndsledujici konverzaci, kdy si po dlouh€ dobé vzpominal zase na pozemsky
jazyk, si se zachranci vyménil nékolik informaci. Zachrdnce ale vic zajimala jeho
pristupovad karta na UFC Freyu. BohuZel, jak zjstil, asi mu ji sebrali krdlovi lidé
a odvezli do hlavnitho mésta.

Jak zjistil, zachrdnci priletéli na lodi UFRS Backspace, kterou svgm tvrdym
pristdnim také trochu poskodili, ale jinak byla lod funkéni. Souhlasil tedy s tim, Ze
vymeénou za horkou sprchu jim pomuze se dalsi den infiltrovat do kralova mésta.

* ok k

Najedeny Jacob musel souhlasit, Ze pozemske jidlo mu jiz dlouho schdzelo.
Ted ale nebyl éas na néjaké lenosent, zrovna pred hodinou vyrazila vétsina po-
sadky smérem ke kralovu méstu, aby se pokusila o jeho infiltraci a na lodi zustalo
jen nékolik dustojniki. I ti se meli brzy vypravit do mésta, avsak rychlejsi cestou.

Bratrstvu se povedlo vybudovat v krdlovském mésté sit informdtori a s jejich
pomoci se snad posddka dopdtrd toho, jak se vloudit primo do krdlova palace, aniz
by to mistnim prislo divné. Na ném a na distojnicich ted bylo pripravit nocni
akci na zagistént jejich ustupu.

Zachrana

Po probdélé noci a po odpolednim vytahovdani cenného ndkladu z radioaktiv-
nich ¢asti vraku Freyi se Jacob vydal jesté naposledy do hlavniho stanu Bratrstva.
Pomalu prisel ¢as rozloucit se s mistnimi, kteri pres patnact let byli jeho rodinou.
Dalsi den jiz mela UFRS Backspace opét vzlétnout a Jacob nevédel, kdy se sem
bude moci opét vratit, jestli vibec.

Zachranné tymy po vraku Freyi rozmistily dezintegracni antihmotové ndloZe,
stejné, jaké se v noci povedlo distojnikim rozmistit v krdlove paldci po zbytku
pozemské techniky. Federacni predpisy znély jasné, nesmi se zde mechat Zadnad
funkénd édst pozemské techniky.

Absolvoval dojemné ritudlni louceni v Bratrstvu a cestou k zachranné lodi se
jeste naposledy zastavil u torza lodi, ktera mu pred dlouhymi lety svou nezdolnos-
ti umoznila preziti. Chvili nechal ruku poloZenou na oZehnutém a pokrouceném
pancérovém trupu a pak se se slzami v ocich obratil a jiZ se neotocil. . .
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Serial — vypocetni modely

Martin ,Medveéd“ Mares, Jirka Setnicka, Karolina ,,Karryana® BureSovd

26-1-8 Turingova strojovna 12 bodu

Pii feSeni KSP po véas obvykle chceme, abyste na dany problém sestrojili

algoritmus. Premysleli jste nékdy nad tim, co to takovy algoritmus presné
je? Intuitivné je to jasné: néjaky zapis postupu, jak néco spocitat, posklada-
ny z dostatecné jednoduchych krokt. To se ale sotva da poklddat za pofadnou
definici.

Tak jinak: algoritmus je totéz co program v nasem oblibeném programo-
vacim jazyce, jen zbaveny pfizemnich detaill (tFeba omezené velikosti datovych
typi). Je to lepsi? O moc ne — sice uz je jasné, co to znamend, ale zase se nam
definice rozrostla o specifikaci celého programovaciho jazyka (umite popsat Céé-
ko nebo Python jednim odstavcem? strankou? knizkou?). A navic ani neni jasné,
jestli pro nas algoritmus znamend totéz jako pro dédecka Pascalistu nebo pro
pradédecka, ktery jesté programy déroval ve strojovém kdédu.

Dobra, jaka je tedy spravna definice? Teoreti¢ti informatikové obvykle po-
stupuji tak, ze si zavedou néjaky wvypocetni model. Tim se mysli jednoduchy
matematicky stroj s presné urcenymi operacemi, fizeny programem. Za algorit-
mus pak prohlasime program pro tento stroj. Na prvni pohled to vypada, ze
jsme se z desté presunuli pod okap, ale pfeci jen tu prsi méné: Vypocetni modely
jsou daleko jednodussi zvifatka nez bézné programovaci jazyky (vSak za chvili
uvidime). Navic neni tézké o riiznych vypocetnich modelech dokézat, ze dovedou
spocCitat totéz, takze nezalezi na tom, ktery z nich jsme pro zavedeni algoritmu
pouzili.

V letosnim seridlu se spolu vydame na prochazku po zoo vypocetnich mo-
delti. Vybéhti tu je habadé€j, my se zastavime u péti z nich a pokazdé si v daném
modelu zkusime néco naprogramovat a tieba i dokdzat par obecnych véticek
o jeho vlastnostech. Mezitim muzete sami rozmyslet, jak do kazdého modelu
prekldadat programy z vaseho oblibeného jazyka. Péknou cestu!

Turingovy stroje

Nejklasictéjsim a nejspis i nejstarsim modelem pocitace je bezpochyby Tu-
ringtiv stroj. Alan Turing ho popsal v roce 1936 ve své praci, kterou polozil
zéklady matematického zkoumani pocitaci.

TS je vybaven oboustranné nekonecnou pdskou rozdélenou na policka. Na
kazdém policku je zapsan jeden znak ze zvolené abecedy. Tou se mysli néjaka
mnozina znakil, o niz vime jen to, Ze je konefna a Ze obsahuje mezeru (tu zna-
¢ime ).

Nad péaskou se pohybuje hlava. Vzdy se nachézi nad jednim polickem a umi
z néj precist znak a pfipadné ho pfepsat na jiny.
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Cinnost stroje ovlada idici jednotka podle programu. Ridici jednotka se
v kazdém okamziku nachazi v jednom z konecné mnoha stavi. V kazdém kroku
vypoctu se podiva, v jakém stavu S se nachazi a jaky znak z vidi hlava, a podle
toho vybere jednu instrukci programu. Ta stroji ¥ikd, Zze ma znak z pfepsat na z’,
posunout hlavu o policko v daném sméru a nakonec se prepnout do stavu S”.

Program tedy muzeme popsat tabulkou, jejiz fadky odpovidaji moznym sta-
viam S, sloupce znakiim z a v kazdé butce tabulky je ulozena jedna instrukce
v podobé trojice (2/,p,S’). Instrukce ¥ikd, co m4 stroj ve stavu S, ktery pre-
Cetl znak z, udélat. Tedy zapsat znak z’, posunout se ve sméru p € {<—, —, e}
(o policko doleva ¢i doprava, piipadné ztistat na misté) a prejit do stavu S’.

Nyni definujeme vypocet stroje. Na pocatku vypocCtu je na pasce zapsan
vstup, hlava stroje stoji na zacatku vstupu a zbytek pasky je vyplnén mezerami.
Ridici jednotka se nachézi ve zvoleném poddtecnim stavu Sy. V§pocet probiha
v krocich (taktech) — v jednom kroku stroj provede jednu instrukeci programu
(pFecte znak, rozhodne se podle tabulky, zapise znak, posune hlavu, zméni stav).
Tak pokracuje az do doby, kdy se dostane do nékterého z koncovych stavi.

Koncové stavy budeme mit dva a budeme jim fikat ANO a NE, ¢imZ umoz-
nime stroji, aby vypocet ukoncil ispésné nebo netspésné. Pokud chceme, aby
vysledkem vypoctu bylo néco vic nez jediny bit, dohodneme se, ze vystup bude
opét napsan na pasce, obklopen mezerami.

Dodejme jesté, ze vidy hledame jeden TS, ktery danou tlohu vyfesi pro
vsechny vstupy — pocet stavil, velikost abecedy nebo obsah programu nesmi
zaviset na vstupu. Pak mtzeme snadno definovat ¢asovou a prostorovou slozitost.

Cas budeme méfit po¢tem provedenych instrukci, prostor poc¢tem policek
pasky, jez behem vypoctu navstivila hlava stroje. Nezapomenme, ze mohou exis-
tovat i vypocty, které se nikdy nezastavi; ty pak maji nekonecnou casovou slozi-
tost a mozna i nekone¢nou prostorovou.

Priklad

Suché formalni definice bude stravitelnéjsi, kdyz ji doplnime ptikladem. Se-
strojime TS, ktery dostane Tfetézec slozeny ze znakt + a -, vzdy se zastavi a
odpovi ANO pravé tehdy, kdyz je vyvdzZeny. Tim myslime, Ze obsahuje stejné
plusek jako minusek.

Stroj bude na péasce opakované hledat dvojice znaki + a - (ne nutné vedle
sebe) a oba znaky pfepisovat na *. Vyvéazeny vstup tedy nutné piedéla na samé
hvézdicky. Jestlize vstup vyvazeny neni, zbude nakonec jedno +, ke kterému uz
neexistuje -, ¢i opacné.
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Za abecedu stroje zvolime mnozinu {,,, +, -, *}, Fidici jednotka bude vybave-
na stavy {Sp, P, M, R, ANO,NE} a nésledujicim programem:

stav/znak | + - *
SO (\_Ia.vANO) (*7 _>7P) (*,_>7]\/[) (*7 _>7SO)
P (U7.7NE) (+7*>7P) (*7(77R) (*5%7P)
M  (u,®,NE) (%, R) (-,—, M) (¥,—,M)
R (u,—,S0) (+,,R) (-,«,R) (x,<,R)
KSP Ve stavu Sy hleddme prvni znak ruzny od *. Pokud je to +, prejdeme do

stavu P, v némz hleddme - do paru. Podobné stav M odpovida tomu, Ze jsme
nasli - a hleddme parové +. Po nalezeni paru pokracujeme stavem R, ktery hlavu
stroje vrati zpét na zacatek vstupu a pak prejde na hledani dalsiho paru, tedy
serial  do stavu Sp.
Casova slozitost tohoto stroje pro vstup délky n ¢ini O(n?), nebot na vstupu
se vyskytuje az n pari znamének a kazdy z nich miizeme hledat az O(n) krok.
Paméti spotiebuje O(n) policek.

Ukol 1 [3b]: Navrhnéte Turingiiv stroj, ktery na posloupnost zavorek ( a ) odpovi
ANO nebo NE podle toho, zda je vstup spravné uzavorkovany. Tim myslime, ze
zavorky jsou spravné sparované a pary se nekiizi. Naptiklad na vstupy O () a
(O O) odpovi ANO a na ) () ( odpovi NE.

Soucasti feSeni tkolu by mél byt kompletni popis stroje: abeceda, mnozi-
na stavii, program. Slusi se téz spocitat, jakou m4 stroj ¢asovou a pamétovou
slozitost.

Vicepaskové stroje

Mozné vas prekvapilo, ze stroj z ptredchoziho ptikladu potieboval na tak
obyc¢ejnou véc, jako rozpoznani vyvazenosti, kvadraticky cas. Z¢asti to bylo zpt-
sobené nasi nesikovnosti (zkuste sestrojit jiny stroj, ktery tutéz tlohu zvladne
rychleji), z¢asti tim, Ze musime neustale piejizdét hlavou mezi riznymi misty,
ktera nas zajimaji soucasné.

Casto se proto uvazuje vicepaskova varianta Turingova stroje. Ta m4 libo-
volny pocet pasek (budeme ho znacit p) a na kazdé pasce samostatnou hlavu.
Ridici jednotka se pak rozhoduje podle kombinace symboltl vidénych jednotli-
vymi hlavami. Program proto neni 2-rozmérnd tabulka, nybrz (p + 1)-rozmérna
(jeden rozmér odpovida aktudlnimu stavu stroje, ostatni pfec¢tenym znaktim).
Instrukce programu pak rikaji kazdé hlave, jaky symbol ma na svou pasku za-
psat a kterym smérem se ma posunout; rizné hlavy se mohou pohybovat rizné,
nebo zustat stat.

U vicepaskovych TS byva zvykem, Ze jedna z péasek je vyhrazena pro vstup
a jind pro vystup. Na vstupni pasce je na pocatku vstup, stejné jako u jednopas-
kového TS. Ostatni pasky ze zac¢atku obsahuji samé mezery. V prubéhu vypoctu
smi program ze vstupni pasky pouze Cist a na vystupni pouze zapisovat; ostatni

104



Serial — vypocetni modely

pasky (tém se fikd pracovni) muze vyuzivat libovolné. Do prostorové slozitosti
se pak pocitaji pouze policka na pracovnich paskach.
Priklad podruhé

Piedvedme si, jak tlohu s plusky a minusky vyftesit rychleji za pomoci stroje
se dvéma paskami: jednou vstupni a jednou pracovni (jelikoz odpoviddme pouze
ANO/NE, vystupni pasku nepotiebujeme).

Ptjde to snadno: nejprve projdeme vstup a vSechna - zkopirujeme na pra-
covni pasku. Poté vstup projdeme podruhé a za kazdé + smazeme jedno - z pra-
covni pasky; pokud uz tam zadné neni, odpovime NE. Na konci ovérime, zda je
pracovni paska prazdné, a podle toho odpovime ANO nebo NE.

Stroj pracuje s abecedou {+,-,,} a stavy {Sy, R, ANO,NE}. Jeho program
vypada nasledovneé:

(S(),+7Oé) - (("‘,%),(O&,.),So)
(507 7@) - ((_7%)7(_74))780)
(SOH_ha) - ((\_h<_)7(a7. ‘R)
(R7+7_) — ((+7<_)5(I_I7<_)7R)
(R,+,u) — NE
(Ra_va) - ((‘,(—),(CM,') R)
(Rﬂ_hl_l) — ANO
(R,u,-) — NE

(zbyvagici kombinace znaki na pdskdch nenastanou)

Jelikoz trojrozmeérnou tabulku neumime nakreslit, popsali jsme ji pomoci pravi-
del (S, z,y) = ((2/,p), (v, q),S"). Tim myslime: jsme-li ve stavu S a vidime-li na
vstupni pasce znak x a na pracovni znak y, pak na vstupni pasku zapiSeme z’ a
provedeme posun p, na pracovni pasku zapiSeme y’ a provedeme posun ¢; nako-
nec piejdeme do stavu S’. Symbol a znaéi libovolny znak abecedy, na levé strané
pravidla stejny jako na pravé. Jelikoz na vstupni pasku neni povoleno zapisovat,
tvarime se, jako bychom tam vzdy zapisovali to, co tam uz je. Pokud zastavujeme
vypocet, piSeme prosté ANO ¢i NE a nestarame se, co stroj udéla s paskami.

N&s novy stroj pracuje v linedrnim ¢ase (vstup projde vSeho vSudy dvakrat)
a spotfebuje linearni mnozstvi prostoru.

Ukol 2 [5b]: Vyfeste prvni tikol na vicepaskovém Turingové stroji. Snaizte se
dosédhnout co nejlepsi ¢asové i pamétové slozitosti.

Ukol 3 [2b]: Dokaite, ze kazdy Turingtiv stroj jde upravit, aby si vystacil pouze
se dvéma stavy (kromé ANO a NE). Pocitat musi samoziejmé stile totéz, byt
tfeba pomaleji.

Ukol 4 [2b]: Ukazte, jak vyiesit predchozi tikol pro jednopaskové stroje tak, aby
zustaly jednopaskovymi.
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Poznamky
S Turingovymi stroji se fesitelé KSP potkali uz jednou: zabyval se jimi serial
. Zkuste se na jeho zadani i feSeni podivat, skryva se tam nejedna dalsi

zajimavost. Letosni tlohy jsou ale samoziejmé Fesitelné i bez toho.

Zkouseli jsme zesilit TS pfidanim dalsich pasek. Co kdybychom ho naopak
chtéli trochu oslabit? Nabizi se nahradit prepisovatelnou pasku ,,dérnou paskou*
— v abecedé existuje specialni znak ,dira“ a stroj ma povoleno pouze prepsat
mezeru na libovolny znak a nemezerovy znak na diru. V tloze se dokazuje,
ze takovy TS je stejné silny jako ten klasicky.

V omezovani TS bychom mohli jesté pokracovat: mohli bychom tplné zaka-
zat zapis, takze stroj by smél jenom pohybovat se po pasce a ¢ist (jinymi slovy
mél by jenom vstupni pasku a zddné pracovni). Takovy stroj uz je mnohem slabsi,
konkrétné ekvivalentni s kone¢nymi automaty, které jste mohli potkat v seridlu

D3. ro¢niky.

26-2-8 Tovarna na prepisovani 14 bodu

V prvnim dile letosniho seridlu jste se mohli seznamit s Turingovymi stroji

coby zajimavym teoretickym modelem pocitace. Dnes v nasi zoo vypocetnich
modelt popojdeme k sousednimu vybéhu, kde se pasou prepisovact pravidla. Ne
nadarmo jsou hned vedle — ¢asem uvidime, Ze si spolu tahle dvé zvitatka naramné
rozumeé;ji.
Abeceda a vstup s vystupem

Jak uz nazev napovidd, prepisovaci pravidla pracuji nad néjakym zadanym
fetézcem znak (fikejme mu wstup) a postupné ho néjak prepisuji, az dostanou
néjaky dalsi Fetézec znaki (vystup). Nez za¢neme mluvit o samotnych pravidlech,
pojdme tyto Fetézce porddné definovat.

Za abecedu budeme oznacovat konecnou mnozinu vsech znaki, které se mo-
hou vyskytnout v fetézci. Vstup a vystup jsou pak vzdy néjaké konecné fetézce
znaku z této abecedy.

Mimo to zavedeme dva metaznaky, kterymi budeme oznacovat okraje fe-
tézce: ~ na zacatku a $ na konci fetézce. Tyto znaky nebudou soucasti abecedy,
a tedy se nebudou vyskytovat nikde jinde nez pravé na okrajich fetézce.2°

Abecedou mohou byt napiiklad ¢isla 0-9, pismena a-z, nebo tfeba symboly
{0, M, &, O} Jednotlivé tlohy pak mohou navic uréit, Ze ve vstupu nebo vystupu
se smi vyskytovat jen nékteré znaky abecedy.

Podobnost s regularnimi vyrazy pouzivanymi v praxi viibec neni nahodna. Chce-
te védét vic? Nahlédnéte do seridlu 23. rocniku.
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Pfepisovaci pravidla
Kazdé prepisovaci pravidlo mé svou levou a pravou ¢ast: levé ¢asti budeme
fikat vzor a pravé prepis. Zapisovat ho budeme takto:

vZOT — Prepis

Ve vzoru se mohou kromé znaki abecedy vyskytovat i metaznaky zacatku a konce
fetézce (pak se vzor véze k n&jakému z okraju Tetézce), v prepisu se uz mohou
vyskytovat jen znaky abecedy.

Aplikace konkrétniho pravidla na néjaky fetézec pak vypada nasledovné:

e Najde se prvni (nejlevéjsi) vyskyt vzoru v fetézci.
e Tento vyskyt se vymazZe a na jeho misto se vlozi prepis.

Pravé strana (pfepis) miize byt i prazdnéd. Takové pravidlo lze naptiklad
vyuzit k vymazani ¢asti vstupu. Vzor naopak prazdny byt nemiize, vzdy musi
obsahovat alespon jeden znak nebo metaznak.

Uvazme napiiklad nasledujici pravidla: a—b

a$ —» b

“aa — ccc

Kazdé samostatné aplikujeme na vstup baa. Prvni pravidlo ho pfepise na
bba, druhé na bab a tfeti pravidlo nic nepfepise (takovyto vzor ve vstupu nee-
xistuje, a tedy se nic neprovede).

Samostatnou aplikaci pravidel ovsem dost silny vypocetni model nedostane-
me. Na to bude potfeba poskladat vice pravidel dohromady.

Pfepisovaci programy

Prepisovacim programem nazveme néjaky usporadany soubor piepisovacich
pravidel, ¢ili nékolik pravidel sefazenych za sebe.

Vypocet prepisovacitho programu probiha v krocich: prvni krok prepisuje
vstup programu, vystup prvniho kroku se stane vstupem druhého, a tak stéle
dokola. Vypocet konci ve chvili, kdy jiz mezi pravidly neexistuje zadné, jehoz
vzor by se vyskytoval ve vstupu. To se samoziejmé nemusi stat — jisté snadno
vymyslite pFepisovaci program, ktery se nikdy nezastavi.?!

Vypocet kazdého kroku by se dal formalné popsat takto:

e Najde se prvni pravidlo, jehoz vzor se vyskytuje nékde ve vstupu.

e Toto pravidlo se provede (najde se prvni vyskyt vzoru ve vstupu a na jeho
misto se vlozi pfepis).

e Vystup tohoto pravidla se pouzije jako vstup dalsiho kroku. Vypocet dalsitho
kroku zacina opét od prvniho pravidla a od zacatku fetézce.

Jednou z moZnosti je tieba program skladajici se z jediného pravidla $§ — a. Ten
nikdy neskonci, protoze vzor pravidla je obsazen v kazdém fetézci.
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Zbyva zavést néjakou miru efektivity — analogii ¢asové slozitosti normélnich
programu. Nam pro tyto tcely bude slouzit pocet provedenych kroki prepisova-
ciho programu. (Na zamysleni: co by odpovidalo prostorové slozitosti?)

Priklady
Pojdme vyzkouset, co piepisovaci programy dovedou.

Prvni priklad bude jednoduchy. Predstavte si, Ze mame zadanou posloupnost
nul a jednicek (tfeba 01101) a chceme ji set¥idit. Jinymi slovy chceme pfesunout
vSechny nuly nalevo od jednicek.

To piijde prekvapivé snadno. Sestrojime program obsahujici jediné pravidlo:
10 — 01

Na nasem ukazkovém vstupu bude vypocet probihat takto: 01101, 01011, 00111.

Povsimnéme si, ze dokud posloupnost neni setfidéna, existuje v ni aspon
jedna po sobé jdouci dvojice 10, takze program bézi dal.

Dobéhne nékdy? Sledujme inverze v posloupnosti: tak budeme fikat dvoji-
cim (ne nutné sousednich) ¢isel, kterd jsou ve Spatném poradi. Nase ukédzkova
posloupnost obsahuje 2 takové dvojice. Kazdé pouziti pravidla snizi pocet inverzi
prévé o jedna, takze se program po konecné mnoha krocich musi zastavit.

Jak dlouho nas program pobézi? Ve vstupu délky n mtize byt nejvyse (n/2)?
inverzi (to odpovid4 situaci, kdy na vstupu mame n/2 jednicek a za nimi n/2
nul) a program je odstraiiuje po jedné, takze provede fddové n? krokt. (Mimo-
chodem, pokud budeme provadét chytiejsi operace nez pouhé prohazovani, je
mozné dosdhnout i lepsi efektivity. Zkuste vymyslet, jak.)

Druhy pfiklad uz bude zaludnéjsi. Mozn4 si vzpomindte na kontrolu sprav-
nosti uzdvorkovani z minulé série. Pojdme si ukdzat, jak snadno se d4 vyfesit
pomoci prepisovacich pravidel.

Na vstupu budeme mit posloupnost levych a pravych zavorek a nasim tuko-
lem bude rozhodnout, jestli tvofi spravné uzavorkovani, nebo netvori. Podle toho
vratime na vystupu bud ANO, nebo NE. Pro pfipomenuti, spravné uzavorkovani
je takové, ve kterém jsou zavorky spravné sparované a pary se nekiizi.

Idea naseho prepisovaciho programu bude takovato: Vsimneme si, Ze se
v kazdé neprazdné spravné uzavorkované posloupnosti vyskytuje po sobé jdou-
ci dvojice (). Tu mtzeme odstranit, ¢imz ziskdme dalsi spravné uzavorkovanou
posloupnost, a tak dale, az nakonec dospéjeme k prazdné posloupnosti. Funguje
to i naopak: pfidanim () do jakéhokoliv spravného uzavorkovani nelze ziskat ne-
spravné, takZze se nemuze stat, ze bychom na prazdny tretézec zredukovali néjaké
nespravné uzavorkovani.
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Program vypada nasledovné: X$ — NE
X(—X
X) =X
O —
~$ — ANO
(=X
") =X

Dokud vse probiha tak, jak ma, ¢tvrté pravidlo umazava zavorky. Pokud
umaze vSechny zavorky, paté pravidlo vypise ANO. Pokud ale jiz nebude mozné
umazat zadnou dvojici zavorek, nastoupi jedno z poslednich dvou pravidel a na
scénu prijde X. To pak za pomoci prvnich t¥i pravidel vymaze zbytek vstupu,
vypiSe NE a program se zastavi.

Rozmyslete si, pro¢ namisto poslednich dvou pravidel nelze pouzit ~ — X.22

Ulohy

Vymyslete prepisovaci programy na nasledujici problémy. U vsech progra-
mi odhadnéte efektivitu (v po¢tu provedenych kroki) a pokuste se o co nejlepsi.
Soucasti feseni by mél byt slovni popis a alespoii naznak zapisu pouzitych pre-
pisovacich pravidel.

Ukol 1 [2b]: Vstup je tvofeny posloupnosti éisel 0 az 9. Vagim tkolem je zanechat
na vystupu ANO, pokud je posloupnost ¢isel neklesajici, a NE v opa¢ném piipadé.

Ukol 2 [3b]: Na vstupu je posloupnost znaku *. Spocitejte, kolik jich je, a vysledek
zanechte na vystupu jako ¢islo ve dvojkové soustave.

Ukol 3 [5b]: Na vstupu jsou dvé éisla ve dvojkové soustavé oddélena kiizkem #.
Na vystupu necht se objevi to vétsi z nich. Pozor, zapisy ¢isel nemusi byt stejné
dlouhé. Pripad, kdy jsou si ¢isla rovna, nemusite uvazovat.

Prevod na Turinguv stroj a naopak

Jak uz jsme zminili v ivodu, pirepisovaci pravidla a Turingovy stroje spolu
tzce souvisi. Ukazeme, jak pfevést jakykoli pfepisovaci program na Turingiv
stroj.

Nejdiive se zamyslime, jak prevést jedno prepisovaci pravidlo do fec¢i Tu-
ringova stroje. Za¢neme s hlavou na levém konci pasky a budeme se postupné
pokouset najit vyskyt vzoru (vyzkousime vSechny zacatky a vzdy porovname se
vzorem; stav stroje bude Fikat, kolikdty znak vzoru porovnavame).

Ve chvili, kdy nalezneme prvni vyskyt, pfepneme se do dalsiho stavu a pés-
ku pfepiSeme odpovidajicim pfepisem (a pfipadné odsuneme ¢ pfisuneme zbytek

Spravnéa odpovéd je, Ze pak by se ndm program nikdy nezastavil, protoze vzor
takového pravidla by byl nalezen vzdy.
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znaku na pésce, pokud piepis bude mit jinou délku nez vzor). A nakonec, po do-
konceni prepisovani, vratime hlavu opét na zacatek pasky (a stejné tak v pfipadé,
7e se nam nepovede najit zadny vyskyt vzoru).

Tim jsme tuspésné naucili Turinguv stroj zpracovat jedno pravidlo. K pre-
kladu celého prepisovaciho programu uz zbyva jen krucek. Kazdé pravidlo v pro-
gramu bude mit svou vlastni sadu stavii (sady nechf jsou tfeba ocislované). Po
aspésném provedeni pravidla a navratu hlavy zpét na zacatek pasky se presu-
neme do prvni sady; po netspésném hledani vzoru se presuneme do nasledujici
sady (zkusime aplikovat dalsi pravidlo v poradi). Pokud budeme netspésni i
u posledniho pravidla, ukonéime vypocet.

Pravé jsme dokéazali, ze kazdy prepisovaci program lze simulovat Turingovym
strojem. Pokud navic ukazeme, ze kazdy Turingv stroj lze pfevést na prepisovaci
program, bude jasné, Ze oba vypocetni modely jsou stejné silné (co jde spoéitat
v jednom, jde i ve druhém a opa¢né). To uz ale bude na vas:

Ukol 4 [4b]: Dokazte, e pro kazdy jednopaskovy Turingfiv stroj existuje pre-
pisovaci program, ktery pocita totéz. Presnéji feceno, pokud se pro dany vstup
Turingtv stroj zastavi, prepisovani se také zastavi a vyda stejny vysledek. Pokud
se stroj nezastavi, prepisovani se také nezastavi. Rozmyslete si, v jakém vztahu je
casova slozitost stroje a pravidel. Sviij pristup demonstrujte na stroji z piikladu
v 1. sérii (vyvazend posloupnost).

26-3-8 Zdivocela pocitadla 15 bodu

Serial o vypocetnich modelech pokracuje, tentokrat ve znameni minimalis-

mu. V tomto dilu si ukdzeme jeden z vibec nejjednodussich teoretickych
stroji. Takové obycejné kulickové pocitadlo, jen trochu programovatelné. Proto
mu budeme fikat pocitadlovy stroj.
Definice stroje

Pocitadlovy stroj pracuje vyhradné s prirozenymi c¢isly. Ta mohou byt li-
bovolné velkd a zahrnujeme mezi né i nulu. Obvykle jim budeme fikat prosté
cisla.

Stroj je vybaven libovolnym konec¢nym poc¢tem registri. Registry jsou oc¢is-
lovany a kazdy z nich obsahuje jedno ¢islo.

Program stroje je tvofen konec¢nou posloupnosti instrukci. Téch jsou k dis-
pozici 3 druhy:

e INC z (increment) — zvysi registr x o jedna

® DEC z (decrement) — snizi registr = o jedna; pokud uz byl nulovy, nic se
nestane.

® JNZ z,p (jump if non-zero) — pokud je hodnota v registru = nenulova, skoci
na p-tou instrukci programu; pokud je hodnota nulova, nic se nestane.
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Na pocatku vypoctu je ve smluvenych registrech vstup a ostatni registry
obsahuji nuly. Instrukce se vykonavaji jedna po druhé, pocinaje prvni instrukci
programu. Pouze instrukce skoku mize zptisobit, Ze se misto nasledujici instrukce
zacne provadét néjaka jind, od niz program opét pokracuje sekvencné.

Pokud se ocitneme mimo program (at uz tim, Ze jsme tam sko¢ili, nebo
po provedeni posledni instrukce programu), stroj se zastavi a ve smluvenych
registrech najdeme vystup.

Casovou slozitost bychom mohli zavést jako pocet provedenych instrukci,
pamétovou tfeba jako velikost ¢isel, kterd se béhem vypocétu vyskytnou v regis-
trech. U tloh v této sérii se nicméné nebudeme pocitani slozitosti vénovat, bude
nas zajimat pouze pocet pouzitych registrii. Ten se jako mira slozitosti nechova,
protoze nezavisi na vstupu — je to spi$ mira komplikovanosti programu.
Rozsifeni instrukéni sady

Instrukéni sada naseho stroje je znacné spartanska. Proto ji rovnou rozsifime
o nékolik zkratek pro bézné programatorské obraty.

e Zkratka CLR z (clear) bude slouzit A:  DEC x
k vynulovani registru x: JNZ x, A

Druhy parametr instrukce JNZ by mél udavat poradové cislo neboli adresu
instrukce DEC v programu. Abychom si nemuseli adresy pamatovat, instrukei
DEC si pojmenujeme navéstim A a kdekoliv se na jeji adresu potiebujeme
odkazat, uvedeme misto ni navésti. Tuto konvenci budeme pouzivat u vsech
instrukei skoku.

e JMP p (jump) bude znaéit nepodminény skok na instrukei s adresou p. Jak
si ho poridit? Muzeme si napiiklad obstarat néjaky registr n a na zac¢atku
programu instrukci INC n zafidit, aby zarucené nebyl nulovy. Kdykoliv pak
pouzijeme JNZ n,p, stroj vzdy skoc¢i na adresu p.

Pokud vam prijde, ze plytvame registry, mate pravdu. Proto si radéji misto
nového registru n ,,vypujéime“ néjaky registr =, ktery uz se v programu
pouziva. Vzdy ho na chvili inkrementujeme, aby byl nenulovy, a po pouziti
zase vratime do puvodniho stavu.
Pokud by program vypadal takto: (n&jaké instrukce)
A: (dalsi instrukce)
JMP A

mohli bychom ho pfelozit na: (n&jaké instrukce)
INC x
A: DEC x
(dalgi instrukce)
INC x
JNZ x,A
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® JZ z,p (jump if zero) — opak instruk- INZ x,Q
ce JNZ, tedy skok, pokud je registr x JVMP p
nulovy: Q:

® MOV a,b (move) — zkopirovani hod- CLR b
noty z registru a do registru b. Pofi- JZ a,Z
dime si pracovni registr ¢ a provede- CLR t
me: X: DEC a

INC b

INC t

JNZ a,X
Y: DEC t

INC a

JNZ t,Y
Z:

V prvanim cyklu (névésti X) snizujeme a po jedné a zvySujeme b. Tak pre-
suneme hodnotu z a do b, ale a si zni¢ime. Proto kromé b zvySujeme i ¢ a
v druhém cyklu (Y) prelijeme ¢ zpét do a. Tato konstrukce ovSem nefunguje,
pokud a = 0, coz vyfesime vyjimkou (JZ na poc¢atku programu).

Ukol 1 [3b]: Navrhnéte nasledujici zkratky:

® ADD z,y,z (add) — seéte obsah registrit z a y a vysledek ulozi do registru z.
® SUB z,y,z (subtract) — odecte od obsahu registru = obsah registru y a vy-
sledek ulozi do registru z. Pokud by mélo vyjit zaporné ¢islo, ulozi nulu.

e MUL z,y,z (multiply) — vynédsobi obsah registri « a y a vysledek ulozi do

registru z.

Zase ty zavorky

Nemiizeme opomenout nasi tradi¢ni tlohu o zéavorkovani. Potfebujeme vsak
vymyslet, jak fetézec zavorek popsat ¢islem. Zakddujeme ho velice jednoduse:
kazdou levou zavorku v fetézci prepiSeme na ¢islici 1, kazdou pravou na 2 a
vysledek precteme jako ¢islo v desitkové soustavé.

Napiiklad fetézec () (()) prelozime na ¢islo 121122, prazdny fetézec zako-
dujeme jako nulu.

Ukol 2 [4b]: Napiste program pro poéitadlovy stroj, ktery v registru = dostane
kéd posloupnosti zavorek a az dobéhne, sdéli v registru y, zda posloupnost byla
(y = 1) nebo nebyla (y = 0) spravné uzavorkovana.

V programu miizete pouzivat vSechny zkratky, které jsme definovali, nebo
které jste vymysleli v predchozim tkolu.
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O sile pocitadel

Jak je vidét z predchoziho prikladu, pomoci pocitadlového stroje lze odpo-
vidat na netriviadlni otazky. Ukazeme, ze je dokonce stejné silny jako Turinguv
stroj (a tim padem i jako pfepisovaci programy z predchozi série).

Simulace pocitadel na Turingové stroji je trivialni — staci kazdému pocitadlu
vyhradit jednu péasku stroje.

Ukol 3 [3b]: Vymyslete opa¢ny pievod: popiste, jak k libovolnému Turingovu
stroji sestrojit pocitadlovy stroj, ktery spocita totéz. Zvolte vhodné kédovani
vstupu a vystupu Turingova stroje ¢isly.

Nabizi se také otazka, kolik pocitadel doopravdy potiebujeme. U Turingova
stroje vime, Ze si (za cenu zpomaleni vypoctu) vystaci s jedinou paskou. Jak je
to zde? Staci pevny pocet pocitadel? A potiebujeme viibec tolik instrukei?
Ukol 4 [3b]: Pro co nejmensi konstantu k dokazte, Ze ke kazdému pocitadlovému
stroji existuje ekvivalentni stroj, ktery pouzije jen k registri. Muzete predpo-
kladat, ze ptvodni stroj pro vstup i vystup vyuziva jediny registr x. Dokazali
byste k jesté snizit, pokud byste mohli zavést néjaké vlastni kédovani vstupu?
Ukol 5 [2b]: Navrhnéte jesté mensi instrukéni sadu, pomoci které piijdou vyjadiit
vSechny tfi instrukce naseho pocitadlového stroje. (Nova sada nemusi nutné byt
podmnozinou té ptvodni.)

26-4-8 Dlazdicky 16 bodu

V nasi zoo vypocetnich modeld jsme zatim potkavali volné pasouci se exem-

plafe. Dnes uvidime prvni zdi. Neni to ovSem proto, Ze by nas model po-
tfeboval chranit pred vétry desti, nybrz proto, Ze tyto zdi bude nas program
obkladat dlazdicemi.

Pojdme si nejprve Fict, co je to takova dlazdice. DlaZdice predstavuje ¢tverec
jednotkové velikosti, ktery ma kazdou hranu obarvenou néjakou barvou. Obarveni
jednotlivych hran muze a nemusi byt stejné, ale kazda hrana musi byt obarvena
pravé jednou barvou. Dohodnéme se také, Ze barvy budeme oznac¢ovat néjakymi
symboly, typicky c¢isly a pismeny.

Casto budeme pro nazornost dlazdice zobrazovat opravdu jako &tverce roz-
délené na ¢tyri casti, ale formélné dlazdici zavedeme jako uspotadanou ¢tvefici
(¢, h,p,d), kde jednotlivé symboly ¢, h, p, d oznac¢uji po fadé obarveni levé, horni,
pravé a dolni hrany dlazdice.

Z takovych dlazdic mtuzeme skladat dldzdeni. Prostoru, ktery chceme dlaz-
dickovat, fikejme zed. Ta je obdélnikovd a ma rozméry r x s (pfi¢emz jednotkou
bude délka hrany dlazdice). Okraje zdi jsou rozdéleny na tseky o jednotkové
délce, a kazdy z téchto usekid ma podobné jako hrany dlazdic néjaké obarveni.

Jako dlazdéni oznacujeme pokryti zdi dlazdicemi, pokud toto pokryti spliiuje
nékolik podminek. V prvni fadé pozadujeme, aby v kazdém z r x s ¢tverci
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byla umisténa pravé jedna dlazdice. Dale kazdé dvé sousedni dlazdice musi mit
ty hrany, kterymi se dotykaji, obarvené stejnou barvou. Pozadavek na stejnou
barvu mame i na okrajové dlazdice, tedy dlazdice, které ptiléhaji k okraji zdi,
musi mit prislusnou hranu obarvenou stejnou barvou, jakou je obarveny prislusny
tsek okraje. Posledni podminka, dlazdice nesmime pfi tvorbé dlazdéni otacet.
Dodejme jeste, ze kazdou dlazdici smime pouzit libovolné-krat.

Pomoci dlazdéni, resp. jeho existence nebo neexistence, mizeme snadno roz-
hodovat tlohy, na které se odpovida ANO, nebo NE. Jak to udélame? Musime se-
stavit vhodnou mnozinu dlazdic, z kterych budeme smét vybirat pti tvorbé dlaz-
déni. Horni okraj zdi obarvime podle vstupu. Jesté potfebujeme obarvit ostatni
okraje, s tim, Ze vSechny jejich tseky obarvime stejnou barvou (mutzeme o tom
tedy uvaZovat jako o obarveni celého okraje jednou barvou). Dlazdice a obarveni
vybirdme tak, aby dlazdéni existovalo, pravé kdyZ odpovéd na tlohu je ANO.

Mozngch dlazdéni (a jim pFislusnych mnozin dlazdic a obarveni okraji) miize
existovat velmi mnoho, tak si je alespon trochu omezme. Pozadujeme, aby zed
byla vzdy Siroka praveé tak, jak dlouhy je vstup. Horni okraj tedy bude vstupu
presné odpovidat. Navic chceme, aby vyska zdi byla nejmensi mozna.

To, co jsme pted chvilkou popsali, je dlaZdicovy program. Ten se sklada
z néjaké kone¢né mnoziny dlazdic a néjakého obarveni okraji zdi. Formalné by
se jednalo o uspotrddanou ¢tvefici (D, ¢, p,d), kde D je mnozina dlazdic a ¢,p,d
predstavuji obarveni levého, pravého a dolniho okraje.

Program na zadany vstup odpovi ANO, pokud je mozné vydlazdit néjakou
zed dlazdicemi z mnoZiny D tak, aby horni okraj byl obarven podle vstupu a
zbyvajici okraje barvami ¢, p a d. Neexistuje-li zadné takové dlazdéni, vystupem
programu je NE.

Dlazdicové programy jsou chranénd zviratka, a tak jim budeme na vstupu
predkladat pouze neprazdné fetézce.

Byva hezké umét u programu ve vypocetnim modelu uréit slozitost. U dlaz-
dicovych programi to zvladneme jednoduse: za dobu vypoc¢tu prohlasime mini-
malni vysku zdi, pro kterou existuje dlazdéni (¢asovéa sloZitost je pak maximum
z dob vypoctu pres vSechny vstupy dané délky), pouzitou pamét pak predstavu-
je plocha vydlazdéné zdi. Vstupy, na néz je odpovéd NE, takZe zadné dlazdéni
neexistuje, slozitost neovlivni.

Dost bylo teoretizovéani, pojdme se podivat, jak se nds model nivstévnikiim
predvede.

Meéjme na vstupu néjakou posloupnost

nul a jednicek. Nasim tkolem je rozhod- 0 0 0 0
A . |LXO0[ [0X0] [0 XP| |LXP
nout, jestli je tato posloupnost konstantni, ‘D ‘D ‘D ‘D
tedy zda obsahuje pouze nuly nebo pouze
jednicky. Vyuzijeme k tomu dlazdicovy pro- 1 1 1 1
g . . . LX1| [1 X1| |1 XP| |LXP
gram s dlazdicemi z obrazku vpravo. Muze- D D D
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me je rozdélit do Ctyt typu, kazdy typ exis-
tuje ve dvou barvach.

Levy okraj obarvime L, pravy P, dolni D. N4&s program urcité odpovi sprav-
né, a dokonce mu k tomu bude stacit jeden radek. Takové odvazné tvrzeni by se
ale sluselo dokazat.

Jelikoz vSechny dlazdicky maji dolni hranu obarvenou D a zadna nema bar-
vou D obarvenou hranu horni, bud bude mit dldzdéni vysku 1, nebo viibec ne-
pujde vytvorit. Pro konstantni posloupnost jisté dlazdéni existuje. V piipadé
jednoprvkové posloupnosti pouzijeme prislusnou dlazdici ¢tvrtého typu, v pri-
padé posloupnosti delsi pomoci vhodné dlazdice prvniho typu ,zvolime ¢islo“ a
nasledné ho ,propagujeme” az k pravému okraji — viz obrazek nize.

Plati i to, Ze vse, pro co dlazdéni exis-

0 0 0 0 tuje, je konstantni posloupnost. K levému
0 0 0 0 i k pravému okraji muze priléhat vzdy jen
L\|L 5 0(0 S 0(0 S 0(0 DP P jedna konkrétni dlazdice (podle hodnoty na
vstupu), a k jejich spojeni je potieba ,pie-

o o O D pu), a k jejich spojeni je p p

davat“ stale stejné cislo.

Ukol 1 [3b]: Sestavte dlazdicovy program, ktery o posloupnosti nul a jednicek na
vstupu zjisti, zda je v ni pocet jednicek délitelny tfemi.

Ukol 2 [2b]: Mé&jme néjaky dlazdicovy program, ktery pracuje v case t, kde ¢ je
konstanta. Dokazte, ze existuje jiny dlazdicovy program, ktery odpovida na tutéz
otazku, ale sta¢i mu cas 1.
Zavorkovani nas stale bavi

V jednotlivych dilech seridlu jste si mohli zkouset v rtznych vypocetnich
modelech ovéfovat, ze zadand posloupnost je spravné uzavorkovana. Toho jsou
schopné i dlazdicové programy, a na rozdil od pocitadlovych stroji z minulého
dilu jim ani nemusime posloupnost néjak specidlné kédovat.

Ukol 3 [4b]: Sestavte dlazdicovy program, ktery o posloupnosti otviracich a za-
viracich zavorek na vstupu rozhodne, zda je spravné uzavorkovana.

Ukol 4 [3b]: Dokaite, %e rozhodnuti uzévorkovani nelze pomoci dlazdicovych pro-
gramt dosdhnout v lepsi nez logaritmické ¢asové slozitosti. Kdybyste si nevédéli
rady, zkuste alesponi dokazat, ze konstantni ¢as nestaci.

Pfibuzni Turingovych strojua?

KdyzZ jsme se na zacatku serialu zastavili u Turingovych strojui, neptecetli
jsme si jednu ceduli o jejich pfibuznych.

Pripomenme si, ze stroj se v kazdém kroku vypoctu rozhoduje podle stavu,
ve kterém se pravé nachazi, a podle znaku na aktualnim policku péasky. A kazdé
kombinaci stavu a znaku jeho program prifadi instrukci, kterd se ma provést.
Instrukce ¥ikd, co mé stroj dal udélat (na jaky znak prepsat aktudlni ¢ast vstupu,
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kam se posunout, do jakého prejit stavu). Ke kazdé kombinaci stavu a znaku jsme
méli pravé jednu moznost.

Ale co kdyby téch moznosti bylo vic? Co kdybychom jedné kombinaci stavu
a vstupu prifadili hned nékolik moznych reakci? Presné tak to totiz maji nede-
terministické Turingovy stroje. Jak si ale takovy stroj z moznych reakci vybere
tu, kterou doopravdy provede?

Jedna moznost je predstavit si, Ze nedeterministicky stroj umi vracet svij
vypocet. Pak mizeme fict, ze nedeterministicky stroj v kazdém kroku vypoctu
vykona prvni nevyzkousenou moznou reakci (nevyzkousenou v daném kroku)
a pokracuje dal. Pokud se nékdy dostane do stavu, kdy uz nema dalsi mozné
reakce, nebo do koncového stavu NE, jednoduse vraci sviij vypocet az do toho
kroku, kdy mél naposledy na vybér. Teprve v pripadé, Ze se vrati do poc¢atecniho
stavu a uz nemé co vyzkouset, zapise NE.

Nebo si miizeme predstavit, Ze je stroj vybaven k¥istalovou kouli (neboli
ordkulem), které mu pokazdé poradi takovou reakci, aby na konci vypoctu stroj
odpovédél ANO. Jen pokud takova posloupnost rad neexistuje, odpovéd zni NE.

Uplné mimo ale neni ani predstava, ze v kazdém kroku se vesmir rozstépi na
tolik kopii, kolik ma nedeterministicky Turingtiv stroj pravé moznosti, v kazdém
ze vzniklych vesmira se provede jedna reakce a vypocet pokracuje dal. Dulezité
pro nas je, jestli alesponn v jednom vesmiru dojde stroj do stavu ANO.

Ukol 5 [4b]: Dokazte, Ze dlazdicové programy jsou ekvivalentni nedeterministic-
kym Turingovym strojim pracujicim v linearnim prostoru. Tedy mate za kol
dokazat, ze jakykoli nedeterministicky Turingtv stroj, ktery ma linedrni pro-
storovou slozitost, lze reprezentovat jako dlazdicovy program, a naopak, kazdy
dlazdicovy program (pfi nasich omezenich na rozméry zdi) lze reprezentovat jako
nedeterministicky Turingtv stroj pracujici v linedrnim prostoru.

Prozradime vam malou napovédu k predchozimu tkolu: tvrzeni staci dokazat
o Turingovych strojich pracujicich v prostoru presné n (kde n je velikost vstupu).
Pokud totiz stroj pouziva prostor cn pro néjakou konstantu ¢ > 1, muzeme
podobné jako v tkolu 2 vytvorit jiny stroj, kterému bude stacit prostor n.

26-5-8 Automatizovany graf 15 bodu

Q Ve vsech ¢tyfech minulych dilech tohoto seridlu jsme se potulovali po pomy-
slné zoo vypocetnich modelu a zastavovali se u zajimavych exemplaiti. Dnes
na$i letosni pout zakonéime u jednoho podivného vybéhu, ve kterém se nepa-
se jedno velké vypodetni zvifatko, ale spousta malickych. Re¢ bude o grafovych
automatech.
Uvod

Grafovy automat se sklada ze spousty stejnych jednoduchych automatt (mii-
Zeme si je predstavit tieba jako malé programy, omezeni viz nize), které jsou né-
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si nepletli pojmy, budeme dale grafovému automatu jako celku fikat grafomat a
pojmem automat budeme oznacovat jednotlivé malé automaty obsaZené v gra-
fomatu.

Recéeno formalné, grafomat si mizeme predstavit jako oby¢ejn§ neoriento-
vany graf?? tvofeny mnozinou wvrcholii a mnozinou hran mezi nimi. V kazdém
vrcholu sidli jeden automat a hrany nam vyjadiuji to, jak jsou automaty mezi
sebou propojené. Pro tcely tohoto serialu si dovolime pojmy vrchol a automat
ve vrcholu zaménovat.

Aby navic mohl kazdy automat rozpoznat své sousedy, jsou v kazdém vr-
cholu vSechny hrany, které z néj vychazi, ocislovany navzajem riznymi ¢isly
0,1,2,... Jedna hrana pfitom na obou koncich muze (ale nemusi) dostat rtznéa
c¢isla, takze spise nez hrany ¢islujeme konce hran. Pokud budeme mluvit o néjaké
hrané z pohledu urc¢itého automatu, budeme jeji konce nazyvat mistni a protéjsi.

Navic budeme pro jednoduchost predpokladat, ze ze vSech vrcholi vede
stejny pocet hran. Grafum s touto vlastnosti se ik reguldrni, nebo piresnéji
K-regularni, kde K je pocet hran vychazejicich z vrcholu. To mimochodem zna-
mend, ze v celém grafu se nachézi pravé N - K/2 hran, nebot kazda hrana ma
2 konce a koncii napocitame N - K.

Ukéazku 2-regularniho a 3-regulédrniho grafomatu na 6 vrcholech s ocislova-
nymi hranami muzete vidét nize.

1 0 1 0

serial

Automaty a jejich pamét

Uz vime, jak grafomat vypadd jako celek, ale jesté bychom si méli popsat,
jak vypadaji jednotlivé automaty ve vrcholech. Jak uz jsme rekli vyse, vSechny
automaty musi byt stejné — navzajem se budou odliSovat jen tim, co ktery z nich
dostane na vstupu, a tim, co uvidi okolo sebe.

Formalné jde o konecéné automaty, o kterych jsme psali peridl ve 23. roéniky.
Abychom je nemuseli precizné definovat, budeme si je radéji predstavovat ja-
ko velmi jednoduché programy. V ptikladech a v fesenich budeme programovat

23 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|
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v Pythonu, sva feSeni muzete psat ve svém oblibeném jazyce, pokud si myslite,
ze je na to vhodny. Zavedeme ale nékolik omezeni, aby moznosti nasich programi
odpovidaly moznostem kone¢nych automati.

Predné omezime pamét: Kazdy automat si miize pamatovat jen konstantné
mnoho bitl informace nezavisle na velikosti vstupu. Muzeme pouzit libovolny
pevny pocet proménnych néjakého libovolného, ovsem omezeného rozsahu. Smi-
me si napriklad pamatovat ¢islo od 0 do 42, ale nemuZeme si poridit proménnou,
ve které bychom si spocitali pocet vrcholi grafu — takova proménna by musela
mit horni mez zavislou na velikosti vstupu, coz nemame dovoleno.

Druhé omezeni vyplyva z prvniho: V programech jednotlivych automati
nemuzeme pouzit rekurzi a pro vSechny cykly musi existovat konstantni horni
mez na pocet iteraci.

Zbyva urcit, jak spolu mohou automaty komunikovat. Kdykoliv jsou dva
automaty propojeny hranou, vidi si navzajem do paméti. Mohou si do ni ovsem
jen nahlizet, ne ji jeden druhému pfepisovat. Pro pfistup k paméti sousedt mame
v kazdém automatu k dispozici dvé pole indexovana mistnim ¢islem hrany (tedy
od 0do K —1):

e P[i] obsahuje prot&jsi ¢islo hrany s mistnim éislem 4.

e S[i] pfistupuje k proménnym souseda pfipojeného hranou s mistnim ¢islem s.
Pomoci konstrukce S[i].promenna pfec¢teme libovolnou sousedovu promén-
nou. Jen se nesmime odkazovat na jeho pole P a S, tedy neni mozné se
napftiklad zeptat na proménnou sousedova souseda.

Prubéh vypoétu a jeho ukondeni

Jak bylo naznaceno vyse, vypocet probihd v taktech. V kazdém taktu se
automat muze podivat na stav proménnych svych sousedu a podle nich a svého
vlastniho stavu provést n&jaky vypocet a modifikovat vlastni proménné. (Pokud
béhem taktu soused své proménné zménil, stale vidime jejich stav z pocatku
taktu.)

Kdyz se automat rozhodne, Ze uz pro néj veskerd prace skondila, mize za-
volat specialni instrukci stop. Od této chvile az do konce béhu celého grafomatu
uz tento automat nevykona zadnou akci. Jeho sousedé stale mohou cist jeho pro-
ménné, ale uz neni zadny zpusob, jak by jeho vypocet mohl byt opét nastartovan.
Poté, co instrukci stop zavolaji vSechny automaty v grafu, kond¢i cely vypocet.

Druhou moznosti ukonc¢eni vypoctu je ustdleni. Tim se mysli, ze se dva takty
po sobé nezméni v zddném automatu hodnota jakékoliv proménné (rozmyslete si,
proc¢ potfebujeme dva takty a nestaci ndm jeden — souvisi to s tim, ze automaty
vidi stav proménnych souseda jakoby o tah nazpét).

Pokud se grafovy automat nikdy cely nezastavi (ani instrukei stop ani usté-
lenim), je to Spatné a takovy program je chybny.

Vstup je realizovan tak, ze se pfed prvnim taktem vypoctu objevi ve smlu-
venych proménnych kazdého automatu vstupni hodnoty (jaké a v jakych pro-
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ménnych, to zélezi na tloze). Vystup je obdobny, po konci vypoctu by se ve
vsech automatech méla ve smluvenych proménnych nachéazet spravna vystupni
hodnota.

Pr1i pocitani slozitosti nas bude zajimat jen pocet takt do zastaveni celého
grafového automatu (na rychlosti vypoc¢tu jednotlivych automatit ve vrcholech
nezélezi). Odhad poé¢tu taktti staci délat jen asymptoticky (pomoci O-notace),
pokud to konkrétni uloha nebude vyzadovat jinak.

Priklad 1 — hledani dosaZitelnych vrcholu

Zaddni: Méjme 5-regularni graf na N vrcholech a v kazdém vrcholu promén-
nou a. Na zac¢atku bude ve vSech vrcholech a = 0 s jedinou vyjimkou vrcholu A,
kde bude a = 1. Po konci vypoc¢tu by mélo byt a = 1 ve vSech vrcholech, kam
Ize z vrcholu A po hranach grafu dojit.

Resent: Pouzijeme princip prohledavani grafu do sitky — kazdy vrchol bude = serial
sledovat své sousedy a ve chvili, kdy se v néjakém z nich objevi a = 1, sam si
také své a nastavi na 1. Az se hodnoty a ustali, vypocet se pfirozené zastavi.
Program pro jednotlivy automat bude vypadat nasledovneé:

# Proménné:
# a - rozsah 0..1
# 1 - rozsah 0..4, vychozi hodnota 0

for i in range(5):
if S[i].a ==
a=1

Program vykona nejvyse N taktt. Nejpomaleji pobézi, pokud mé graf tvar
cesty. Jestlize bude graf ,hustsi“, program mutze dobéhnout mnohem rychleji —
napiiklad pro tplny graf vykoname jen 3 takty: v prvnim se vSude nastavi a = 1
a zbylé dva slouzi pro ustaleni.

Priklad 2 — nalezeni proté&jsiho vrcholu

Zaddni: Mé&jme 2-regularni graf na N vrcholech slozeny z jediného cyklu
sudé délky (graf je tedy sudé kruznice délky N). Na zacatku je jeden vrchol
oznacen: ma x = 1, zatimco ostatni © = 0. Chceme najit protéjsi vrchol a také
ho oznadit (nastavit mu z = 1).

Reseni: Posleme si po kruznici signaly smérem doleva i doprava a ve chvili,
kdy se potkaji, tak vime, Ze jsme nalezli vrchol pfesné naproti. Zde pro ukaz-
ku pouzijeme zastaveni pomoci stop, i kdyz by slo napsat i verzi zastavujici
ustalenim.

# Proménné:
# x - rozsah 0..1
# signal - rozsah 0..1, vychozi hodnota O
if x ==
# VySleme dvodni signal na obé

119



KSP

serial

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2013/2014

# strany a skoncime
signal = 1
stop

if S[0].signal and S[1].signal:
# Dostali jsme signal z obou stran
x =1
stop
elif S[0].signal or S[1].signal:
# Signal priSel alespoil z jedné strany
signal = 1
stop

Cely vypocet pobézi pravé N/2 takti.
Ukoly

Ukol 1 [3b]: Mé&jme 2-regularni graf na N vrcholech (N je délitelné tiemi) slozeny
z jediného cyklu. Na zacatku je jeden vrchol oznaceny: mé x = 1, zatimco ostatni
vrcholy maji # = 0. Vasim tkolem je oznacit zbylé dva vrcholy ve tretinach
kruznice. Tedy pokud si startovni vrchol oznac¢ime indexem 0, tak po konci béhu
grafového automatu budou oznaceny pravé vrcholy s indexy 0, N/3 a 2N/3.

Pokud vam to pomiize, mizete predpokladat, ze kazdy vrchol je spojeny
hranou s mistnim ¢islem 1 se sousedem po sméru hodinovych rucicek a hranou
s mistnim ¢islem 0 s druhym sousedem (jako na obrazku v tvodu).

Ukol 2 [3b]: M&jme 5-regularni souvisly graf s jednim oznacenym vrcholem (bude
mit na za¢atku proménnou a = 1, ostatni vrcholy ji budou mit nulovou). Vasim
tkolem bude najit néjakou kostru tohoto grafu, tedy néjakou podmnozinu hran
takovou, ze stdle spojuje vSechny vrcholy, ale neobsahuje zadny cyklus.

Pro vystup pouzijte pole proménnych kostra[i] obsahujici pét prvki. Na
zacatku bude toto pole v kazdém vrcholu plné nul, na konci by v ném mély
byt jednicky pravé na pozicich, které odpovidaji mistnim c¢islim hran, které
jsou v nalezené kostfe (pozor, pamatujte na to, ze mistni a protéjsi ¢islo hrany
nemuseji byt stejné a ze je nutné nastavit pole kostra[i] na obou koncich hrany).

V predchozich dvou tkolech stacilo odhadovat pocet taktt asymptoticky,
nebylo by ale zajimavé zkusit si vyrobit program, o kterém budeme védét uplné
presné, jak dlouho pobézi?

Ukol 3 [4b]: Vyrobte program, ktery bude na K-reguldrnim grafu na N vrcholech
(N > 1) bézet piesné C'- N krokii, kde C bude néjakd konstanta, kterd mize
zaviset na velikosti K. Pokud se vam vSak povede C' stanovit pevné (bez zévislosti
na K), bude to jesté lepsi. Pokud vam to pomtize, miZete, jako v pfedchozich
tkolech, predpokladat, ze pravé jeden vrchol bude néjakym zptisobem oznacen.

Mozna uz zacinate byt nervézni, uz je skoro konec serialu a jesté nebylo ani

slovo o tradi¢nim uzavorkovani. Nebojte se, zde prichéazi:
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Ukol 4 [5b]: Vasim tkolem bude zkontrolovat spravnost uzavorkovéani skladajiciho
se z levych a pravych zavorek. Spravné uzavorkovani je takové, kde jsou zavorky
spravné sparovany a pary se nekiizi.

V fe¢i grafomatu budou zavorky zakédované hodnotami ve vrcholech 2-
regularniho grafu (kruznice) na N vrcholech: v prvnim vrcholu bude zapsana
prvni zavorka, ve druhém druhd, a tak dale. Posledni vrchol pak bude navic
hranou spojen s prvnim, aby byla kruznice uzaviena.

Zavorky budou zapsany pomoci proménné zavorka a to tak, ze hodnota 1
bude odpovidat levé (oteviraci) zavorce a hodnota —1 pravé (uzaviraci) zavorce.
Navic bude prvni vrchol oznacen pomoci proni = 1, aby Sel jednoduse poznat.

Na konci béhu by ve vSech vrcholech méla byt nastavend proménna vystup
na hodnotu 1, pokud bylo uzavorkovani korektni, nebo na hodnotu 0, pokud
nebylo.

Par slov zavérem

S grafomaty jste se jiz mohli potkat pfi studovani starych ro¢niktt Matema-
tické olympiaddy kategorie P. Nase grafomaty jsou velmi podobné (ale ne identické
— tfeba se lisi v podminkéch zastavovéni), takze se pro inspiraci mtzete podivat
i na studijni texty a tilohy 56. ro¢niku olympiady.2*

Moznéa vam grafomaty prijdou jako zajimavy teoreticky model, ktery nema
s praxi pranic spole¢ného. Opak je vSak pravdou. Speciédlni verzi grafomatt jsou
tfeba takzvané bunécné automaty a nejznaméjsi z nich je asi Conwayova hra
Zivot.2% Ta se svym fungovanim blizi svému biologickému piedobrazu — buiiky
stejné tkané) a kazda z nich reaguje jen na to, co ,vidi“ okolo sebe.

Mimo to grafomat mizeme povazovat za jeden z dosti realistickych model
paralelnich pocitacu. Z fyzikalnich zakonu totiz plyne, ze vzdalené procesory
spolu nemohou komunikovat okamzité (kvili koneéné rychlosti svétla) a ze kazdy
procesor miize komunikovat pouze s velmi omezenym poctem sousedu (kviili
omezené dimenzi prostoru). Ob& omezeni grafomat pomérné vérné zachycuje.

http://mo.mff.cuni.cz/p/56/zadani-1.html#P-I1-4
http://en.wikipedia.org/wiki/Conway%27s_Game_of _Lifd
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Recepty z programatorské kucharky

Kucharka prvni série — zakladni algoritmy

Tato nase kuchatka je nejzakladnéjsi ze zakladnich a je urcena hlavné pro
zacinajici fesitele. To vSak neznamenad, ze zkuSenéjsi resitelé do ni nahlédnout
nemuzou — tfeba na néjakou konkrétni programatorskou techniku, kterou by si
potiebovali osvézit.

V prvni c¢asti kuchatky se sezndmime hlavné se zékladnimi principy pro-
gramovani, uchovavani dat v pocitaci a zaklady rychlé manipulace s nimi. Po
precteni této casti bychom méli byt schopni pfevést své myslenky z hlavy na
papir ¢i do pocitace a méli bychom védét, pro¢ je nami zvoleny postup rozumny.

Druha ¢ast nas poté seznami se zdkladnimi postupy, jak fesit urcité kon-
krétni problémy. Nauc¢ime se napiiklad, jak rychle vyhledavat v usporadané po-
sloupnosti hodnot, nebo jak si pomoci predpocitani usnadnit feSeni tézké tlohy.

Vétsinu klicovych ¢asti se pokusime téz ukazovat v podobé zdrojového kédu
v nékolika ruznych jazycich (v nizkotroviiovém C, abychom vidéli implementaci
blizkou tomu, jak to vidi poéita¢, a v Pythonu, kde je psani o néco piijemné;jsi).
Nebudeme ale probirat ziklady syntaxe téchto jazyktd, tu si pfipadné muzete
nalézt jinde.2® Pokud 7zadny z téchto jazykt neumite, nezoufejte. KSP miizete
fesit 1 bez toho, staci kdyz své FeSen{ ditkladné slovné popiSete (konkrétni jazyk
se pak muZete naucit az béhem FeSeni).

Cast prvni: Zakladni pojmy

Algoritmus a program

Pod tajemnym slovem algoritmus se skryva jen jiny vyraz pro postup. M-
zete si to predstavit jako pfikaz od maminky ,,Béz do kramu, kup chleba, a kdyz
budou mit mékké rohliky, tak jich vem tucet.“?”

Takovyto piikaz klidné mtzeme nazvat algoritmem, ackoliv to bude asi znit
nezvykle — pojem algoritmus se totiz pouziva hlavné ve svété pocitact. Je to tedy
néjaka posloupnost zakladnich piikazi, ktera fesi néjaky problém. Vybér kon-
krétniho programovaciho jazyka rozhoduje o tom, jaké zakladni prikazy budeme
mit k dispozici. V zakladu jsou ale skoro stejné.

Mezi zakladni piikazy patii:

e Manipulace s daty v paméti (uloZeni ¢i na¢teni hodnoty, vice detailné v dalsi
kapitole)

e Provedeni néjakého numerického vypoétu (+, —, *, /)

http://ksp.mff.cuni.cz/study/odkazy.html
A jako slusné vychovani se tedy vydate do kramu a koupite tucet chlebii, protoze
méli mékké rohliky :-)
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e Vyhodnoceni néjaké podminky a odpovidajici vétveni programu (Pokud A,
tak proved B, jinak proved C)

e Opakovani néjakého piikazu (Dokud plati A, délej B)

e Vstup a vystup programu (nejtypic¢téjsi je asi vstup od uzivatele z klavesnice
¢i nacteni vstupu ze souboru; vystup pak muze znamenat vypsani vysledku
na obrazovku nebo tfeba zapsani dat do souboru)

Z téchto zakladnich stavebnich kament se pak sklada kazdy dalsi algoritmus.

Programem pak rozumime realizaci algoritmu v néjakém konkrétnim programo-
vacim jazyce.

recepty

Reprezentace dat v poéitaci

Celkem c¢asto si v priabéhu vypoc¢tu naseho algoritmu potfebujeme pamato-
vat néjaké hodnoty. K tomu nadm programovaci jazyky davaji nastroj s nazvem
proménnd. Ta predstavuje jakési pojmenované misto v paméti (pfihradku), do
kterého si mizeme data ukladat a pak je zase nacitat.

Typickym piikladem muze byt pocitani souctu ¢isel, ktera nam uzivatel zada
na vstupu. Na zacatku nejdrive do néjakého mista v paméti ulozime hodnotu 0.
Poté postupné, jak nam uzivatel zadava ¢isla, tuto proménnou pokazdé precteme,
k jeji hodnoté pricteme zadané c¢islo a vysledek opét ulozime na stejné misto.

Takovéto pouziti jedné proménné je velmi jednoduché (tak jednoduché, ze
ho takto podrobné do Feseni KSPc¢ka nepiste, neni to potfeba), ale také celkem
omezené. Co kdybychom si chtéli pamatovat tieba celou zadanou posloupnost
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¢isel? Mohlo by nam stacit vyrobit si spoustu rtizné pojmenovanych proménnych,
ale nejde to 1épe7 Jde

vvvvvv

obecné nazyvame datovymi strukturami. Zkusime si ty nejzakladnéjsi predstav1t.
Pole

Prvni datovou strukturou, kterou si predstavime a kterd se na vyse nastiné-
nou situaci ndramné hodi, je pole. To pfedstavuje spoustu ptihrddek (promén-
nych) nasklddanych v paméti za sebou, ke kterym typicky pfistupujeme pies
jeden spoleény nazev pole a jejich poradové éislo neboli index (jako NazevPo-
1le[0], NazevPole[1]l, ...).%8

Ve vétsiné zakladnich jazykt je pole jen statické, tedy to znamena, ze v oka-
mziku jeho vytvareni musime pocitaci fict, jak ho chceme velké. Nékteré vyssi
jazyky ale nabizeji i pole, které se dynamicky zvétsuje, takovou konstrukei si
ukazeme ve druhé ¢asti kucharky.

Abychom nebyli omezeni jen jednim rozmérem, mtzeme si klidné vyrobit po-
le dvourozmérné (piipadné obecné n-rozmérné). Dvourozmeérné pole je vlastné
tabulka hodnot, nazyvame ji také nékdy matice, a miaze se nam hodit napti-
klad pfi reprezentaci riznych map (plan bludisté) nebo, jak uvidime niZe, pro
reprezentaci dalsich datovych struktur.

U pole jiz ma smysl premyslet, jak dlouho kterd operace bude trvat. Di-
ky tomu, ze jsou jednotlivé prvky v poli naskladané pevné za sebou, tak kdyz
se pocitace zeptame na obsah prihradky pole[42], presné vi, na které adrese
v paméti se jeji obsah nachdzi, a proto ndm hodnotu vrati ihned.

Col
(o & f 9% @&
K%é; 0

Tomu budeme fikat operace v konstantnim case a budeme znacit, Ze trva
¢as O(1). Efektivitu programu totiz nepocitdme v sekundach (protoze kazdy

Pozor, ve svété pocitact se velmi Casto indexuje od nuly, tedy prvni prvek mé
v tomto pripadé index 0
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z nas ma asi jinak rychly pocitac), ale v poétu zakladnich operaci, které musi
program Fadové vykonat. Vice o casové slozitosti si mtizete precist v kucharce
o slozitosti,?” nejdiive véak doporuc¢ujeme doéist tuto kuchaiku.

Pridani nového prvku na konec pole také zvladneme v konstantnim case.
Problém je pfidani nového prvku nékam doprostied (coZ se ndm typicky stane,
pokud budeme chtit udrzovat hodnoty v poli sefazené a zaroven do néj vkladat
nové). V takovém pripadé se totiz vSechny prvky za vkladanym musi posunout
o jednu pozici dal, aby se vkladany prvek vesel na své misto. Takova operace
tedy muze pro pole délky N prvka trvat fadové az N kroki, coz zapisujeme jako
O(N) a fikdme, ze je to vzhledem k N linedrni éasovd sloZitost.

To je docela znacna nevyhoda oproti struktufe, kterou si ukdzeme za chvili.
Urcité ale pole nezavrhujme. Je to zakladni datova struktura, ktera nalezne pou-
Ziti ve spousté programi, a jak si ve druhé ¢asti kucharky ukézeme, mizeme ho
pouzit tieba k rychlému hledani hodnoty metodou bindrniho vyhledavdni. Nyni
ale jiz slibovana dalsi datova struktura. . . recepty
Spojovy seznam a ukazatele

Pole jsme méli v paméti urcené jenom tim, ze pocitac¢ védél, kde je jeho zaca-
tek a kolik mista v paméti zabiraji jeho prvky. Pii dotazovani na konkrétni index
pak podle indexu a podle velikosti prvki pocitac¢ presné védél, kam do paméti
se ma podivat, aby nasel ndmi pozadovany prvek (to vSe zvladl v konstantnim
Case). Jednotlivé prvky si tedy viitbec nemusely pamatovat, kde se nachazi jejich
sousedi, protoze vSechny prvky sedély v paméti za sebou.

Predstavme si ale ted situaci, kdy by si kazdy prvek jesté pamatoval pozice
sousedt. Pak bychom mohli mit prvky libovolné rozhazené v paméti a jen by se
na sebe vzdjemné odkazovaly (prvni prvek by tvrdil, Ze druhy je na pozici X,
druhy by tvrdil, Ze tfeti je na pozici Y, a tak déle).

K lepsimu pochopeni tohoto principu je dilezité si vysvétlit, co to je ukazatel
(nebo také odkaz ¢i anglicky pointer). Kazda ¢ast paméti v pocita¢i ma néjaké
své ¢islo. Kdyz si vytvarime néjakou pojmenovanou proménnou, tak ta vlastné
odkazuje na néjaké misto v paméti a na tomto misté v paméti je jeji hodnota.

Co kdyby ale hodnota proménné byla adresa néjakého jiného mista v pamé-
ti? Pak takové proménné fikame pointer a umoziuje ndm vytvaret vyse popsanou
strukturu rozhazenych prvka v paméti.

Spojovy seznam je tedy uréeny svym prvnim prvkem (méme v jedné pro-
ménné pointer na tento prvek, ktery se casto nazyva koren, protoze z néj ,,vyrus-

29 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/slozitost
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ta* zbytek struktury) a poté u kazdého dalsiho prvku mame za sebou ulozenou
hodnotu tohoto prvku a p¥ipadné odkaz (pointer) na dalsi prvek. Odkazy mezi
prvky mohou byt i obousmérné, mohou vést dokola (posledni ukazuje na prvni)

Co nam takto vystavéna struktura umoznuje v porovnani s polem? Ptistup
na konkrétni prvek v ni stoji linearné ¢asu, protoze ho musime ,,odkrokovat® od
prvniho prvku (na ktery mame pointer), tedy musime udélat az O(N) krokd.
Pokud bychom vsak pointer na dany prvek uz néjak méli, tak na néj samoziejmé
muzeme pristoupit v konstantnim case.

Naopak pridavani prvki na konkrétni misto (i jejich odebirani) mame v pod-
staté zadarmo a spojovy seznam miiZzeme rozsifovat, dokud na néj mame v po-
éitaci pamét. Ve chvili, kdy chceme pridat novy prvek za prvek, na ktery mame
pointer, tak jen Sikovné prepojime ukazatele. Pokud predtim ukazatele vedly
A — B, tak ted povedou A — C — B (a pfi odebirédni naopak).

Zde mizete vidét ukazku pointerti a spojovych seznami v jazyce C, kde jsou
tyto véci mnohem vice nizkotroviiové (ale zato rychlejsi):

typedef struct tprvek tprvek;

// Struktura pro prvek obsahujici dopfedné
// i zp&tné odkazy
struct tprvek {

int hodnota;

tprvek *dalsi;

tprvek *predchozi;

};

// Vytvo¥i novy prvek:

tprvek *novy(int i) {
tprvek *aktualni =

malloc(sizeof (tprvek));

aktualni->dalsi = NULL;
aktualni->predchozi = NULL;
aktualni->hodnota = i;
return aktualni;
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// Odstrani prvek a vrati pointer na dalsi
// prvek (vraceni pointeru se hodi p¥i
// odstrafiovani kofene):
tprvek *odstran(tprvek *aktualni) {
if (aktualni->predchozi != NULL)
aktualni->predchozi->dalsi =
aktualni->dalsi;
if (aktualni->dalsi != NULL)
aktualni->dalsi->predchozi =
aktualni->predchozi;

tprvek *pomocna = aktualni->dalsi;
free(aktualni);
return pomocna;

}

// Vlozi a vrati pointer na novy prvek:
tprvek *vloz_za(tprvek *aktualni, int i) {
tprvek *pomocna = aktualni->dalsi;

aktualni->dalsi = novy(i);

recepty

if (pomocna != NULL)
pomocna->predchozi = aktualni->dalsi;

aktualni->dalsi->dalsi = pomocna;
return aktualni->dalsi;

¥

// Pouziti:
int main() {
tprvek *koren = novy(1);
tprvek *aktualni = vloz_za(koren, 2);

aktualni = koren;

while (aktualni '= NULL) {
printf ("%d\n",aktualni->hodnota) ;
aktualni = aktualni->dalsi;

3

return 0;

Na nésledujici strané je ukazka spojovych seznamu v Pythonu, kdybychom
si je podobné jako v C chtéli naprogramovat sami (Python totiz obsahuje spoustu
zakladnich struktur jiz hotovych, podivejte se na modul jménem collections).
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class Prvek:

def

__init__(self, hodnota):
self.hodnota = hodnota
self.dalsi = None
self.predchozi = None

class Spojak:

def

def

def

__init__(self):
self.koren = None

Vypis(self, aktualni):

if aktualni is not None:
print aktualni.hodnota
self.Vypis(aktualni.dalsi)

VlozPo(self, prvek, zaPrvek = None):
if zaPrvek is not None:
prvek.dalsi = zaPrvek.dalsi
prvek.predchozi = zaPrvek
zaPrvek.dalsi = prvek
if prvek.dalsi is not None:
prvek.dalsi.predchozi = prvek
if self.koren is None:
self .koren = prvek

def Odstran(self, prvek):

if prvek.predchozi is not None:
prvek.predchozi.dalsi = \
prvek.dalsi
if prvek.dalsi is not None:
prvek.dalsi.predchozi = \
prvek.predchozi

# Pouziti:

prvekA
prvekB
prvekC
prvekD

seznam

sSeznam
seznam.
seznam
sSeznam
Seznam.

seznam.

Prvek ("A")
Prvek("B")
Prvek("C")
Prvek("D")

Spojak ()

.V1lozPo (prvekB)

VlozPo(prvekD, prvekB)

.VlozPo(prvekC, prvekD)
.VlozPo(prvekA, prvekC)

Odstran(prvekC)

Vypis(seznam.koren)
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Tyto zakladni struktury uz jsou casto predpfipravené jako soucast néjakych
knihoven v daném jazyce, ale je velmi dilezité rozumét tomu, jak vnitiné funguji.
Protoze jediné kdyz budeme védét, co je jak rychlé a efektivni, tak budeme
schopni psat rychlé programy.

Ted jiz vime, jak reprezentovat nejzakladnéjsi datové struktury v pocita-
¢i, ale mohlo by se nam hodit zastavit se jesté chvili nad dal$imi strukturami,
tentokrat jiz vice teoreticky.

Stromy a grafy v informatice

Grafy

S néjakymi grafy jste se jiz mozna potkali, ale tento pojem je bohuzel docela
pretézovany. Jednim jeho vyznamem jsou ,kolacové grafy“ a jiné dalsi diagramy
znédzornujici néjaky pomér (af uz to jsou vysledky voleb, nebo pomér lidi, ktefi
sledovali v televizi Vecernicek).

Dalsi vyznam mutzeme nalézt v analytické matematice, kde se potkame s gra-
fy prabéhu néjakych funkci. My vSak nemame na mysli ani jedno ze zminénych,
my se budeme bavit o kombinatorickych grafech.

Grafem tedy mame na mysli néjakou mnozinu objektu, fikejme jim vrcholy,
a néjaké vztahy mezi nimi. Tyto vztahy nazyvame hranami a jsou vyjadirené
dvojicemi vrcholi, mezi kterymi vedou. Ukazku takového grafu vidime tieba na
nasledujicim obrazku.

Jako praktickou ukazku grafu si mizeme na-
priiklad predstavit silni¢éni sit néjakého statu: vr-
choly budou mésta a hrany budou silnice, které
mezi nimi vedou.

Graf mtizeme doplnit t¥eba tim, Ze si v kaz-
dém vrcholu nebo na kazdé hrané budeme pama-
tovat néjakou hodnotu (napiiklad cenu nejlevnéj-
$tho benzinu ve méstech a délku v kilometrech na
silnicich), pak graf nazyvame ohodnoceny. Dalsi
moznou upravou je, ze kazda hrany povede jen
jednim smérem (jednosmérné silnice), takovym
graftum fikdme orientované (pokud pak v orientovaném grafu chceme silnici obé-
ma sméry, prosté do néj priddme dvé hrany, jednu v kazdém sméru).

Také se miizete setkat s pojmem souvisly graf. Ten znamena jen to, Ze mezi
kazdymi dvéma vrcholy existuje néjakd neorientovana cesta. Pokud tomu tak
neni, tak je graf nesouvisly a da se rozlozit na nékolik mensich grafi, které jiz
souvislé jsou a fika se jim komponenty souvislosti.

Posledni, co nam schéazi k praktickému pouziti grafd, je naucit se, jak je
reprezentovat v pocitaéi. Existuje nékolik moznosti (n bude znaéit pocet vrchol,
m pocet hran):
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e Seznam sousedu — vrcholy grafu budeme mit uloZené v poli a u kazdého vr-
cholu budeme mit (spojovy) seznam ¢isel dalsich vrcholtt, do kterych z aktu-
alniho vrcholu vede hrana. Zabira misto O(n 4 m) a hodi se pro fidké grafy
(tedy grafy, kde je m fadové stejné jako n).

e Matice sousednosti — tabulka n x n, kde na soufadnicich [i,j] je jednicka
(piipadné jind hodnota, v pfipadé ohodnoceného grafu), pokud z i do j
vede hrana, a nula, pokud tam hrana neni (u neorientovanych graf je navic
matice symetrickd — je jedno, jestli vezmeme [i, j] nebo [4,4]). Hodi se pro

husté grafy, kde m ~ n?2.

e Matice incidence — radky reprezentuji vrcholy, sloupce hrany. V kazdém
sloupci jsou praveé dvé jednicky — indexy vrchold, mezi kterymi hrana vede.
Zabird vsak O(mn) a jeji pouziti byva dost neohrabané, takze je vétsinou
lepsi dat prednost jiné reprezentaci grafu. Je vsak dobré o ni védét.

Grafy jsou velmi Siroké téma. Muzeme hledat jejich minimalni kostry, mize-
me v nich hledat nejkratsi cesty ¢i skrze né poustét pod tlakem vodu. Vice o nich
si tedy miuZete precist v nékteré z nasich specializovanych grafovych kucharek,
které odkazujeme z naseho kuchaikového rozcestniku.30

Stromy

Mozna si fikate, co mé informatika u vSech elektroni spoleéného s lesnic-
tvim? Kupodivu celkem mnoho a bez stromt bychom se v mnoha pripadech jen
tézko obesli. Informatické stromy sice nejsou vétsinou tak zelené, maji ale, na
rozdil od svych dfevnatych sourozenct, mnoho jinych péknych vlastnosti.

Strom je vlastné specidlnim pfipadem souvislého grafu, ktery neobsahuje
zadny cyklus. To znamenad, ze mezi kazdymi dvéma vrcholy stromu existuje pravé
jedna cesta. Strom pak mtizeme za néjaky zvoleny vrchol zakorenit. Tim se ndm
z tohoto vrcholu stane kofen, ze kterého smérem dolt (informatické stromy maji
tradi¢né kofen nahote) vyrustaji néjaké podstromy. .

U stromu navic mluvime o hloubce, to je vzdélenost
od korene k danému vrcholu. Hloubka celého stromu pak je /\
nejdeldi vzdéalenost od kotene k néjakému listu (tak fikdme 4 12
vrcholim, které jiz nemaji zadné syny, tedy vrcholy, které /\ /\
by z nich vyriistaly). Vrcholy stromu také mizeme podle 3 6 9 14
jejich hloubky uspotfadat do jednotlivych hladin.

Velmi casto pouzivame stromy, které jsou néjak pravi- /\
delné. Casté jsou bindrni stromy, které maji v kazdém vr- 8 11
cholu maximalné dva syny (levy a pravy podstrom). Reprezentovat se daji bud
obecné jako kazdy jiny strom (v kazdém vrcholu spojovy seznam podstromil),
nebo velmi pékné i v poli.

http://ksp.mff.cuni.cz/study/cooks/|
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Staci si uvédomit, ze pokud vrcholy ocislujeme od nuly, tak vrchol s indexem
1 ma jako syny vrcholy s indexy 2i + 1 a 2i 4+ 2. Pokud bude strom tplny — to
znamend, ze bude mit posledni hladinu plné zaplnénou (bez dér) — tak bude
i pole plné zaplnéné bez prazdnych mist.

Specidlnim pfipadem je pak jesté bindrni vyhleddvaci strom. Je to normalni
binarni strom, pro néjz navic plati, Ze vSechny hodnoty v levém podstromu jsou
mensi nez hodnota ve vrcholu a vSechny v pravém podstromu naopak vétsi.
valové stromy, ...) se mizete podivat do nékteré z nasich dal$ich kuchatek, na
jejichz prehled jsme vas uz odkazali o kapitolu vyse.

Cast druha: Programéatorské techniky
Tato ¢ast by méla slouzit jako rychly prehled a ukazka ruznych technik,
které se daji pouzit pii feSeni tloh z KSPc¢ka, nebo p¥i programovani obecné.

i:::) recepty
Hut

Rekurze

Rekurze je velmi dulezitd programatorska technika. V podstaté znamena
definovani néjaké véci (af uz je to néjaky objekt ¢i postup vypoctu) pomoci sebe
sama.

Rekurzivné muze byt napriklad zadana néjaka datova struktura. Napriklad
stromy jsou péknym prikladem rekurzivné definované datové struktury — kazdy
vrchol stromu mutze mit syny, a kazdy z téchto synt je sdm o sobé strom.

Prakticky je to realizovano tak, Ze kazdy vrchol ma svou hodnotu a pak
jesté seznam ukazateli vedoucich na dalsi pfipadné podstromy. S ukazateli jsme
se jiz potkali a s jejich pomoci jsme si postavili spojovy seznam. A presné tak,
spojovy seznam je také ve své podstaté rekurzivni datova struktura.

Mimo rekurzivnich datovych struktur se ale ¢asto potkavame i s rekurzivnim
postupem vypoctu néjakého programu, nejéastéji realizovanym ve formé rekur-
zivnd funkce, kterd vold sama sebe (s jinymi parametry, jinak by to asi nemélo
smysl).
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minku, tedy podminku, pfi niz uz se rekurze zastavi. Jinak by se totiz mohlo
stat, ze by rekurze bézela donekoneéna.?!
Rekurzivni funkce a pfevod na nerekurzivni cyklus
Typickym prikladem rekurzivni funkce je vypocet Fibonacciho ¢isel. Ta jsou
definovana tak, ze fo = 1, f1 = 1 a n-té Fibonacciho ¢islo je souc¢tem dvou pred-
chozich (f, = fn—1+ fn—2). To ndm déva posloupnost ¢isel 0,1,1,2,3,5,8, .. ..
Pokud toto prepiseme do programového kédu, tak dostavame nésledujici zapisy:
// Kéd v C:
int fib(int n) {
if (n==0) return O;
else if (n==1) return 1;
else return fib(n-1) + fib(n-2)
¥

# Kéd v Pythonu:
def fib(n):
if n==0:
return O
elif n==1:
return 1
else:
return fib(n-1) + fib(n-2)

Jak vidime, je prepis celkem pfimocary. Pokud by se nam vsak rekurze v né-
jakém pripadé nelibila, tak se kazdé rekurze muzeme zbavit. Rekurzivni volani
totiz mizeme Sikovné prepsat na néjaky cyklus se zdsobnikem (spojovy seznam,
do kterého vkladame jen z jedné strany a ze stejné strany z néj i odebirdme —
tedy prvek pfidany jako prvni odebereme az jako posledni).

Pak jen v cyklu odebirame prvky ze zasobniku, dokud neni prazdny, a za
kazdé rekurzivni zavolani do zasobniku pfidame parametry, se kterymi bychom
nasi funkci volali. Timto postupem pievedeme kazdou rekurzivni funkci na nere-
kurzivni.

Jesté doplnime poznamku, ze ve vét§iné programovacich jazykt kazdé volani
funkce stoji néjaky cas, sice maly, ale kdyz se volani provadi opakované, tak se to
uz nascita. Pro redlnou implementaci je tedy nejlepsi pokusit se rekurzi prevést
na nerekurzivni volani, pokud to néjak rozumné jde.

Ale obcas to jde dokonce i jednoduseji a bez zasobniku. Podivejte se na
alternativni variantu vypoctu Fibonacciho ¢isel nize a rozmyslete si, co déla.

Tedy presnéji do doby, kdy naSemu pocitaci dojde pamét, do které si uklada
jednotliva volani funkci.
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// Kéd v C:

int fib2(int n) {
if (n==0) return O;
else if (n==1) return 1;

int a = 0; int b = 1;
for(int i = 2; i<=n; i++) {
int ¢ = a + b;

a = b;
b = c;
}
return b;
}
# Kéd v Pythonu:
def fib2(n):
if n==0:
return 0O
elif n==1:
return 1
a=0; b=1
while n>1:
(a, b) = (b, a+b)
n-=1
return b

Jak vidite, je i tato funkce elegantni a navic béha mnohem rychleji, nez jeji
rekurzivni varianta. Tato funkce béhd v O(n), kdezto rekurzivni varianta pocitala
stejné véci mnohokréat dokola (zkuste si nakreslit néjaky strom volani predchozi
funkce, pfipadné se podivat dopfedu do kapitoly Predpoéitané mezivysledky).

Rekurzivni varianta tedy bézela az v ¢ase O(2"), coz je pro velkd n mnohem
pomaleji nez O(n) (avsak §la by celkem snadno zachranit, aby bézela také v O(n),
zkuste si rozmyslet jak).

Backtracking

S rekurzi silné souvisi i pojem backtracking, ¢esky by se snad dalo Fici ,,meto-
da pokusu a omylu.“ Timto pojmem oznacujeme proces, kdy postupné zkousime
vsechny moznosti, jak vyfesit néjaky problém.

Zpétné vyhledavani se tento proces nazyva proto, ze pokud jiz nemuzeme
pokracovat dél (tfeba v ptipadé, ze v bludisti dojdeme do slepé ulicky), vratime
se kus zpét a zkusime jinou (zatim nevyzkouSenou) moznost. Takto postupné
zkusime kazdou moznost a bud nalezneme nami hledané feSeni, nebo se vratime
az na vychozi pozici a zjistime, ze feSeni neexistuje.
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Backtracking byva casto realizovan pomoci rekurze, ukazeme si to na prikla-
du hledéni rozkladu zadané ¢astky na mince o hodnotéch 5 K¢ a 3K¢ (vSimnéte
si, ze v takto omezeném penéznim systému nejde slozit tieba ¢astka 7K¢). Nase
funkce dostane jako parametr zbyvajici ¢astku a zkusi rekurzivné provést rozklad
na jednotlivé mince:

// Kéd v C:
bool rozloz(int castka) {
// Koncova podminka rekurze
KSP if (castka == 0) return true;
else if(castka < 0) return false;
else if(rozloz(castka-5)) {
printf(" 5 Kc");
return true;
} else if(rozloz(castka-3)) {
recepty printf(" 3 Kc");
return true;
} else return false;

}

# Kéd v Pythonu:
def rozloz(castka):
if castka ==
return True
elif castka < O:
return False
elif rozloz(castka-5):
print " 5 Kc"
return True
elif rozloz(castka-3):
print " 3 Kc"
return True
else:
return False

Jak je vidét, tak v kazdém kroku zkusime nejdiive pouzit pétikorunovou
minci, a kdyz nas rozklad nevyjde, zkusime v tomto kroku pouzit jesté t¥ikorunu.
Takto se rozhodujeme v kazdém kroku rekurze a pripadné se vracime z netspés-
nych vétvi vypoctu a zkousime dalsi moznosti.

Takovym postupem vyzkousime az exponencidlné mnoho moznosti (O(2")),
coz neni moc rychlé. Proto je doporucovano se backtrackovani radéji vyhnout,
nebo ho néjak chytte vylepsit. Je vSak dobré o backtrackovani védét, protoze
existuji problémy, které efektivnéji Fesit neumime.
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Rozdél a panuj

Casti, které opét miizeme rozdélit na mensi a tak dale, dokud se nedostaneme
k problémtm tak malym, ze je uz umime trividlné vytesit.
Binarni vyhledavani v poli

Predstavte si, Ze mame setazené pole n prvku a chceme zjistit, jestli se v ném
nachézi prvek s hodnotou k. Ur¢ité mizeme projit celé pole v linedrnim c¢ase (tim,
Ze budeme brat jeden prvek za druhym a kontrolovat, zda je roven hodnoté k),
ale to je zbytecné pomalé a nevyuziva toho, Zze mame pole sefazené.

MizZeme totiz zacit s velkym problémem a ten postupné zmensovat na stéle
mensi a mensi. Nejdrive hledame k v celém poli. Podivame se na jeho prostiedni
prvek: Pokud je roven k, jsme hotovi. Je-1i vétsi nez k, vime, zZe se k musi nachazet
nalevo od néj. Muzeme tedy hledat znovu, ale tentokrat jen v levé poloviné pole.
Analogicky kdyz je prostfedni prvek mensi nez k, hledame v pravé poloviné.

recepty

Jelikoz se nam kazdym krokem problém zmensi na polovinu, tak se maxi-
mélné po log n krocich dostaneme na pole velikosti jedna. Rikdme, Ze algoritmus
mé logaritmickou ¢asovou sloZitost, piseme O(logn).>?

Prakticky postup provadime tak, Ze si udrzujeme levy a pravy okraj aktudlné
zpracovavaného tseku a postupné je k sobé priblizujeme.

Ukéazka hlavni smycky v C:

int polel[] = {1,2,5,7,12,16,42};
int hledane = 8;
int L = 0; int R = 6;

do {
int prostredni = (L+R)/2;
int x = pole[prostredni];
if (x == hledane)
printf ("Pole obsahuje hledane\n");
else if (x < hledane)
L = prostredni + 1;
else
R = prostredni;
} while(L < R && x '= hledane);

if (x != hledane)
printf ("Hledane neni v poli\n");

32 Pokud neni feceno jinak, tak pro nas v informatice znacka log znamen dvojko-
vy logaritmus, coz je funkce opacnd k funkci 2 a roste o hodné pomaleji nez
funkce linearni. Pro velkd n plati: 1 < logn < n a naptiklad log2 = 1,log8 =
3,log 1024 = 10.
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Ukézka v Pythonu jako funkce vracejici index prvku nebo —1:

def bin_vyhled(pole, hledane, L=0, R=None):
if R is None:
R = len(pole)
while L < R:
prostredni = (L+R)//2
x = pole[prostrednil
if x < hledane:
L = prostredni + 1
elif x > hledane:
R = prostredni
else:
return prostredni
return -1

# Zavolani:
print bin_vyhled([1,2,5,7,12,16,42], 8)

Dalsi aplikace

Dalsi typickou aplikaci postupu rozdél a panuj je napiiklad t¥idéni posloup-
nosti pomoci Mergesortu. Ten v zdkladu funguje tak, ze kazdou posloupnost,
kterou dostane k setfidéni, rozdéli na poloviny a kazdou z nich setfidi rekurziv-
nim zavolanim sebe sama. Zastavi se ve chvili, kdy t¥idi posloupnost délky jedna.
Pak jen v kazdém kroku ze dvou setfidénych mensich posloupnosti vyrobi jejich
slévanim setfidénou posloupnost dvojnasobné délky.

Vice se o metodé Rozdél a panuj muzete dozvédét ve stejnojmenné kuchar-

ce.33

Predpocitané mezivysledky

Motivaci k této kapitole je nasledujici motto: ,Pro¢ pocitat néco vicekrat,
kdyz nam to staci spocitat jednou a zapamatovat si to?«.

Velmi ¢asto se totiz setkavame s tim, Ze néco pocitame stale dokola. Jako
piiklad si muzeme vzit nasi rekurzivni implementaci pocitani Fibonacciho ¢isel
z kapitolky Rekurze.

Kdyz se podivame na vypocet ¢isla £ib(5), tak pro néj volame fib(4)
a £ib(3), £ib(4) vold £ib(3) a £ib(2), £ib(3) vola £ib(2) a fib(1) a tak
dale. Vsimli jste si, kolikrat se nam tyhle vypocty opakuji? Néktera Fibonacciho
¢isla spocteme totiz zbyte¢né mnohokrat.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/rozdel-a—-panuj
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Kdybychom si je namisto opakovaného pocitani nékde pamatovali, mohli
bychom pak odpovéd na dotaz na jiz vypoctené ¢islo vytéhnout jako kralika
z klobouku v konstantnim case. Zavedenim jednoho globalniho pole, ve kterém
si tyto hodnoty pro jednotlivd n budeme pamatovat, ndm snizi ¢asovou slozi-
tost z O(2") na péknych O(n). Takovému postupu se obecné ¥ikd dynamické
programovani.
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Dynamické programovéani

Nejprve uvedme na pravou vahu vyraz ,dynamické“ v ndzvu. Nevystihuje
tak uplné podstatu této techniky a jeho historické pozadi je celkem slozité, avsak
dnes je tento nazev jiz tak zazity, Ze se uz pravdépodobné nezmeéni.

Slovo ,dynamické” ¢astecné odkazuje na to, ze se dynamicky (za béhu pro-
gramu) postupné stavi feseni jednodussich problémii, kterd jsou nésledné pouzita
jiz jednou vypoctenych udaju.

Hodi se na tlohy, které se daji délit na podulohy, které jsou si podobné a mo-
hou se opakovat. Vysledky takovychto poduloh si poté ukladame a pti dotazu na
stejnou podulohu vratime jen uloZeny vysledek a vypocet jiz neprovadime.

Pro dalsi prohloubeni znalosti miizete na nasem webu nahlédnout do dalsi
kuchaiky, tentokrat nesouci (pfekvapivé) nazev dynamické programovani.?*
Prefixové souéty

Velmi casto se nam vsak hodi si jesté pred samotnym vypoctem predvypo-
¢itat a ulozit néjaké hodnoty, které poté pouzijeme.

Predstavme si naptiklad problém nalezeni souvislého tiseku s nejvétsim souc-
tem v néjaké posloupnosti kladnych i zaporngch ¢isel. Ze to neni tiplné jednodu-
chy priklad, si ukazme na této posloupnosti: 1,—2,4,5, —1,—5,2,7

Méme zde dvé ryze kladné souvislé posloupnosti, kazdou se souc¢tem 9 (4,5
a 2,7). Ale presto je vyhodné&jsi vzit i néjaké zaporné hodnoty a vytvorit tak
souvislou posloupnost o souctu 12 (zkuste ji nalézt).

Tedy by nas mohlo napadnout, Ze prosté zkusime vzit vSechny mozné za-
&atky a vechny mozné konce, to ndm dava O(n?) moznych posloupnosti (mame
n moznych za¢atki a ke kazdému z nich fddové n moznych konctt), pro kazdou
posloupnost si spo¢teme soucet (to zvladneme v O(n)) a budeme si pamatovat
ten nejvétsi nalezeny. Cely nas postup tak trvd O(n?).
zlepsit. Ukazeme si, jak vypocitat soucet libovolné posloupnosti v konstantnim
case. Cely princip je vlastné az kouzelné jednoduchy, ale zaroven velmi mocny.
Na zacatku vypoctu si do pomocného pole P stejné délky jako posloupnost na
vstupu (té fikejme S) ulozime takzvané prefizové soucty: i-ty prefixovy soucet je
soucet prvnich i + 1 prvka S, neboli P[i] = S[0] + S[1] + ...+ S[i].

Pro nas ukazkovy piipad a pro vstupni pole oznacené S by to dopadlo takto:

i -1 0 1 2 3 4 5 6 7
STi] 1 -2 4 5 -1-5 2 7
Pli] 0 1 -1 3 8 7 2 4 11

Pole prefixovych souc¢tit umime ziskat v linerarnim c¢ase — prosté jen od
zacatku prochazime vstupni pole, pocitame si prubézny soucet a ten zapisujeme.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovanil
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Soucet libovolného tiseku a. . . b pak ziskdme v konstantnim ¢ase jako prefixo-
vy soucet od zacatku do indexu b minus prefixovy soucet od zacatku do indexu a.
Zapséano programoveé to pak je: soucet = P[b] - P[a-1];

To ndm umoziiuje snizit ¢as potfebny na feseni této tlohy na O(n?). To je
uz lepsi cas, prozradime vsak, ze tuto tlohu lze fesit dokonce v linedrnim case,
ale to je jiz nad ramec této kucharky.

Dvourozmérné prefixové soucty

Prefixové soucty se vSak daji zobecnit i do vice rozmérii, ale princip je vzdy
stejny. Naptiklad dvourozmérné prefixové soucty u matice funguji tak, ze si pred-
pocitdme soucty podmatic zacinajicich levym vrchnim polickem a koncici na
indexu [z, y].

Z toho je vidét, ze prefixovy soucet zpravidla obsadi stejné velky prostor jako
puvodni data, v tomto piipadé tedy budeme mit matici hodnot prefixovych souc-
ti koncicich na zadanych souradnicich. Jak ale ziskat soucet néjaké podmatice,
ktera se nachazi nékde ,uprostied“ nasi matice?

Pouzijeme stejny princip, jako u jednorozmérného pripadu: Pri¢teme vétsi
¢ast, kterou chceme zapocitat, a odecteme od ni ¢asti, které zapocitat nechceme.
Pro pfipad podmatice zacinajici vlevo nahofe na pozici [z, y] a konéici napravo
dole na [X,Y] to ilustruje nésledujici obrazek:

[0, 0]
A E B i
_____ [Lt_’ y} : ! [Xa y]
C
[ 27 X,Y]

Nejdfive pticteme cely prefixovy soudet konéici na pozici [X,Y]. Tim jsme
ale zapocitali i ¢asti A, B a C z obrazku, které zapocitat nechceme. Tak odecteme
prefixové soucty konéici na indexech [X,y] a [z, Y]. Ale pozor, ted jsme odecetli
jednou A 4+ B a jednou A + C, tedy ¢ast A (prefixovy soucet konéici na pozici
[x,y]) jsme odecetli dvakrat, musime ji proto jesté jednou pricist.

Cely vzorec tedy vypada takto:

soucet = P[X,Y] - P[X,y] - P[x,Y] + P[x,y];

Tento princip pri¢itani a odecitani se d& zobecnit i pro libovolné vyssi rozmé-
ry, ale chce to jiz trosku predstavivosti, co se méa pficist a kolikrat. Rika se tomu
také princip inkluze a exkluze a najde pouziti nejen u vicerozmérnych prefixovych
souctu.
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VyvéZeni délky pfedvypoétu a hlavniho vypoctu

Spravné vyvazit, kolik ¢asu muzeme vénovat na piedvypocet a kolik ¢asu
na hlavni vypocet, je velice dulezita véc a spousta i zkuSenéjsich fesitela v tom
obcas chybuje. Pfitom to pfi trose pocitani neni viibec nic slozitého.

Jako prvni je potfeba védét, kolikrat nam predvypocet béhem béhu progra-
mu pomuze. Predvypoctem si totiz vybudujeme za néjaky cas urcéitou datovou
strukturu, pomoci které pak dokazeme rychle odpovidat na zadané dotazy.

Oznacme si pocet takovychto dotazu, které program za béhu dostane, ja-
ko Q. Bud to mtze byt hodnota piimo ze zadani typu ,,Zkonstruujte datovou
strukturu pro n hodnot, kterd zvladne rychle odpovidat na dotazy daného ty-
pu, a ocekavejte fadové m dotazi“, nebo se muze jednat o néjaky interni dotaz
v rdmci béhu programu (piiklad interniho dotazu je naptiklad vySe uvedeny al-
goritmus na hledani souvislé podposloupnosti s co nejvétsim souctem, ktery se
za béhu ptal na soucty né&jakych podintervalll).

Déle si oznacme jako O, Cas, ktery nam zabere pfedvypocet a jako O, cas,
ktery nam usetii kazdy predvypocitany dotaz. Celkovy cas, ktery usetiime, je
pak vlastné @ - O,. Pokud je tento ¢as rfadové vétsi nez O, pak mé predvypocet
smysl.

Naopak neméa smysl travit predvypoctem fadové vice casu, nez by trval
samotny vypocet bez pouziti predpocitanych hodnot.

Jako priklad uvazujme problém o velikosti n, u kterého mame t¥i moznosti,
které mtizeme zvolit. Miizeme bud predvypocet tplné vynechat a na kazdy dotaz
odpovidat v ¢ase O(n), nebo provést predvypocet v ¢ase O(nlogn) a poté od-
povidat na kazdy dotaz v ¢ase O(logn), nebo provést predvypocet v case O(n?)
a pak odpovidat v ¢ase O(1) na dotaz.

Kdy se ndm co hodi?

e Pokud bychom dostali jen jeden dotaz, nema smysl si cokoliv predpocitavat
a odpovime jednou v ¢ase O(n).

® Pokud bude dotazti fadové n, ma smysl pouzit prvni predvypocet. Pak bude-
me mit ¢as na predvypocet i na samotny vypocet O(nlogn), coz je optimum.

e Naopak pokud by dotazii bylo fadové n? nebo vic, tak se nam jiz prvni
piedvypocet nevyplati, dostali bychom se totiz na ¢as O(n?logn). Zde se
hodi pouzit druhy, delsi predvypocet a pak se dostat na ¢asovou slozitost
O(n? +n%-1) = O(n?).

Hladové algoritmy

Vérte nebo ne, ale i pocitac¢ se nékdy citi hladovy. Po namahavé praci mu
muZzeme doprat to potéSeni, aby si ukousl co nejvétsi kus dat. A ukézeme, ze
nékdy je to i ku prospéchu. Reé¢ bude o hladovyjch algoritmech.
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Takovymi algoritmy rozumime ty, které hledaji feseni celé ilohy po jednot-
livych krocich a splnuji nasledujici dvé podminky:

e V kazdém kroku zvoli lokalné nejlepsi feseni.

e Provedené rozhodnuti jiz nikdy neodvolava (tedy nebacktrackuje).

Lokalné nejlepsi fesenti je takové, které v aktualnim kroku vybere tu moznost,
kterd ndm na tomto misté nejvice pomiize (bez jakéhokoliv ohledu na globalni
stav). Muze to byt tfeba nejvyssi hodnota, nebo nejkratsi cesta v grafu.

Pokud ale od hladového algoritmu chceme, aby nam nasel globalné nejlepsi
feseni, musi nase tloha splnit predpoklad, ze si vybérem lokalné nejlepsiho feseni
nezhorsime to globalni. Tento predpoklad se neda formulovat obecné a je nutné
se nad nim zamyslet zvlast u kazdé tlohy.

Priklady hladovych algoritmu

Prvni hladovou tilohou bude (jak jinak) automat na jidlo vracejici mince.
Automat by mél vracet penize nazpét tak, aby vratil dany obnos v co mozna
nejmensim poc¢tu minci. Pro nad$ ménovy systém (mdme mince hodnot 1, 2, 5,
10, 20 a 50K¢) lze tuto ulohu Fesit hladovym algoritmem — v kazdém kroku
algoritmu vratime tu nejvétsi minci, kterou miuzeme (tedy pro vraceni 42 K¢ to
bude 42 = 20 + 20 + 2K¢).

Ménové systémy vétsiny statt jsou postavené tak, aby fungovaly takto pék-
né, neplati to ale obecné. Zkusme si vratit 42 K¢, pokud bychom méli jen mince
hodnoty 20, 10 a 4 K¢é. Spravnym feSenim je 42 = 20+ 10+ 4 + 4 + 4 K¢, hladovy
algoritmus by ale zkusil vratit 42 = 20 + 20 4 ... a tady by selhal.

Dale se velmi ¢asto daji hladovym algoritmem fesit néjaké tlohy pridavani
nebo odebirani skupin prvki. Typickym piikladem je tfeba rozvrzeni naplanova-
nych prednasek do uceben. Sefadime si zacatky prednasek podle ¢asu a postupné
bereme jednu za druhou a umistujeme je do volnych uc¢eben s nejnizsim ¢islem.

Tim jsme si urcité nic nerozbili, protoze v néjaké u¢ebné prednaska byt musi.
Urcité budeme potiebovat tolik uceben, kolik je maximélné prednasek v jeden
Cas, a diky tomu si umisténim prednasky do néjaké ucebny nezablokujeme misto
pro jinou prednasku, jelikoz nam vzdy zbude dostatek volnych uceben.

Kdybychom ale naopak méli pevné dany pocet uceben a chtéli jsme do nich
umistit co mozné nejvice prednasek, tak se jiz nejedna o tlohu fesitelnou hlado-
vym algoritmem, v takovém pripadé je potreba zvolit néjaky chytiejsi postup.

Zavér

Doufam, ze jste si z tohoto rozsahlého textu odnesli néjaké nové znalosti
a poznatky, které vAm pomohou nejen v feseni KSP.

Pokud jste zacinajicimi TeSiteli, zkuste s pomoci kucharky vyftesit nékolik
leh¢ich tloh a jejich feseni poslat — nové nabyté znalosti je totiz nejlepsi co
nejdrive protrénovat. Nic si nedélejte z toho, pokud napoprvé nevyresite vsechno,
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s postupnym zkousenim se budou vase znalosti jen zlepSovat. Zkusenéjsi fesitelé

mozna v kuchafce nalezli néjaké ujasnéni pojmi, ¢i si nékteré techniky osvézili.
A pokud tento text povazujete za dobry, budeme jen radi, pokud ho dopo-

rucite svym kamardadim a spoluzakim, ktefi chtéji s programovanim zacit.

Uvodnim kurzem vafeni podle kuchatky vas provedl

Jirka Setnicka

KSP
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Kucharka druhé série — vyhledavaci stromy

V kuchaice prvni série jsme probrali zédkladni zptusoby ukladani dat v po-
Citaci, tzv. datové struktury, a také Casto pouzivané programéatorské techniky.
Konkrétné jsme se naucili udrzovat ¢isla nebo jiné objekty v poli, ve spojovém
seznamu, v grafu nebo ve stromu. Ukézali jsme si rekurzi a jeji vyuziti v backtrac-
kingu (prostém zkouSeni vSech moznosti). Déle jsme nakouli pod pokli¢ku dalsim
technikdm: rozdél a panuj, dynamickému programovani, hladovym algoritmtm
a par dalsim.

Nyni se podivame podrobnéji na bindrni vyhledavani, které bylo rovnéz
minule predstaveno, a pokusime se ho vylepsit, abychom mohli pribézné ménit
data, v nichz vyhledavdme. Zd4a-li se vdm to na jednu kucharku maélo, zv1ast
v porovnani s tou minulou, vézte, zZe problém neni jednoduchy, ale zajimavy a
feSeni jsou navic v praxi ¢asto pouzivana.

Nejprve vSak zopakujme bindrni vyhledavani.

Binarni vyhledavani

Stejné jako minule méame obrovské pole setfidénych zéznamu, tieba identi-
fika¢nich ¢isel studentlt nejmenované univerzity (zdznamy vSak nemusi byt ¢isla,
staci, kdyz jsou navzajem porovnatelné). Nasim tikolem je najit zdznam z v poli
s N zéznamy 1 < 2 < ... < ZnN.

Pti pouziti binarniho vyhledavani neboli ptleni intervalu se podivame na
prostfedni zdznam x,, a porovname s nim nase z. Pokud z < z,,, vime, Ze se z
nemiize vyskytovat ,napravo“ od x,,, protoze tam jsou vSechny zaznamy vétsi
nez r,, a tim spise nez z. Analogicky pokud z > x,,, nemiZe se z vyskytovat
v prvni poloviné pole. V obou pfipadech nam zbude jedna polovina a v ni budeme
pokracovat stejnym zptusobem. Tak budeme postupné pilit interval, ve kterém
se z mize nachédzet, az budto z najdeme nebo vylouc¢ime vsechny prvky, kde by
mohlo byt.

Tento algoritmus mtZeme naprogramovat budto rekurzivné nebo pomoci
cyklu, v némz si budeme udrzovat interval (I,r), ve kterém se hledany prvek
jesté muze nachazet. My si ukazeme v jazyce C pfistup s cyklem:

int bin_najdi(int z) {
int levy, pravy, median;
// interval, ve kterém hledame
levy = 0; pravy = N;
// dokud interval jesté& neni prazdny
while (levy <= pravy) {
median = (levy+pravy)/2;
// hledanad hodnota je vlevo
if (z < x[median])
pravy = median-1;
// je vpravo
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else if (z > x[median])
levy = median+i;
else // nasli jsme ji
return median;
}
return -1; // hledand hodnota nebyla nikde
}

Samoziejmé bychom pii vyhledéavani zdznamu mohli byt jesté chyttejsi.
Vime-li tfeba, ze c¢isla jsou z rozsahu 1 az 1000 a dostaneme c¢islo 900, muze-
me se napred podivat do deviti desetin pole misto do poloviny. Obecné se tedy
snazime odhadovat, kde bude zdznam v ramci pole podle jeho hodnoty. Tomu-
to pristupu se tika interpolacni vyhleddvani a v priaméru je lepsi nez binarni
(pramérna ¢asova slozitost je O(loglog N)), byt v nejhorsim ptipadé je linedrni.
Binarni vyhledavani je velmi rychlé, pokud mame moznost si data pfedem
setfidit. Jakmile ale potfebujeme za béhu programu pridavat a odebirat zaznamy,
se zlou se potédzeme. Budto budeme mit zdznamy uloZené v poli a pak nezbyva nez
pii zatfidovani nového prvku ostatni ,rozhrnout®, coz muze trvat az N krokt,
anebo si je budeme udrzovat v néjakém seznamu, do kterého dokazeme ptidavat
v konstantnim ¢ase, jenze pak pro zménu nebudeme pii vyhledavani schopni najit
tolik potifebnou polovinu.

recepty

Zkusme ale provést jednoduchy myslenkovy pokus:
Vyhledavaci stromy

Predstavme si, jakymi vSemi moznymi cestami se miZe v naSem poli binér-
ni vyhledavani ubirat. Na zacatku porovnavame s prostiednim prvkem a podle
vysledku se vydame jednou ze dvou moznych cest (nebo rovnou zjistime, ze se
jedna o hledany prvek, ale to neni moc zajimavy piipad). Na kazdé cesté nés
zase Cekd porovnani se stfedem prislusného intervalu a to nés opét posle jednou
ze dvou dalsich cest atd. To si mtizeme prehledné popsat pomoci stromu:

Jeden vrchol stromu prohldsime za kofen a ten bude
odpovidat celému poli (a jeho prostiednimu prvku). K né- e
mu budou pfipojené vrcholy obou polovin pole (opét obsa- o e
hujici pfislusné prostiedni prvky) a tak dale. Ovem jakmi-
le zname tento strom, muzeme nas pulici algoritmus prova- e e @
dét pfimo podle stromu (ani k tomu nepotfebujeme vidét
ptivodni pole a umét v ném hledat poloviny): za¢neme v kofeni, porovndme a
podle vysledku se budto presuneme do levého nebo pravého podstromu, a tak
dale. Kazdy prubéh algoritmu bude tedy odpovidat néjaké cesté z kofene stromu
do hledaného vrcholu.

Ted si ale v§imnéte, ze aby hledani hodnoty podle stromu fungovalo, strom
viibec nemusel vzniknout pilenim intervalu — stacilo, aby v kazdém vrcholu plati-
lo, ze vSechny hodnoty v levém podstromu jsou mensi nez tento vrchol a naopak
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hodnoty v pravém podstromu vétsi. Hledani v témze poli by také popisovaly
nésledujici stromy (napt.):

Hledaci algoritmus podle jinych stromti samoziejmé uz nemusi mit pék-
nou logaritmickou slozitost (kdybychom hledali podle ,degenerovaného stromu
z pravého obrazku, trvalo by to dokonce linedrné). Diilezité ale je, ze takovéto
stromy se daji pomérné snadno modifikovat a Ze je pii troSe Sikovnosti muzeme
udrzet dostatec¢né podobné idealnimu piileni intervalu. Pak bude hloubka stromu
stale O(log N), tim padem i ¢asova slozitost hledani, a jak za chvilku uvidime, i
mnohych dalsich operaci.

Definice

Zkusme si tedy pofadné nadefinovat to, co jsme pravé vymysleli:

Bindrni vyhleddvaci strom (podomécku BVS) je bud prdzdna mnoZina nebo
kofen obsahujici jednu hodnotu a majici dva podstromy (levy a pravy), coz jsou
opét BVS, ovSem takové, ze vSechny hodnoty uloZené v levém podstromu jsou
mensi nez hodnota v kofeni, a ta je naopak mensi nez vSechny hodnoty ulozené
v pravém podstromu.

Umluva: Pokud z je kofen a L, a R, jeho levy a pravy podstrom, pak ko-
Fentim téchto podstromi (pokud nejsou prazdné) budeme fikat levy a pravy syn
vrcholu x a naopak vrcholu z budeme fikat otec téchto synu. Pokud je néktery
z podstromt prazdny, pak vrchol x piislusného syna nemaé. Vrcholu, ktery nema
zadné syny, budeme fikat list vyhledavaciho stromu. VSimnéte si, ze pokud z ma
jen jediného syna, musime stale rozliSovat, je-li to syn levy nebo pravy, proto-
ze potfebujeme udrzet spravné usporaddani hodnot. Také si vS§imnéte, ze pokud
zname syny kazdého vrcholu, miuzeme jiz rekonstruovat vSechny podstromy.

Kazdy BVS také mtuzeme popsat velmi jednoduchou strukturou v paméti:

struct vrchol {
struct vrchol *levy, *pravy; // synové
int x; // hodnota ve vrcholu

}

Pokud néktery ze synt neexistuje, zapiSeme do pfislusné polozky hodnotu
NULL.
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Hledani
V fe¢i BVS muZeme pfeformulovat nas vyhledavaci algoritmus takto:

/* Dostane kofen stromu a hodnotu. Vrati vrchol,
kde se nachazi, nebo NULL, neni-1i. */
struct vrchol *strom_najdi(struct vrchol *v,

int x)
{
while (v != NULL && v->x != x) {
if (x < v->x)
v = v->levy;
else
v = v->pravy;
}
return v;
}

Funkce strom najdi bude pracovat v ¢ase O(h), kde h je hloubka stromu,
protoze zac¢ind v kofeni a v kazdém priichodu cyklem postoupi o jednu hladinu
nize.

Vkladani

Co kdybychom chtéli do stromu vlozit novou hodnotu (aniz bychom se ted
starali o to, zda tim strom nemuze degenerovat)? Sta¢i zkusit hodnotu najit
a pokud tam jesté nebyla, urc¢ité pri hledani narazime na odbocku, kterd je
NULL. A pfesné na toto misto pfipojime nové vytvoreny vrchol, aby byl spravné
uspofadan vzhledem k ostatnim vrcholim (Ze tomu tak je, plyne z toho, Ze
pfi hledani jsme postupné vyloucili vSechna ostatni mista, kde nova hodnota
byt nemohla). Naprogramujeme opét snadno, tentokrate si ukdzeme rekurzivni
zachazeni se stromy:

/* Dostane kofen stromu a hodnotu ke vloZeni,
vrati novy kofen. */
struct vrchol *strom_vloz(struct vrchol *v,
int x)
{
if (v == NULL) { // prazdnjy strom
// zaloZzime novy kofen
v = malloc(sizeof (struct vrchol));
v->levy = v->pravy = NULL;
V->X = X;
} else if (x < v->x) // vkladame vlevo
v->levy = strom_vloz(v->levy, x);
else if (x > v->x) // vkladame vpravo
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v->pravy = strom_vloz(v->pravy, x);
return v;

Mazani

Mazani bude o kousicek pracnéjsi, musime totiz rozlisit t¥i pripady: Pokud
je mazany vrchol list, stac¢i ho vyménit za NULL. Pokud méa pravé jednoho syna,
sta¢i nas vrchol v ze stromu odstranit a syna prepojit k otci v. A pokud mé syny
dva, najdeme nejvétsi hodnotu v levém podstromu (tu najdeme tak, ze ptjdeme
jednou doleva a pak pofad doprava), umistime ji do stromu namisto mazaného
vrcholu a v levém podstromu ji pak smazeme (coz uz umime, protoze ma 1 nebo
0 synt1). Program nasleduje:

KSP

/* Parametry stejné jako strom_vloz */
struct vrchol *strom_vymaz(struct vrchol *v,
int x) recepty
{
struct vrchol *w, *ret = v;
if (v == NULL) return v; // prazdny strom
else if (x < v->x) // hledéme x
v->levy = strom_vymaz(v->levy, x);
else if (x > v->x)
v->pravy = strom_vymaz(v->pravy, Xx);
else { // nasli jsme x ... jaké ma syny?
if (v->levy == NULL
&% v->pravy == NULL) { // Zadné
free(v);
return NULL;
} else if (v->levy == NULL) {
// jen pravy syn
ret = v->pravy;
free(v);
return ret;
} else if (v->pravy == NULL) {
// jen levy syn
ret = v->levy;
free(v);
return ret;
} else { // ma& oba dva syny
w = v->levy; // hledame max(L)
while (w->pravy != NULL)
W = w->pravy;
v->x = w->x; // prohazujeme
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// maZeme pivodni max(L)
v->levy = tree_del(v->levy, w->X);

}
return v;

}

Kdyz do stromu z naseho prvniho obrazku zkusime pridavat nebo z néj

odebirat prvky, dopadne to takto:
KSP e

e Insert 1 @ e Delete 4 e

recepty

(5) (@)
e Delete 2 e e Delete 5 e
@ © @ ©

Jak vkladani, tak mazani opét budou trvat O(h), kde h je hloubka stromu.
Ale pozor, jejich pouzivanim miize h nekontrolovatelné riist (v zévislosti na poc¢tu
prvki ve stromeé).
Cvieni
e Zkuste najit néjaky priklad, kdy h dosdhne az N — pri postupném budovani
stromu operacemi vkladani i pfi mazani ze stromu hloubky O(log N).

Prochazeni stromu

Pokud bychom chtéli vSechny hodnoty ve stromu vypsat, sta¢i strom re-
kurzivné projit a sama definice usporadani hodnot ve stromu ndm zajisti, ze
hodnoty vypiSeme ve vzestupném potradi: nejdiive levy podstrom, pak kofen a
pak podstrom pravy. Casova slozitost je, jak se snadno nahlédne, linearni, pro-
toze stravime konstantni ¢as vypisovanim kazdého prvku a prvki je prave N.
Program bude opét piimocary:

void strom_ukaz(struct vrchol *v){
if (v == NULL)
return; // neni co dal délat
printf("(");
strom_ukaz (v->levy) ;
printf (")\%d(",v->x);
strom_ukaz (v->pravy) ;
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printf(")");
}

Vyvazené stromy

S bindrnimi stromy lze délat vselijaka kouzla a prakticky vSechny stromové
algoritmy maji spole¢né to, Ze jejich ¢asova slozitost je linearni v hloubce stromu.
(Pravda, pravé ten posledni je vyjimka, le¢ vSechny prvky rychleji nez linedrné
s N opravdu nevypiSeme.)

Jenze jak jsme vidéli, neopatrnym insertovanim a deletovanim prvkd mo-
hou snadno vznikat vselijaké degenerované stromy, které maji linearni hloubku.
Abychom tomu zabranili, musime stromy vyvaZovat. To znamena definovat si né-
jaké sikovné omezeni na tvar stromu, aby hloubka byla vzdy O(log N). Moznosti

Dokonale vyvdZeny budeme fikat takovému stromu, ve kterém pro kazdy
vrchol plati, ze pocet vrcholi v jeho levém a pravém podstromu se lisi nejvyse
o jednicku. Takové stromy kopiruji déleni na poloviny p¥i binarnim vyhledavani,
a proto maji vzdy logaritmickou hloubku. Jediné, ¢im se lisi, je, ze mohou zao-
krouhlovat na obé strany, zatimco nas pulici algoritmus zaokrouhloval polovinu
vzdy dola, takze levy podstrom nemohl byt nikdy vétsi nez pravy.

Z toho také plyne, Ze se snadnou modifikaci piliciho algoritmu dé dokonale
vyvazeny BVS v linearnim ¢ase vytvorit ze setfidéného pole. Bohuzel se ale pfi
Insertu a Deletu nedd v logaritmickém c¢ase strom znovu vyvazit.

AVL stromy

Zkusime tedy vyvazovaci podminku trochu uvolnit a vyzadovat, aby se
u kazdého vrcholu lisily o jednicku nikoliv velikosti podstromi, nybrz pouze
jejich hloubky. Takovym stromim se fikd AVL stromy a mohou vypadat tfeba

Kazdy dokonale vyvazeny strom je také AVL stromem, ale jak je vidét
na predchozim obrazku, opacné to platit nemusi. To, Ze hloubka AVL stromi
je také logaritmickd, proto neni uplné ziejmé a zaslouzi si to trochu dokazovani:

Véta: AVL strom o N vrcholech mé hloubku O(log N).

Diikaz: Oznac¢me A, nejmensi mozny pocet vrcholi, jaky mize byt v AVL
@ stromu hloubky d. Snadno zjistime, ze A} = 1, Ay =2, A3 =4a A, =7
(pFislusné minimalni stromy najdete na predchozim obrazku). Navic plati, Ze
Ay = 1+ Ag_1 + Ag_o, protoze kazdy minimélni strom hloubky d musi mit
koten a 2 podstromy, které budou opét minimalni, protoze jinak bychom je mohli
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vymeénit za minimélni a tim snizit pocet vrcholi celého stromu. Navic alespon
jeden z podstromd musi mit hloubku d — 1 (protoze jinak by hloubka celého
stromu nebyla d) a druhy hloubku d — 2 (podle definice AVL stromu mtze mit
d — 1 nebo d — 2, ale s mensi hloubkou bude mit evidentné méné vrcholi).

Spocitat, kolik presné je Ay, neni Uplné snadné. Nam vsak postaci dokazat,
7e Ag > 2%/2. To provedeme indukci: Pro d < 4 to plyne z ruéné spoéitanych
hodnot. Prod > 4je Ag = 1+ Ag_1+Ag_o > 2(471/24.2(d=2)/2 — 9d/2.(9=1/2 4
271 > 24/2 (soucet &isel v zavorce je ~ 1.207).

Jakmile uz vime, 7e A, roste s d alespoii exponencialné, tedy ze 3¢ : Ag > ¢,
dikaz je u konce: Mame-li AVL strom 7" na N vrcholech, najdeme si nejmensi d
takové, ze Ay < N. Hloubka stromu 7' miZe byt maximdalné d, protoZze jinak
by T musel mit alesponi A441 vrchold, ale to je vice nez N. A jelikoz A, rostou
exponencialng, je d <log. N, ¢ili d = O(log N). Q.E.D.

AVL stromy tedy vypadaji nadéjné, jen stale nevime, jak provadét Insert a
Delete tak, strom ztstal vyvazeny. Nemtizeme si totiz dovolit strukturu stromu
meénit libovolné — stale musime dodrzovat spravné usporadani hodnot. K tomu se
nam bude hodit zavést si néjakou mnozinu operaci, o kterych dokazeme, ze jsou
korektni, a pak strukturu stromu ménit vzdy jen pomoci téchto operaci. Budou
to rotace a dvojrotace.

Rotace

Rotaci bindrniho stromu (respektive né&jakého podstromu) nazveme jeho
,brekofenéni“ za nékterého ze synt korene. Misto formalni definice ukazme radéji
obrazek (trojuhelnik zastupuje podstrom, ktery muze byt v nékterych piipadech
i prazdny):

® )
o h—A &
/a\ /B\ /B\ /O

Strom jsme piekorenili za vrchol y a pfepojili jednotlivé podstromy tak,
aby byly vzhledem k = a y opét uspofddané spravné (vSimnéte si, Ze je jen
jediny zpisob, jak to udélat). Jelikoz se tim okoli vrcholu y ,otoéilo* po sméru
hodinovych rucicek, ik se takové operaci rotace doprava. Inverzni operaci (t;.
prekofenéni za pravého syna kotene) se iika rotace doleva a na nasem obrazku
odpovida prechodu zprava doleva.

Dvojrotace

Také si nakreslime, jak to dopadne, kdyz provedeme dvé rotace nad sebou
lisici se smérem (t]. jednu levou a jednu pravou nebo opa¢né). Tomu se ¥ika dvoj-
rotace a jejim vysledkem je prekofenéni podstromu za vnuka kofene pripojeného
»cikcak“. Radéji opét predvedeme na obrazku:
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]
O
/8N [0\

P1i vyvazovani se nam bude hodit pamatovat si u kazdého vrcholu, v jakém
vztahu jsou hloubky jeho podstromt. Tomu budeme fikat znaménko vrcholu a
bude budto 0, jsou-li oba stejné hluboké, — pro levy podstrom hlubsi a + pro
pravy hlubsi. V textu budeme znaménka, respektive vrcholy se znaménky znacit
©, © aod.

Pokud cely strom zrcadlové obratime (prohodime levou a pravou stranu),
znaménka se zméni na opafnd (& a © se prohodi, ® zlstane). Toho budeme
casto vyuzivat a ze dvou zrcadlové symetrickych situaci popiSeme jenom jednu
s tim, ze druhéa se v algoritmu zpracuje symetricky.

Znaménka

Casto také budeme potfebovat nalézt otce né&jakého vrcholu. To miizeme
zaiidit budto tak, Ze si do zdznamu popisujicich vrcholy stromu piidame jesté
ukazatele na otce a budeme ho ve vSech operacich poctivé aktualizovat, anebo
vyuzijeme toho, ze jsme do daného vrcholu museli nékudy pfijit z kofene, a celou
cestu z kofene si zapamatujeme v néjakém zasobniku a postupné se budeme
vracet.

Tim jsme si pripravili vSechny potfebné ingredience, toz s chuti do toho.

VyvaZovéni po Insertu

Kdyz provedeme Insert tak, jak jsme ho popisovali u obecnych vyhledavacich
stromt, pfibude ndm ve stromu list. Pokud se tim AVL vyvaZenost neporusila,
sta¢i pouze opravit znaménka na cesté z nového listu do kofene (vSude jinde
zustala zachovéna). Paklize porus$ila, musime s tim néco provést, konkrétné ji
sikovné zvolenymi rotacemi opravit. Popiseme algoritmus, ktery bude postupovat
od listu ke kofeni a vse potiebné zaridi.

Nejprve pridani listu samotné:

éo —» B T 0
0 0 /v 0

Pokud jsme pridali list (bez Gjmy na obecnosti levy, jinak vytesime zrcadlo-
v&) vrcholu se znaménkem ©, zménime znaménko na © a posleme o patro vys
informaci o tom, Ze hloubka podstromu se zvysila (to budeme znacit Sipkou).
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Pridali-li jsme list k &, zméni se na © a hloubka podstromu se neméni, takze
muzeme skoncit.

Nyni rozebereme pripady, které mohou nastat na vyssich hladinach, kdyz
nam z néjakého podstromu piijde Sipka. Opét budeme predpokladat, Ze prisla
zleva; pokud zprava, vyfresime zrcadlové. Pokud prisla do ¢ nebo ®, oSetfime to
stejné jako pri pridani listu:

e feoh

Pokud ale vrchol 2 mé znaménko &, nastanou potize: levy podstrom ma ted
hloubku o 2 vyssi nez pravy, takze musime rotovat. Proto se podivame o patro
niz, jaké je znaménko vrcholu y pod Sipkou, abychom védéli, jakou rotaci provést.
Jedna moznost je tato (y je ©):

b1 () — ht1 (3)

h h-1 h—1 h—-1

Tehdy provedeme jednoduchou rotaci vpravo. Jak to dopadne s hloubkami
jsme prikreslili do obrazku — pokud si hloubku podstromu A oznacime jako h,
B musi mit hloubku h — 1, protoze y je &, atd. Jen nesmime zapomenout, ze v x
jsme jeSté © nepiepoditali (vede tam preci Sipka), takze ve skutecnosti je jeho
levy podstrom o 2 hladiny hlubsi nez pravy (pavodni hloubky jsme na obrazku
naznadili [v zévorkéch]). Po zrotovani vyjdou u z i y znaménka © a celkovd
hloubka se nezméni, takze jsme hotovi.

Dalsi moznost je y jako @:

Tehdy se podivame jesté o hladinu niz a provedeme dvojrotaci. (Nemfize
se nam stat, ze by z neexistovalo, protoze jinak by v y nebylo @.) Hloubky
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opét najdete na obrazku. Jelikoz z mtze mit libovolné znaménko, jsou hloubky
podstromtt B a C' budto h nebo h — 1, coz znac¢ime h~. Podle toho pak vyjdou
znaménka vrcholil « a y po rotaci. Kazdopadné vrchol z vzdy obdrzi ® a celkova
hloubka se neméni, takze koncime.

Posledni moznost je, ze by y byl ®, ale tu vyfesime velmi snadno: vSimneme
si, ze nemuze nastat. Kdykoliv totiz posilame Sipku nahoru, neni pod ni ©.
(Kontrolni otazka: jak to, Ze & muze nastat?)

VyvaZovani po Deletu

Vyvazovani po Deletu je trochu obtiznéjsi, ale také se da popsat par obrazky.
Nejdiive opét rozebereme zakladni situace: odebirame list (bez (jmy na obecnosti
(BUNO) levy) nebo vnitini vrchol s jedinym synem (tehdy ale musi byt jeho
jediny syn listem, jinak by to nebyl AVL strom):

b peb g

Sipkou dolt znac¢ime, ze o patro vys posilame informaci o tom, Ze se hloubka
podstromu snizila o 1. Pokud Sipku dostane vrchol typu © nebo ©®, vyresime to

snadno:
- g 20 E 20 » g 2+

Problematické jsou tentokrate ty pripady, kdy sipku dostane @&. Tehdy se
musime podivat na znaménko opacného syna a podle toho rotovat. Prvni moznost
je, ze opacny syn ma @:

h+3] ()

[h+1 ()" h+2

Tehdy provedeme rotaci vlevo, x i y ziskaji nuly, ale celkova hloubka stromu
se snizi o hladinu, takze nezbyva, nez poslat sipku o patro vys.
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Pokud by y byl ®:

h+1 h+1

KSP Opét rotace vlevo, ale tentokrate se zastavime, protoze celkova hloubka se
nezmeénila.
Posledni, nejkomplikovanéjsi moznost je, ze by y byl ©:

recepty

V tomto pfipadé provedeme dvojrotaci (z uréité existuje, jelikoz y je typu ©),
vrcholy = a y obdrzi znaménka v zavislosti na pivodnim znaménku vrcholu z a
cely strom se snizil, takze pokracujeme o patro vys.

Happy end

Jak pfi Insertu, tak pri Deletu se nam podafilo strom upravit tak, aby
byl opét AVL stromem, a trvalo ndm to linedrné s hloubkou stromu (konédme
konstantni praci na kazdé hlading), ¢ili stejné jako trva Insert a Delete samotny.
Jenze o AVL stromech jsme jiz dokazali, ze maji hloubku vzdy logaritmickou,
takZe jak hleddni, tak Insert a Delete zvladneme v logaritmickém c¢ase (vzhledem
k aktudlnimu poétu prvkl ve stromu).

Dalsi typy stromu

AVL stromy samoziejmé nejsou jediny zpiusob, jak zavést stromovou datovou
strukturu s logaritmicky rychlymi operacemi. Jaké jsou dalsi?

2-3-stromy nemaji v jednom vrcholu ulozenu jednu hodnotu, nybrz jednu
nebo dvé (a synové jsou pak 2 nebo 3, odtud nézev.) Pfiddme navic pravidlo,
ze vSechny listy jsou na téze hladiné. Hloubka vyjde logaritmickd, vyvazovani
fesime pomoci spojovani a rozdélovani vrchold.

Cerveno-cerné stromy si misto znamének vrcholy barvi. Kazdy je budto
¢erveny nebo ¢erny a plati, ze nikdy nejsou dva cervené vrcholy pod sebou a ze
na kazdé cesté z kotene do listu je stejny pocet ¢ernych vrchola. Hloubka je pak
znovu logaritmicka.
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Po Insertu a Deletu barvy opravujeme rotovanim a prebarvovanim na cesté
do kofene, jen je potfeba rozebrat podstatné vice pripadd nez u AVL stromu.
(Za to jsme ale odménéni tim, ze nikdy nedélame vice nez 2 rotace.) Polet pti-
padt k rozebrani lze omezit zpfisnénim podminek na umisténi ¢ervenych vrchold
— dvéma ruznym takovym zpiisnénim se iika AA-stromy a left-leaning cerveno-
cerné stromy.

Interpretujeme-li cervené vrcholy jako rozsifeni otcovského vrcholu o dalsi
hodnoty, pochopime, Ze jsou ¢erveno-¢erné stromy jen jinym zpusobem zaznamu
2-4-stromu. Pro¢ se takovy krypticky preklad déla? S tfemi potomky vrcholu a
dvéma hodnotami se pracuje nesikovné.

V pripadé splay stromu nezavadime zadnou vyvazovaci podminku, nybrz
definujeme, ze kdykoliv pracujeme s néjakym vrcholem, vzdy si jej vyrotujeme
do kofene a pokud to jde, preferujeme dvojrotace. Takové operaci se fika Splay
a daji se pomoci ni definovat operace ostatni: Find hodnotu najde a poté na ni
zavola Splay. Insert si necha vysplayovat predchiidce nové hodnoty a vlozi novy
vrchol mezi predchtidce a jeho pravého syna. Delete vysplayuje mazany prvek,
pak uvniti pravého podstromu vysplayuje minimum, takze bude mit jen jednoho
syna a muzeme jim tedy nahradit mazany prvek v kofeni.

Jednotlivé operace samoziejmé mohou trvat az linearné dlouho, ale da se
o nich dokéazat, ze jejich amortizovand sloZitost je vzdy O(log N). Tim chceme
Tici, ze provést t po sobé jdoucich operaci zac¢inajicich prazdnym stromem trva
O(t - log N) (nékteré operace mohou byt pomalejsi, ale to je vykoupeno vétsi
rychlosti jinych).

To u vétsiny pouziti staéi — datovou strukturu obvykle pouzivate uvnitf
néjakého algoritmu a zajimé vas, jak dlouho bézi vSechny operace dohromady
— a navic je Splay stromy daleko snazsi naprogramovat nez néjaké vyvazované
stromy. Mimo to maji Splay stromy i jiné krasné vlastnosti: pfizpasobuji sviij
tvar Cetnostem hledani, takze ¢asto hledané prvky jsou pak bliz ke koteni, snadno
se daji rozdélovat a spojovat, atd.

Treapy jsou randomizované vyvazované stromy: néco mezi stromem (tree) a
haldou (heap). Kazdému prvku pfitadime vdhu, coZ je ndhodné ¢islo z intervalu
(0,1). Strom pak udrzujeme uspofadany stromové podle hodnot a haldové podle
vah (vSimnéte si, Ze tim je jeho tvar uréen jednozna¢né, pokud tedy jsou vSechny
véhy navzajem rtzné, coz skoro jisté jsou). Insert a Delete opravuji haldové uspo-
fadani velmi jednoduse pomoci rotaci. Casové sloZitost v priimérném piipadé je
O(log N).

BB-a stromy nabizi zobecnéni dokonalé vyvaZenosti jinym smérem: zvoli-
me si vhodné ¢islo a a vyzadujeme, aby se velikost podstromii kazdého vrcholu
lisila maximalné a-krat (prazdné podstromy néjak oSetfime, abychom nedélili
nulou; dokonald vyvazenost odpovidd o = 1 (aZ na zaokrouhlovani)). V kazdém
vrcholu si budeme pamatovat, kolik vrchol obsahuje podstrom, jehoz je kote-
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nem, a po Insertu a Deletu pfepocitame tyto hodnoty na cesté zpét do korene a

zkontrolujeme, jestli je strom jesté stale a-vyvazeny.

Pokud ne, najdeme nejvyssi misto, ve kterém se velikosti podstromu prilis
lisi, a vSe od tohoto mista doli znovu vytvorime algoritmem na vyrobu doko-
nale vyvazenych stromt. Ten, pravda, bézi v linearnim case, ale ¢im vétsi pod-
strom prebudovavame, tim to délame méné c¢asto, takze vyjde opét amortizované
O(log N) na operaci.

Cvieni

e Jak konstruovat dokonale vyvazené stromy?

e Jak pomoci toho naprogramovat BB-a stromy?

e Najdéte algoritmus, ktery k prvku v obecném vyhledavacim stromu najde
jeho naslednika, coz je prvek s nejblizsi vyssi hodnotou (zde predpokladejte,
ze ke kazdému prvku méate ulozeny ukazatel na jeho otce).

e Jak vypsat cely strom tak, ze zacnete v minimu a budete postupné hledat
nésledniky? (I kdyz nalezeni néslednika muze trvat az O(h), vSimnéte si, ze
projiti celého stromu pfes nésledniky bude lineérni.)

e Jak do vrcholu stromu ukladat rtizné pomocné informace, jako tieba pocet
vrcholi v podstromu kazdého vrcholu, a jak tyto informace pii operacich se
stromem (pfi Insertu, Deletu, rotaci) udrzovat?

e Ukazte, ze lze libovolny interval (a, b) rozlozit na logaritmicky mnoho inter-
valti odpovidajicich podstromim vyvazeného stromu.

e Ukazte, ze zkombinovanim pfedchozich dvou cviceni lze odpovidat i na otaz-
ky typu ,kolik si strom pamatuje hodnot ze zadaného intervalu“ v logarit-
mickém case ...

Poznamky

e Predstavte si, ze budujete binarni vyhledavaci strom vkladanim prvki v na-
hodném potadi. Obecné nemusi byt vyvazeny, ale v primeéru v ném bude
mozné vyhleddvat v ¢ase O(log V). Zadny div: Stromy, které ndm vzniknou,
odpovidaji pfesné moznym prubéhiim QuickSortu, ktery mé priamérnou ca-
sovou slozitost O(N log N).

e Pokud bychom pripustili, ze se mohou vyskytnout dva stejné zaznamy, bu-
dou stromy stéle fungovat, jen si musime dat o néco vétsi pozor na to, co
vsechno pfi operacich se stromem muze nastat.

e Jakpak prisly AVL stromy ke svému jménu? Podle Adelsona-Velského a Lan-
dise, ktefi je objevili.

® Rekurenci Ay =1+ Ag_ 1+ Ag_2, A1 =1, A3 = 2 pro velikosti minimélnich
AVL stromtl je samoziejmé mozné vyfesit i presné. Zadné prekvapeni se
nekond, objevi se totiz stard znam4 Fibonacciho éisla: A,, = F,, 1o — 1.

Martin ,Medvéd*“ Mares & Tomas Valla
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Kucharka treti série — haldy a Dijkstrav algoritmus

Dnesni povidani o algoritmech a datovych strukturach se bude zabyvat jed-
nim z nejznaméjsich algoritmi: Dijkstrovym algoritmem pro hledani nejkratsich
cest v grafech. K tomu (a nejenom k tomu) se ndm bude hodit Sikovna datova
strukturka zvana halda, tak si predvedeme nejdiive ji.

Halda

Halda je datové struktura pro uchovavani mnoziny ¢isel (¢i jakychkoliv ji-
nych prvki, na kterych mame definovano usporadani, tj. umime pro kazdou
dvojici prvku Fici, ktery z nich je mensi). Tato datova struktura obvykle pod-
poruje nasledujici operace: Pridani nového prvku, nalezeni nejmensiho prvku a
odebrani nejmensiho prvku. My si ukdzeme jednoduchou implementaci haldy,
kterd bude pfi uloZzeni N prvki potfebovat ¢as O(log N) na ptidani ¢i odebrani
jednoho prvku a O(1) (tj. konstantni) na zjisténi hodnoty nejmensiho prvku.

KSP

Nase implementace bude vypadat nasledovné: Pokud halda obsahuje N prv- = recepty
ki1, ulozime jeji prvky do pole na pozice 1 az N. Prvek na pozici £ bude mit dva
ndsledniky, a to prvky na pozicich 2k a 2k + 1; samoziejmé, pokud je k velké,
a tedy napf. 2k + 1 > N, méa takovy prvek jen jednoho ¢i dokonce zadného na-
slednika. Naopak prvek na pozici | k/2| nazveme predchidcem prvku na pozici
k. Ti z vas, ktefi znaji binarni stromy, v tomto jisté rozpoznali zpisob, jak v po-
li uchovévat iplné bindrni stromy (néslednici jsou synové a predchudci otcové
v obvyklé stromové terminologii, prvek ¢. 1 je kofen stromu).

Prvky haldy vSak v poli neuchovavame v tplné libovolném potradi. Chceme,
aby platilo, ze kazdy prvek je mensi nebo roven vsem svym naslednikiim. Nase
halda tedy miize vypadat napt. takto:

1121345167 |8]9
5 | 6 [20]25] 7 |21 ]22]|26| 27

Tomu odpovida tento strom:

Z toho, co jsme si pravé popsali, je jasné, ze nejmensi prvek je ulozen na po-
zici s indexem 1, a tedy mtuzeme snadno v konstantnim case zjistit jeho hodnotu.
Jesté prozradime, jak lze prvky do haldy rychle pridavat a odebirat:
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Jestlize halda obsahuje N prvki, pak novy prvek, fikejme mu tfeba x, pfi-
dame na konec pole, tj. na pozici s indexem N + 1. Nyni = porovname s jeho
predchtidcem. Pokud je jeho predchtidce mensi, je vse v poradku a jsme hotovi.
V opacném piipadé z s jeho predchiidcem prohodime. Tim jsme problém napra-
vili, ale nyni mtze byt £ mensi nez jeho novy predchidce. To lze napravit dalsim
prohozenim a tak budeme pokracovat déle, nez se budto dostaneme do situace,
kdy uz je x vétsi nebo rovno svému predchtidci, nebo ,vybubld®“ az do korene
haldy, kde uz zadného predchiidce nemé. Protoze se v kazdém kroku pozice, na
niz se prvek x pravé nachazi, zmensi alespon na polovinu, provedeme dohromady
nejvyse O(log N) vymén, a tedy spotfebujeme ¢as O(log N).

Odebirani nejmensiho prvku probihd podobné: Prvek z posledni pozice (tj.
z pozice N) pfesuneme na pozici 1, tedy misto minima. Misto s pfedchudci jej
vSak porovname s jeho nasledniky a v ptipadé, ze je vétsi nez néktery z jeho
néslednikt, opét je prohodime (pokud je vétsi nez oba néslednici, prohodime ho
s mensim z nich). A protoze se ndm v kazdém kroku index ,bublajiciho“ prvku
v poli alespori zdvojnésobi, opét spotfebujeme ¢as O(log N).

Jako cvifeni si rozmyslete, ze v ¢ase O(log N) lze z haldy smazat dokon-
ce libovolny prvek, pokud si ovSem pamatujeme, kde se v haldé nachézi. Také
muzeme prvek ponechat a jen zménit jeho hodnotu.

Jesté si predvedeme program:

var halda: array[1..MAX] of integer;
N: integer; { polet prvkt v haldé }

function nejmensi: integer;
begin

nejmensi:=haldal[1]
end;

procedure vloz(prvek: integer);
var i, x: integer;
begin
N:=N+1; i:=N;
halda[i] :=prvek;
while (i>1) and (halda[i div 2]>haldali])
do begin
x:=haldal[i div 2];
haldal[i div 2]:=haldal[il;

haldali] :=x;
i:=i div 2
end

end;
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procedure smaz_nejmensi;
var i, j, x: integer;

begin
halda[1] :=haldal[N];
N:=N-1; i:=1;
while 2%i<=N do begin
jo=1i;

if halda[jl>halda[2*i] then j:=2%i;

if (2*i+1<=N) and (halda[j]l>halda[2*i+1])
then j:=2xi+1;

if i=j then break;

x:=haldali]; haldali]:=haldal[j];

haldalj] :=x;
i:=]
end
end;
HeapSort

Kdyz uz mame k dispozici haldu, mizeme pomoci ni napfiklad snadno t¥idit
¢isla. Mame-li N cisel, kterd chceme setfidit, vytvoiime si z nich nejprve haldu
o N prvcich (naptiklad postupnym vklddanim do préazdné haldy), naceZ z ni bu-
deme postupné N-krat odebirat nejmensi prvek. Tim ziskdme prvky ptivodniho
pole v rostoucim potadi. Celkové provedeme N vloZzeni, N nalezeni minima a N
smazani. To v8e dohromady stihneme v ¢ase O(N log N).

Nez si ukdzeme program, pridame jesté dva triky, které nam implementaci
znacné usnadni. Pfedné si vSe ulozime do jednoho pole — to bude pii plnéni hal-
dy obsahovat na svém zacatku haldu a na konci zbytek vstupniho pole, pfitom
zbytek pole se bude postupné zmensovat a uvoliovat tak misto haldé; naopak
v druhé poloviné algoritmu budeme zmensovat haldu a do volného prostoru ukla-
dat setfidéné prvky. K tomu se nam bude hodit ziskavat prvky v opa¢ném potradi,
proto si upravime haldu tak, aby udrzovala nikoliv minimum, nybrz maximum.

Druhy trik spociva v tom, ze nebudeme haldu vytvafet postupnym vkla-
danim, nybrz naopak zabubldvanim prvki (podobnym, jako délame pfi mazani
minima) od konce. VSimnéte si, ze takto také ziskdme spravné nerovnosti mezi
prvky a jejich nasledniky, a dokonce tak zvladneme celou haldu vytvorit v line-
arnim case (proc¢ to tak je, si zkuste dokdzat sami, sta¢i si uvédomit, kolikrét
zabubldvame které prvky). Zbytek tfidéni bohuzel nadale zistava O(N log N).

Tomuto algoritmu se obvykle k& HeapSort (¢ili t¥idéni haldou) a je jednim
z méla znamych rychlych t¥idicich algoritmil, které nepotiebuji pomocnou pamét.
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type Pole = arrayl[1..MAXN] of Integer;

procedure HeapSort(var A: Pole);
var i, x: integer;
procedure bublej(m, i: integer);
{ zabublani prvku: m je velikost haldy,
i je index zabublavaného prvku }
var j, Xx: integer;
begin
while 2*i<=m do begin
Ji=2%1;
if (j<m) and (A[j+11>A[j]) then j:=j+1;
if A[i]>=A[j] then break;
x:=A[i]; A[il:=A[j]; A[jl:=x;
i:=j;
end;
end;
begin
for i:=N div 2 downto 1 do bublej(N,i);
{ vybirej maximum }
for i:=N downto 2 do begin
x:=A[1]; A[1]:=A[4i]; A[i]:=x;
bublej(i-1, 1);
end;
end;

Dijkstruv algoritmus

Nyni jiz konecéné k slibenému Dijkstrovu algoritmu. Tento algoritmus dosta-
ne orientovany graf s hranami ohodnocenymi nezdpornymi ¢isly (viz kuchaika
o grafech)® a nalezne v ném nejkratsi cestu mezi dvéma zadanymi vrcholy. Ve
skutecnosti tento algoritmus déld o malinko vice: Najde totiz nejkratsi cesty
z jednoho zadaného vrcholu do vsech ostatnich.

Necht vg je vrchol grafu, ze kterého chceme urcit délky nejkratsSich cest.
Budeme si udrzovat pole délek zatim nalezenych cest z vrcholu vy do vSech
ostatnich vrcholi grafu. Navic u nékterych vrcholt budeme mit poznamenéno,
ze cesta nalezena do nich je uz ta nejkratsi mozna. Takovym vrcholim budeme
tikat definitivni. Na zacatku inicializujeme v poli vsechny hodnoty na co kromé
hodnoty odpovidajici vrcholu vy, kterou inicializujeme na 0 (délka nejkratsi cesty
z vy do vy je 0). V kazdém kroku algoritmu pak provedeme nasledujici: Vybereme
vrchol w, ktery jesté neni definitivni, a mezi vSemi takovymi vrcholy je délka
zatim nalezené cesty do néj nejkratsi mozna. Vrchol w prohlasime za definitivni.

5 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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Dale otestujeme, zda pro néjaky vrchol v cesta z vrcholu vy do w a pak po hrané
z w do v neni kratsi, nez zatim nalezena cesta z vy do v, a je-li tomu tak, upravime
délku zatim nalezené cesty do v. Toto provedeme pro vsechny takové vrcholy v.
Cely algoritmus skon¢i, pokud jsou uz vSechny vrcholy definitivni nebo vSechny
vrcholy, co nejsou definitivni, maji délku cesty rovnou oo (v takovém piipadé se
graf sklad4 z vice nesouvislych ¢ésti).

Ptedtim nez dokazeme, ze pravé predstaveny algoritmus opravdu nalezne
délky nejkratsich cest z vrcholu vy, se zamysleme nad jeho ¢asovou slozitosti.

Pro kazdy z N vrcholu si délku dosud nalezené cesty uchovame v poli. Cely
algoritmus provede nejvyse N kroku, protoze v kazdém kroku nam pribyde je-
den definitivni vrchol. Ten vybirdme jako minimum z délky aktudlni cesty pres
vSechny dosud nedefinitivni vrcholy, kterych je O(N). V kazdém kroku musi-
me zkontrolovat tolik vrcholi v, kolik hran vede z vrcholu w. Pocet takovych
zmén pro vSechny kroky dohromady je pak nejvyse O(M), kde M je pocet hran
vstupniho grafu. Z toho vyjde ¢asové slozitost O(N? + M), ¢ili O(N?), jelikoz
M je nejvyse N2. Tuto implementaci Dijkstrova algoritmu najdete na konci nasi
kuchaiky.

K uchovavani délek dosud nalezenych nejkratsich cest mizeme ovSem pou-
zit haldu. Ta bude na zacatku obsahovat N prvka a v kazdém kroku se pocet
jejich prvki snizi o jeden: Nalezneme a smazeme nejmensi prvek, to zvladneme
v ¢ase O(log N), a pfipadné upravime délky nejkratsich cest do sousedii pravé
zpracovavaného vrcholu. To pro kazdou hranu trva rovnéz O(log N), celkové za
vSechny hrany tedy O(M log N). Z toho vyjde celkova ¢asovd slozitost algoritmu
O((N + M)log N), a to je pro ,iidké* grafy (tedy grafy s M < N?) vyrazné
lepsi.

Vratme se nyni k dikazu spravnosti Dijkstrova algoritmu. Ukdzeme, Ze po
kazdém kroku algoritmu plati nasledujici tvrzeni: Necht A je mnozina defini-
tivnich vrcholt. Pak délka dosud nalezené cesty z vy do v (v je libovolny vrchol
grafu) je délka nejkratsi cesty vovy . .. viv takové, ze vSechny vrcholy vg, vy, ..., v
jsou v mnoziné A. Tvrzeni dokézeme indukci dle poc¢tu krokii algoritmu, které
jiz. probéhly. Tvrzeni zfejmé plati pfed a po prvnim kroku algoritmu. Necht w je
vrchol, ktery byl v predchozim kroku prohlasen za definitivni. UvaZzme nejprve
néjaky vrchol v, ktery je definitivni. Pokud v = w, tvrzeni je triviadlni. V opac-
ném piipadé ukazeme, ze existuje nejkratsi cesta z vy do v pres vrcholy z A,
ktera nepouziva vrchol w. Oznacme D délku cesty z vy do v pfes vrcholy A bez
vrcholu w. Protoze v kazdém kroku vybirame vrchol s nejmensim ohodnocenim
a ohodnoceni vybranych vrcholi v jednotlivych krocich tvoti neklesajici posloup-
nost (vadhy hran jsou nezdporné!), tak délka cesty z vy do w pres vrcholy z A je
alespori D. Ale potom délka libovolné cesty z vg do v pres w pouzivajici vrcholy
z A je alesponn D. Z volby D pak vime, ze existuje nejkratsi cesta z vg do v pres
vrcholy z A, kterd nepouziva vrchol w.
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Nyni uvazme takovy vrchol v, ktery neni definitivni. Necht vgvy ... vxv je
nejkratsi cesta z vy do v takova, ze vsechny vrcholy vg, vy, ..., v jsou v mnozi-
né A. Pokud v = w, pak jsme ohodnoceni v zménili na délku této cesty v pravé
probéhlém kroku. Pokud v, # w, pak vgvy,...,v; je nejkratsi cesta z vy do
vj pres vrcholy z mnoziny A a tedy miZeme piedpokladat, ze zadny z vrcholt
v1,. .., v, neni w (podle toho, co jsme si rozmysleli na konci minulého odstavce).
Potom se ale délka cesty do v rovnala spravné hodnoté uz pied pravé probéehlym
krokem.

Vzhledem k tomu, Ze po poslednim kroku mnoZina A obsahuje prévé ty
vrcholy, do kterych existuje cesta z vrcholu vg, dokazali jsme, Ze nas algoritmus
funguje spravné.

Na zavér jesté poznamenejme, ze Dijkstruv algoritmus je mozné snadno
upravit tak, aby ndm kromé urceni délky nejkratsi cesty i takovou cestu nasel:
U kazdého vrcholu si v okamziku, kdy mu ménime ohodnoceni, poznamename,
ze kterého vrcholu do néj prichdzime. Nejkratsi cestu do néjakého vrcholu pak
zrekonstruujeme tak, ze u posledniho vrcholu této cesty zjistime, ktery vrchol je
predposledni, u predposledniho, ktery je predpredposledni, atd.

Poznamka pro zvidavé: existuji i jiné druhy hald, napiiklad k-regularni hal-
dy, v nichZ m4 kazdy prvek k néslednikii (rozmyslete si, jaka je v takové haldé
casova slozitost operaci a jak nastavit k v zavislosti na M a N, aby byl Dijkstrav
algoritmus co nejrychlejsi), nebo tzv. Fibonacciho halda, kterd dokdZe upravit
hodnotu prvku v konstantnim case. S tou pak umime hledat nejkratsi cesty v case
O(M + NlogN).

Vzorovou implementaci Dijkstrova algoritmu lze nalézt na nasledujici strané.

Dnesni menu Vam servirovali

Dan Krdl, Martin Mares a Petr Skoda
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Implementace Dijkstrova algoritmu

var N: word; { pocet vrchold }
vahy: array[1..MAX, 1..MAX] of integer;
{ vahy hran, -1 = hrana neexistuje }
delky: array[1l..MAX] of integer;
{ délky zatim nalezenjch cest, -1 = nekoneéno }
def: array[1l..MAX] of boolean; { definitivni? }

procedure Dijkstra(odkud: word);
var i, w, v: word;

begin
for i:=1 to N do begin
def[i]:=false; delkyl[i]:=-1;

end;
def [odkud] : =true; recepty
delky[odkud] :=0;
repeat
w:=0;

for i:=1 to N do
if not def[i] and ((w=0) or (delkyl[il<delky([w])) then
w:=i;
if w<>0 then begin
def [w] :=true;
for i:=1 to N do
if (vahy([w] [i1<>-1) and (delky[w]+vahy[w] [i]<delky[i])
then delky[i] :=delky [w]+vahy [w] [i]
end
until w=0;
end;
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Kucharika ¢tvrté série — intervalové stromy

Predstavme si, ze mame posloupnost celych ¢isel

Po,P1,---PN-1,
se kterou budeme pribézné provadét tyto dvé operace:

1. Zména jednoho ¢isla v posloupnosti.

2. Zjisténi souctu ¢isel na néjakém intervalu [a, b], tedy po + pat1 + - .. + Do.

Nejdiive se zkusime zamyslet, jak bychom tlohu fesili, kdybychom méli jen
druhou operaci, tj. dotazy na soucty na konkrétnich intervalech. K feSeni vyuzi-
jeme pole prefixovych soucti.

Pole prefixovych souctt je pole délky N +1, ve kterém na indexu i lezi soucet
prvku posloupnosti od indexu 0 az do indexu ¢ — 1. Tedy

prefli] = pl0] + ...+ pli — 1], pref[0] =0

Neni tézké si rozmyslet, ze toto pole dokdZeme jednodusSe spocitat v ¢ase O(N).

Nyni, kdyz uz zname vsechny prefixové soucty posloupnosti, umime snadno
spocitat soucet na libovolném intervalu [a, b]:

sla, b] = pref[b+ 1] — prefla)

Kazdy dotaz dokazeme zodpovédét v konstantnim ¢ase. Cely algoritmus ma tedy
slozitost O(N + D), kde N je délka posloupnosti a D je pocet dotazii.

Kdyz si do tlohy pfiddme i operaci ¢. 1 (zména ¢isla v posloupnosti), tak
se ndm pokazi ¢asova slozitost. S prefixovymi souéty stale dokdzeme dotaz ¢. 2
provadét v konstantnim case, ale pfi operaci ¢. 1 se ndm muze stat, Ze musime
zménit az vSechny prefixové soucty, takze slozitost této operace je O(N) a celkova
slozitost pro Z zmén a D dotazi je v nejhorsim ptipadé O(NZ + D).

Tato slozitost nam samoziejmé stacit nebude a pokusime se, abychom vy-
sledné intervaly uméli co nejrychleji skladat z predpocitanych hodnot a abychom
pii zméné posloupnosti museli zménit co nejméné hodnot. K tomu se nam bude
hodit datova struktura jménem intervalovy strom.

Zavedeni intervalového stromu

Intervalovy strom je dokonale vyvazeny binarni strom, jehoz kazdy list pred-
stavuje néjaky interval a vSechny ostatni vrcholy reprezentuji interval, ktery
vznikne slozenim intervali jejich synd. Zaroven intervaly vrcholti jedné hladiny
na sebe navazuji (vzdy smérem zleva doprava). Z toho vyplyva, Ze sloZenim inter-
valll z vrchold jedné hladiny dostaneme interval, ktery si pamatujeme v kofeni.
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[1.4]

[1,2] [3, 4]

1 2 3 4
Intervalovych stromu existuje vice druhti. Obvykle je rozlisujeme podle toho,
jaké informace si v nich pamatujeme. Napriklad ve stromé pro soucty si kazdy
vrchol pamatuje soucet na svém intervalu, ve stromé pro maxima si pamatuje
maximum na intervalu, apod. Mizeme ale klidné mit strom, ktery si pamatuje,
jestli cely jeho interval obsahuje jen jednu hodnotu a pokud ano, tak jakou.

[1,4] s[1,4]=7 recepty

[1,2],8[1,2]=9 [3, 4], s[3, 4] = -2

Souctovy strom

7 2 -3 1

My se ted zaméfime na intervalovy strom pro soucty a pomoci néj vyfesime
tvodni ulohu.

Na zacatku budeme chtit, aby v listech intervalového stromu byly hodnoty
puvodni posloupnosti, pficemz prvni a posledni list stromu nechame volné, poz-
déji uvidime, proc¢. Zaroven ale chceme, aby tento strom byl dokonale vyvazeny.

Posloupnost tedy prodlouzime tak, aby jeji velikost byla mocnina dvojky
minus dva (na jeji konec pfiddme néjaké prvky). Vsimnéte si, ze tim jsme strom
nezveétsili vice nez dvakrat a ze ndm nezalezi na tom, jaké prvky jsme do stromu
pridali, protoze s nimi nikdy nebudeme pracovat. Nyni k jednotlivym operacim.

Zmeénu c¢isla v posloupnosti udélame jednoduse. Zjistime, o kolik se hodnota
prvku posloupnosti zméni, najdeme odpovidajici list a k tomuto listu a ke vSem
jeho predktim pri¢teme dany rozdil. Tim jsme upravili vSechny intervaly, do
kterych tento prvek patii.

Nyni se podivejme, jak ze stromu zjistime soucet na néjakém intervalu [a, b].
Jinymi slovy: potfebujeme ze stromu vybrat takové vrcholy, aby sjednoceni jejich
intervali byl nas dotazovany interval, a zaroven chceme, aby téchto vrcholi bylo
co nejméné.

Soucet intervalu [a,b] zjistime tak, Ze si ve stromé najdeme listy reprezen-
tujici pozice a — 1 a b+ 1 posloupnosti a jejich nejblizsiho spole¢ného predka p.
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Nyni budeme postupovat z listu od a—1 az do p a vzdy kdyz do néjakého vrcholu
prijdeme z levého syna, tak do vysledku pfidame interval pravého syna. Stejné
tak postupujeme od b+ 1 k p a pokud do vrcholu pfijdeme z pravého syna, tak
pridame jeho levého syna.

Vsimnéte si, ze pri takovémto prichodu slozime cely interval. Vse je vidét
na nasledujicim obrazku:

Vybér intervalu [2, 6]

1 2 3 4 5 6 7 8

Zpisobi, jak pracovat z intervalovym stromem a zjistovani informaci z néj,
je vice. Toto byl jeden z nich.

Zména prvku posloupnosti mé ¢asovou slozitost O(log V), protoze jsme na
kazdé hladiné zménili pouze jeden interval a strom ma O(log N) hladin. Zjisténi
sou¢tu na intervalu ma také slozitost O(log IV), jelikoz jsme do vysledku ptidali
maximalné 2log /N intervalt: nejvyse log N pfi cesté z listu a —1 a log N pfi cesté
z b+ 1.

Implementace intervalového stromu

Pfi implementaci intervalového stromu vyuzijeme jeho dokonalé vyvazenosti
a budeme jej implementovat v poli (stejné jako se do pole uklada halda). Kofen
stromu bude v poli na indexu 1, vrcholy z druhé hladiny budou mit postupné
indexy 2 a 3, ..., az listy budou mit indexy N, ..., 2N — 1. V této reprezentaci
plati pro vrchol s indexem 7 nasledujici pravidla:

1. 27 a 2i + 1 jsou jeho synové.

2. |i/2] je jeho pfedek (pro ¢ > 1).

3. Pokud je i sudé, tak je vrchol levym synem, jinak pravym.

4. Pro sudé i je ¢ + 1 pravy bratr, pro liché ¢ je i — 1 levy bratr.

Nyni vime vSe potfebné, tak se podivejme na implementaci v jazyce C:

int N = 100; // velikost posloupnosti
int posl[100]; // posloupnost
int *strom; // intervalovy strom

// Deklarace funkci

void inic(int N);

void pricti(int index, int hodnota) ;
int soucet(int A, int B);
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// Inicializace intervalového stromu
// Pozor: prvky posloupnosti indexujeme 1, ..., N
void inic(int N) {
// Najdeme nejbliz8i vys8i mocninu dvojky
int listy = 1;
while (listy<N+2) listy = listy*2;
// Pro strom potfebujeme 2*(poet listd) vrchold
// (nepouzivéme strom[0])
strom = (int*)malloc(sizeof (int)*2xlisty);
N = listy;
for (int i=0; i<2*listy; i++) strom[i] = O;
// Na prislusnd mista p¥icteme hodnoty posloupnosti
for (int i=0; i<N; i++)
pricti(i, posll[il);

}

// Pri&teni hodnoty na dané misto posloupnosti
void pricti(int index, int hodnota) {
int k = N + index;
while(k>0) {
strom[k] = strom[k] + hodnota;
k = k/2;
}
}

// Zjisténi soultu na intervalu
int soucet(int A, int B) {
int souc = 0;
int a =N+ A - 1;
int b =N+ B + 1;
while (a!=b) {
// Pokud je a levy syn, tak p¥i¢ti pravého bratra
if (a%2==0) souc = souc + strom[a+1];
// Pokud je b pravy syn, tak p¥i&ti levého bratra
if (b%2==1) souc = souc + strom[b-1];
// P¥esun na otce
a = a/2; b =b/2;

recepty

}

// Navic jsme pf¥icetli syny spolelného pfedka.
souc = souc - strom[2*a] - strom[2*a+1];
return souc;
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V této implementaci jsme strom upravovali zdola smérem nahoru. Existuje
jesté rekurzivni implementace, v niz se strom upravuje od kofene smérem dolt,
ale tu si zde ukazovat nebudeme.

Cviéeni

e Naprogramujte rekurzivni implementaci operaci (strom se prochézi shora
doli).

e Jak by vypadala implementace intervalového stromu pro maxima?

Pouziti intervalového stromu

Intervalovy strom je silny néstroj, kterym se d& vyfesit spousta tloh. Ale
nez ho zacnete pouzivat, tak si vZdy rozmyslete, zda tloha nelze fesit elegant-
néji bez intervalového stromu. Ne vSechny druhy intervalovych stromt se dobie
implementuji.

Intervalovy strom obvykle pouZijeme, pokud potfebujme pribézné zjistovat
informace o intervalech a zarovern je i ménit. Pokud pouZivame jen jednu z téchto
operaci (a tu druhou jen zfidka), existuje ¢asto lepsi FeSeni nez intervalovy strom
— viz uvodni piiklad.

Fenwickuv strom

Fenwickiv strom, nékdy také nazyvany jako finsky strom, je v podstaté jen
strom reprezentovany v poli. Jeho pouzivani je podobné jako pouzivani inter-
valového stromu pro soucty. Rozdil je jen v implementaci danych funkci. My si
Fenwicktiv strom opét ukdzeme na tivodnim ptikladu. Zase tedy budeme potte-
bovat funkci pro zménu hodnoty v posloupnosti a funkci pro zjisténi souc¢tu na
intervalu. (Ve skute¢nosti zjistime dva prefixové sou¢ty a z nich pak spocitdme
vysledny interval.)

Fenwickuv strom je ponékud magickd datova struktura. Abychom si tuto
magii mohli uzit, zvolime trochu netradi¢ni zptsob vysvétlovani a nejdiive si
ukazeme, jak se Fenwickv strom implementuje a teprve pak si vysvétlime, jak
to vSechno funguje.

Fenwicktv strom bude pole velikosti N + 1, kde index 0 nebudeme pouzivat.
Pouzivat budeme pouze prvky 1,..., N, které vSechny na zac¢atku nastavime na 0.
Pokud v posloupnosti zménime hodnotu, stejné jako u intervalového stromu, ve
Fenwickové stromé na nékterd mista pricteme rozdil oproti predchozi hodnoté.

void pricti(unsigned int index, int rozdil) {
while (index<=N) {
strom[index] += rozdil;
index = index + (index & -index);
// "&" zna&i bitovy AND
}
}
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A zde je funkce pro zjisténi prefixového souctu:

int pref_soucet(unsigned int index) {
int soucet = 0;
while (index>0) {
soucet = soucet + strom[index];
index = index & (index-1);
}
return soucet;

}

Tot celd implementace. No, nevypada na prvni pohled magicky? Pokud chce-
te védét, jak tohle celé funguje, tak ctéte dal.

Ve Fenwickové stromé je na indexu 1 ulozen prvni prvek, na indexu 2 soucet
prvniho a druhého, na indexu 3 tfeti prvek na indexu 4 soucet prvnich Ctyf,
...na indexu N je uloZen soudet poslednich 2% hodnot, kde K je pozice prvniho
jednickového bitu v binarnim zapise Cisla N. Ve stromé méame tedy ulozenou
takovou pravidelnou strukturu intervala.

Nyni se podivame, co délaji nase magické funkce na posouvani ve stromé
a pak najednou bude vSechno jasné. Ve vyrazu index & (index-1) z funkce
pref_soucet () se nedéje nic jiného nez, ze se vynuluje nejpravéjsi jednickovy
bit v indexu. Tim se dostaneme na prvni interval, ktery jsme jesté nepricetli.
V moment€, kdy se dostaneme na index 0, tak uz mame dotazovany interval
kompletni a vypocet mizeme ukoncit.

Vyraz index + (index & -index) dé€la to, Ze se v pomyslném stromé in-
tervall posune o troven vys.3% Pokud jsme tedy v intervalu o velikosti 2, tak se
dostaneme do intervalu velikosti 4, ktery dany interval obsahuje (tento interval
je jednoznaény). Samotny vypocet déld to, ze v ¢isle index vezme nejpravéjsi
jednicku a znova ji pricte.

Fenwicktv strom se pouziva hlavné kvuli jednoduchosti jeho naprogramova-
ni a také kvili efektivité samotného vypoctu a nevelké naroc¢nosti na pamét. Pri
jeho implementaci doporucujeme davat si pozor na spravnost bitovych funkci.
Cviceni
e Rozmyslete si, ze oba magické vypocty opravdu délaji to, co maji, a také,

pro¢ vse vlastné funguje.

Karel Tesar

Magicka operace index & -index funguje jen v pfipadé, ze se jako reprezentace
zaporného ¢isla pouziva tzv. dvojkovy doplnék: -k == “k + 1, neboli vSechny
bity ¢isla se zneguji a pak se pricte jednicka.
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Kucharka paté série — hledani v textu

Retézec je v podstaté jakékoli posloupnost symboltl zapsani za sebou a
s nimi budeme v této kapitole pracovat. Kazdého napadne ,vyhledavani v tex-
tu“ nebo ,hledani jmen v telefonnim seznamu; ale fetézce najdeme i na nizsich
arovnich informatiky. Napiiklad celé ¢islo zakédované v bindrni soustavé, které
dostaneme na vstupu programu, je také jen retézec nul a jednicek.

Jiny piiklad pouziti fetézct (a jejich algoritmt) najdeme v biologii. DNA
neni o mnoho vice, nez chytré ulozeni posloupnosti ¢tyi znakt/nukleovych bazi
— a chceme-li hledat vzory anebo konkrétni podposloupnosti, bude se ndm hodit
znalost zakladnich algoritmi pro praci s fetézci.

Neméame bohuzel Sanci vysvétlit vsechny algoritmy s Fetézci, protoze je prilis
mnoho moznych véci, co s Fetézci délat. Pfevadénim fetézct na ¢isla (heSovanim)
jsme se vénovali v jiné kucharce, v této se budeme sousttedit na algoritmy, které
se objevuji spiSe v praci s textem.

Kromé tivodu popiseme dva stavebni kameny textovych algoritmt, coz bude
jedna datova struktura pro slovniky (trie) a jedno vyhledani v textu s predzpra-
covanim hledaného slova (a jeho rozsifeni pro vice slov). S jejich znalosti se pak

vvvvvv

Jak fetézce chapat

Kdyz programator déla prvni kricky, casto moc netusi, co s témi Fetézci
vlastné mize a nesmi délat. V programovacim jazyce to je jasné — néco mu jazyk
dovoli a na néco nejsou prostiedky. Ale jak to je na Grovni ryze teoretické?

Jak jsme si Tekli na zacatku, fetézec bude posloupnost néjakych symbolt,
kterym fikame znaky. Tyto znaky jsou z néjaké mnoziny, které fikame abeceda.
Abeceda muze byt jen {0, 1} pro ¢isla v binarnim zépisu, klasické {A-Z, a-z} pro
anglickou abecedu anebo plny rozsah univerzalni znakové sady Unicode, ktera
mé az 23! znakt. Nezapominejme, %e nejenom pismena a ¢islice, ale i mezery a
interpunkce jsou znaky!

Vidime, ze zanedbat velikost abecedy pii odhadu slozitosti by bylo prilis
troufalé, a tak budeme velikost abecedy oznacovat |X|. Abeceda sama se v textech
o Tetézcich casto znaci feckym 3.

O znacich samotnych predpokladame, ze jsou dostateéné malé, abychom
s nimi mohli pracovat v konstantnim case, podobné jako s celymi ¢isly v ostatnich
kapitolach.

Nyni hlavni otdzka — mame chapat fetézec jako pole znakii, nebo jako spo-
jovy seznam? Salamounska odpovéd: miiZzeme s nim pracovat tak i tak. Kdyz
budeme potiebovat prevést Fetézec na spojovy seznam (protoze se nam hodi
rychlé pfepojovani fetézcl), tak si jej prevedeme. Tento pfevod nas samoziejmé
bude stat cas linearné zavisly na délce fetézce. Budeme ji dale znacdit L; ¢asova
slozitost pfevodu bude O(L).

170



Recepty z programatorské kucharky — Hledani v textu

Standardné se ale poCitd s tim, Ze Fetézec je ulozen v poli nékde v paméti
(jiz od zacatku algoritmu), takze ke kazdému znaku miizeme pfistupovat v kon-
stantnim cCase.

Jelikoz jsme fetézce definovali jako posloupnosti, nesmime zapominat ani na
prazdny Tetézec . A kdyZz uz mame fetézec, ur¢ité mame i podretézec — souvis-
lou podposloupnost znaku jiného retézce. Napfiklad BAR, RET, ¢ i KABARET jsou
podfetézce slova (Tetézce) KABARET; KAT vSak podfetézcem neni.

Casto nas budou zajimat dva zvlastni druhy podietézct. Pokud ze slova
odstranime néjaky souvisly tisek na konci, vznikne podfetézec, kterému fikame
prefiz (¢esky predpona), a pokud odstranime néjaky souvisly tsek ze zacatku,
dostaneme suffiz neboli pfiponu. RET je suffix slova KABARET, KABA je zase jeho
prefixem.

Terminologie dovoluje zepfedu i zezadu odstranit prazdny retézec — to zna-
mena, ze slovo je samo sobé prefixem i suffixem. Pokud chceme mluvit o pre-
fixech, suffixech nebo obecné podietézcich, kde jsme museli alespoii jeden znak
odtrhnout, oznacime takové podretézce jako vlastns.

Pro nékterd pouziti fetézcu je dilezité, abychom je mohli porovnavat — kdyz
mame Fetézce R a S, chceme rozhodnout, ktery je mensi, a ktery je vétsi. Jaké
presné toto usporadani bude, zavisi na nasi aplikaci, ale mnohdy se pouziva tzv.
lezikografické uspordadant.

Pro lexikografické usporadani potfebujeme nejprve zadané linearni uspota-
dani na znacich. Tim se mysli takové, kde jsou vSechny prvky navzajem porovna-
telné a v podstaté to znamend, ze jsou usporddany v jedné fadé za sebou (kromé
binarniho 0 < 1 se Casto pouziva ,telefonni“ A=a <B=b < ... <Z =z, které
je ovSem linedrni az na velikost znaki).

Kdyz mame zadané usporadani na znacich, na vsechny fetézce je rozsitime
nésledovné: Nejkratsi je prazdny fetézec. Ostatni Fetézce tfidime podle jejich
prvniho znaku. Jestlize se prvni znak shoduje, tak podle druhého znaku, atd.
Pokud pritom znaky jednoho z fetézcti dojdou driv, prohlasime tento fetézec za
mensi.

Plati tedy tfeba ¢ < A < AUTO < AUTOBUS < AUTOGRAM < AUTOR <
BAMBITKA < BARNABAS < Z.

Adresar pomoci trie

Typicky ,textovy“ problém je udrzovani mnoziny Fetézci — muizete si pied-
stavit tfeba slovnik. Slova ve slovniku si chceme Sikovné predzpracovat, abychom
pak mohli efektivné odpovidat na otazky typu: ,Je slovo S obsazeno ve slovni-
ku?“ Muzeme také po predzpracovani chtit ptidavat nové polozky, nebo i odebirat
staré.
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Pokud bychom nemuseli odebirat slova, mizeme pouzit heSovani, které je
rychlé a i¢inné. Vice o ném najdete v hesovaci kuchaice.?” M4 vsak tu nevyhodu,
ze pii velkém zaplnéni se zacne chovat pomaleji a mirné nepiedvidatelné.

Ukézeme si jiné feseni, které je také asymptoticky rychlé a neni ani prilis
narofné na pamét. Vyuziva stromové struktury a iikd se mu trie (vyslovujeme
Gesky ,tryje“ a anglicky jako ¢ast slova ,retrievalf z néhoz slovo trie vzniklo).
V Cestiné se obcas pouziva také oznaceni ,pismenkovy strom

Trie bude zakofenény strom. V prvnim patie se bude vétvit podle prvniho
pismene slova, ve druhém podle dalsiho, a tak déle.

Obréazek vyda za tisic definic, pojdme se podivat, jak vypad4 trie pro slova
AHOJ, AT, XSP, TRIE, TROUD, TYC, TYCKA. Pro prehlednost pismena misto na hrany
kreslime do nasledujicich vrcholi:

Vsimnéte si, ze vrcholy v hloubce h (tedy v h-tém patie trie) odpovidaji
prefixim délky h zadanych slov. Napriklad prefixy délky 2 jsou AH, AT, KS, TR a
TY. Hrana mezi prefixy vede pravé tehdy, lze-li jeden z druhého ziskat pripsanim
pismene na konec.

Jak bychom takovou trii postavili algoritmem? Pfesné, jak jsme ji definovali:
kazdé slovo ze slovniku budeme prochazet znak po znaku a bude-li néjaka hrana
chybét, tak ji vytvofime a pokrac¢ujeme dale podle slova.

7 takto popsané trie bohuzel nepozname, kde konci slovo ze slovniku a kde
kondi jen jeho prefix. Standardni zptusoby, jak to vyfesit, jsou dva: bud si do
kazdého vrcholu pridame informaci o tom, je-li koncem celého slova nebo ne
(jak je to naznaceno dvojitymi krouzky v obrazku), anebo si rozsifime abecedu
o specialni znak, ktery se v ni predtim nevyskytoval — tfeba $ — a pak vSem
slovtim prilepime tento $ na konec.

Budeme-li se pozdéji ptat, bylo-li slovo ve slovniku, po prichodu trii zkont-
rolujeme jesté, jestli z kone¢ného vrcholu vede hrana odpovidajici znaku $.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovanil
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Jesté jsme si nerozmysleli, jak budeme v jednotlivych vrcholech trie repre-
zentovat hrany do delSich prefixti. Abychom mohli vyhledavat skuteéné linearné,
potfebovali bychom umét v konstantnim case odpovédét na otazku ,,mé vrchol P
potomka pres hranu se znakem c¢?7“.

Abychom zajistili konstantni ¢as odpovédi, museli bychom mit v kazdém vr-
cholu pole indexované znaky abecedy. To ovSsem znamena, ze takové pole budeme
muset vytvofit, a tedy alokovat || poli¢ek v kazdém znaku.

To zvysi pamétovou naro¢nost trie (a Casovou ndrocnost jeji stavby) na
O(D -|X]), kde D znagi velikost vstupu, ¢ili soucet délek vSech slov ve slovniku.
To je naprosto pfijatelné pro malé abecedy, ale uz pro {A-Z,a-z} je tento faktor
roven 52 a pro Unicode je takova alokace nemyslitelna.

Jak z toho ven? Mizeme ozelet konstantni rychlost dotazu a pouzit namisto
pole tfeba binarni vyhledavaci strom nebo heSovaci tabulku vSech znaki, kte-
rymi aktualni prefix muze pokracovat. Nebo mizeme kazdy znak velké abecedy
zapsat pomoci nékolika znak mensi abecedy. Tou mensi abecedou miize byt FeCcepty
tieba {0,1}. Tehdy nahradime kazdy znak ptuvodni abecedy [log, |3|] novymi
(jeho zépisem ve dvojkové soustavé). Tim se ¢asova slozitost konstrukce zlepsi na
O(D -log|X]) a ¢asova slozitost dotazu na slovo délky L zhorsi na O(L -log |X|).

A jsme hotovi! S tril mizeme v linedrnim c¢ase odpovidat na dotazy , Vy-
skytuje se dané slovo ve slovniku?*, pridavat a odebirat dalsi polozky za béhu a
nejen to — vic o tom ve cvicenich.

Poznamky

e Chcete-li algoritmus konstrukce trie vidét napsany v Pascalu, podivejte se
do knihy Algoritmy a programovaci techniky.

e Triim se také Fika prefizové stromy, coz popisuje, ze kazdy vrchol odpovida
prefixu nékterého slova ve slovniku.

e Kdybychom chtéli, mohli bychom pomoci trie vyhledavat v textu v linear-
nim ¢ase. Muzeme preci postavit slovnik ze vSech slov v daném textu, a pak
prochazet prislusnou trii. M4 to ale par hackt: jednak je casto hledany fe-
tézec kratky, ale text se nevejde do paméti. Druhak, pokud bychom pouzili
jako oddélova¢ mezery, mohli bychom hledat jen jednotliva slova, a nikoli
jejich konce nebo delsi kusy véty.

e Asi se po posledni poznamce ptate — existuje néjakd modifikace trie, kterd
umi hledat libovolnou ¢ast textu? Ano, jmenuje se suffizovy strom a jdou
s ni délat spousty krasnych kouskt. Rika se, Ze kazdou fetézcovou tlohu lze
fesit v linedrnim ¢ase pomoci suffixovych stromt. Vic se o nich doctete tfeba

v knizce Krajinou grafovijch algoritmi.38

38 http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/
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Cviceni
e Reknéme, Ze chceme slovnik na vstupu setifdit v lexikografickém poradi
(definovaném v sekci ,,Jak fetézce chapat®). Problémem pro klasické tiidici

algoritmy je to, Ze porovnani dvou fetézct neni bohuzel konstantné rychlé.
Vymyslete zptisob, jak settidit takovy slovnik rychle pomoci trie.

e Komprese trie. Co kdybychom chtéli odstranit piebytecné vrcholy trie, tedy
ty, v nichz se slova nevétvi? Rozmyslete si, jestli by nééemu vadilo misto
takovychto cest mit jen jednotlivé hrany. Zesloziti se konstrukce nebo vy-
hledavani? Mimochodem, je celkem jasné, ze takovato komprimovand trie
pfinese jen konstantni zrychleni dotazii i prostoru, a tak na soutézich apod.
staci pouzit zékladni variantu.

Vyhledavani v textu

Zacatek situace je asi zfejmy — mame na vstupu zadan dlouhy text a kratké
slovo. Slovo si muzeme néjak predzpracovat, nacez projdeme co nejrychleji text
a nahlasime jeden nebo vSechny vyskyty slova. Zajimaji nas pii tom i vyskyty,
které se navzajem prekryvaji: v textu NANANA se slovo NANA vyskytuje dvakrat.
Casto se hovoii o ,hled4ni jehly v kupce sena, procez se textu prezdiva seno a
hledanému slovu jehla. Délku jehly oznacime .J a délku textu S.

Predstavme si nejdiive hledané slovo jako spojovy seznam, tfeba slovo IN-
STINKT:

OO OnOnOn OO0

Mohli bychom text zacit prochazet znak po znaku a kontrolovat, zda se text
shoduje s nasim slovem/spojovym seznamem. Pokud by si znaky odpovidaly,
sko¢ime na dalsi znak z textu a i na dalsi znak v seznamu. Co kdyz se ale
neshoduji? Pak nemtzeme jen skocit na dalsi znak textu — co kdybychom v textu
narazili na slovo INSTINSTINKT?

Musime se tedy vratit nejen na zacatek spojového seznamu, ale i zpatky
v textu na druhy znak, ktery jsme oznacili jako odpovidajici, a zkouSet porov-
navat s jehlou znovu od zacatku. To uz naznacuje, ze takto ziskany algoritmus
nebude linearni, protoze se musi vracet zpét v textu o délku jehly.

Sice je predchozi popis skuteéné v nejhorsim piipadé slozity O(S - J), avsak
sta¢i mald Gprava a slozitost prejde na linearni O(S + .J). Ve skutecnosti algorit-
mus nezpomalovalo vraceni se — za Spatnou slozitost mohl fakt, ze jsme se vraceli
prilis zpdtky.

Tieba v nasem piikladu s textem INSTINSTINKT se nemusime vracet ve
spojovém seznamu na zacatek, jakmile nacteme INSTINS. Mohli jsme se vratit
jen na druhy znak, tedy do prvniho N, a pak kontrolovat, jaky znak pokracuje
dal. Kdyz nasleduje S jako v nasem pripadé, muzeme pokracovat dale v Cteni a
nevracime se v textu. Kdyby text byl jiny, tfeba INSTINB, vratili bychom se po
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nacteni B na zacatek spojového seznamu a v textu bychom pokracovali dale bez
zastaveni.

Pro kazdy znak ve spojovém seznamu si tedy uré¢ime policko spojového se-
znamu, na které skoc¢ime, pokud se nasledujici znak v textu lisi od toho ocekava-
ného. Poradové ¢islo tohoto policka nam poradi tzv. zpétnd funkce F', coz bude
funkce definovand pomoci pole, kde F[i] bude pofadové ¢islo policka, na které
se ma skocit z policka ¢islo i. Porovnavat pak budeme s nasledujicim znakem.
Pokud F[i] = 0, znamena to, Ze mdme zac¢it porovnavat tiplné od prvniho znaku
jehly.

Pokud mate radi grafovou terminologii, miZete se na nas spojovy seznam
divat jako na graf a hovofit o zpétnych hrandch.

Zatim jsme ale pfesné nepopsali, na které policko presné bude zpétna funkce
ukazovat. Necht chceme uréit zpétné policko pro druhé N ve slové INSTINKT. Pra-
cujeme ted s prefixem INSTIN. Selsky Feceno, chceme najit ,konec slova INSTIN
takovy, Ze je stejny, jako zacatek slova INSTIN“.

Abychom nas pozadavek upfesnili, zamyslime se nad zpétnym polickem pro
jiné slovo. Co kdyby jehlou bylo slovo ABABABC a my urcovali zpétné policko pro
ABABAB? Kdybychom ukézali na prvni pismenko B, nebylo by to spravné, protoze
pak bychom pro text ABABABABC nezahlasili vyskyt jehly, coz je jasna chyba.
Musime se vratit uz na ABAB!

Zajimé nas tedy ne libovolny suffix, ktery je stejny jako zacatek, ale nejdelsi
takovy konec/suffix. A jesté navic ne jen ten nejdelsi, ale nejdelsi ,netrividlni“
— slovo INSTIN je samo sobé prefixem a suffixem, ale zpétna funkce pro N by se
neméla cyklit, méla by vést zpatky.

Reknéme to tedy znova, zcela formalné: pokud bychom pravé uréovali hod-
notu zpétné funkce pro znak ¢islo 7, kterému odpovida prefix P, pak jeji hodnota
bude délka nejdelsiho viastniho suffizu slova P, pro ktery jesté plati, Ze je zdroven
prefixem P.

Pro slovo INSTINKT vypad4 spojovy seznam se zpétnou funkci (zakreslenou
pomoci ukazatelit) takto:

Nyni vyvstavaji dvé otazky: Jakou to ma celé ¢asovou slozitost? A jak spo-
Citat zpétnou funkci?

Poperme se nejdiive s tou prvni. Pro kazdy znak vstupniho textu mohou
nastat dva pripady: Bud znak rozsifuje aktudlni prefix, nebo musime pouzit
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zp&tnou funkci. Prvni pfipad m4 jasné konstantni slozitost, druhy je horsi, nebot
zpétna funkce muze byt pro jeden znak volana az J-krat.

Pfi kazdém volani vSak klesne poradové ¢éislo aktudlniho stavu (policka) ale-
spon o jedna, zatimco kdykoliv stav prodluzujeme, roste jen o jeden znak. Proto
vSech zkraceni dohromady muze byt nejvyse tolik, kolik bylo vsech prodlouze-
ni, ¢ili kolik jsme precetli znaku textu. Celkem je tedy pocet kroki automatu
linedrni v délce textu, O(9).

Konstrukei zpétné funkce provedeme malym trikem. VSimnéme si, ze F[i]
je presné c¢islo stavu, do néjz se dostaneme pii spusténi naseho vyhledavaciho
algoritmu na fetézec, ktery tvoii prefix délky i z jehly bez prvniho znaku.

Pro¢ to tak je? Zpétna funkce tikd, jaky je nejdelsi vlastni suffix daného
stavu, ktery je také stavem, zatimco policko, ve kterém po i krocich skoné¢ime,
oznacuje nejdelsi suffix textu, ktery je stavem. Tyto dvé véci se preci lisi jen v tom,
Ze ta druhd pripousti i nevlastni suffixy, a pravé tomu zabranime odstranénim
prvniho znaku.

Takze I ziskame tak, ze spustime vyhledavani na ¢ast samotné jehly. Jenze
k vyhledavani zase potfebujeme funkci F. Jak z toho ven? Budeme zpétnou
funkci vytvafet postupné od nejkratsich prefixt. Ztejmé F[1] = 0. Pokud jiz
méme F[i], pak vypocet F[i + 1] odpovida spusténi automatu na slovo délky 4
a pii tom budeme zpétnou funkci potiebovat jen pro stavy délky ¢ nebo mensi,
pro které ji jiz mame hotovou.

Navic nemusime pro jednotlivé prefixy spoustét vypocet vzdy znovu od za-
¢atku — (i + 1)-ni prefix je preci prodlouzenim i-tého prefixu o jeden znak. Staci
tedy spustit algoritmus na jehlu bez prvniho znaku a sledovat, jakymi stavy bude
prochazet — to budou presné hodnoty zpétné funkce.

Vytvoreni zpétné funkce se nam tak nakonec zredukovalo na jediné vyhle-
dévéni v textu o délce J — 1, a proto pobézi v éase O(J). Casova slozitost celého
algoritmu tedy bude O(S+.J). Doddme uz jen, Ze tento algoritmus poprvé popsali
panové Knuth, Morris a Pratt a na jejich pocest se mu fika KMP. Naprogramo-
vany bude vypadat nasledovné (¢teni vstupu jsme si odpustili):

var
Slovo: array[1l..J] of char; { jehla }
Text: array[1..S] of char; { seno }
F: array[1..J] of integer; { zpétna fce }
I, J: integer; { pomocné proménné }

function Krok(I: integer; C: char): integer;
begin
if (I < J) and (Slovo[I+1] = C) then
Krok := 1 + 1
else if > 0 then
Krok := Krok(F[I], C)

[ |
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else
Krok := 0;
end;

begin { konstrukce zp&tné funkce }
F[1] := 0;
for I := 2 to J do
F[I] := Krok(F[I-1], Slovol[I]);
{ prochézeni textu }
J :=0;
for I := 1 to S do begin
J := Krok(J, Text[I]);
if J = J then
writeln(I);
end;
end.

Poznamky

e Pro anglicky nebo Gesky text je pouziti takto sofistikovaného algoritmu skoro
skoda, protoze v obou jazycich se stava jen malokdy, ze bychom méli néko-
lik slov spojenych dohromady. Prakticky bude stacit i na zacatku zminény
naivni algoritmus. Na soutézich a olympiddach ale piste radéji algoritmus
KMP.

e Hesovani lze pouzit i na vyhledavani fetézce v textu. Obzvlasté vhodné
jsou na to rolling hash functions (,okénkové heSovaci funkce“), které umi
v konstantnim case pfepocitat hes, ubereme-li néjaky znak na zacatku a
pfidame-li jiny na konci — jako kdybychom se divali na text skrz posouvajici
se okénko.

Cviceni

e Rozmyslete si, ze kdyz vyhledavame vice slov, ne jen jedno, a algoritmus
musi vypsat vSechny vyskyty na vystup, mizeme se dobrat vyssi nez linearni
slozitosti v zavislosti na vstupu. Na ¢em potom takova Casova slozitost také
zéalezi?

e Vymyslete néjakou vhodnou okénkovou hesovaci funkci pro vyhledavani jed-
né jehly.

Vyhledavani jehelnicku

Co kdybychom neméli jen jednu jehlu/hledané slovo, ale cely jehelnicek,
¢ili seznam hledanych slov? I to lze FeSit podobnou metodou, jakou jsme hledali
jedno slovo. Tento algoritmus se nazyva po tvircich algoritmus Aho-Corasickovd
a spoCiva v tom, Ze jednoduchy spojovy seznam nahradime trii a do trie opét
pridame zpétné hrany.
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Budeme postupovat podobné jako u KMP. Nejprve naskladame jehelnicek
do trie. Pro priklady v této kuchafce pouzijeme jehelnicek ARAB, ARARA, ARARAT,
BAR, BARA, BARABA, RA a RAB.

Dalsim krokem v KMP bylo sestrojeni zpétnych hran. Nejprve jsme sestrojili
zpétnou hranu pro prvni znak slova, pak pro druhy atd. Ve trii to bude o néco

Na prvni pohled se muze zdat, ze bychom mohli automat sestrojit tak, ze
bychom vyrobili KMP pro prvni slovo, pak KMP pro druhé slovo s vyuzitim
struktury prvniho atd., ale to ma hacek.

Zpétné hrany totiz nemusi vést do predka. Napfi-
klad pro slovo BARAB povede zpétnd hrana do slova
ARAB, z toho do slova RAB a z toho do B. Kdybychom ale
zkonstruovali automat vySe popsanym zpisobem (a za-
¢ali slovem BARAB), nebude existovat v trii ani ARAB, ani
RAB, takze bychom vedli zpétnou hranu chybné do B.

Miuzeme se ale opfit o stejny trik, jako pfi kon-
strukci KMP. Budeme opét vyhledavat nejdelsi vlastni
suffix. Kam dojde vypocet po jeho vyhledani, tam po-
vede zpétna hrana.

Zkusime tedy nejprve sestrojit celou trii a pak po-
stupné vyhledat nejdelsi vlastni suffix pro kazdé slovo.
Oubha, to také nefunguje. Kdyz za¢neme slovem BARABA
a budeme vyhledavat ARABA, nalezneme v trii Gispésné
prefix ARAB, ale ARABA jiz v trii neni. Méli bychom pre-
jit ze slova ARAB po zpétné hrané, ale tu jesté nemame
zkonstruovanou.

Rozdélime si trii na vrstvy — prvni znaky slov bu-
dou prvni vrstva, druhé znaky budou tvofit druhou
vrstvu atd., az i-té znaky slov budou tvotit i-tou vrstvu.

Zpétna hrana jisté povede do kratsiho slova. Z i-té vrstvy tedy povede do
vrstvy s nizs§im poradovym ¢islem. Pokud tedy budeme zpétné hrany konstruovat
po vrstvach, dojdeme kyzeného vysledku.

Jesté zbyva otazka, jak konstruovat zpétné hrany efektivné, kdyz je musime
vyrabét po vrstvach. Mohli bychom prosté vzit slovo, pro které hledame zpétnou
hranu, utrhnout mu prvni znak a vyhledat. Jenze to budeme délat spoustu prace
zbytecné.

Napriklad pro slovo BARABA bychom mohli vyhledavat ARABA v jiz zkonstru-
ované Casti automatu, ale pro¢ to délat celé, kdyz jsme pri konstrukei predchozi
vrstvy vyhledavali ARAB pii konstrukci zpétné hrany pro BARAB?
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P1i konstrukei dalsi zpétné hrany tedy najdeme akorat, kde jsme minule
skondili, a odtamtud pokracujeme dal. Jak to najdeme? Z otce naseho vrcholu
tam prece vede zpétna hrana.
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Postup mizeme shrnout do bodi:

. ¢ = posledni znak slova (znak stavu P, pro ktery hleddme zpé&tnou hranu);
. pfesuneme se do otce;

. pfesuneme se po zpétné hrane;

e I N

. dokud neexistuje syn se znakem ¢ nebo nejsme v koreni, pfesouvame se po
zpétnych hranéch;

5. pokud existuje syn se znakem c, natdhneme do néj zpétnou hranu z P, jinak

ji natdhneme do korene.

Automat je zkonstruovan. Casova slozitost konstrukce sestévéa z konstrukce
trie v O(J - |X]), resp. O(J -log |X|) (pokud pouzijeme binarni strom ve vrcholech)
a z predpocitani zpétnych hran. Pti predpocitavani udélame néjaky konstantni
pocet operaci pro kazdy vrchol (celkem tedy O(.J)) a také paralelné vyhleddvéame
vSechny Jehly zZ Jehelmcku jejichz vyhledani nés stoji O(J), resp. O(J -log |X)|).

N Tedy konstrukce trva celkem O(J - |X|), resp.

o O(J -log |3]), pamétova naro¢nost je stejnd jako

u trie — O(J-|X]), resp. O(J), pridali jsme jen
O(J) zpétnych hran.

Projdeme tedy automatem text BARABARARAT.
Ohlasi postupné nalez slov BAR, BARA, BARABA, BAR,
BARA, ARARA a ARARAT.

Nenalezl vsak vSechno. Chybi mu napt. ARAB,
ktery zac¢ind druhym znakem a konéi patym. Déle
chybi nékolik vyskyt RA a jeden RAB.

Kdyz byl na patém znaku, byl ve stavu BARAB,
jehoz suffixem je ARAB. Obecné na suffixy zapomi-
name — narozdil od KMP, kde suffix aktualniho
stavu nikdy nebyl jehla, tady jehlou byt mize.

V kazdém stavu bychom tedy méli projit ves-
keré suffixy a zkontrolovat je, jestli ndhodou nejsou
jehlami. Jak najdeme vSechny suffixy? Projdeme
postupné po zpétnych hranach az do kofene. Ma
to jen jeden problém — je to pomalé.

Ptedstavme si naptiklad slovnik obsahujici A a
AAAA. . . A (délky J—1). Budeme-li jim vyhleddvat v textu AAAA. . . A délky S > J,
projdeme prakticky pro kazdy znak az J—1 zpétnych hran, ¢imz slozitost naroste
az na nepouzitelnych O(S - J).

Vsimnéme si vSak, ze vétsSinou zpétnych hran jsme prosli uplné zbytecéné.
Predpocitame si tedy zkratky — z vrcholu vede zkratka do nejdelsiho jeho suffixu,
ktery je jehlou. Na obrazku jsou vyznaceny dlouze ¢arkovanymi Sipkami.
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Predpocitani zpétnych hran casovou slozitost konstrukce automatu jisté ne-
zhorsi, nebot vyzaduje v nejhorsim pripadé projit vSechny zpétné hrany jesté
jednou.

Potiebujeme-li ohlasit vSechny vyskyty slov vcéetné pozice, kde se nacha-
zeji, jsme hotovi. Vysledna ¢asové slozitost prohledédvani bude O(S + O), resp.
O(S -log|X| + O), kde O je velikost vystupu — pocet vyskyti vsech slov.

Celkova casova slozitost prohledavani vcetné stavby automatu tedy bude
OO+ S+ J-|X]), resp. O(O + (S + J) -log|X]).

Jak velky muze byt vystup? Obecné az S2. Ex-
trémné velky vystup je mozné vygenerovat tieba slov-
nikem obsahujicim vSechny prefixy slova AAAA. . .A dél-
ky S a senem taktéz AAAA...A délky S. Automat pak
hlasi vyskyt pro kazdé podslovo, kterych je fadové S2.

Pokud nam staci u kazdého slova jen pocet vyskyti,
nemusime zoufat — zavislost na poc¢tu vyskytd umime
odstranit.

Pouzijeme trik — na kazdé pozici zapocitame pouze
nejdelsi jehlu, ktera tam konéi (u kazdé jehly si budeme
udrzovat ¢ita¢). Nebudeme tedy v kazdém kroku poska-
kovat po zkratkach az do aleluja, ale maximéalné jednou.
Diky tomu nam z ¢asové slozitosti zmizi velikost vystu-
pu.

V nasem piikladu se senem BARABARARAT tedy na
konci budeme mit ulozeno, ze ARAB se vyskytnul 1x,
ARARA 1x, ARARAT 1x, BAR 2x, BARA 2x a BARABA 1x.
RA a RAB nemaji hldSeny zadny vyskyt.

Nyni si zkonstruujeme strom jenom ze zkratek a pro kazdy vrchol spocitame
soucet celého jeho podstromu.

Tedy po prepoctu bude mit RA t¥i vyskyty a RAB jeden vyskyt; celkovy pocet
vyskyta pak bude 12.
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Poznamky

e Dalsim krokem po KMP a Aho-Corasickové jsou konecné automaty a regu-
larni vyrazy, o kterych jsme méli seridl ve 23. ro¢niku.

e Neni moc rozumné snazit se implementovat Aho-Corasickovou v rozumné
dobé napriiklad pfi soutézi, pokud tento algoritmus nemate opravdu pod
kuzi. Radsi zkuste pouzit hesovani, pokud budete néco takového potiebovat.

Cvieni

G © Redukci o velikost vystupu mtizeme provést i pro pripad, kdy vystup nebu-
deme vypisovat, ale staci ndm mit jej ulozeny v paméti. Vymyslete vhodnou
upravu triku s ¢itacem.

e Zkuste si naimplementovat Aho-Corasickovou vlastnorucéné ve svém oblibe-
ném jazyce, abyste si byli jisti, ze doopravdy chapete vSechny zaludnosti
tohoto algoritmu.

recepty
Martin Béhm, Jan Matéjka, Martin Mares a Petr Skoda
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Vzorova reseni KSP

26-1-1 Blokujici signaly

Reknéme, ze dokazeme zastavit néjaky signal v uzlu X. Co to znamena? To
znamend, ze muzeme z hlavniho pocitace poslat blokujici signal, ktery do uzlu X
dorazi ve stejny moment jako ten vadny.

Vsimnéme si, ze kdyz mtzeme poslat z hlavniho pocitace signél, ktery dorazi
do uzlu X v case T, tak mizeme poslat i signal, ktery dojde kdykoliv potom.
Mizeme totiz signal z hlavniho pocitace jednoduse vyslat pozdéji.

Ke kazdému uzlu X tedy existuje néjaky minimalni ¢as Ty takovy, ze do-
kazeme zablokovat kazdy vadny signal, ktery do uzlu X dorazi nejdiive v case
To. Specialné pro hlavni pocitac je Ty rovno nule: pokud vadny signéal prochazi
hlavnim pocitacem, staci si na néj pockat.

Na kazdy uzel X, ktery je néjak spojeny s hlavnim pocitacem, muzeme
nejdiive dosdhnout v ¢ase, za ktery stihneme pfrejit nejkratsi cestou z hlavniho
pocitace do uzlu X. Stadi si tedy zjistit délku nejkratsich cest z pocatku do vSech
ostatnich uzld, ¢imz ziskame vsechny casy Tp.

Tahle tloha je (jak si jisté zkuSenéjsi Fesitelé vSimli na prvni pohled) grafova.
Na zjisténi délek vSech nejkratsich cest z néjakého daného vrcholu se v obecném
grafu da pouzit tfeba Dijkstruv algoritmus, ktery jde naprogramovat tak, aby
sebéhl v ¢ase O(M + Nlog N) na grafu s N vrcholy a M hranami. Protoze
ale v této siti jsou vSechny hrany (neboli spojeni mezi pocitaci) stejné dlouhé,
muzeme nejkratsi cesty najit prostym prohledavanim do sitky, coz se stihne za
O(M + N). Prohledavani do s§ifky si muzete predstavit jako postupné ,oloupava-
ni“ sité: nejdiive utrhneme hlavni pocitac, pak vSechny pocitace na néj napojené
(tedy ve vzdalenosti 1), pak vSechny napojené na né (2 kroky daleko), a tak déle.
Na detaily implementace se miZete podivat ve zdrojaku vzorového feSeni.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-1.4

Michal Pokorny

26-1-2 Preskladani nakladu

Problém rozdéleni kontejnerti do skladisf mtizeme prevést na obarvovani
neorientovaného grafu. Kontejnery budou vrcholy, doporuc¢eni budou hrany mezi
nimi a obarveni vrcholi dvéma barvami bude znéazornovat jejich rozdéleni do
skladist.

Nasim cilem je obarvit vrcholy grafu tak, aby hran vedoucich mezi vrcholy
stejné barvy (tedy nesplnénych doporuéeni) byla nejvyse polovina.
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Ve specialnim pripadé, kdy bychom méli slibeno, Ze graf je ¢isté bipartitni
(tedy ze se d& rozdélit na dvé mnoziny, kde hrany vedou jen mezi mnozinami
a ne uvnitf), bude obarveni vrcholit dvéma barvami trividlni.

Dokud budeme mit néjaky neobarveny vrchol, budeme opakovat toto: obar-
vime ho prvni barvou, vSechny jeho sousedy druhou, vSechny sousedy sousedii
opét prvni a tak dale. Protoze kazdy vrchol sousedi pouze s vrcholy z opacné
partity, povedlo by se nam takto splnit vSsechna doporuceni u kazdého z vrcholi.

Pro bipartitni grafy je to tedy snadné. Jak to ale bude v obecném pripadé?
Uz se nam asi nepovede splnit vSechna doporuceni, ale miizeme se pokusit splnit
jich alespoii polovinu.3?

N&s algoritmus bude pracovat po krocich a v kazdém kroku se bude lokalné
pokouset splnit alesponn polovinu doporuceni. Nejdrive se podivame, jak bude
vypadat jeden jeho krok, a potom si dokazeme, ze tim splnime alespon polovinu
doporuceni i globalné.

Krok algoritmu:

1. Vezmi libovolny neobarveny kontejner.
2. Spocitej, kolik mé sousedii které barvy.

3. Pokud ma sousedt jedné barvy méne€, obarvi ho touto barvou. Jinak libo-
volné.

4. Dokud nejsou vsechny kontejnery obarveny, pokracuj bodem 1.

Pro ucely dokazovani prifadime kazdé doporuceni jen jednomu z dvojice
kontejnerit — tomu obarvenému pozdéji (tim si uréité nic nepokazime, nebot
jednotliva doporudeni ani jejich pocet se nijak nezméni).

Kazdy z kontejnertt bude tedy mit svou vlastni mnozinu doporuceni. Ale to
jsou presné ta doporuceni, kterd jsme uvazovali v bodu 2 algoritmu a obarvenim
kontejneru jsme jich splnili alesponi polovinu. U kazdého kontejneru je tedy ale-
spon polovina doporuceni splnéna, takze v souctu pres vsechny kontejnery musi
byt splnéna také alespon polovina doporuceni. A tim je splnéno i zadani.
né&jaky seznam vrcholil a ke kazdému vrcholu seznam jeho hran, takze pamétfova
slozitost je O(N + M).

Casova slozitost je mirné slozitéjsi. Provedeme N kroki algoritmu a v kaz-
dém se muzeme podivat az na M hran (coz by mohlo vést na O(MN)), ale
staci si uvédomit, ze celkové se za cely béh programu podivime maximalné na
2M konct hran a tedy vysledna ¢asova slozitost bude jen O(N + M).

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-2.4

Jirka Setnicka € Petra Pelikdnovd

Pokud bychom jich vsak chtéli splnit co nejvic, uz by §lo o NP-tiplnou tlohu.
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26-1-3 Plynové kapsy

Jednoduché Feseni

Pro kazdy dotaz prosté projdeme prislusny interval zleva doprava a pokud
se aktudlni znak bude shodovat s predchozim, pficteme jednicku. Toto Feseni je
ale pomalé.

Rychlé FeSeni

Pripravime si pomocné pole. Na pozici ¢ budeme mit ulozeny pocet bezpec-
nych mist v intervalu (0,4). Tomu se ¥ik& prefixovy soucet. Potom pii dotazu
na (i, j) staci od j-té pozice odeéist (i — 1)-tou. Tim od v8ech bezpecénych pozic
nalevo od pravého konce intervalu odecteme ty nalevo od levého konce intervalu,
tedy zbudou nam jen ty pozice uvnitf intervalu.

A jak si toto pomocné pole spocitat? Velmi podobné tomu, jak jsme pocitali
vysledek pfi jednoduchém feSeni. Vypravime se od levého konce a pokazdé, kdyz
bude aktualni znak stejny, jako pfedchozi, zvétsime si pribézny pocet o jedna.
A v kazdém kroku si aktualni pribézny soucet ulozime.

Pro¢ to funguje, je vidét z vysvétleni v druhém odstavci. Pomocné pole
nam zabere linedrni mnozstvi paméti s velikosti vstupni posloupnosti. Co se tyce
¢asu, pak predvypocet je linedrni s délkou posloupnosti na vstupu (projdeme jej
jednou zleva doprava a v kazdém policku udélame konstantni mnozstvi prace).
Jeden dotaz zodpovime v konstantnim case, protoze jen odecteme dvé ¢isla.

Program (C++): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-3.cpd
Lucka Mohelnikovd & Michal ,, Vorner“ Vaner

26-1-4 Oprava databaze

Vyfesme nejprve jednodussi variantu, totiz dvojné prvky. Pro kazdy prvek py
v zadané posloupnosti mizeme vyzkouSet vsechny dvojice pfedchozich prvki
Di, pj a overit, zda ndhodou jejich soucet neni pj,. Tim dostaneme feseni s casovou
slozitosti O(n?). To ale neni nejlepsi Feseni této lohy.

MizZeme si vSimnout, Ze zbytecné nékolikrat provadime stejné soucty. Co
kdybychom si misto toho dané soucty systematicky pamatovali a pak v nich jen
vyhledavali? To mtzeme udélat naptiklad binarnim vyhledavacim stromem.

V ném si budeme uchovavat vsechny mozné soucty dvojic prvki pied ak-
tudlnim prvkem pj. Tedy v moment zpracovavani prvku py v ném bume mit
hodnoty souc¢tt dvojic p;,p; pro i,j < k. Takze jen ovéfime, zda je hodnota py
obsazend ve stromé a pokud ano, tak pi je dvojnym prvkem. Nakonec pridame
do stromu vsechny soucty py + p; pro @ < k a pokracujeme prvkem pjy 1.

Toto feSeni mé ¢asovou slozitost O(n - (logn + nlogn)) = O(n?logn) a
pamétovou slozitost O(n?).
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Nyni pojdme vyfesit tilohu pro trojné prvky. Postupovat budeme velmi po-
dobné. Opét budeme mit binarni vyhledavajici strom uchovavajici soucty zatim
potkanych dvojic, akorat budeme rozdilné zpracovavat prvek pi. Pro néj budeme
predpokladat, ze je tfetim prvkem v souctu a pro vSechny j > k ovéfime, zda je
mozné pomoci souc¢tu dvou prvki pied p; dostat hodnotu p; — py.

Pokud ano, tak prvek p; je trojnym prvkem. To zjistime dotazem na binarni
vyhledavaci strom. Pak stejné jako predtim do stromu pfidame vSechny soucty
tvorené prvkem pj a nékterym predchozim prvkem a pfesuneme se s vypoctem
na dalsi prvek posloupnosti.

Reseni mé ¢asovou slozitost O(n?logn), protoze provadime O(n?) operaci
s binarnim vyhledavacim stromem. Pfi programovani pouzijeme knihovni im-
plementaci binarniho vyhledévaciho stromu, napiiklad v jazyce C++ to je set
z knihovny STL. Cel4 realizace feSeni je pak kratsi, nez tento slovni popis. :-)

Program (C++): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-4.cpd
Karel Tesar € Mark Karpilovskij

Medvédi poznamky

Dvojné prvky jde hledat o néco rychleji. Postupné prochézime ptes vsech-
na j a zjistujeme, zda je souéet prvku p; s néjakym prvkem nalevo od néj roven
néjakému prvku napravo od néj. Za timto tcelem si budeme udrzovat dva setii-
déné seznamy: L bude obsahovat hodnoty lezicich nalevo od aktualniho prvku,
P ty napravo.

Pro kazdé j spocitdme S; = L+p; (seznam vznikly prictenim p; ke kazdému
prvku z L). To je také setfidény seznam, takze jeho slévanim s P muZzeme snadno
zjistit, zda S; a P maji néjaky spole¢ny prinik, ¢ili dvojny prvek. Vsechny tyto
operace zvladneme pro jedno j provést v linearnim case, celkové tedy v O(n?).
Paméti spotfebujeme pouze O(n).

Vyhledavaci stromy jsou mocna zbran, kterou je dobré ovladat, ale obcas lze
véci Tesit i jednoduseji. Jako tieba zde. Pro hledani trojnych prvka postaci pred-
pocitat si vSechny mozné soucty dvojic, setiidit si je a pro kazdou hodnotu souctu
si zapamatovat jeji nejlevejsi vyskyt. Pak mizeme namisto ve stromu binarné vy-
hledavat v této setfidéné posloupnosti a podle pozice nejlevéjsiho vyskytu snadno
ovéfit, zda soucet lezi pred zkoumanym py, anebo az za nim.

Pokud bychom se ovSem spokojili s algoritmem, ktery je rychly v primeéru a
ne nutné v nejhorsim pripadé, hodi se misto stromu pouzit hesovaci tabulku — ta
pracuje v prumérné konstantnim ¢ase na operaci, ¢imz se ¢asova slozitost hledani
trojnych prvki snizi na O(n?). Najdeme ji i v STL pod nézvem unordered_set.

Martin ,Medvéd“ Mares
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26-1-5 Senzory

Zkouseni vSech moznosti tady moc efektivni nebude. Pojdme tlohu trochu
rozebrat, aby se na ni jednoduseji utocilo.

Prvni u¢inéné pozorovani bude néasledujici: mizeme véze rozmistit do rad-
ki a do sloupeckt nezévisle. Kdyz se totiz véze ohrozuji, tak se ohrozuji bud
v Ffadku, nebo ve sloupecku, a naopak pokud je rozmisténi vézi spravné v rad-
cich i ve sloupeccich, je spravné i celkové. Zredukovali jsme si tedy zadani na
jeho jednodussi verzi, ve které se véze stavi do jednoho radku, dvé nesmi stat
ve stejném sloupci, a kazdd muze stat jenom v néjakém vymezeném intervalu.
Vytesime tyhle podulohy pro sloupce a pro fadky zvlast a vysledky spojime.
ReSeni pomoci systému riznjch reprezentanti

Jednodussi podiloha je specidlni ptipad hledani takzvaného systému riz-
nych reprezentanti. Mé&jme tfeba mnoziny A = {1,3,4},B = {3,4,5},C =
{5,6}. Systém rtznych reprezentantii je takové pfifazeni prvkd mnozin k je-
jich mnozinam, ze vSechny vybrané prvky jsou rizné. Piiklad systému riznych
reprezentantii pro tyto mnoziny A, B, C je tteba A — 1, B — 3,C — 5 (ale t¥eba
A —3,B—3,C — 6nebo A — 5 B — 3,C — 6 uz ne). Obecné se systémy
ruznych reprezentantt daji hledat pres toky v sitich. Vytvotrime si bipartitni graf,
ve kterém jedna partita budou prvky mnozin (1, 3,4,5,6) a druhd budou mno-
Ziny (A, B,C) a natdhneme hrany s kapacitou 1 mezi prvkem z a mnozinou M
tam, kde x € M.

Potom si vytvorime zdroj, ze kterého povedou hrany kapacity 1 do vsech
prvki, a stok, do kterého povedou hrany kapacity 1 ze vsech mnozin. V této siti
najdeme maximalni tok naptiklad pomoci Fordova-Fulkersonova algoritmu. Ma-
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ximdlni tok ndm ukaze hledany systém rtiznych reprezentant (pokud existuje).
Kapacity hran a podminky, které musi tok spliiovat, zajistuji, Zze vSechny prvky
i vSechny mnoziny budou pouzity maximélné jednou.

Je to zcela spravny zptisob feSeni tlohy o rozmistovani vézi. Podrobnosti
hledani maximalniho toku tu vSak nenajdete, protoze tloha jde Tesit jednoduseji
a rychleji. Méte-li o né zadjem, miZete je najit v kuchaice o tocich.*?
Jednodussi FeSeni

Zkusime to takzvané hladové: mizeme nejdiive vybrat véz, kterou umisti-
me na prvni sloupecek, pak ze zbylych vybrat tu, kterou umistime na druhy,
a tak dale (samozfejmé preskakujeme sloupecky bez vézi). Jak si ale budeme
véze vybirat? Prekvapivé tu bude fungovat metoda ,,do prvniho sloupecku vyber
tu véz, se kterou jde nejméné hybat* (pojmenujme ji t¥eba minimdini véz). To,
ze takovy algoritmus bude fungovat, nahlédneme indukci.

Dukaz spravnosti

Indukci za¢neme tieba od trividlniho pfipadu s jednou vézi: tu muZeme
umistit hned na prvni sloupecek, na ktery muze pfijit, takze tam algoritmus
funguje.

Indukéni krok bude schematicky takovyhle: ,,Kdyz néjaka véz ma prazdny
interval, je jasné, ze z4dné feSeni neexistuje. Reknéme ted bez 1jmy na obecnosti,
Ze na prvni sloupecek jde umistit néjaka véz. Vybereme z vézi, které jdou dat do
prvniho sloupecku, libovolnou minimalni, a polozime ji tam. Tim si zmensime
zadani o jednu véz a jeden sloupecek. Nechame si od indukce prihrat feseni
mensiho problému. Pokud existuje, pfiddme k nému tuhle véz a mame vysledek.
Pokud neexistuje, pak neexistuje ani feseni problému vcéetné minimalni véze.“

Zbyva ted dokazat, Ze pokud budeme véze takhle umistovat, tak o zadné fe-
Seni neptijdeme. (Diikaz toho, Ze Zadné feseni nepridame, je jednoduchy.) Jinymi
slovy: pokud jdou véze néjak rozmistit podle zadani, tak jdou rozmistit i tak, ze
v prvnim sloupecku bude z vézi, které tam Sly umistit, libovolnd minimalni.

Vezméme si néjaké feseni a vyberme si z vézi, které muzou dostat prvni
sloupecek, néjakou minimélni. Oznacime ji tfeba M. Nechtf M nedostane prvni
sloupecek, ale sloupecek Sy;. Pokud je prvni sloupecek v FeSeni volny, muzeme do
néj M premistit, ¢imz dostaneme fesSeni, ve kterém prvni sloupecek drzi vybrana
minimalni véz. Pokud neni prvni sloupec volny, znamena to, ze néjaka véz X
jej drzi. Protoze M je minimalni véz, tak interval véze X obsahuje mimo jiné
sloupecek S);. Muzeme tedy véze X a M beztrestné prohodit. Po prohozeni opét
dostaneme Feseni, které ma v prvnim sloupci minimalni véz.

Implementace

Maéame dokazano, Ze to bude fungovat, a zbyva to ,jenom“ implementovat.
Budeme postupné ukrajovat véze a sloupecky. V proménné si budeme drzet po-

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky-v-sitich
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sledni sloupecek, do kterého jsme uz umistili véz (a dalsi véze budeme umistovat
jenom za néj).

Véze chceme brat v takovém poradi, abychom pokazdé umistovali tu, ktera
je v nezpracovaném prostoru minimalni. Jak toho dosdhneme? Mohli bychom si
v kazdém kroku najit minimdlni véz prichodem vsech zbylych vézi, ale to by
nas stalo kvadraticky cas. Existuje lepsi feSeni: ukladat si véze do haldy. Halda
konkrétné bude minimova a budeme v ni t¥idit podle konce intervalu, do kterého
muzeme véz umistit. Také do ni véze nebudeme pfidavat vsechny hned, ale teprve
okamzikem, kdy narazime na zac¢atek jejich intervalu. Kdykoliv z téhle haldy tedy
odebereme véz s nejmensim koncem intervalu, bude to pravé ta minimalni pro
sloupecek, ktery budeme zabydlovat.

Jako prvni krok véze v O(N log N) setiidime vzestupné podle minima in-
tervalu. Potom budeme postupné zleva zapliiovat sloupecky a pridavat véze do
haldy.

Kazdou véz zpracujeme takto: jde-li umistit hned za posledni umisténou véz,
ucinime to. Nejde-li to, zkusime ji umistit na zacatek jejiho intervalu. Pokud ani
to nejde, znamena to, Ze posledni umisténa véz je za koncem intervalu pravé zpra-
covavané véze, takze zpracovavana véz nejde umistit nikam — feseni neexistuje.
Nakonec nesmime zapomenout zvysit proménnou s posledni umisténou vézi.

A co nés to bude stat? Pamét je jednoducha: stac¢i O(N) na ulozeni vstupu a
haldy. Co se ¢asu tyce: setfidéni vézi zabere O(N log N). Kazdou véz také jednou
ulozime do haldy a jednou z ni vybereme, coz oboji trva O(log N) za véz, tedy
celkem O(N log N). VSechno ostatni trva kratsi dobu.

Program (C++): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-5.cpg

Michal Pokorny

26-1-6 Hydroponie

Zahrada skytd prihradky na rostliny oznacené ¢isly 0 az N — 1. K dispozici
méame M népajecich okruht, i-ty okruh je intervalem I; = [a;,b;) = {a;,a; +
1,...,b; — 1}. Délka intervalu v tomto znaceni je b; — a;.

Pokousime se uréit pocet vSech moznych osazeni rostlin do prihradek tak,
aby kazdy interval obsahoval alespon jednu rostlinu. Protoze mohou byt vysledné
hodnoty extrémné vysoké, pocitame pouze zbytek po déleni této hodnoty ¢islem
1000000 007.

Rozklad na schodisté

Provedme tivodni pozorovéni. Plati-li pro navzajem rtznd ¢ a j inkluze I; C
I;, mtzeme interval I; ze svych tivah vypustit. Podminku na obsazeni rostliny
v tomto intervalu nam zajisti interval ;.

Déle budeme uvazovat pouze intervaly, které v sobé neobsahuji zadny cely
interval. Intervaly si navic usporadame vzestupné dle jejich pocatku. Pro libo-
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volné i < j budou nyni platit nerovnosti a; < a; a b; < bj. (Prvni nerovnost je
déna usporadanim, druhd tim, Ze I; nemize cely lezet v I;.)

Ziskali jsme jakousi schodovitou strukturu. Tuto strukturu si rozebereme
na jednotlivd schodisté. Schodisté S; bude mnozinou intervala I,, az I, takovou,
ze kazdé dva po sobé jdouci intervaly maji neprazdny prinik, navic S; bude
vzdy nejvétsi takovou moznou mnozinou. Tedy I,,—1 a I,,41, pokud existuji, jsou
disjunktni s I,, a I,. Pocet schodist ozna¢me jako T

PovSimnéme si, ze tloha se ndm nyni rozpadla na T+ 1 zcela nezavislych
poduloh. Pro pfihradky neobsazené v zadném intervalu nejsme ni¢im vazani, tedy
mame 2% moznosti jejich obsazeni, je-li K poétem téchto pfihradek. Zbyvajicimi
podilohami jsou jednotliva schodisté.

Vypocet pro jedno schodisté

Méjme jediné schodisté s intervaly Jo, ..., Jy—1. Nyni oznacujme J; = [a;, b;).

Zuzitkujeme myslenku dynamického programovani a budeme si postupné
pocitat hodnoty D(0) az D(¢ — 1), kde D(i) udava pocet moznych rozmisténi
kvétin, umistujeme-li je pouze do intervala 0 az .

Pocatecni hodnota D(0) je ziejmé 2170l — 1, neb nam je zakizano pouze to
obsazeni kvétin v intervalu Jy, pii kterém neumistime ani jednu kvétinu.

Predokladejme nyni, ze hodnoty D(0),...,D(i — 1) jiz byly spoéteny, a my
chceme urc¢it D(7).

Bud p nejmensi takové, ze b, > a;. Interval J; rozdélime na podintervaly
[ai; bp), [bp, bp+1), [bp+1,bpt2), - - -, [bi1,bs).

MozZnosti osazeni kvétinami si rozdélime podle toho, do kterého z téchto
podintervaltt umistime nejpravéjsi kvétinu. Nejprve se podivejme na intervaly
tvaru [bj, bj41) pro néjaké j spliujici p < j < i. Pozdéji se jesté podivame na
specialni interval [a;, b,). Vysledky pro jednotlivé intervaly pak seéteme a ziskdme
D(i).

Mame interval [b;,b;41), ve kterém bude umisténa alespori jedna rostlina, a
vime, ze na pozicich od b4, dale uz zadna kvétina nebude. Moznosti, jak umistit
kvétiny do tohoto podintervalu, je 2%+1 =% —1. Kolika zpiisoby lze korektné osadit
zbytek schodisté udava D(j), coz davé celkem (2%+17% — 1) . D(j) moznosti pro
tento interval.

Zbyva nam interval [a;,bp). Je-li p = 0, pak je mezivysledkem hodnota
200—ai . (20i=bo _ 1) Musili jsme obsadit alespoii jednu kvétinu do intervalu
[ai, bo), zbytek intervalu Jy jsme mohli obsadit libovolné.

Pro p > 1 se jesté podivame na interval J,_;. Pro ten uz plati b,_1 < a;.
Pocet moznych osazeni intervalu [a;, b,) je opét 2%:~0 — 1. Interval [b,_1, a;) lze
obsadit libovolné, tedy 2% ~»-1 zpiisoby. Jak obsadit vSechny pozice pfed timto
intervalem uz udava D(p — 1). Celkem tedy (2% % —1).2%~b»-1. D(p—1).

Celkovy pocet moznych osazeni tohoto schodisté je D(¢ — 1).
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Plody nasSeho snaZeni

Protoze jsou umisténi do jednotlivych T schodist a do prihradek mimo scho-
disté nezavisla, ziskame vysledek jako soucin po¢tu moznosti pro tyto jednotlivé
pripady.

Zbyva se zamyslet, s jakou slozitosti umime celé nase feSeni implementovat.
Abychom si intervaly spravné uspotradali a zbavili se prebytecnych, staci je setii-
dit a vhodné projit. (Detaily si rozmyslete sami, nebo si je prectéte ve vzorové
implementaci.)

Asymptoticka slozitost algoritmu bude funkci dvou proménnych, jmenovité
N a M. V takovém pripadé nemusi byt jednoznacné, ktera casova slozitost je
tou optimalni. MiiZe to zaviset na vztahu mezi témito proménnymi. (Optimalni
algoritmus by asi mél podle vstupnich hodnot N a M zvolit spravnou variantu
implementace).

Predvedeme si dvé mozné slozitosti feseni. V prvnim pripadé intervaly se-
tfidime v ¢ase O(M log M), tfeba pomoci Quicksortu.

Béhem pocitani moznosti pro vsechna schodisté mocnime dvojku a to expo-
nentem z rozsahu 0 az N. Tuto operaci jsme schopni provést v ¢ase O(log N).

P1i vypocétu moznosti pro dany interval ve schodisti scitdme moznosti po-
dintervalti. VSimnéme si, ze tento soucet neni potieba pocitat vzdy od nuly, ale
staci jej aktualizovat pfi zvySovani ¢ a p. To znamend linedrni pocet operaci
vzhledem k poctu intervalt. Nejdrazsi operaci je uz zminéné mocnéni dvojky.

Prvni feSeni mé tedy Casovou slozitost O(M log N) a pamétovou slozitost
O(M). (Vsimnéte si, ze O(log M) a O(log N) je totéz, protoze M je nejvyse N2.)

Protoze okraje intervalti jsou z rozsahu 0 az N — 1, mizeme je také setiidit
prihrddkovym t¥idénim v ¢ase O(N). VSechny mocniny dvojky si mizeme do-
predu predpocitat a pak na dotaz odpovidat v konstantnim case. Tak ziskavame
druhé feseni s ¢asovou i pamétovou slozitosti O(N + M).

P1i implementaci nesmime zapomenout vSechny hodnoty pribézné nahrazo-
vat jejich zbytkem po déleni 1000000007, abychom nedostavali ohromna cisla.

Vzorové implementace ukazuje feSeni v ¢ase O(M log N).

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-6.4

Lukas Folwarcznyj

26-1-7 Mravenci

Pokusme se sousttedit na srazku ur¢itych dvou mravencu. Lze si vSimnout,
ze pokud si je neoznacime, vypada situace tak, jako by se mijeli a k zadné srazce
nedoslo. Mravenec, ktery spadne z klacku posledni, je tedy ten, ktery je nejvzda-
lengjsi od okraje klacku, ke kterému je otoc¢eny. Pozor, takovy mravenec je vzdy
aspot jeden, ale mizou byt i dval
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U druhé ¢asti nam pribylo nékolik tézkosti. Nemtzeme uz totiz zanedbat
oznaceni mravenci. Nahlédneme ale, Ze mravenci se na klacku nemohou preska-
kovat. Specialné je tedy prvnich n mravencu spadlych z klacku na levé strané
totoznych s témi n mravenci, ktefi jsou na zacatku nejblize levému konci klacku.
Pro pravou stranu plati analogické tvrzeni.

Z prvni ¢asti jiz vime, do jakého sméru je na zacatku orientovan mravenec,
jenZz spadne jako posledni (pro jednoduchost déle pfedpokladejme, Ze doleva,
jinak analogicky). Nyni zjistime pocet mravencii, ktefi na zac¢atku mifi doleva.
Reknéme, 7e je jich k. Pak mravenec, ktery z klacku spadne jako posledni, je k-ty
mravenec zleva v poradi, v jakém stoji mravenci na zacatku.

Jan Bok

26-1-8 Turingova strojovna

Prvni tfi koly byly snadné, ctvrty trochu tézsi. Ukazalo se ale, Ze vSechny
Ctyti skryvaji necekané hlubiny. Za¢neme proto snadnymi fesenimi a pak se spolu
vydame na cestu do hlubin.

Ukol 1

Nejprve si vSimneme, 7Ze kazda neprazdnd spravné uzavorkovand posloupnost
obsahuje po sobé jdouci dvojici (). Smazanim této dvojice vytvofime jiné spravné
uzavorkovani, v némz opét najdeme takovou dvojici, a tak déle, az posloupnost
zredukujeme na prazdnou. Naopak zacneme-li se Spatnym uzavorkovanim, sma-
zéanim () z néj nikdy nevytvorime spravné. Zjistili jsme, ze spravna uzavorkovani
jsou pravé ta, ktera lze zredukovat na prazdnou posloupnost.

Pfesné o to se bude pokouset nés stroj. Pracovat bude nad abecedou {(,), *}
a jeho program bude vypadat nasledovné:

stav/znak  ( ) * U
S ((a_>7S) (*7<_7P) (*,_>,S) (\_I7<_7K)
P (*¥,—,9) — (*,+-,P) NE
K NE —  (x,+,K) ANO

Zacne ve stavu S, bude prochézet fetézcem zleva doprava a hledat prvni pravou
zavorku. Jakmile ji najde, prepise ji na * a prepne se do stavu P, v némz se bude
vracet zpatky a hledat nejblizsi levou. Tu také vyhveézdickuje, nacez se prepne
opét do stavu S (vSimnéte si, Ze vlevo od aktudlni pozice uz zadné pravé zavorky
nejsou, takze se k nim neni potieba vracet). AZ vstupni fetézec dojde, stroj
prejde do stavu K, v némz bude kontrolovat, zda nezbyly néjaké nesparované
levé zavorky.

Casova slozitost tohoto stroje je O(n?), jelikoz az Fadové n-krat potiebujeme
najit parovou zavorku, coz trva az fadové n krokt. Kvadraticky dlouho bude
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pocitat napriklad na vstupu (((...))). Kromé prostoru na pasce, kde byl napsan
vstup, nepotiebuje zddnou dalsi pamét.

Ukol 2 s lineérni paméti

Sledujme, jak probiha vypodet stroje z predchoziho tkolu. Vyhvézdickovana
policka pasky mtzeme ignorovat, ta stroj vzdy preskakuje. Pak plati, ze vlevo od
aktualni pozice jsou samé levé zavorky — to jsou ty, ke kterym jsme jesté nenasli
pravou zavorku do paru. Kazda dalsi zavorka je budto leva (a pak ji preskoéime,
¢imz se presune do levé &asti), nebo prava (a tehdy naopak z levé ¢ésti jednu
levou zévorku smazeme).

Jinymi slovy levou cast pouzivame jako zdsobnik dosud neuzavienych za-
vorek. Na vicepaskovém stroji si ho muzeme ulozit na samostatnou pasku. Tim
zaridime, Ze dalsi znak v zasobniku bude dostupny v konstantnim case.

Program stroje bude vypadat takto: (S, Gu) = ((=),((=),9)
(S7)7|—|) — (()7%)7(1—“(;)7]3)
(Sﬂ_h\_l) — ((\_h.)7(\_h%)7K)
(Pvav () — ((Oé,.),(u,.),S)
(P,a,) — NE
(K,u,u) — ANO
(K,u, () — NE

Stroj zacne ve stavu S. Na prvni pasce se bude pohybovat zleva doprava
a postupné Cist zavorky ze vstupu. Na druhé pasce si bude udrzovat zasobnik
otevrenych zavorek a hlava se v klidovém stavu bude nachazet vpravo od posledni
ulozené zavorky.

Pokud stroj precte levou zavorku, ulozi ji na zasobnik.

Pokud precte pravou zavorku, prepne se do stavu P a zkontroluje, jestli na
zasobniku ma néjakou levou. Paklize ano, odstrani ji a vrati se do pocatecniho
stavu. Pokud ne, zavorkovani neni spravné.

Skond¢i-li vstup, je jesté potfeba zkontrolovat, Ze na zasobniku neztstala
zéddné neuzaviena zavorka. O to se stard stav K.

Tento stroj pracuje v linearnim ¢ase s délkou vstupu (kazdy znak zpracuje
v konstantnim case) a spotfebuje linedrné mnoho prostoru na pracovni pasce.

Ukol 2 s logaritmickou paméti

Zadani vybizelo k co nejmensi spotiebé paméti. Vskutku, predchozi feseni
prostorem vyslovené plytva. Do zasobniku uklada samé levé zavorky, takze by
uplné stacilo pamatovat si jejich pocet ve dvojkové soustavé. Ulozime ho jako
posloupnost znakii 0 a 1 na pracovni pasce. Nejnizsi fad se bude nachéazet vpravo
a v klidovém stavu bude hlava stat na mezefe napravo od néj.
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Obsluha vstupni pasky bude vypa- (S, Gu) = (G=),(uy+), 1)
dat nasledovné: (S,),u) = (0,—=),(
(Svl_hl_l) (( .7(I_I <*)7I()

Stavy I, D a K znamenaji ,zvy$ pocitadlo o 1“ (inkrementace), ,sniz po-
¢itadlo o 1“ (dekrementace) a ,zavérecna kontrola, zda pocitadlo je 0“. V nich
uz se budeme zabyvat jen pracovni paskou s pocitadlem, takze je popiseme jako
jednopéaskovy Turingiv stroj. Navic jsme pridali stav Z, ktery slouzi k navratu
hlavy doprava.

stav/znak 0 1 U

I (1,—,2) (0,«,1) (1,—,2)
D (1,+-,D) (0,—,%2) NE
K (0,+,K) NE ANO
Z (0,—,2) (1,—,2) (u,e,5)

Nyni spotfebujeme pouze logaritmické mnozstvi prostoru, nebot dvojkové
¢islo v rozsahu 0 a7z n zapiSeme pomoci |log,n| 4+ 1 bitd. OvSem zvySovani
a snizovani pocitadla trva logaritmicky dlouho, takze jsme si ¢asovou slozitost
pokazili na O(nlogn).

Ukol 3

Pokud si mizeme dovolit pridavat pasky, vystacime si dokonce s jedinym
stavem. Rozsifime abecedu o tolik symboli, kolik mél ptivodni stroj stavi. Pri-
dame novou pasku, z niz budeme pouzivat jen jediné policko. Na ném budeme
udrzovat informaci o tom, jaky stav puvodniho stroje pravé simulujeme. A aby
se novy stroj spravné rozbéhl, uréime, ze prazdné policko odpovida pocatecnimu
stavu ptvodniho stroje.

Ukol 4

Na jednopéaskovém stroji se nabizi rozsirit abecedu na usporadané dvojice
(z,5), kde z je znak ptivodni abecedy a s stav ptivodniho stroje. JenZe: pokud
posuneme hlavu na sousedni policko, musime tam prenést informaci o stavu,
kterd byla zakédovana do stavajiciho policka. To nejde udélat najednou (protoze
do stavu nového stroje zakédujeme jen 1 bit informace), ale s trochou Sikovnos-
ti poskytuji dva stavy dost manévrovaciho prostoru na to, abychom informaci
prenesli po ¢astech.

Stavy nového stroje nazveme X a Y. Abecedu rozsifime na trojice (z, s, m),
pfifemz z a s budou odpovidat znaku a stavu ptivodniho stroje (stavy o¢isluje-
me) a m bude mdd, na némz bude zaviset, co zrovna X a Y znamenaji. Médu
budeme rozeznavat pét: klid, vysildni doprava, vysilani doleva, prijem zprava,
prijem zleva.

Predstavme si, ze novy stroj pravé odsimuloval jednu instrukei starého stro-
je. Na aktudlnim poli¢ku zménil s i z a ted se potiebuje posunout na sousedni
policko, feknéme doprava. Udéla toto:
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e Na aktualni policko zapise mdéd vysilani doprava, prepne se do stavu X a
posune hlavu doprava.

e Sousedni policko bylo v mdédu klid, takze si stav X vylozi jako pozadavek,
ktery prisel zleva. Nastavi s = 0, prejde do médu prijem zleva a ve stavu X
se posune zpét doleva.

e Nyni je predavani informaci nastartovano. Vysilaci policko pokazdé snizi
své s o 1 a dokud nevyjde 0, pfesouva se na prijimaci policko ve stavu X.
Piijimaci policko zvysi své s o 1 a vrati hlavu zpét (stéle stav X). Pokracu-
jeme v predavani.

e Jakmile vysilaci policko dopocita do nuly, prepne sviij méd na klid a posune
hlavu na pfijimaci policko, tentokrat ve stavu Y. Podle toho pfijimaci policko
poznd, ze prenos je u konce, a odsimuluje dalsi instrukci ptavodniho stroje.

Pokud chceme prendSet informaci doleva misto doprava, postupujeme ob-
dobné, jen v prvnim kroku pouzijeme stav Y, podle ¢ehoz prijimaci policko pozna,
Ze prenasime zprava.

Kazdou instrukci ptivodniho stroje tedy umime odsimulovat konstantné
mnoha instrukcemi stroje nového.

Ukol 4: start vipoctu

Prave predvedené feseni 4. tikolu ma jeden maly, le¢ podstatny hacek: jak
@ se vlastné cely vypocet rozbéhne? Potfebujeme preci, aby byl ve znaku na
prvnim policku pasky zakédovan pocatecni stav Sy ptivodniho stroje.

Jak to zaridit? Mame moznost urcit pro kazdy znak puvodni abecedy, jaka
trojice mu bude odpovidat v nové abecedé, a také si mizeme vybrat pocatecni
stav nového stroje.

Hned se nabizi zapisovat znaky ptvodni abecedy jako trojice (z, Sy, klid).
Jenze ani pro pocatecni stav X, ani pro Y to nedopadne dobfe: stroj se bude
snazit kopirovat stav ze sousedniho policka, které na to viibec neni pripraveno.
Tak radéji nechame novy stroj, at sviij vypocet zahaji zapsanim stavu Sy. Jak
ale poznd, kdy to mé udélat?

Pijdeme na to mensi oklikou. Nejprve si rozmyslime, ze kazdy Turingtv
stroj mizeme predélat tak, aby nikdy nevyuzival policka pasky nalevo od po-
¢atecni polohy hlavy (tedy aby jeho paska byla jen jednostranné nekonecnd).
Zatridime to ,pfelozenim pasky napil“. Policka pivodni pasky si ocislujeme

., —3,—2,—-1,1,2,3,... ana i-té policko nové pasky ulozime usporadanou dvo-
jici znakl z puvodnich policek i a —i.

Predélany stroj bude simulovat instrukce ptvodniho stroje a navic si bude
ve svém stavu pamatovat, zda se nachazi v kladné ¢i zaporné c¢asti piivodni pasky.
Podle toho bude pouzivat bud prvni, anebo druhou slozku dvojice a pripadné
obracet smér pohybu hlavy. Navic si na policko 1 umistime znacku, abychom
poznali, Ze jsme presli pfes rozhrani kladné a zaporné c¢asti.
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Tato transformace zpomali vypocet pouze konstanta-krat a mé jeden piijem-
ny dusledek, kterého vzapéti vyuzijeme: vstoupime-li na jakékoli policko poprvé,
je to vzdy zleva.

Nyni se vratme zpét k redukci pocétu stavii. Kazdy znak z ptivodni abecedy
zakédujeme jako trojici (z, S, init). Novy mdd init se chova stejné jako klid a
navic tika, ze jsme na policku poprvé. Proto vime, ze béhem vypoctu nového
stroje nemizeme na takové policko pfijit ve stavu Y (ten by totiz znamenal
sjdeme kopirovat zprava“). Y tedy prohlasime za poc¢éte¢ni stav nového stroje a
kombinaci méd init 4+ stav Y vyuzijeme k rozjezdu stroje.

Heuréka, problém vytesen. Kazdy jednopaskovy Turingiv stroj umime upra-
vit tak, aby poé¢ital totéz (az na zménu abecedy), zpomalil se jenom konstanta-
krat a vystacil si pfitom s pouhymi dvéma stavy. (Pfesnéji fec¢eno, predvedli jsme
to pro stroje, které odpovidaji stavem ANO nebo NE. Pokud by vystup vydavaly
na pasce, museli bychom jesté na zavér vypoctu pasku ,vycistit“ a prekddovat
zpét do vstupni abecedy. Ale to uz je malickost.)

Pro prehlednost jesté ukazeme tabulku, co ktery stav znamend ve kterém
modu:

mod stav X stav YV
init  zacne prijem zleva start stroje
klid  zacne prijem zleva  zacne pfijem zprava
vysilant chci pokracovani —
prijem zvysit ¢islo stavu konec vysilani

Poznamka: Dodejme jesté, ze inicializaci lze provést i jinak. Vyuzijeme toho,
ze jsme ve vysilacich médech nepotiebovali stav Y. Pojdme i tam stavem rozli-
Sovat, zda jsme prisli zleva nebo zprava. Navic mame moznost v kazdém mddu
poprohazovat, co znamena X a co Y. Pak zafunguje nasledujici trik.

Na pocatecni policko prijdeme ve stavu X, takze si policko mysli, ze ma
prijimat zleva. Pozada proto policko vlevo od sebe o pokracovani vysilani. Jenze
levé policko o zadném vysilani nevi, takze to interpretuje jako zadost o prijem
zprava. Prejde tedy doprava s zadosti o vysilani. Muzeme zafidit, aby si pravé
policko tuto zadost vylozilo jako konec vysilani, ¢ili prijalo stav 0. Ten zpra-
cujeme specialné: skoc¢ime doleva a také predame konec vysilani. I levé policko
ukonéi piijem pfijetim stavu 0, ale umi to rozlisit, protoze prisel zprava, takze
ho muze zpracovat jinak specidlné: zahajenim prenosu skutecného pocateéniho
stavu stroje doprava. Kouzlo se zdarilo.

Zpét k tkolu 1: rychlejsi FeSeni

Trik s pocitadlem z ukolu 2 se da vyuzit i na jednopaskovém stroji. Jen si
musime dat pozor, kam pocitadlo ulozime: pokud na zac¢atek pasky (pred vstup),
budeme ke konci vstupu potfebovat spoustu krokd na presuny mezi vstupem
a pocitadlem; pocitadlo za koncem vstupu se bude chovat podobné $patné na
zacatku vypoctu. Kam tedy? Poridime si pocitadlo stéhovavé: bude umisténo
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tésné pred dosud nezpracovanou ¢asti vstupu a po zpracovani kazdé dalsi zavorky
ho celé prestéhujeme o jednu pozici doprava.
Program stroje bude vypadat nasledovné:

stav/znak  ( ) 0 1 U
S (G+,I) 0,+,D) — — (U, , K)
I — — (1,+-,L) (0,+-,I) (1,«,L)
D — — (1,+-,D) (0,4, L) NE
L — — (0, L) (1,+,L) (u,—,¢s)
Cs — — (uy—,¢0) (u,—, 1) —
Co (Oa_>7S) (07ﬁ75) (07_>ch) (07%701) 7
caa (1,=,9) (1,—=,9) (1,—,¢0) (1,=,¢1) —
K — — (0,+,K) NE ANO

Stroj opét zacind ve stavu S. Jakmile zmerc¢i levou zavorku, posune se tésné
pred aktualni pozici, kde je ulozeno pocitadlo, a za¢ne ho inkrementovat. Pritom
setrvava ve stavu I, dokud dochazi k pfenosu do vyssich fada. Jakmile prenosy
ustanou, pirejde do L a pohybuje se smérem k levému okraji pocitadla. Nakonec
pomoci stavi ¢y, ¢1 a c¢g celé pocitadlo pfesune o znak doprava a vrati se zpét
do S.

Podobné reaguje na pravou zavorku, jen k tomu pouziva dekrementovaci
stav D. Na konci vypoctu jako obvykle pomoci stavu K zkontroluje, ze pocitadlo
vyslo nulové.

Casova slozitost tohoto Teseni je O(nlogn), protoze pro kazdy znak vstupu
stravime O(logn) kroki zvySovanim ¢ snizovanim a nasledné presunem logarit-
micky dlouhého pocitadla. Paméti zabirame stale O(n).

Zpét k tkolu 2: trocha nadéje

Také vam vrta hlavou, jestli by neslo néjak zkfizit nase dvé feSeni druhé-

ho tkolu a dosdhnout soucasné linearniho ¢asu a logaritmické paméti? Jista
nadéje tu je. Pozorujme, jak se méni cislice pocitadla, kdyz ho opakované inkre-
mentujeme:

0000 — 0001 — 0010 — 0011 — 0100 — 0101 — 0110 —
— 0111 — 1000 — 1001 — 1010 — 1011 — ...

Pro ptehlednost jsme zménéné cislice vyznacili tucné.

Pokazdé se jednicky na konci ¢isla zméni na nuly a nula pred nimi na jed-
nic¢ku. Nebo jinak: jedna jednicka vznikne a mozna néjaké zaniknou. Pokud pro-
vedeme m inkrementt, vzniklo celkem m jednic¢ek. Kazdé z nich zanikla nejvys
jednou, takze vSech zanikd dohromady je také nejvys m. Vsech m inkrementt
tedy zabralo ¢as O(m).

Tehdy fikame, Ze jeden inkrement mé konstantni amortizovanou casovou
sloZitost. Hezky se to popisuje pomoci penizkové metody. Jelikoz cas jsou jak
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znamo penize, zavedeme mezi nimi sménny kurs. Jeden penizek bude predstavo-
vat dostatek casu na provedeni jedné operace naseho stroje: tedy pfepsani nuly
na jednicku ¢i opac¢né, véetné piipadného pohybu hlavy.

Nyni prohlasime, ze na provedeni jednoho inkrementu po uzivateli chceme
2 penizky. Jeden z nich pouzijeme na vytvoreni jednicky, druhy dame nové vzniklé
jednic¢ce do vinku a ona si z néj ¢asem zaplati své smazani. Za m inkrement
tedy zaplatime 2m penizki a kazdou operaci stroje jsme naictovali nékterému
z inkrementi.

Dokud tedy pii kontrole zavorek potkavame jen ty levé, casova slozitost
stroje je linearni. Jenze. .. prava zévorka zptisobi snizeni pocitadla a to nam cely
elegantni amortiza¢ni argument zboii: poc¢itadlo mize libovolné dlouho sti¥idat
hodnoty 0111...1 a 1000...0, coz nutné zabere logaritmicky cas.

Ukol 2: dvojkova soustava vraci tider

Tak snadno se preci nevzdame. Dvojkovou soustavu rozsirime, aby byla vy-
vdzend. Vedle ¢islic 0 a 1 pouzijeme navic —1 (pro zkrdceni zapisu budeme misto 1
pséat + a misto —1 prosté -). Vahy fadti budou stéle mocniny dvojky, takze ¢islo

Z'Ci.

CiCh—1 - - . C1co bude mit hodnotu Z?:o 2

Dvojkovy zapis ¢isla funguje i ve vyvazené dvojkové soustavé, ale totéz cislo
miZe mit i jiné zapisy. Napiiklad 6 (110 dvojkové) se da zapsat jako ++0, ale i
+-+0 nebo +-0-0, jakoz i mnoha dal$imi zpisoby.

Presto z prvni ¢islice pozname, zda je ¢islo kladné nebo zadporné. Necht prvni
Cislice je + a méa vahu 2F. Potom ani kdyby byly vechny ostatni &islice zaporné,
nepfispéji dohromady tolik, aby se celé ¢islo vynulovalo, nebo dokonce prehouplo
do zéporna. Plati totiz 20 +2' +. .. +2F~1 = 28 _ 1. Podobné je-li prvni éislice -,
musi byt ¢islo nutné zaporné.

Z toho specidlné plyne, Ze jediné moznosti, jak zapsat nulu, jsou Fetézce
¢éislic 0. Cokoliv jiného je bud kladné, nebo zéporné.

Inkrementovani ¢isla provedeme takto: pujdeme zprava doleva. Pokud po-
tkdme 0, zménime ji na + a zastavime se. Potkdme-li -, zménime ho na 0 a
zastavime se. Narazime-li na +, pfepiSeme ho na 0 a stejné jako v klasické dvoj-
kové soustavé provedeme prenos do vyssiho ¥adu (o éislici vlevo).

Dekrementovani je symetrické: z 0 udélame -, z + udélame 0, z - vytvorime 0
a prenos.

Posloupnost inc, inc, inc, inc, dec, dec, inc tedy projde hodnotami 0, +, +0,
++, +00, +0-, +-0, +—+.

Nyni nahlédneme, Ze inkrementovani i dekrementovani ma konstantni amor-
tizovanou slozitost. Penizky budeme tentokrat piifazovat vsem nenulovym c¢is-
licim. Inkrementovani si nechd od uzivatele zaplatit 2 penizky. Pokud pfepise
0 na +, zaplati to z uzivatelova penizku a ten druhy da do vinku vzniklému +.
Zméni-li + na 0, zaplati to z penizku toho + a pokracuje ve vypoctu. A pokud pre-
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piSe - na 0, zaplati to z penizku toho - a dva uzivatelovy penizky muze prohyftit.
Dekrementovani se chova obdobné, téz si vystaci se dvéma penizky.

K vyfeseni tlohy pouzijeme Turingtv stroj, ktery bude fungovat obdobné
jako nase predchozi feseni s dvojkovym pocitadlem, jen pouzijeme vyvazenou
dvojkovou soustavu. Popiseme jen obsluhu pocitadla, zbytek stroje zustane stej-
ny. V klidovém stavu budeme opét udrzovat hlavu vpravo od pocitadla. Navic
aby se nam snadno testovala nulovost pocitadla, budeme nevyznamné nuly ze
zacatku ¢isla pii kazdé prilezitosti mazat.

Program stroje vypada takto:

stav/znak 0 + - U
I (+,—,2) (0,<,1I) (0,,N) (+,—,2)
D (-,—,%)(0,<,N) (0,<,D) NE
Z (07%7 Z) (+7_>7Z) (_7%7Z) (‘—’7.78)
N (0,—,2) (+,—,2) (-,—,2) (u,—,N')
N (u,—, %) — — —
K NE NE NE ANO

Stav I je jako obvykle inkrementovaci, stav D dekrementovaci. V obou stroj
upravuje pocitadlo tak dlouho, dokud dochazi k prenosu. Pak se prepne do sta-
vu Z, v némz se vraci na konec pasky. Pokud na péasku zapise 0, odskodi si jesté
do stavu N, v némz zkontroluje, zda tato nula nelezi na zacatku cisla, a pii-
padné ji smaze. Stav K slouzi k zavérecné kontrole nulovosti pocitadla — jelikoz
nevyznamné nuly pribézné mazeme, postaci testovat prazdnost pasky.

Dosahli jsme tedy linedrni casové a logaritmické prostorové slozitosti. Na
zévér dodejme, ze logaritmicky prostor je skuteéné zapotiebi, ale ditkaz je trochu
pracnéjsi a do okraje této stranky by se nevesel @

Ukol 2: kockopsi FeSeni

Ukéazeme jesté jedno optimalni feseni druhého tikolu. Je technicky pracnéjsi,
ale myslenkové prostsi: Sikovné zk¥izime prvni feseni (pocitadlo v jednic¢kové sou-
stavé, linedrni Cas, linedrni pamét) s druhym (dvojkova soustava, ¢as O(nlogn),
pamét O(logn)).

Opét budeme udrzovat pocitadlo rozdilu levych a pravych zavorek. Pocitadlo
bude dvojkové, ale budeme ho aktualizovat po skocich. Nejprve spocitame ¢ =
[logy n].

Vstup budeme zpracovavat po blocich velikosti ¢. Pro kazdy blok budeme
udrzovat pocitadlo v jednickové soustavé. Zajimat nas bude jeho hodnota na
konci bloku a také nejnizsi zaporna hodnota béhem bloku. To vse zjistime v case
O(¢) a prostoru taktéz O(¢).

Hodnotu pocitadla na konci bloku prevedeme do dvojkové soustavy a pri-

svvs

hodnota nepresahla predchozi hodnotu globalniho pocitadla. VSechny tyto ope-
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race stihneme v O(¢) — tolik bitt maji dvojkova ¢isla, s nimiz pracujeme. Prevod
z jednickové do dvojkové soustavy zafidime postupnym pri¢itanim jednicky, kte-
ré, jak uz vime, trvd O(1) amortizované.

Kazdy blok tedy zpracujeme v ¢ase O(f) a prostoru O(¢). Vech O(n/¢)
blokii v ¢ase O(n) a prostoru opét O(¢) = O(logn).

Martin ,Medvéd“ Mares

KSP
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26-2-1 Zamotané provazy

Prvnim postfehem muze byt, ze pocet kiizeni musi byt vzdy sudy, jinak
nemize byt provaz 2 nahofe na obou stromech. Déle si lze vSimnout, ze kdyz je
na dvou po sobé jdoucich kfiZenich nahofe stejny provaz, jde jen o prehozenou
,vlnu“, a lze ji bez problému rozmotat.

Pokud budeme postupné odstranovat dvojice stejnych kiizeni, dobereme se
k jednomu ze dvou stavi. Pokud nam zbyly dva provazy bez kiizeni, jde je
rozmotat. Jinak budou tvorit posloupnost, ve které se pouze stiidaji jednicky
a dvojky, a kterou jiz rozmotat nelze.

Velmi se nabizi moznost implementovat program pomoci zasobniku. Kazdé
nové prekfizeni porovname s vrcholem zasobniku a pokud se lisi, pfiddme nové
kiizeni. Pokud jsou stejné, vrchol odebereme. Takto se urcité dostaneme ke kazdé
dvojici, kterou bychom odebrat mohli. Uz ted méme algoritmus linearni s poctem
krizeni a toto stacilo na zisk 6 bodu.

Lépe nez linearné to samoziejmé nepujde, kazdé kiizeni ovliviiuje vysledek.
Pomuzeme si ale s paméti a to vynechanim zasobniku. Mizeme si to dovolit,
protoze se v ném po sobé jdouci prvky vzdy lisi — jde vzdy o stfidajici se jednicky
a dvojky. Staci si tedy pamatovat, ¢im zasobnik kon¢i a jak je hluboky.

Optimélnim FeSenim je tedy vySe popsany algoritmus bézici v ¢ase O(N)
a vyuzivajici O(1) paméti. Za takové FeSeni jsme uz davali plny pocet bodd.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-1.4

Ondra Hlavaty & Jirka Setnicka

26-2-2 Barevny trojuhelnik

V feseni se inspirujeme myslenkou, kterou nam zaslal resitel Matej Lies-
kovsky. Predpokladejme pro spor, Ze v siti neexistuje souvisla oblast spojujici
vsechny tfi strany. Vezméme horni vrchol trojuhelnika a uvazme nejvétsi jedno-
barevnou souvislou oblast, ve které lezi.

Tato oblast, feknéme bez jmy na obecnosti bila, se dotykd miniméalné dvou
stén, kterych se dotykd vrchol. Z predpokladu se vsak nedotyka treti. Je tedy
zespoda zcela ohraniena souvislym pasem ¢ernych Sestitthelnikt, ktery navic
spojuje ty samé dvé stény, které spojuje zvolenad bila oblast. To opét z piedpo-
kladu znamenad, ze tato cernd oblast nezasahuje do tfeti strany.

Nahlédnéme, ze kdyZ celou bilou oblast u horniho vrcholu prebarvime na
¢erno, nevznikne tim souvisld oblast spojujici tfi strany — tato oblast spojuje
stejné dveé strany jako jeji cerna hranice, takze spojeni se tfeti stranou nevznikne.
Tim jsme ovsem zvysili aspori o 1 pocet ¢ernych Sestitthelnikti a dostali jsme opét
obrazec bez souvislé oblasti spojujici vSechny 3 strany.
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Tuto operaci miizeme opakovat kolikrat chceme, ovSsem po urc¢itém poctu
krokd musime dojit do stavu, kdy uz bude ¢erny cely trojuhelnik. To je ovSem ob-
razec, ve kterém uz ziejmeé existuje souvisla jednobarevné oblast spojujici vsech-
ny tfi strany, coz je hledany spor. Tim je diikaz hotov.

Alternativni interpretace stejné myslenky by fungovala nasledovné: Pomoci
pozorovani vyse snadno ukazeme, ze v daném obarveni existuje souvisla oblast
spojujici vSechny t¥i strany pravé tehdy, kdyZ existuje takova oblast v obarveni,
kde prebarvime onu souvislou oblast pri nékterém vrcholu.

Kdyz tedy budeme dostatecné dlouho takto prebarvovat, opét dostaneme
zcela ¢erny trojuhelnik, ktery uz takovou vSespojujici oblast obsahuje. Z tohoto
stavu ovSsem muzeme do stavu, kde jsme zacali, natdhnout fetéz vyse popsanych
ekvivalenci, takze existuje-li ve findlnim stavu oblast spojujici vSechny tfi strany,
existuje i v puvodnim obrazci.

Mark Karpilovskij

26-2-3 Planovani cesty

Uloha o planovani Jacobovy cesty nebyla ni¢im jinym, nez hleddnim nej-
kratsi cesty v grafu. Pieformulujme si lohu nejprve z feci ¢tvercovych policek
do Cisté feci grafu.

Definujme orientovany ohodnoceny graf G. Vrcholy grafu budou policka za-
dané oblasti. Hrany mezi dvéma policky vedou pravé tehdy, kdyz spolu obé po-
licka sousedi stranou a obé jsou pruchozi. Ohodnoceni hrany z policka A do
policka B bude odpovidat ¢asu potfebnému na zdolani policka B.

Pruchod do Sifky

Graf G ma RS vrcholi a O(RS) hran, kde R x S jsou rozméry oblasti.
ReSenim ptivodni tlohy je délka nejkratsi cesty v G ze startovniho policka do
cilového policka.

Prvnim zpusobem, jak tlohu fesit, je prohledat graf do sitky. Prohledavani
do sfiky (BFS) je popsano v nasi grafové kuchaice?! a zde jej nebudeme opakovat.

Nesmime ovSem zapomenout, ze prohledavani do sirky funguje pouze v pii-
padech, kdy ohodnoceni vSech hran je jednotkové. Nejprve musime jesté provést
jednu upravu grafu. Vyuzijeme celociselnosti ohodnoceni hran a kazdou hranu
nahradime posloupnosti jednotkovych hran. Konkrétné hranu s ohodnocenim ¢
nahradime cestickou slozenou z ¢ jednotkovych hran. Takové operaci se také rika
podrozdeélent.

Pokud oznacime jako T nejvyssi z ohodnoceni vSech hran, mtizeme pocet
hran i vrcholt nového grafu omezit vyrazem O(TRS). Nejkratsi cesta v podroz-
déleném grafu odpovida nejkratsi cesté v ptivodnim grafu.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafyl
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Na tomto grafu uz pouzijeme prohledavani do sitky a ziskdme feSeni s ¢aso-
vou slozitosti O(TRS).

Dodejme jesté, Ze si miizeme vystacit s prostorem velikosti O(RS). Nové pii-
dané vrcholy a hrany si totiz nemusime nutné pamatovat. Stac¢i pracovat s pivod-
nim G a akorat pti vkladani vrcholu do fronty pridélit vrcholu jakési ,,zpozdéni®,
se kterym ma byt zpracovan. Zpozdéni nejprve nastavime na ohodnoceni hrany.
Po vyjmuti vrcholu z fronty zpozdéni snizime o jedna. Je-li zpozdéni stale vétsi
nez nula, vrchol nezpracujeme, ale znovu jej vlozime do fronty.

Dijkstruv algoritmus

S pomoci pruchodu do sitky bylo mozno zdarné vyresit prvnich pét vstupi,
v dalsich péti testovacich vstupech jiz byla hodnota T prilis vysoka a bylo nutno
vyuzit sofistikovanéjsi algoritmus.

Mezi takové algoritmy se napriklad fadi Dijkstriv algoritmus, ktery je vlast-
né rozvinutim predchozi myslenky o zpozdénych vrcholech. Dijkstruv algoritmus
je diikladné vylozen v daldi z nasich kuchafek.?? Kuchaika shodou okolnosti
vychézi letos zaroven se zadanim treti série a bylo by zbytecné zde jeji obsah
opakovat.

feSeni

Pouzijeme-li pii implementaci Dijkstrova algoritmu binarni haldu, dosdhne-
me ¢asové slozitosti O((N + M)log N), kde N je pocet vrcholt a M pocet hran
grafu. V nasem pfipadé ziskavame feSeni s ¢asovou slozitosti O(RS log RS). Pa-
métova slozitost feseni bude O(RS).

Mizete si povsimnout, ze pouziti k-regularni ¢i Fibonacciho haldy by nam
v nasem konkrétnim problému nepomohlo. Graf je totiz velmi fidky (méa pouze
linedrni pocet hran vzhledem k poctu vrcholi).

Program (C) — prichod do sirky:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-3-bfs.d

Program (C) — Dijkstriiv algoritmus:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-3-dijkstra.d

Lukds Folwarczngy

26-2-4 Stavba véze

Leh¢i varianta

Jakmile vime, ze vsech K kostek ma stejnou vahu, miuzeme si je setfidit
podle jejich nosnosti. Poté je budeme postupné prochazet od nejvétsi k nejmensi
a budeme kontrolovat, Ze nosnost ¢; > K — i — 1 (kde 7 je index v poli, které je
¢islovano od nuly).

42 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty
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Pro¢ to mizeme udélat pravé takto? ProtoZe potiebujeme, aby kazda kostka
unesla vSechny nad sebou. Ty vazi pravé K —i — 1 (pokud maji vSechny jed-
notkovou védhu) a pokud bude tato nerovnost splnéna pro kazdou kostku, tak
takovou véz urcité postavit mizeme.

Pokud by naopak tato nerovnost na néjakém misté splnéna nebyla, tak
bychom aktudlni kostku mohli prohodit jenom za né&jakou kostku vyse (protoze
kdybychom ji prohodili niz, musela by unést jesté vic). Jenze vSechny kostky
nad aktudlni maji nosnost mensi nebo rovnou aktualni, takze v takovém piipadé

neexistuje zpusob, jak by véz sla postavit.

Casovéa slozitost takového feseni je O(K log K), protoze pravé tak dlouho
budeme tiidit. Kontrola, Ze lze v&z postavit, uz probéhne jen v ¢ase O(K). Takova
feseni jsme ohodnotili slibenymi 3 body, tedy maximem za leh¢i variantu.

Ale lehéi variantu lze vyftesit i v ¢ase O(K). Udélame to takto:

1. Vytvofime pole o velikosti K (opét ¢islujeme od nuly).

2. Projdeme kostky a u téch, které maji ¢; > K, nastavime jejich nosnost na
K — 1 (protoZe vétsi nosnost nepotiebujeme, sta¢i ndm, aby unesly maxi-
mélné K — 1 kostek).

3. Postupné projdeme vsechny kostky a do pole velikosti K si zapiseme, kolik
kostek m4 kterou nosnost (tedy budeme indexovat pole pfimo nosnosti).

4. Poté si vybereme jednu kostku s nosnosti K — 1. Pokud takova neexistuje,
je jasné ze véz postavit nelze a zahldsime netspéch. Pokud existuje, tak ji
smazeme a spustime nas algoritmus znovu pro K o jedna mensi.

Ale pockat, to bude prece trvat az O(K?2)! Zkusime tedy vzit jenom hlavni
myslenku a vylepsime ji. Rozmysleme si, jak se ndm pole po smazani jedné kostky
ve 4. bodé zméni.

Kostky, které mély predtim nosnost ¢; < K — 1, to nijak neovlivni, ty zt-
stanou na stejném misté. Jediné, co se zméni, jsou kostky s nosnosti /; > K — 1,
tyto (az na tu jednu smazanou) dostanou nosnost ¢; = K — 2.

Z toho nam vyplyva, jak naprogramovat feseni. Prvni t¥i kroky udélame
presné tak, jak je napsano vyse, ale 4. krok udélame trochu chytfeji — uvédomime
si, Ze vlastné vubec neni nutné celé pole pocitat pokazdé znova.

Stac¢i nam jednu kostku o nosnosti K — 1 odecist a vSechny kostky o stejné
nosnosti, které nam zbyly, ptic¢ist ke kostkdm s nosnosti K — 2. Takto upraveny
4. krok budeme opakovat, dokud se nedostaneme na K = 0. Pokud jsme cestou
nenarazili na zadné potize, tak lze cela véz postavit.

Té781 varianta

V pripad€, ze maji kostky rozdilné vahy, ndm uz nebude stacit obycejné
tfidéni podle nosnosti. Jako protipfiklad pouzijeme dvé kostky: wy =1, /1 = 3
a wy = 4, {5 = 2. Podle nosnosti bychom chtéli nejdfive umistit prvni, ktera
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uz druhou neunese. Prohlasili bychom tedy, Ze véz nelze postavit. Druhé kostka
vsak prvni unese, ale my bychom tuto moznost ani nevyzkouseli.

Jak tedy tlohu vyfesit? Mnozi z vas spravny postup vymysleli. Obtiznéj-
§i v8ak bylo dokézat, Ze FeSeni opravdu funguje. UkdZeme si kromé algoritmu
a dikazu i to, jak mizeme na takové feSeni pfijit postupné.

Véz stavime odspoda v jednotlivych krocich. Na za¢atku mame véz nulové
vysky a hromddku vsech kostek. V kazdém kroku z hromadky vybereme ty kostky,
které unesou vsechny zbyvajici kostky na hromadce. Vybrané kostky muzeme
pridat v libovolném potadi do véze.

Pokud se nam podari timto zptsobem véz postavit ze vsech kostek, tak ma-
me vyhrano, protoze jsme nikdy nepouzili takovou kostku, ktera by neunesla vse
nad sebou. Pokud véz nesestavime, tak jsme nalezli hroméadku, ze které ani jed-
na kostka neunese vSechny zbyvajici. Z této hromadky vsak nelze nikdy postavit
véz — zadna kostka nemuze byt zakladnou véze. Pridanim dalsich kostek si celou
konstrukci mtzeme zatizit, nikdy ji vSak neodlehcime. Véz tedy nejde postavit
ani ze vSech kostek.

Okam?7ité tak dostdvame algoritmus, ktery tlohu fesi v éase O(K3). Prove-
deme totiz nejvyse K kroki, kde v kazdém z nich spocitame pro kazdou kostku
soucet hmotnosti vsech zbyvajicich.

Nyni si mizeme v§imnout, ze pfi s¢itani hmotnosti ostatnich kostek sc¢itame
dokola témér ta sama cisla. Lepsi tedy bude si predem spocitat soucet hmotnosti
vsech kostek na hromadce, oznacme jej tieba S. Do véze potom mizeme pridat
kostky, pro které plati S — w; < ¢;, tedy ekvivalentné S < ¢; + w;,.

Kdyz se nyni podivame na vyvoj S po jednotlivych krocich, zjistime, Ze se
¢islo S pouze snizuje. Nic nam tedy nebrani kostky vybirat v pofadi od nejvétsi
po nejmensi podle sou¢tu w; + ¢;.

Algoritmus diky tomu miZeme velmi zjednodusit a urychlit. Kostky nejprve
setfidime podle sou¢tu hmotnosti a nosnosti. A nasledné v linedrnim case ovéri-
me, zda se kostky unesou. K tomu staci, kdyz pujdeme od spicky véze doli a vzdy
porovname nosnost aktualni kostky se souctem hmotnosti kostek nad ni. Tento
soucet si v prubéhu snadno spocitame z predchoziho pouhym pfictenim hmot-
nosti dalsi kostky. Cely algoritmus tak dob&hne v ¢ase O(K log K) a spottebuje
pii tom O(K) paméti.

Program (C) — leh¢i varianta:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-4-1lehci.d

v

Program (C++) — t8z8i varianta:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-4-tezsi.cpd

Vojta Sejkora € Jenda Hadrava
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26-2-5 Vyvazovani

Vyhledavaci stromy lze vyvazovat mnoha riznymi algoritmy, které vSechny
pracuji v linedrnim case, ovSem liSi se mnozstvim potifebné paméti. Zacneme
tim nejobycejnéjsim, ktery potiebuje linearni pracovni prostor, a postupné se
propracujeme az ke konstantni paméti.

Rozebrat a slozit: linearni prostor

Pretvaret nevyvazeny strom na vyvazeny pomoci lokalnich tprav vypada
slozité. Co kdybychom ho prosté rozebrali a pak znovu poskladali?

Rozebirani probéhne rekurzivnim prichodem stromu: vzdy projdeme nejpr-
ve levy podstrom, pak kotfen a nakonec pravy podstrom. Takto jednotlivé vrcholy
navstivime ve vzestupném poradi. Staci si je tedy prubézné ukladat do pole.

Ze settidéného pole posléze vyrobime dokonale vyvazeny strom: kofenem
bude prvek, ktery v poli lezi uprostied (tedy median). Hodnoty lezici v poli pred
nim patii do levého podstromu, hodnoty za nim do pravého. Oba podstromy
sestrojime rekurzivné a zavésime pod kofen. Do rekurze pfitom stac¢i predavat
pocatecni a koncovy index tseku pole, ze kterého zrovna stavime strom.

Jak rozebrani starého stromu, tak postaveni nového nas stoji O(n), kde n je
pocet vrcholt stromu. Na co vSechno spotiebujeme pamét? Piedné si musime
ulozit linedrné velké pole hodnot. Nesmime také zapomenout na zasobnik od
rekurze: na ném bude najednou tolik polozek, kolik ¢ini hloubka stromu. Ta mize
pri rozebirédni dosdhnout az n, béhem skladani pak pouze O(logn). Prostoru tedy
celkem zabereme O(n).

Rozebrani stromu na seznam

Pojdme se zbavit zbyte¢né kopie hodnot. Misto kopirovani vrcholy zadaného
stromu popfepojujeme, aby tvorily lidnu, tedy strom, v némz nejsou zadni levi
synové. Ukazatele na pravé syny nam tedy tvori obycejny spojovy seznam, navic
setfidény podle hodnot.

K ptevodu stromu na lidnu se budou hodit rotace (viz kuchaika).*3 Ty umoz-
Nuji ménit tvar stromu, a pfitom stéle zachovavaji usporadani vrcholt (strom je
tedy stale vyhleddvaci).

Budeme postupovat takto: dokud ma koten levého syna, provadime v kofeni
rotaci doprava. Kdyz uz levého syna nemé, sestoupime do jeho pravého syna
a tam algoritmus opakujeme.

Ukazme si, jak to vypada pro jeden strom se 7 vrcholy (tucné je vzdy vy-
znadena hrana, kterou se chystame rotovat):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy|
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Pro¢ to funguje? Staci si vSimnout, Ze mezi kofenem a aktualnim vrcholem
lezi né€jaka uz sestrojena liana. Rotace ji nepokazi a po kone¢né mnoha rotacich
(kazda zmensuje velikost levého podstromu) uéinime jeden krok doprava, ktery
lidnu prodlouzi. Algoritmus se tedy musi zastavit a v tu chvili je cely strom
lidnou.

Kolik celkem stravime ¢asu? Kroku doprava je linearné. Abychom ukézali,
ze rotaci také, staci sledovat, jak se vyviji délka pravé cesty. To je cesta vedouci
z korene doprava, dokud to jde. Kazda rotace ji prodlouzi o 1, ovSem délka cesty
nikdy nepiekroci n, takze vSech rotaci je nejvyse n.

Logaritmické FeSeni

Nyni upravime funkci na prevod seznamu na strom, aby si vystacila se se-
znamem namisto pole.

Problematické misto je hledani prostfedniho prvku: v poli byl pristupny
v konstantnim case, v seznamu bychom ho hledali linearné dlouho, ¢imz bychom
si pokazili celkovou ¢asovou slozitost.

Misto toho rekurzivni funkci navrhneme tak, aby dostala jako parametry
seznam S a pocet prvku k. Funkce odpoji prvnich k prvka seznamu, vytvori
z nich strom T a vrét{ jak tento strom, tak zbytek seznamu S”.

V pseudokédu bychom ji zapsali tieba takto:

STROM(S, k):
1. Je-li kK =0, vratime prazdny strom a seznam S.
2.0+ |(k—=1)/2]
3. (L, S") «+ STROM(S, ¢)
4. x <+ odpojime prvni prvek seznamu S’
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5. (P,S”) «+ StrOM(S", k — ¢ — 1)
6. Vytvorime strom 7": kofen bude mit hodnotu x, jeho levym podstro-
mem bude L a pravym P.

7. Vystup: Dvojice (T, S").
Cas je opét linearni, paméti ndm stac¢i O(logn) na zasobnik.

Konstantni prostor pro tiplné stromy

Ani logaritmicky prostor ovSem neni nutny. UkdZeme FeSeni v konstantnim
prostoru, zatim ovSem pouze pro uplné stromy. Tak budeme fikat stromum,
v nichz maji vSechny vnitfni vrcholy pravé 2 syny a vsSechny listy lezi na téze
hladiné. Uplny strom hloubky 2 mé tedy

2042 4. 420 =20 1

vrcholil. (Jind moznost, jak Gplné stromy definovat, je jesté zesilit definici doko-
nalé vyvazenosti a pozadovat, aby levy a pravy podstrom byly pokazdé presné
stejné velké. Proto se jim také nékdy ik perfektni stromy.)

Dostaneme tedy seznam délky mocnina dvojky minus 1 a méame z néj vyrobit
Uplny strom.

Algoritmus bude jednoduchy, ale ne¢ekany. Jeho prubéh sledujme na obraz-
cich niZe (tucné je opét zvyraznéna hrana, kterou rotujeme; vlasové ¢ary pod
vrcholy zatim ignorujte).

Ptjdeme z kotene doprava a v kazdém kroku provedeme jednu rotaci doleva.
Tim nam z cesty vznikne ,hfeben® — prava cesta polovi¢ni délky, z jejichz vrcholu
vedou levé odbocky do listt.

Poté pruchod z kotfene doprava zopakujeme. Prava cesta se opét dvakrat
zkrati a na levych odbockach budou uz viset ,tresnicky* — uplné stromy hloub-
ky 1 se tfemi vrcholy. Dalsi prichod vytvori uplné stromy hloubky 2 se sedmi
vrcholy a tak déle.

Nakonec celou pravou cestu rozebereme a zbude nam jeden tplny strom.
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Casu jsme spotfebovali linedrné: hran na pravé cesté je na poéatku n — 1
a kazda rotace jednu odstrani. Prostor potfebujeme pouze na konstantné mnoho
pracovnich proménnych.

Konstantni prostor pro vSechny stromy

Dobra, ale co kdyz pocet vrcholli neni tak hezké ¢islo, aby slo sestrojit tplny
strom? Tehdy najdeme nejblizsi mensi ¢islo m tvaru 2°—1, z tolika prvki seznamu
sestrojime uplny strom a zbylych r = n — m vrcholu povésime pod listy uplného
stromu.

Zaridi se to snadno: pokud k nékterym vrcholim pocatecéni lidny privésime
levé syny a spustime algoritmus pro uplné stromy, tak se tyto ,privésky“ objevi
praveé pod listy aplného stromu. (To znazoriuji ony vlasové ¢ary v obrazku, které
jsme napoprvé prehlizeli.)

Nas obecnéjsi algoritmus tedy projde lidnu a celkem r-krat provede rotaci
doleva, aby se z ¢asti vrcholu staly pfivésky a zbyla prava cesta délky m, na
kterou pujde spustit ptuvodni algoritmus.

Onéch r rotaci se samoziejmé budeme snazit rozmistit co nejrovnomérnéji.
Udélame to takto: poridime si proménnou, ktera bude na poc¢atku nulova, v kaz-
dém kroku k ni pFi¢teme r/m a kdykoliv pfekro¢i 1, tak zrotujeme a odecteme 1.

Dokonce se mtizeme zbavit déleni: misto puvodni proménné si budeme pa-
matovat jeji m-nasobek. Za¢neme tedy na nule, pokazdé pricteme r a pokud
prekro¢ime m, zrotujeme a ode¢teme m. (Mimochodem, pfesné tento postup se
pouziva pfi aproximovani tsecek pomoci pixelt na obrazovce.)

Zbyva dokéazat, ze skuteéné vyjde dokonale vyvazeny strom. Pro kazdy vr-
chol méa platit, ze rozdil velikosti levého a pravého podstromu ¢ini nejvyse 1.
Jelikoz v Uplném stromu jsou oba podstromy stejné velké, staci ukazat, ze se
pocCty privéskt pod nimi lisi nejvyse o 1.

Vsimneme si, Ze vrcholy obou podstromu tvori v lidné souvislé useky, navic
stejné dlouhé. Ukazeme, ze pro kazdé dva tseky stejné délky plati, Ze se pocty
privéskt pod nimi lisi nejvyse o 1.

Pocitejme, kolik nas algoritmus mohl vygenerovat privéski pro tsek délky wu.
Necht pomocnd proménné Fdici privésovani mé na zacatku tseku hodnotu h
(vime, 7Ze 0 < h < m). Pak vytvofime celkem |(h + wr)/m] pfivéski. Tento
vyraz je nejmensi pro h = 0 a nejvétsi pro h = m — 1, pfiCemz obé krajni
hodnoty se mohou lisit nejvyse o 1. (Nebot pro kazdé x plati [z + 1] = || +1.)
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Vysledny strom je tedy dokonale vyvazeny a na jeho vytvofeni nam postacil
linedrni ¢as a konstantni pamé&t.

Program (C) — feSeni pomoci rotaci:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-5-rotace.d

Uvedeny algoritmus pochézi z ¢lanku Tree Rebalancing in Optimal Time
and Space od Quentina F. Stouta a Bette L. Warrenové, na ktery nés upozornili
fesitelé. Aneta Sfastna navic navrhla jednodussi rozmistovani piivéski, kterym
jsme se také inspirovali.

Alternativni FeSeni

Kdyz jsme tlohu zadavali, méli jsme vymysleny uplné jiny zpusob FeSeni.
Jeho rozbor se vSemi detaily je trochu pracnéjsi, zakladni myslenka ovSem také
stoji za zminku.

Upravime logaritmické feseni, aby nepotiebovalo tolik paméti na zasobnik.
Budeme predpokladat, ze kazdy vrchol si kromé ukazateld na syny pamatuje
i ukazatel na otce (Casem se ukéze, Ze to neni potfeba).

Predstavme si nejprve, jak libovolny strom projit ve vzestupném potadi
hodnot bez pouziti rekurze. Za¢neme v kofeni a fidime se nasledujicimi pravidly:

e Pokud lze jit doleva, jdeme doleva.

e Pokud uz nelze jit doleva, jdeme nahoru. Pokud jsme prisli zleva, vypiSeme
aktualni hodnotu a pokracujeme doprava. Pokud jsme pfisli zprava, pokra-
¢ujeme nahoru.

Pri konstrukci stromu si budeme poc¢inat obdobné: vytvareny strom budeme
takto ,obchéazet“ a misto abychom vrcholy vypisovali, tak je budeme zakladat.

To se snadno Tekne, ale pfi implementaci nas ¢eka nékolik prekazek.

Pfedné potfebujeme udrzovat pldnovanou velikost podstromu (proménnd k
v logaritmickém FeSeni). P¥i kroku dolt ji prosté délime dvéma, le¢ pti kroku
nahoru nestac¢i nasobit dvéma, nebof ptivodni hodnota mohla byt licha. To vy-
fesime tak, ze si v kazdé trovni rekurze zapamatujeme zbytek po déleni dvéma.
To je jeden bit na kazdé z O(logn) trovni, takze se vSechny daji posklddat do
jediného ¢isla velkého fadové n.

Dalsi potiz je, ze obcas potfebujeme prejit pies vrchol, ktery jsme jesté
nevytvorili. To neni tézké, ale pfi programovani to fadné zamotéd hlavu. Postaci,
kdyz budeme udrzovat nejblizsi vyssi vrchol, ktery skutec¢né existuje, a aktualni
hloubku.

Co vic, k neexistujicimu vrcholu také obcas potiebujeme néco pripojit. Tak
to pfipojime k onomu nejblizs§imu vyssimu existujicimu a navic si zapamatujeme,
ze které strany pfipojujeme (to je opét bit na trover).

Konecné si potifebujeme pro kazdou troven pamatovat, jestli aktualni vrchol
na této urovni jesté neni vytvoren (tzn. zrovna jsme zalezli kdesi v jeho levém
podstromu), nebo uz existuje (levy podstrom hotov, ted jsme nékde v pravém).
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Timto zptsobem také dosdhneme linedrniho ¢asu a konstantni paméti.

Program (C) — alternativni feSeni:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-5-pruchod.d
Dva pointery misto t¥i

Na zavér jedna pozoruhodnd perlicka: zptusob ulozeni binarniho stromu se
dvéma pointery na vrchol, ktery umoznuje v konstantnim case zjistit levého syna,
pravého syna i otce libovolného vrcholu.

Prvni pointer (fikejme mu tfeba P) bude ukazovat na levého syna. Dru-
hy (feceny @) bude v levém synovi ukazovat na jeho pravého sourozence, ale
v pravém synovi na otce.

Levého syna vrcholu tedy zjistime pomoci P. Pravého pomoci @) z levého
syna. Pokud chceme znat otce, zkusime prejit pomoci @) a podivame se, zda jsme
se dostali do vrcholu s mensi hodnotou. Pokud ano, je to hledany otec. Pokud
ne, dostali jsme se do pravého sourozence, takze prejdeme jesté jednou po Q.

Pokud by vrchol mél jen jediného syna, bude na néj ukazovat P a jeho () se
odkaze zpét na otce. Porovnanim hodnot zjistime, zda je to levy ¢i pravy syn.

Martin ,Medvéd“ Mares € Dominik Machdcek

feSeni

26-2-6 Zkratky mist

Vsimnéme si, ze slova s riznym pocatecnim pismenem nikdy nemizou mit
stejnou zkratku. Zkratka je totiz urcend prvnim pismenem slova a pak néjakym
vybérem dalsich dvou pismen z néj.

MizZeme tedy tlohu fesit samostatné pro kazdé pocatecni pismeno a tloha
se nam tak pro jednu ,hromadku“ se stejnym pocatecnim pismenem zjednodu-
Suje na nalezeni unikatnich dvoupismennych zkratek sestavajicich se ze zbylych
pismen slova (mimo prvniho) ve spravném pofadi.

Pokud jste jiz nékdy slyseli o problému hledani maximélniho parovani v bi-
partitnim grafu, ur¢ité vam jej tato tloha trochu pfipominéd. Pokud ne, dopo-
rucujeme vasi pozornosti prislusny clanek v nasi zbrusu nové programatorské
encyklopedii.*

Jednu partitu (fikejme ji levd) tvoii slova, druhou ara aa
(pravou) vSechny mozné zkratky. Hrany vedou z kazdého ab
slova do vsech zkratek, které z néj lze utvorit. Pak paro- ar
vani v tomto grafu odpovida néjakému piifazeni zkratek arab
sloviim. Nyni staci prosté najit parovani maximalni, tedy ba
takové, které co nejvice sloviim ptriradi zkratku. Pro mno- br
Zinu slov {ara, arab, bar} je graf ukdzan na obréazku bar ra
vpravo.

Y rb

44 http://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/parovani.htmll
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Mohlo by vés jesté trochu prekvapit, ze si na tlohu
bereme takto obecné kladivo. Nase zkratkové grafy pfece maji velice specialni
tvar, fakt, kterého obecny parovaci algoritmus nijak nevyuzije. To se ob¢as hodi,
kdyz se nas problém podoba néjakému znamému, na chvili se tvarit, ze jsou
stejné. Nebojte, za chvili se k alespon nékterym zvlastnostem zkratkového grafu
zase vratime.

Ozna¢me si N pocet vstupnich slov, S soucet jejich délek a || velikost
abecedy. Nez se pustime do rozboru slozitosti, jesté pridame do algoritmu maly
zlepsovak: pfi nac¢itani vstupu upravime slova tak, ze v kazdém zachovame pouze
prvni a posledni vyskyt libovolného pismene. Snadno si rozmyslite, Ze tim nijak
nezménime mnozinu zkratek, které lze ze slova vytvorit. V kazdém takto upra-
veném slové se libovolné pismeno abecedy vyskytuje nejvyse dvakrat, je tedy
dlouhé O(|X)]), a tudiz S = O(N - |X]).

Jak bude nés graf velky? Mo#nych zkratek existuje |X|2, pocet vrcholt tedy
bude N + |3|2. V nejhorsim piipadé, kdy kazdé slovo obsahuje véechna pismena
abecedy a ptijde z néj vytvorit fddové ||? zkratek, bude graf obsahovat N|3|?
hran.

Pokud je abeceda mald, mizeme |3| prohlasit za konstantu a dostaneme
piijemny linearné velky graf. Graf sestavime v ¢ase O(N -|X|?) (diky tomu, Ze
kazdé slovo je nyni dlouhé O(|X])), tedy pro malou abecedu O(N).

Budeme-li, jako v odkazovaném c¢lanku, parovat postupnym hledanim zlep-
Sujicich cest, které bézi v ¢ase O(|M|-|E|) (kde |E| je pocet hran grafu a |M|
velikost vysledného parovani), potrva to O(N?). Paméti spotiebujeme O(N) na
ulozeni grafu.

Kdoz jste zvykli prevadét parovani na toky v sitich, vézte, ze nejde o nic
jiného nez jinou formulaci Ford-Fulkersonova algoritmu pro parovaci sité. My
zde pouzivame tuto verzi, protoze dalsi upravy a optimalizace se na ni budou
popisovat snaz nez v tokové formulaci.

Program (Python): pttp://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-6-male-abc.py

Toto FeSeni je dostacujici jak pro vét§inu béznych pouziti (anglickd abece-
da, ASCII), tak pro ziskani plného poctu bodu. Prostou vyménou parovaciho
algoritmu za Hopcroft-Karptv*® zlepsime ¢as na O(|E|\/|M]) = O(NVN).

Zvlasteé zvédavi mohou pokracovat ve ¢teni a dozvédét se, co délat v pripadé,
7ze mame abecedu opravdu velkou.
Velké abecedy

Pokud bychom ptedchozi postup chtéli zkusit napt. s Unicode, nas graf by
mél fadové 232 vrcholii, do vétsiny z kterjch by Zadna hrana nevedla. Nabizi se
vytvatret vrcholy pouze pro zkratky, které mohou z néjakého slova vzniknout.
Kolik jich bude? Ze slova délky L lze vytvofit az fadové L? zkratek (pokud jsou

http://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/hopcroft-karp.html|
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véechna jeho pismena rtizna). Tedy nas graf mize obsahovat az O(S?) vrcholi
a O(NS?) hran.

To je pofad docela dost, jak pro ¢asovou naro¢nost (O(N252)), tak pro pa-
méfovou naro¢nost (O(NS?)) naseho algoritmu. Oboji zkusime zachréanit drob-
nymi Gpravami parovactho algoritmu.

Pokud jej neznate, ted je vhodnd chvile to napravit. Pokud ano, pro jistotu
zopakujeme drobné shrnuti a trochu terminologie: (ne)pdrovaci hrana je hrana
grafu (ne)pattici do aktudlniho parovani, volng vrchol je takovy, ktery neni spa-
rovan (vSechny hrany s nim incidentni jsou nepédrovaci), stridavd cesta je cesta
v grafu, na které se stfidajl parovaci a neparovaci hrany, a nakonec zlepsujict
cesta*® (t6z volnd stiidavd cesta) je stiidavd cesta zacinajici a konéici volnym
vrcholem (a tedy nutné i neparovaci hranou). Algoritmus za¢ne s prazdnym paro-
vanim a v kazdém kroku najde zlepsujici cestu, zméni po celé jeji délce parovaci
hrany na neparovaci a naopak, ¢imz zachova korektnost parovani a zvétsi jej
o jednicku. Pokud zlepsujici cesta neexistuje, parovani je maximalni.

Klicovym pro nas bude jedno pozorovani: po celou dobu béhu algoritmu
je vétsina grafu ,nezajimava“, totiz tvorend volnymi zkratkami. ,Zajimavych®
vrcholt je jen O(N) (N slov a nejvySe N sparovanych zkratek). Tedy v zajimavé
asti grafu je nejvyse O(N?) hran. Graf si Ize predstavit takto:

Nejprve napravime ¢as. VSimneme si, ze kazda zlepsujici cesta ma lichou dél-
ku, a tudiz spojuje vrcholy z opacnych partit. Staci ndm tedy hledat zlepsSujici
cesty pouze z vrcholu v levé partité. Déle si uvédomime, ze skoro celé hledani zlep-
Sujici cesty probihd v zajimavé ¢asti grafu. Jakmile se dostaneme do nezajimavé
¢asti, narazili jsme na volny vrchol, a tedy konec zlepsujici cesty. Pii libovolném
hledani zlepsujici cesty tedy navstivime libovolné mnozstvi vrchold ze zajima-
vé Casti grafu, ale nejvyse jeden z nezajimavé. Takové hledani tedy bude trvat
O(N?). A pouzijeme-li odhad slozitosti O(¢as na nalezeni zlepsujici cesty - |M|),
dostavame ¢as O(N?).

Ptiznivci tokového parovani: rozmyslete si, ze takovato definice zlepSujici cesty
presné odpovida tokové zlepsujici cesté v parovaci siti — jen s useknutymi hranami
vedoucimi ke zdroji a stoku (neb v nasem grafu zadny zdroj a stok nemame).
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Nyni co s paméti? Pomoci by ndm mohl obvykly trik na tlohy, které fesime
sestavenim vhodného grafu: nebudeme jej v paméti vytvaret cely najednou. Misto
toho, kdykoli se bude parovaci algoritmus chtit podivat na néjakou ¢ast naseho
grafu, tak mu ji ,na pozadani“ sestavime. Co musime umét s nasSim ,grafem*
provadét, aby parovaci algoritmus fungoval?

1. Pamatovat si, ktera hrana je aktualné v parovani a ktera ne, umét do paro-
vani hranu ptidat/odebrat.

2. Umét vyjmenovat sousedy daného vrcholu.
3. Umét o vrcholu poznat, zda je volny.

Staci ndm si mimo samotného grafu pamatovat néjaké jiné datové struktury,
které budou umét na takovéto dotazy rychle odpovidat. Pak prosté parovaci
algoritmus upravime tak, aby kdekoli ptivodné pfistupoval pfimo k paméfové
reprezentaci grafu, misto toho pouzil tyto nase struktury.

Najit sousedy daného slova je jednoduché: prosté vyzkousime vSechny moz-
nosti volby prvniho pismene a pro kazdou z nich vSechny moznosti volby druhého
pismene, dostévajice vSechny mozné zkratky v ¢ase O(1) na kazdou. Ovsem ob-
racené (najit sousedy zkratky, tedy vSechna slova, ze kterych ji lze utvorit) to
vitbec neni jednoduché.

Nagtésti si vS§imneme, ze to vibec nepotiebujeme. Hledame pouze volné
stiidavé cesty, a pokud za¢neme zleva, piijdeme na takové cesté doprava vzdy po
neparovaci hrané a doleva vzdy po parovaci. Sta¢i nam tedy umét hledat:

e Pro vrcholy z levé (slovni) partity sousedy po neparovacich hranéch.
e Pro vrcholy z pravé (zkratkové) partity souseda po péarovaci hrané, pokud
existuje.
A to uz zvladneme snadno. NaSe reprezentace bude vypadat nasledovné:

e Vrcholy z levé partity (slova) si o¢islujeme, vrcholy z pravé budeme prosté
oznacovat dvéma pismeny.

e Parovéani si budeme uchovavat jako dvojici slovnikii (hesovacich tabulek”
¢i vyhledavacich stromii)*® mapujicich slova na aktualné ptifazené zkratky
a naopak. To nam umozni rychle hledat parovaci hrany ,z obou stran®.

e Volny vrchol pozname prosté tak, ze v prislusném slovniku neni.

e Sousedy slova vyjmenujeme trivialné, jak bylo popsano vyse, z jiz predem
redukovanych slov (zachovan jen prvni a posledni vyskyt libovolného pisme-
ne). Nékteré zkratky takto miizeme vygenerovat vicekrat — ale v§imnéme si,
7e kazdou nejvys ¢tyfikrat (napf. ab ve slové aabb), navic diky znackovani
vrchold nas kazdé toto opakovani stoji jen konstantni cas. Opakovani se da

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani|
Viz kucharku druhé série.
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zbavit uplné, pokud si k redukovanému slovu zapamatujeme jesté néco navic
(snadné cviceni).

e Sparovaného souseda dané zkratky nalezneme prostym prectenim prislusné
hodnoty ze slovniku.

Prostiednictvim téchto informaci jiz dokdzeme ,simulovat®* nas graf s loga-
ritmickym ¢i primérné konstantnim zpomalenim. Vzhledem k tomu, Ze zadné
parovani neni vétsi nez NV, spotfebujeme O(N) paméti na pomocné slovniky, ale
nesmime zapomenout na O(S) pro vstup, tedy celkem O(S). Vysledny algorit-
mus pobézi v dase O(S + N3log N).

Hopcroft-Karp a velké abecedy

I pro velké abecedy bychom radi pouzili Hopcroft-Karpuv algoritmus. OvSem
jen pokud na ném dokéazeme provést optimalizace obdobné tém vyse — v ptivodni
podobé by byl pomalejsi nez predchozi algoritmus.

Hopcroft-Karp se sklada z fdzi: v kazdé najde v inkluzi maximalni mnozinu
disjunktnich nejkratsich zlepsujicich cest a vsechny pouzije ke zvétseni parovani.
Provadi to tak, ze si nejdiiv pomoci BFS rozdeéli vrcholy grafu do vrstev podle
délky nejkratsi stiidavé cesty vedouci do nich z néjakého volného vrcholu levé
partity a pak uz jen pomoci DFS vysbirava nejkratsi cesty a znackuje vrcholy,
aby zadny nepouzil dvakrat. Obé prohledavani zac¢inaji ve volnych vrcholech levé
partity.

Kromé grafu samotného, na ktery si vystac¢ime se strukturami popsanymi
dfive, si navic potiebujeme pamatovat jesté:

® BFS ohodnoceni (rozdéleni do vrstev)
e DF'S znacky (oznacujici jiz navstivené vrcholy, abychom se do nich nevraceli)

Oboji budeme uchovavat ve slovnicich a s kazdou ¢asti se vyporddame trochu
jinak.

BFS zacindme v zajimavé ¢asti grafu. Jakmile poprvé navstivime nezajima-
vy vrchol, prohledévani ukonéime. Tak uré¢ité dobéhne v O(N?), jen nékterym
vrcholim v ¢-té (kde ¢ je délka nejkratsi zlepSujici cesty) vrstvé bude chybét
ohodnoceni (diky ¢emuz si téz vystac¢ime s O(N) paméti). To ale viibec nevadi.
Prosté jen pfi DFS budeme ochotni navstévovat neohodnocené sousedy vrcholt
v (£ — 1)-ni vrstvé a chovat se k nim, jako by lezely v ¢-té vrstvé.

Nyni k DFS: Kazda navstivena volna zkratka znamend novou nalezenou
zlepsujici cestu. Téch ovSem najdeme za jednu fazi nejvyse N, navstivime tedy jen
O(N) nezajimavjch vrcholt a hran. To opét znamena, Ze si vystacime s O(N?)
¢asu na DFS ¢ast jedné faze a O(N) paméti pro znacky.

Hopcroft-Karptv algoritmus bézi v ¢ase O(Ty+/|M]), kde T je Cas straveny
jednou fazi a |M] je velikost vysledného parovani. V piedchozich odstavcich jsme
ukézali, ze Ty = O(N%log N) (pouzijeme-li jako slovnik vyvazené vyhleddvaci
stromy), jiz ddvno vime, ze |M| < N a jesté potfebujeme O(.S) na nac¢teni vstupu.
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Vyslednd slozitost tedy bude O(S + N?v/Nlog N) a stale si vystaéime s O(S)
paméti. V praxi by nejspis bylo vyhodnéjsi reprezentovat slovniky jako hesovaci
tabulky.

Program (Python): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-6-velke-abc.py|

Filip Stédronsks

26-2-7 Cisténi kmene

Nejdiive se podivame na to, jakym zpusobem miuze vypadat vysledny pohyb
humanoidt. Nahlédneme, Ze existuje optimalni FeSeni spliujici tyto vlastnosti:

e Kazdy humanoid vycisti néjaky souvisly interval.

e Kazdy humanoid zméni smér pouze jednou. Tedy napted ptijde jen doprava
a pak jen doleva, nebo naopak. Tedy dojde na jeden kraj svého intervalu,
otoci se a zamiti ke druhému kraji, kde se zastavi.

® 7 toho je hned vidét, ze se nevyplati humanoidy cilené prohazovat. Pokud
by se dva humanoidi méli prohodit, tak si mtizeme situaci predstavit tak, ze
se od sebe odrazi a kazdy pokracuje planovanou cestou toho druhého.

Zkusme nyni zodpovédét otazku, zda je mozné kmen vy¢istit, pokud budeme
mit k dispozici k kroku. Postupovat budeme nasledovné: Pokud ma nejlevéjsi
humanoid néjakou necistotu nalevo od sebe, tak ji urcité musi vycistit on. Tedy
zacatek jeho intervalu bude [ krokt nalevo od néj — tam kde dand necistota lezi.
Pravy konec jeho intervalu bude r kroka napravo od néj, pricemz chceme, aby
r bylo co nejvétsi.

Humanoid ma dvé moznosti:

e Bud ptjde nejprve [ krokt doleva, tam se oto¢i a vyda se [+r krokti doprava.

® Nebo pujde nejdiive r krokt doprava, obrati se a pak se vyda [ + r krokl
doleva.

Celkové m4 udélat k kroki, takze bude platit bud 2/+r = k, nebo [+2r = k.
Z téchto dvou rovnic vybereme tu, jejiz feseni ma vétsi r. Pokud ani jedna rovnice
nema feseni s r > 0, tak nejlevéjsi necistotu za k krokt vycistit nemtzeme, tedy
pro tuto hodnotu k FeSeni neexistuje.

Pokud alespon jedna z rovnic feSeni pro r ma, tak smazeme vSechny ne-
cistoty do [ kroki nalevo od humanoida a do r krokt napravo od humanoida
a stejnym zptisobem pokracujeme vypoctem u dalsiho humanoida zleva. Pokud
po zpracovani posledniho humanoida budeme mit vycisténé vSechny necistoty,
tak jsme nasli feseni, které funguje pro k kroki.

Nyni si sta¢i vSimnout, Ze pokud tloha ma feseni pro k krokt, tak urcité
ma TeSeni i pro k + 1 krokid. Naopak pokud tloha nemé feSeni pro k£ krokt, tak
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urcité nema reseni ani pro k—1 krokt. Optimalni k tedy mizeme nalézt binarnim
vyhledavanim.

Maximalni pocet kroki, ktery ma smysl uvazovat, je dvakrat rozdil nejmensi
a nejvetsi souradnice na vstupu, protoze urcité neptijdeme vic jak tam a zpatky.
Ozna¢me tuto hodnotu X.

Pak bindrni vyhledavani udéld maximalné O(log X') kroku; kazdy zabere ¢as
O(H+ M), kde H je pocet humanoidt a M je pocet necistot. Poznamenejme jes-
té, Ze humanoidy i mista si na zac¢atku musime setfidit. Celkova casova slozitost
tedy bude O((H + M)log X).

Pamétova slozitost je O(M + H). Muzete nahlédnout do vzorového progra-
mu.

Program (C++): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-7.cpg

Karel Tesar

26-2-8 Tovarna na prepisovani

Druhou série sice nefesilo tak moc lidi, jako sérii prvni, ale i tak jsem byl
potésen tim, kolik vasich feSeni prislo.
Ukol 1

Na feSeni prvni tlohy bylo mozné jit nékolika smery. Ukdze- o _ g
me si zde prepisovaci program, ktery postupné umazava stejna
c¢isla a zveda prvni z nich. Lehce nahlédneme, Ze nahrazenim
dvou stejnych ¢isel vedle jednim (stejnym) ¢islem nic nepokazi-

me. Neklesajici posloupnost ztstane neklesajici a klesajici také 99 =9
neprestane klesat. 0—1
Pak ndm uz staci jen zvedat ¢islo na prvni pozici postupné
az do devitky. Po kazdém zvysSeni nam tak potencialné vznikne 8 g
%

nova dvojice stejnych znaku na zacatku, které srazime na jeden.
Pokud bude posloupnost neklesajici, tak ndm tento postup v pri- ~9$% — ANO
béhu vymaze vSechna ¢isla az na posledni. Pokud se tak stane, -~g _y x

zahlasime tspéch piepsanim na ANO.

Pokud je vsak posloupnost nékde klesajici, tak prvni cislo X=X
zvysime az na devitku a jeSté nadm za ni néco zbude. V takovém
pripadé se jen zbavime zbytku vstupu a na vystupu zanechame X9 — X
NE.
X — NE

Takovy pfepisovaci program je uveden v pravém sloupci.
V kazdém kroku (az na konstantné mnoho zvySeni prvniho éisla) jedno éislo
umaze, tedy bézi v linearnim case k velikosti vstupu.

Alternativnim postupem mitize byt naopak detekovat chyby. Neboli méli
bychom pravidla pro jakoukoliv dvojici sousednich ¢isel ve Spatném usporadani
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(takovych je 45) a tuto dvojici bychom pfepsali na néjaky chybovy znak. Potom
bychom vymazali vSechna ¢isla a pokud by nam na konci zistal néjaky chybovy
znak, vypsali bychom NE. Tento postup ma také linearni slozitost, ale potiebuje
0 néco vice prepisovacich pravidel.

Ukol 2

Budeme trivialné realizovat binarni sc¢itacku. Budeme si ji drzet vlevo od
hvézdicek tak, aby hvézdicky priléhaly k nejnizsimu bitu ¢isla. To ndm umozni
za kazdou hvézdicku k tomuto bitu pficist +1.

Jak ale zajistit pfenosy do vyssich fada? Jednoduse, v momenté, kdy bude
potieba provést pienos, zapiseme namisto pfenosu néjaky symbol (z logiky s¢itani
se nabizi pouzit tfeba symbol 2). A poté ho pomoci dalsich pravidel posuneme
do vyssiho Fadu (tedy z 1011 + 1 se stane 1012 a po pfenosu nejprve 1020 a pak
1100).

Realizace s pomoci pravidel (a s oSetfenim tvodni inicializace pocitadla
a prazdného vstupu) vypada nésledovné:

~$ 0 Kolik kroki provedeme? Odstranéni hvézdicky provedeme
prave tolikrat, kolikrat byla na vstupu. Mohlo by se vSak zdat, ze
nam slozitost pokazi prenosy. Stac¢i si ovSem uvédomit, ze pienos
z posledniho bitu provedeme v kazdém druhém kroku, prenos
1% — 2 z predposledniho bitu jen v kazdém ¢tvrtém kroku a tak déle.
~9 s 10 Kdyz posc¢itame vSechny pfenosy, vyjde nam, ze jich provedeme
maximalné 2NV, tedy slozitost je stédle linearni k délce vstupu. Pro
podrobnéjsi dikaz amortizace ¢asové slozitosti binarni sc¢itacky
12—=20  pahlédnéte na konec feseni minulého dilu seridlu.

Tk — 0%
Ox — 1

02 — 10

Skladani programu

Pro Teseni tfetiho tkolu si nejdiive ukazeme, jak za sebe slozit libovolné dva
prepisovaci programy. Méjme dvé sady prepisovacich pravidel, z kterych chceme
vyrobit treti sadu tak, ze nam bude vracet stejny vysledek, jako kdybychom
vystup prvniho pfepisovaciho programu pouzili jako vstup pro druhy.

Co se stane, pokud oba programy jen napiseme pod sebe? Jelikoz aplikace
pravidel probiha postupné, tak dokud bézi prvni ptfepisovaci program, nemitize se
provést zadné pravidlo z druhého piepisovaciho programu. Problém ale nastane
ve chvili, kdy se vypocet pfehoupne do druhého programu. Jak zajistit, aby se
nepouzilo zadné pravidlo z prvniho programu?

Kdyby programy pouzivaly uplné jiné sady znakt, bylo by to jednoduché
(metaznaky zaGatku a konce fetézce miizeme také odlisit a to t¥eba tak, Ze k nim
vzdy prilepime jesté néjaky dalsi specialni znak). Tak si to pojdme zaridit.

Vsechna pravidla prvniho programu prelozime tak, aby pouzivaly néjaké jiné
znaky (tfeba ty samé, ale s ¢arkou). Poté jen pot¥ebujeme pfidat preklad znaki
pred vstupem do druhého programu, ktery je prepise zpét na ptvodni znaky.
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Druhou nutnou véci je pfepis vstupni abecedy na c¢arkovanou verzi pred
vstupem do prvniho programu (ale tak, aby se pfepis nemohl opakovat po do-
béhnuti druhého programu). K tomu ndm staci libovolny jeden znak na vstupu,
ktery se nevyskytne v pribéhu vypoctu druhého programu, ani na jeho vystupu.
Pomoci néj provedeme tivodni pfrepis.

V praxi budeme chtit mit vsechna prekladova pravidla na zacatku prepisova-
ciho programu. Spoustét je budeme jednim piepisovacim pravidlem na spravném
misté programu, které nam piida do fetézce specidlni prepisovaci znak (rozmys-
lete si, proc¢ to délame takto a pro¢ nemuzeme vSechna pravidla pfesunout na
misto spoustéciho pravidla).

Vysledné spojeni programt pak vypada takto:

e Pravidla pro prevod abecedy A — A’ vyuzivajici n¢jaky specidlni znak ze
vstupu

e Pravidla pro prevod abecedy A" — A vyuzivajici znak «

e Prvni program (s pievedenou abecedou)

e Pravidlo pridavajici a (zajisti preklad abecedy)

® Druhy program

Umime tedy spojit libovolné dva programy do jednoho, pokud se na vstupu
prvaniho vyskytuje alespon jeden znak, ktery v druhém programu pouzity neni.
Ukol 3

Poznatek o spojovani programii pouzijeme pro fesSeni tfeti tlohy. Idea bu-
de takova, Ze si vstup nafoukneme o zkopirované verze obou ¢isel. Prvni ¢islo
opiSeme normalné, druhé ¢islo pozadu (aby se nejnizsi bity obou ¢isel dostaly
k sobg).

Taky predpokladejme to, Ze ¢isla nejsou prefixovana nulami. Pokud by byla,
muzeme prebyvajici nuly snadno odmazat. Staci si zavést dvé pomocna pravidla
pro levé a pro pravé cislo.

Tedy ze vstupu ve tvaru ,,1010#1100“ vyrobime docasnou verzi prepisem
,1010_1010=0011_1100“. S touto verzi pak provedeme porovnani (postupnym
odmazavanim nejmensich bit) a zjistime, jestli je vétsi pravé nebo levé ¢islo.
Druhé pak vymazeme a jsme hotovi.

Nejprve se zabyvejme rozkopirovanim. Ukazeme pravidla pro kopirovéani pra-
vé ¢asti pozpatku. Druhd sada pravidel pro kopirovani levé ¢asti bude podobna.

Hlavni idea je, Ze si vyrobime na koncich jakési zarazky a postupné budeme
znak po znaku pomoci voziku (znaku v) pfevazet zkopirované znaky na spravné
misto. Nasledujici sada pravidel nam pfepis odstartuje:

Tim nam vznikne fetézec (zajimejme se ted jen o pravou
stranu od =) ve tvaru _Y. . . X. Ted mZeme zacit pfevazet zna-
ky. Vzdy nabereme jedno ¢islo u koncové znacky, posuneme Y1 — 1Y
koncovou znacku o jedna doleva a pomoci voziku prevezeme Y$ — X

#—=y_=_Y
YO — 0Y
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¢islo tésné za _. Ve chvili, kdy nemame zadny vozik, si ho pofidime a ve chvili,
kdy pravy ukazatel dojde az k _, ukazatel zahodime — viz program vpravo.
Tim jsme si vytvorili pfepisovaci program, ktery nam pied-

zpracuje vstup. Nyni si vytvofme program, ktery nam zajisti
samotné porovnani ¢isel.

0v0O — v0O0
1v0 — vO1

Budeme postupné odebirat nejméné vyznamné bity z obou  ov1 — v10

¢isel a porovnavat je. Aktudlni stav porovnani si budeme drzet

. v w7 . . .. vz z 1V1 % V11
mezi obéma ¢isly — jako =/>/< podle toho, jestli jsou ¢isla zatim
stejnd, je vétsi levé, nebo je vétsi pravé. -v0—0_

Je jasné, ze pokud budou na obou stranich stejna &sla, -V1— 1
stav (at bude jakykoliv) se ndm nezméni. Jinak se nahne na tu 1X — viX1
stranu, kde je aktualné vétsi ¢islo (vyznamnéjsi bit prevazi nad 0X — vOX0
t€mi méné vyznamnymi). X

Pro stejné dlouhé ¢isla tedy mame pravidla nize vlevo. - -

1=1 —» = 1> = >_ >_—Q

0=0 — = 0>_ — >_ Q1 —Q

1=0 — > 1< = >_ Q0 —Q

0=1 —< 0<_ —>_ Q$ —

1>1 — > 0=_—>_

0>0 — > 1=_ = >_

1>0 — >

0>1 s < Samostatné vyresime pfipad, Ze je jedno z Cisel
kratsi jak druhé — pak je to delsi urcité vétsi (uké-

1<1 =< . . . -~ .
Zeme pravidla pro >, pro < jsou analogickd) — viz

0<0 =< pravidla vyse uprostied.

1<0 = > Uprostied nam ztstal jeden znak udavajici, kte-

0<1 =< ré 7z C¢isel je vétsi. Nyni stacl to mensi vymazat (opét

ukazeme jen pro >) — viz pravidla vyse vpravo.

Spojenim kopirovaciho a porovnavaciho programu (spojeni mizeme provést,
protoZze vstup obsahuje znak #, ktery druhy program nepouziva) vznikne program
fesici celou tlohu. Jelikoz p¥i pfesouvani provedeme pro kazdy znak linedrné
mnoho krokt vzhledem k délce vstupu a pfesunt je linedrné mnoho, je vysledna
slozitost O(IN?), kde N je poéet znakii na vstupu.

Ukol 4

Jelikoz jsme méli Turingovy stroje v minulé sérii zadané tak, Ze vracely
pouze vysledek ANO nebo NE (stavem, ve kterém skondily), tak se na tento vystup
omezime i u prepisovacich pravidel — na vystupu tedy zanechame bud fetézec ANO

nebo fetézec NE.
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V ptipadé, ze by se fetézce ANO nebo NE vyskytovaly na vstupu nebo né-
kde v pribéhu vypoctu, odlisime ty koncové tim, ze pro né pouzijeme specialni
symboly.

Kdyz jsme si odbyli technické detaily, pojdme se podivat na hlavni myslenku
pfevodu Turingova stroje na prepisovaci pravidla. Nasledujici krok Turingova
stroje je vzdy urceny pozici hlavy, stavem, ve kterém se stroj nachazi, a aktualnim
obsahem pasky. Tuto informaci budeme potfebovat néjak kédovat v fetézci.

Pozici hlavy tedy budeme reprezentovat specialnim znakem nékde v fetézci.
Presnéji vice specialnimi znaky — pro kazdy stav stroje jeden znak. Zavedme si
pozici hlavy tak, Ze tento specidlni znak bude stat pfed znakem, na ktery by
ukazovala hlava v Turingové stroji.

Kazdé pravidlo Turingova stroje ma tyto ¢asti: vstupni stav, vstupni znak,
vystupni stav, vystupni znak a vystupni posunuti. To ale muzeme velmi lehce
prepsat do feci prepisovacich pravidel. Naptiklad pravidlo pro stroj fikajici ,,Po-
kud jsi ve stavu S a na pasce je z, prejdi do stavu 7', zapis na pasku y a posun
se doprava® bychom mohli napsat jako: Sx — yT.

Drobnym problémem je posouvani doleva (vzhledem k tomu, Ze na$ znak
pro hlavu stoji pred prepisovanym znakem). Pro posun hlavy doleva si musime
vyrobit jedno pravidlo pro kazdy znak abecedy. Kdyz bude # zastupovat libovolny
znak abecedy, vypada pak stejné pravidlo, jen s posunem hlavy doleva, takto:
#Sx — T#y.

Tim mame hlavni ¢ast prfevodu hotovou. Staci vytesit pouze t¥i drobné tech-
nické detaily:

e Turingiiv stroj pocita s tim, ze ma nekonecnou pasku plnou mezer, kdez-
to nas fretézec je omezeny. To vSak vyfeSime jednoduse tim, ze pokud se
hlava dostane na zacatek nebo na konec fetézce, tak priddme mezeru. Pro
v8echny stavy S budeme tedy mit nsledujici pravidla (tato pravidla musime
v programu umistit nad vSechna ostatni):

® Druhym detailem je to, ze musime fetézec na konci vypo- S uS

¢tu smazat a zanechat zde jen ANO nebo NE. To vsak lehce  S$ — S,
zafidime néjakymi mazacimi pravidly.

e Posledni drobnost je, jak cely vypocet odstartovat, tedy jak na zacatku
umistit do fetézce symbol hlavy? Kdybychom méli jen pravidlo ~ — S, tak
by ndm (miniméalné po skonceni vystupu) program zacal bézet znovu.

Zabranime tomu tak, Ze si zajistime, Ze tato ndhrada probéhne jen a pouze
na zacatku programu. Nejprve potfebujeme, aby se ani ANO ani NE nevy-
skytovaly na vstupu, ale to jsme si uz oSetrili vyse. Zkonstruujeme si tedy
nasledujici pravidla pro vSechny znaky vstupni abecedy (kde # zastupuje li-
bovolny znak abecedy na vstupu, S je pocatecni stav a @ je néjaky specialni
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znak, ktery neni jinde pouzity):

Prvni pravidlo nam zajisti to, ze k pfidani pocatecni pozice “# - 05#
hlavy uz nikdy znovu nedojde (protoZe neexistuje ptida- ~ @ANO — ANO
vaci pravidlo s ~@ na levé strang), a druhé a tteti pravidlo @NE — NE
nam odstrani tento specialni znak z vystupu. Také je nut-

né upravit pravidlo na pfidavani mezer na zacatek retézce, aby zachovavalo

pozici @, ale to je uz malickost. Prevod je tedy timto hotov.

Ukol 4 — dodélavky

Zbyva zamyslet se nad slozitosti. Na kazdou aplikaci pravidla Turingova
stroje provedeme pravé jednu aplikaci prepisovaciho pravidla, takze by se mohlo
zdat, ze slozitost obou bude stejna. Pfepisovaci programy ovSem musi na konci
vypoctu smazat cely Fetézec, takze pokazdé bézi alespon linearné s délkou vstupu
(kdezto Turingiiv stroj muze skonéit tfeba po prvni aplikaci pravidla pfechodem
do koncového stavu).

Mizeme tedy prohlasit, ze prepisovaci program ma stejnou slozitost jako
Turingtv stroj, vzdy ale nejméné linearni s velikosti vstupu.

Pokud bychom méli prevod demonstrovat na ptikladu s vyvazenou posloup-
nosti z prvniho dilu seridlu, tvoril by hlavni ¢ast programu pouze mechanicky
prepis pravidel Turingova stroje na pravidla pfepisovaciho programu. To jisté
kazdy zvladne sam.

Mimo nich budeme potiebovat pravidla, kterda nam na zacatku vlozi do
fetézce hlavu, a pravidla, ktera ndm na konci vymazou zbylé znaky.

A to je mili pratelé z druhé série vse. Preji vim hodné zdaru i v dalsich
dilech seridlu p¥i potykani se s dalsimi zajimavymi vypocetnimi modely.

Jirka Setnicka
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26-3-1 Vyklad z drahokamu

Protoze vésténi, byt z drahokami, je komplikovand vée, zacneme jednodussi
tlohou. Budeme pro zacatek hledat co nejvétsi zluty ctverec.

Podobné tlohy se vyskytuji docela ¢asto a zkusenému fesiteli uz néco na-
Septava ,dynamika“.

Kazdy (i nejvétsi) jednobarevny ¢tverec ma néjaky pravy dolni roh. My
si tedy pro kazdou pozici spoc¢itame nejvétsi ctverec, ktery od néj vede doleva
nahoru a potom jen vybereme nejlepsi moznost.

Pokud je aktudlni pozice ¢ervend, je ziejmé vysledek 0, nebot je to nejveétsi
zluty ctverec, ktery se zde nachazi. Naopak, pokud je zlutd, podivame se na
pozici o jedna doleva, o jedna nahoru a o jedna Sikmo doleva nahoru. Z nich
vybereme minimum jejich ¢tverct a to zvétsime o 1 — na ¢em se ,zarazi“ ¢tverec
odpovidajici tomuto minimu, na tom se zarazi i nas ¢tverec v aktualni pozici.
Naopak, tim jak se ¢tverce sousednich poli¢ek prekryvaji, tak nam daji k dispozici
odpovidajici zlutou plochu, kterou jen aktudlni pozici rozsifime. Zkuste si to
nakreslit.

Samoziejmé, maximalni ¢tverce musime pocitat v takovém potadi, abychom
vSechny tfi sousedy, do kterych nahlizime, méli jiz spocitané. Napriklad po Fad-
cich zleva doprava, stejné jako se cte.

A jako maly technicky trik, abychom nemuseli fesit vykukovani z pole na
levém a hornim okraji, pripravime si fadek a sloupecek nul jako jakysi ramecek.
¢tverec je podctvercem néjaké velké Ssachovnice takovych rozmért, jaké ma cela
miizka. A tyto velké Ssachovnice existuji pravé dvé — jedna, kterd mé vlevo nahote
zluty drahokam, a k ni inverzni, kterd ma vlevo nahote cerveny. Celou mfizku
si tedy prevedeme a budeme pokladat zluté drahokamy tam, kde barva na dané
pozici odpovida prvni Sachovnici, a ¢ervené, kde druhé. Tim jsme tlohu prevedli
na nalezeni nejvétsiho jednobarevného ¢tverce — coz je bud zluty, nebo éerveny.
Zluty uz najit umime a nalezeni Gerveného bude ponechano na ¢tenafi.

Jak pamétova, tak casova slozitost jsou linearni s velikosti vstupu. Ke kazdé-
mu policku vstupu si pamatujeme konstantné mnoho informaci (jeho pfevedenou
barvu a jeho maximélni ¢tverec doleva nahoru). Obdobné, pii prevodu policka
udélame konstantné mnoho prace, a pfi poc¢itani minima také koukdme jen na
t¥i okolni policka.

Program (Python): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-1.py|

Michal ,vorner® Vaner
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26-3-2 St¥ih latky

Ozna¢me si vrcholy mnohotuhelnika V4 az V,,_; a stfihovou polopfimku p
(zadanou pocétkem P a vektorem u). Dovolme si z uspornych duvodi zanedbat
,,o8klivé* piipady, kdy se polopiimka mnohouhelnika dotyka v jednom bodé ¢
splyva s nékterou jeho stranou. Nebude tézké oSettit je dodatecné pridanim né-
kolika podminek na vhodna mista.

Viceméné z definice konvexity plyne, Ze p bude mit s mnohothelnikem nej-
vyse dva pruseciky.

Vsimnéme si, ze doopravdy vlastné chceme zjistit, se kterymi stranami mno-
hothelnika se protina. Dopocitat konkrétni souradnice pruseciki uz je pak jen
drobné cviceni ze stredoskolské geometrie. Pokud si s takovymi tilohami nerozu-
mite, nastala spravna chvile pfeéist si geometrickou kuchaiku.*?

V prubéhu feseni budeme ¢asto chtit védét, jestli bod od n&jaké (polo)piimky
lezi napravo, nebo nalevo (pfi pohledu po sméru polopfimky). Prozatim nam
uvérite, ze to snadno zjistime v konstantnim case.

Vsimnéme si, zZe néjaka hrana mnohothelnika kiizi p prave tehdy, kdyz jeden
jeji konec je vlevo od p a druhy vpravo. Dale si vSimnéme, ze vrcholy nalevo a
napravo od p tvorf v mnohothelniku souvisly tsek (diky konvexits). My tedy
vlastné v posloupnosti vrcholt nehleddame nic nez hranici mezi levymi a pravymi
vrcholy (diky cykli¢nosti existuji dvé). To svadi k tomu pouzit néco jako bindrni
vyhledavani.

Zde nam ovsem komplikuje zivot fakt, Ze posloupnost je cyklicka a zéalezi na
tom, jaky vrchol vezmeme za pocatecni. Uvazme napt. posloupnosti PLLPPPP a
PPPPLLP. Pouhym pohledem na prost¥edni prvek (v obou pfipadech P) nepozna-
me, ve které poloviné mame pokracovat v hledani.

49 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/geometrid
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Pokud bychom znali alespon jeden vrchol nalevo od pfimky a jeden napra-
vo, je to jednoduché: v téchto dvou vrcholech posloupnost rozstfihneme. Tim
vzniknou dvé posloupnosti tvaru LLLPPP ¢i PPPLLL, v obou z kterychz najdeme
hranici prachobycejnym bindrnim vyhledavanim.

Jak takové dva protilehlé vrcholy sehnat? Uvazme body Vo a Vi, := V,, o.
Mohou nastat dva pripady:

a) Vo a Vp, lezi na opaénych stranach p. Vyhrano.

b) Vo a V,, lezi na stejné strané p. Pak p neprotind tsecku VyV;,. Ta vsak roz-
déluje mnohothelnik na dvé poloviny — p tedy prochézi jen jednou z nich.
Tu druhou muzeme zahodit a pokracovat v hledani rekurzivné s mnohothel-
nikem o polovi¢nim poc¢tu bodu.

Algoritmus se tedy skldda ze dvou fazi. V prvni hleddme dva body na opadc-
nych stranach p. Pokud takové dva body najdeme, piejdeme do druhé faze. Jinak
se zastavime, az nam zbude trojuhelnik, pro ktery uz tlohu vyfesime trivialné
testem kazdé ze tii hran. V druhé fazi bindrné hledame hrany protinajici se s p
postupem popsanym vyse.

V obou fazich nas kazdy krok stoji konstantni cas a zmensime jim pocet
zpracovavanych bodt na polovinu. Tim dosdhneme celkové slozitosti O(logn).
Nalezeni spravné poloviny bodu

A7 dosud je algoritmus docela pfimocary a vymyslitelny. Zatajili jsme ovSem
jeden na prvni pohled drobny detail: jak z polohy p pozndme, kterou polovinu
bodu (Vi,...,Viu_1, nebo Viq1,..., V1) zahodit?

To prekvapivé neni viubec ziejmé. Existuje spousta zpusobi, jak to ,,umla-
tit“, napft. pocitanim néjakych vzdalenosti a prisecikii. To jsou ale vypocty kom-
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plikované a nepfesné, zkusime si proto ukézat hezéi, byt mozna myslenkové tro-
chu naroc¢néjsi feseni.

Predstavme si thel VPV, jako jakysi ,stin“. Vime, ze p nelezi ve stinu
(jinak by se protinala s V5 V,,,), tedy kdykoli se néjaky objekt nachazi cely ve stinu,
nemad prusecik s p. Oznacme si S stied VyV,, a o polopifimku PS (,pseudoosu®
stinu). Ta ndm rozdéli rovinu na dvé poloroviny.

KSP

Teseni

Oznac¢me si X ten z bodu Vp, V,,, ktery lezi ve stejné poloroviné jako p a
Y ten opacny.

Podivejme se nyni na sousedy X. Alespon jeden z nich lezi ve stinu, neb
kdyby oba lezely na svétle, mél by mnohothelnik vnitini thel vétsi nez 180° —
viz obrazek nize.

Oznac¢me si takového souseda W. Proto-
ze X, W,...,Y tvofi konvexni mnohothelnik,
musi jeho obvod ,zatacet“ porad na stejnou
stranu — na obrazku vyse doprava (smérem
kY. Tedy pokud je W ve stinu, budou tam i
v8echny nésledujici vrcholy (pfinejmensim ty
ve stejné poloroving). Tedy polovina naseho
mnohothelniku tvorena body X, W,....Y se
nemuze protnout s p: ¢ast se ji nachazi ve sti-
nu a druha ¢ast v opacné poloroviné vuci o
nez p. Tyto body tedy muzeme (kromé kraj-
nich X,Y") zahodit.

Pokud jsou oba sousedé ve stinu, p nemize mit s mnohothelnikem zadny
prinik.

Tudiz potfebujeme umét zjistit, (1) ve které poloroviné se nachazi p, (2)
jestli je dany soused X ve stinu.
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To jsou ale jen dalsi instance nasi operace ,poloha bodu vii¢i polopiimce®.
Zvolime si libovolny bod na p (tfeba P + u) a podivame se, na které strané je
od 0. Pak X je ten z Vp, V,,, ktery lezi na stejné strané. A néjaky soused X je ve
stinu, pravé kdyz lezi od PX na opacné strané, nez X od o.

Zbyva nam néjak zaridit onu mytickou operaci zjisténi polohy bodu vici
polopfimce: méjme néjaky bod B a polopfimku ¢ s pocatkem ) a smérovym
vektorem w. Nyni se ndm bude hodit vektorovy soucin.’® Z pravidla pravé ruky
si snadno rozmyslite, ze w x (B — @) je kladny pravé tehdy, kdyz B je nalevo
od ¢, zaporny, kdyz napravo, a nulovy, kdyz lezi na q.

Dalsi (byt méné elegantni) zpiisob je reprezentovat si piimku rovnici y =
kx 4 q. Detaily nechame ¢tenafi k rozmysleni.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-2.4

Filip Stédronsky

26-3-3 Grafova

feSeni

Pozadovany dikaz je ve své podstaté celkem jednoduchy, k dokdzani pouzi-
jeme matematickou indukci.

Necht je dan graf s NV vrcholy, M hranami a minimalnim stupném k. Diikaz
provedeme konstrukei, ze které nam rovnou vyplyne linearni algoritmus. Induk-
tivné sestrojime vhodnou posloupnost vrcholi:

1. V prvnim kroku zvolime libovolny vrchol v;.

2. V i-tém kroku méame jiz cestu z ¢ — 1 vrcholid, chceme pridat i-ty. Vybereme
tedy libovolného souseda v;_1, ktery jesté nebyl vybran, a zvolime jej jako v;.
Pokud takovy uz neexistuje, skon¢ime.

Takto jsme dostali v zadaném grafu cestu vyvs ... v, pro néjaké r < N.

Nyni nahlédneme, Ze vSichni sousedé vrcholu v, musi lezet na sestrojené
cesté, nebot jinak bychom mohli cestu prodlouzit a provést dalsi krok indukce.
Vrchol v, je tedy spojen hranou s aspon k vrcholy na sestrojené cesté a tudiz
urcité existuje vrchol vg, ktery je sousedem v, a pro ktery plati s < r — k. Nyni
uz mizeme jasat, nebot vrcholy vsvsyq ...v, ndm tvori kruznici délky alespor
kE+1.

Postup uzity v dikaze muzeme implementovat pfimo jednim prichodem
grafu do hloubky, coz ndm déva ¢asovou i pamé&tovou slozitost O(N + M).

Program (C++): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-3.cpg

Mark Karpilovskij

50 http://en.wikipedia.org/wiki/Cross_product]
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26-3-4 Kladeni pasti

Snazime se rozmistit pasti v pralese. Pfitom musime dodrzet pravidlo, ze
kazda peésinka spojujici dvé kiizovatky sousedi alespon s jednou pasti. V teci
teorie grafii kiizovatku nazveme wvrchol a pésinku hrana. Rozmisténi pasti spl-
nujici vyse popsanou podminku se obvykle nazyva vrcholové pokryti. Na stavbu
pasti v kazdém vrcholu musime vynalozit usili U; (zaplatit cenu). Hleddme proto
takzvané minimdini vdZen€ vrcholoveé pokryti.

Podivejme se nejprve na feseni leh¢i varianty, ve které je graf tvoren jedinou
cestou. Postup potom dokéZzeme zobecnit i pro tézsi verzi.

Leh¢éi varianta

Pro kazdou z kiizovatek mame dvé moznosti. Bud na ni past umistime, nebo
neumistime. Pro N vrcholti je tedy viech moznjch rozmisténi pasti 2. Néktera
z téchto rozmisténi samoziejmé nejsou vrcholova pokryti. Kazdopadné ani tak
neni v nasich silach vyzkouset vSechny moznosti.

Co kdyby nas pro zacatek nezajimalo samotné rozlozeni pasti, ale pouze
celkovd miniméalni cena? Zkusme ji pocitat postupné pro jednotlivé pocatecni
useky cesty délky i. (Délku budeme méfit t¥eba v poctu vrcholt.)

Zv14st si zapamatujeme minimalni cenu p; tohoto poc¢atecniho tseku délky 4
za podminky, Ze v poslednim (i-tém) vrcholu nali¢ime past. Naopak n; bude
znacit cenu zacatecniho tseku délky ¢ v pfipadé, ze v i-tém vrcholu past neni.
Celkovou minimélni cenu tohoto tiseku cesty snadno spocteme jako min(p;,n;).

Pro prvni vrchol uréime minimélni ceny jednoduse: p;y = Uy a ny = 0.
Pro ostatni vyuzijeme toho, co jsme spocitali diive. Ceny tedy budeme podci-
tat postupné pro vsSechna i od 1 do N. Pokud je v i-tém vrcholu past, tak
minimélni cenu p; spoc¢teme z celkové minimélni ceny predchoziho tseku jako
p; = min(p;—1,n;—1) + U;. V pfipadé, ze past do vrcholu ¢ neumistime, tak jsme
ji museli umistit do pfedchoziho vrcholu ¢ — 1. Plati tedy, ze n; = p;—1.

Timto postupem snadno v linearnim ¢ase O(N) spoéteme minimalni cenu
potfebnou k rozmisténi pasti. Puvodné jsme vSak chtéli miniméalni vrcholové
pokryti i najit. Zrekonstruujeme jej v opacném poradi od N do 1.

Pokud se rozhodujeme, zda pouzit i-ty vrchol, pak jej vybereme tehdy, kdyz
se nam to vyplati. Tedy kdyz plati p; < n;. Pokud vSak vrchol nevybereme, nutné
musime vybrat vrchol ¢ — 1. V tom pfipadé se znovu rozhodujeme az u vrcholu
i—2.

Té731 varianta

Jak postupovat v pripadé, ze cesti¢ky a kfizovatky tvori strom? Minimalni
ceny chceme opét pocitat postupné z predchozich mezivysledkt. Predstavme si
cely strom jako zakofenény (vSechny vrcholy kromé kofene maji jednoznacéné ur-
¢eného otce). Minimalni ceny p; a n; pak budeme pocitat pro vSechny podstromy,
tj. pro vrchol i se vSemi jeho potomky.
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Pottebné poradi pro postupné pocitani cen ziskame tak, Ze projdeme cely
strom pomoci algoritmu prohleddvani do hloubky.?! Pii opusténi vrcholu spoé-
teme ohodnoceni p; a n; jeho podstromu nasledovné:

e Pokud je vrchol ¢ list, nastavime minimalni cenu s pouzitim daného vrcholu
pi = Ui.
® Cena bez umisténi pasti do listu potom bude n; = 0.

® Pro ostatni vrcholy uréime minimélni cenu s pouzitim pasti ve vrcholu ¢
jako soucet ohodnoceni daného vrcholu a celkové minimalni ceny podstromt
vSech jeho synt:

JjESyn(i)

kde Syn(i) zna¢i mnozinu synt vrcholu i.
e Pokud do vrcholu ¢ past neumistime (dle pfedchoziho bodu), musime pasti
nalicit ve vsech jeho synech:

n; = E pj- feSeni
j€Syn(i)

Pri opousténi posledniho vrcholu tak spocitame minimalni cenu rozmisténi
pasti v celém stromé.

Stejné jako v lehéi varianté musime jesté urcit, ve kterych vrcholech mame
pasti nalic¢it, abychom dodrzeli spoc¢itanou minimalni cenu. Projdeme tedy znovu
nas strom. Na kfizovatku ¢ past umistime, pokud opét plati p; < n;. Kdyz vsak
past do vrcholu neumistime, musime ji pfidat do vSech jeho syni.

Tim méme i pro tézsi variantu celkem slusnou ¢asovou a pamétovou slozitost
O(N). Strom pouze dvakrat projdeme. P¥idané vypocty sice zavisi na po¢tu synt
daného vrcholu, dohromady je vSak synii stejné jako vrchola.

Pro (NP-)tplnost jesté dodejme, ze pro obecny graf neni v souc¢asnosti zndmé
zédné efektivni FeSeni.

Program (C++) — leh¢i varianta:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-4-1lehci.cpd

Program (C++) — t&z8i varianta:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-4-tezsi.cpd

Jenda Hadrava

51 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy|
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26-3-5 Rozvrh kovarny

A7 na par origindlnich feseni, casto fungujicich a optimalnich, zvolili vSichni
hladovy pfistup zezadu, ¢ili hladovy algoritmus, ktery si popiSeme. Strucné fece-
no: sefadime si pozadavky dle terminu dokonceni, bereme je od nejvyssi hodiny
dokonceni po nejmensi a davame do rozvrhu do nejvyssi volné hodiny tak, ze
vzdy bereme nezatazeny pozadavek s nejvyssi prioritou, ktery lze v tu hodinu
vyrabét.

Jak vybirat pozadavek s nejvyssi prioritou? ReSeni napovidal symbol ku-
chatky u zadani odkazujici se na kuchaiku o haldach.5? Na pozadavky pouzije-
me haldu, konkrétné maximovou, tedy fazenou od nejvétsiho prvku po nejmensi.
Nas algoritmus tedy bude takovy hladovy.

Trochu podrobnéji: Nejprve si sefadime pozadavky dle terminu dokonce-
ni a zavedeme si proménnou hodina, coz bude posledni moznd hodina, do niz
muzeme rozvrhnout pozadavek, a kterou zinicializujeme na maximalni hodinu
dokonceni néjakého pozadavku minus jedna. Pak bereme pozadavky sestupné
dle hodiny dokonceni.

V kazdé iteraci se nejprve podivame, jestli mezi pozadavky nejsou néjaké
s terminem hodina + 1 (plus jedna kvili tomu, Zze s vyrobou nastroje musime
za¢it hodinu pred terminem). VSechny takové pfiddme do haldy. Pak vybereme
z haldy pozadavek s nejvyssi prioritou, rozvrhneme vybrany pozadavek na hodinu
hodina a tuto proménnou snizime o jedna. Skoné¢ime, kdyz se hodina dostane pod
nulu.

Pocet iteraci je roven nejvétsi hodiné dokonceni H mezi pozadavky. H vsak
neni polynomialni v N, ani v délce vstupu, nas algoritmus tedy neni ani polyno-
midlni. Nejéastéjsi chybou v feSenich pravé bylo, Ze skonéila s algoritmem, ktery
zavisel na H.

Oprava na polynomialni algoritmus je vsak nasnadé: pokud je halda prazdna,
rovnou posuneme proménnou hodina na nejvyssi hodinu dokonceni nezpracova-
ného pozadavku minus jedna. Diky tomu v kazdé iteraci odebereme jeden prvek
z haldy a pfiddme ho do rozvrhu. Alternativné je mozné na zac¢atku inicializovat
proménnou hodina na N a v§imnout si, ze si tim nic nepokazime, protoze stejné
nebudeme vyrabét vice jak N hodin.

Setazen{ dle hodin dokonéeni jisté zvlddneme v O(N log N), kde N je po-
cet pozadavki. Z kuchaiky vime, ze haldové operace jako pfidavani, nalezeni
nejvétsiho prvku a jeho smazani trvaji logaritmus z velikosti haldy, ktera bude
v nejhorsim piipadé obsahovat vSech N pozadavki.

V kazdé iteraci vybereme z haldy maximum (za O(log N)) a smaZeme ho,
mizeme ale do haldy pfidat hodné pozadavki. Kazdy pozadavek vSak dame
do haldy jen jednou, coz celkové dava O(N log N) ¢asu na ptidavani. Casovou

52 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty|
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slozitost jsme tedy urcili na O(Nlog N). Co se tyée paméti, vystacime si jisté
s prostorem O(N).
Dukaz spravnosti

Zbyva uz jen dokéazat, ze nas algoritmus dava optimalni rozvrh, tedy ze
@ nelze udélat rozvrh s vétsim souctem priorit. Budeme postupovat sporem,
tedy pfedpokladat, ze pro néjaky seznam pozadavkl existuje lepsi rozvrh nez
ten, jez nasel nas algoritmus. Postupné dojdeme k néjaké zjevné nepravdé, coz
znamena, ze lepsi rozvrh neexistuje.

Rozvrh Ry vytvoreny nasim algoritmem a lepsi rozvrh Ry se musi nékde lisit,
pricemz nas zajimaji jen rozdily v prioritich pozadavkt pro konkrétni hodiny.
JelikoZz Ro mé vyssi soucet priorit, musi existovat hodina H, ve které ma lepsi
rozvrh pozadavek P s vyssi prioritou, nez ma pozadavek zpracovavany v hodi-
né H v nasem rozvrhu.

Provedeme vymeénu a upravime lepsi rozvrh Rs na podobny rozvrh se stej-
nym souctem priorit. Pozadavek P musime vyrabét v nasem rozvrhu R; v hodi-
né H' kde H' > H, jinak bychom ho v hodiné H vytahli z haldy. Nyni zaménime
v rozvrhu Ry pozadavky v hodindch H a H' a vSimneme si, Ze jsme si nepoka-
zili rozvrh: pozadavek z hodiny H' vyrabime dfive a pozadavek z hodiny H lze
v nasem rozvrhu vyrdbét v hodiné H’, takze to musi jit i v rozvrhu Rs.

Jelikoz upraveny rozvrh R, ma vyssi soucet priorit nez Ry, tak i po vyméné
musi existovat hodina, v niz se v Ry vyrabi pozadavek s vyssi prioritou nez v R .
Mohli bychom tedy takovéhle vymény provadét donekonecna, coz vSak nejde,
nebot po kazdé vyméné vzroste alespon o jedna pocet hodin, kde se shoduji
rozvrhy Ry a Ry, konkrétné o hodinu H’. Cili mame kjZeny spor.

Tim jsme tspésné vykovali algoritmus. UZijte si zbytek zimy ... tedy, chtél
jsem Tict jara.

Program (C++): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-5.cpg

Pavel ,Paulie® Vesely

26-3-6 Trezor

Vsichni, kdo se pokusili o tuto tlohu, se nezastavili u leh¢i verze a rovnou
se pustili do verze plné. Presto se na chvilicku u lehké verze zastavme, uvidime,
ze se da tesit peknym trikem.

V leh¢i verzi ndm jednotlivé vnitini klice daji dohromady cislo ve dvojkovém
zapise — sérii jednic¢ek a nul — a my chceme vsechny nuly zménit na jednicky. To
urcité muzeme udélat tak, Ze pouzijeme pravé klice s exponenty odpovidajici
pozicim nul v tomto ¢isle. Nejde to vsak 1épe, s mensim poctem kli¢t, nez kolik
je v ¢isle nul?

Nejde. Zadnym zpiisobem totiz pfidanim jednoho kli¢e nezménime vice nez
jednu nulu na jednicku. I kdyz by doslo k ,preteceni“ néjakého radu, tak se
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nam na tomto misté objevi nula a zbytek c¢isla se chova stejné, jako kdybychom
jednicku pric¢itali k o jedna vétsimu fadu. Zadani tlohy se tedy da pfeformulovat
pfimo na spocitani poc¢tu nul ve dvojkovém zapisu souctu vnitinich kli¢i.

Protoze se nam v leh¢i varianté stejné klice neopakuji, tak rovnou dostaneme
¢islo ve dvojkové soustave, kde pocet jednicek odpovida poctu vnit¥nich kli¢i.
Staci tedy v linearnim case a konstantni paméti pri ¢teni vstupu najit nejvétsi
exponent vnitiniho klie a odecist od néj celkovy pocet vnitinich kli¢t, ¢imz
rovnou dostaneme potfebny pocet vnéjsich klica.

Pfi feseni tézsi varianty ale jiz bude potfeba hodnoty klict néjak séitat. Ne-
musime operovat primo s hodnotami, bohaté nam staci scitat exponenty. Oznac-
me si pomoci N pocet exponentii (vniténich kli¢ii) na vstupu a jako M maximalni
exponent, ktery se na vstupu muze vyskytnout. Podle velikosti M muzeme tlohu
feSit dvéma riznymi zptsoby:

Pro malé M, pokud M < NlogN, je nejvyhodnéjsi pouzit prihradkové
trident. Maximalni exponent, ke kterému se mizeme v pribéhu vypoctu dostat,
je M+log N (kdyby vSech N vnitinich kli¢t bylo maximélniho exponentu), takze
si vyrobime takto velké pole prihradek a pak v linearnim ¢ase spocitdme pocty
jednotlivych exponentti na vstupu.

Pak ndm staci toto pole projit odzadu, pocitat pocet nul, a kdykoliv se ndm
v néjaké prihradce vyskytne ¢islo vétsi jak jedna, tak ho nechame ,pretéct® —
v aktudlni prihradce nechdame zbytek po déleni dvéma (tedy bud 0 nebo 1) a do
dalsi prihradky pfi¢teme (celoéiselnou) polovinu hodnoty z aktudlni pfihrddky.
Tim tlohu vyfesime v ¢ase O(N + M) a s paméti O(M + log N).

Program (Python) — pfihradky:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-6-prihradky.py|

Pro velka M (klidné fadové vétsi jak N) by se ndm vsak jiz pole ptrihradek
do paméti vitbec nemuselo vejit, nemluvé o tom, ze by v ném mohly byt velké
Ldiry“, ve kterych bychom travili zbytecné moc ¢asu. Pak je vyhodnéjsi zvolit
jiny postup.

Vsech N vnitfnich kli¢i si mizeme na zacatku programu v ¢ase O(N log N)
sefadit, sefazené naskladat do spojového seznamu, a pak ho opét jako v pred-
chazejicim pripadé projit od nejmensiho. Zde vSak bude drobny rozdil v tom, ze
pokud ve spojovém seznamu jesté polozka pro dalsi exponent neni, tak ji zalo-
Zime. V tomto pfipadé se dostdvame na c¢asovou slozitost O(N log N) (nejdéle
trvé Gvodni setfidéni) a pamétovou O(N).

Pozndmka: V ukdzkovém programu je pouzit navic trik, diky kterému se
bez spojaku nakonec obejdeme tiplné. Staci si pfi prichodu jen pamatovat, kolik
stejnych exponentii jsme v sefazeném poli uz potkali. Kdo chcete, nahlédnéte.

Program (C) — velké exponenty:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-6-velke-exp.d

Jirka Setnicka
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26-3-7 Sopecné pokryti

Nasim tkolem je pro mapu R x .S najit posunuti miizky s velikosti buniky A x
B takové, ze pocet bunék obsahujicich alespon jeden sope¢ny krater je minimalni.
K takovému vypoétu se ndm bude hodit umét rychle zjistovat, jestli néjaky
konkrétni obdélnik o velikosti A x B obsahuje sopeény krater.

My si ukéZzeme, jak v ¢ase O(RS) vyrobit strukturu, pomoci které v case
O(1) dokazeme zjistit pocet kraterti v libovolném podobdélniku, specialné tedy
i v podobdélnicich A x B.

Jednd se o takzvané dvourozmeérné prefizové soucty. Mohli jste je potkat
napfiklad v kucha¥ce o zakladnich algoritmech.?® Pokud nepotkali, nevadi, mys-
lenku zde zopakujeme:

Pro kazdé policko si predpocitame, kolik kraterti obsahuje horni levy ob-
délnik, ktery ma pravy dolni roh pravé v tomto policku. Tedy policko na pozici
[, y] bude mit hodnotu poctu krétert v obdélniku ([1, 1], [z, y]). Tento vypocet
si muzete sami rozmyslet, nebo se na néj podivat ve zdrojovém kédu — neni to
nic tézkého.

feSeni

Dvourozmérné pole dvourozmérnych prefixovych souctii si ozna¢me P, pak
pocet kraterti v obdélniku ([a, b], [¢, d]) ziskdme jako:

Kla,b,c,d] = Ple,d) — Ple,b—1] — Pla— 1,d] + Pla — 1,b — 1]

Kdyz jiz mame vybudovanou pomocnou datovou strukturu, zkusime kazdé
mozné posunuti vétsich bunék. Kazdé policko se pravé jednou stane néjakym
pravym dolnim rohem burtiky (pro pravé jedno posunuti).

V praktické realizaci tak pro kazdé policko v mapé R x S zjistime, jestli
obdélnik A x B majici pravy dolni roh v tomto policku obsahuje krater a pokud
ano, tak k prislusnému posunuti mfizky pricteme jednicku. Tim jsme vlastné
hotovi, uz se jen sta¢i podivat, pii jakém z A x B posunuti jsme potiebovali
nejméné bunék miizky.

Casova i pamétova slozitost algoritmu je O(RS). Mtzete se také podivat do
vzorového kédu psaného v jazyce C++.

Program (C++): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-3-7.cpg

Karel Tesar

53 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy|
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26-3-8 Zdivocela pocitadla

Ukol 1 - aritmetické instrukce
Zac¢neme zkratkou ADD x,y, z pro ulozeni souc-

tu x + y do registru z. Nejprve zkopirujeme x do z MOV x,z
a y do pomocného registru t. Poté budeme postupné MOV y,t
dekrementovat ¢ a inkrementovat z. JZ t,Y
(Vsimnéte si, ze naSe zkratka nepotfebuje, aby X: INC z
VGl registry x, y a z byly navzajem rizné. O to se bu- DEC t
deme snazit i u ostatnich aritmetickych operaci. Jen INZ t,X
musime dodefinovat MOV z, z, aby neprovedl nic.) Y:
S odc¢itanim SUB x,y,z si poradime podobné. MOV x,z
Nezapomeneme na piipad, kdy = < y, na coz mame JZ y,Y
podle zadani odpovédét nulou. MOV y,t
X: DEC z
o DEC t
feSeni INZ t.X
Y:
Nésobeni MUL z,y, z pak definujeme jako opa- CLR z
kované s¢itani (s je dalsi pomocny registr): JZ y,Y
MOV y,s
X: ADD x,z,z
DEC s
JNZ s,X
Y:

Jesté se nam v nasledujicich tkolech bude hodit déleni DIV z,y,p, q, které
do p ulozi celou ¢ast podilu x/y a do g zbytek po tomto déleni. Implementujeme
jako opakované od¢itani, jen pokazdé odecteme y — 1 a pred ode¢tenim zbyvajici
jednicky zkontrolujeme, zda se délenec uz nevynuloval.

MOV x,t

CLR p

MOV y,s

DEC s ;8 =y-1
X: MOV t,q

SUB t,s,t

JZ t,Y

DEC t

INC p

JVP X
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Ukol 2 — tradi¢ni zavorky

Zavorky na vstupu dostaneme zakdédované do jednoho velkého ¢isla. To po-
tfebujeme rozebrat na desitkové ¢islice, coz se daleko snaz déla od konce nez od
zacatku: vydélenim deseti odstranime posledni ¢éislici, zbytek ndm fekne, jaka
¢islice to byla.

Na samotnou kontrolu uzavorkovani pouzijeme jako obvykle pocitadlo, ale
jelikoz vstup zpracovavame zprava doleva, bude tentokrat udavat, kolik zavorek
bylo uzavieno, ale jesté ne otevieno. Za kazdou ) ho tedy zvysime o 1 a za
kazdou ( snizime. Nesmi pfitom nikdy klesnout pod nulu a na konci vstupu musi
vyjit nulové.

S nasimi aritmetickymi instrukcemi je implementace hracka. V registru «
oc¢ekavame vstup, do y zapisujeme vystup, z nam bude pocitat zavorky, v d
bude uloZena konstanta 10 a r bude obsahovat pravé odebranou ¢islici.

CLR y ; zatim Spatné
CLR z ; po¢itadlo z&avorek
CLR d

INC d (10x) ; d=10
NEXT: JZ x,END

DIV x,d,x,r ; dalSi zavorka?
DEC r
JZ r,0PEN
INC z ; zaviraci
JMP NEXT
OPEN: JZ z,DONE ; otviraci
DEC z
JMP NEXT
END: JNZ z,DONE ; zavérecny test
INC y ; spravné

DONE:

Ukol 3 — simulace Turingova stroje

Nejprve vyuzijeme trik z 1. série, abychom dany Turingiv stroj prevedli na
jednopaskovy.

Nyni navrhneme, jak do registrii zakédovat konfiguraci stroje. Abecedu stro-
je o€islujeme od 0 do né&jakého A — 1, pfi¢emz 0 bude znamenat mezeru. Pasku
rozdélime v misté hlavy. Levou ¢ast ulozime do registru ¢ jako ¢islo v soustaveé
o zékladu A, ¢islice nejnizsiho fddu bude odpovidat znaku tésné pred hlavou (zde
se hodi, Ze 0 je mezera, takze vlevo pfirozené vznikne nekoneéné mnoho mezer).
Znaky vpravo od hlavy zakédujeme obdobné do registru r, nejnizsi rad bude
odpovidat znaku bezprostifedné za hlavou.

Zbyva néjak reprezentovat znak, na kterém pravé stoji hlava, a aktualni
stav Tidici jednotky stroje. To zakddujeme do pozice v pocitadlovém programu,

235

feSeni



KSP

feSeni

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2013/2014

kde se zrovna nachazime. Program bude tvoten wvelikost abecedy x pocet stavi
podobnymi bloky, zména stavu nebo aktudlniho znaku bude pouhy skok do jiného
bloku.

Stac¢i tedy umét posouvat hlavu. Popisme posun doprava: Aktualni znak
se presune do levé ¢asti pasky, takZe registr ¢ vynasobime velikosti abecedy a
pri¢teme aktudlni znak. Naopak registr ¢ vydélime velikosti abecedy a zbytek
nam fekne, jaky znak se stal aktudlnim. Posun doleva vyresime obdobné.
Ukol 4 — redukce poctu registri

Kdyby nam stacilo dokazat, ze stac¢i néjaky pevny pocet registrii, muzeme
k tomu pouzit pfedchozi tkol. Ze zadani vime, ze kazdy pocitadlovy program
lze prelozit na ekvivalentni Turingtv stroj, v pfedchozim tkolu jsme se naudili
prevést ho zpét. Kombinaci obou prevodu ziskdme pocitadlovy program s pev-
nym poctem registrii. Kdybychom promysleli detaily (zejména pocty pracovnich
registri v aritmetickych instrukeich), dostali bychom se na néco jako 5 registri.
Ukézeme, Ze sta¢i méné.

Meéjme program, ktery pouziva registry 71, ..., . Jejich stav dovedeme za-
kédovat do jediného cisla
=Pyt
kde p1,...,pr jsou navzajem ruzna prvocisla. Z jednoznacnosti prvociselného

rozkladu plyne, ze zakddovany stav 1ze dekédovat jedinym moznym zptisobem.
Instrukci INC r; pfelozime na ndsobeni registru r prvocislem p;. Ackoliv
bychom mohli pouzit zkratku MUL, radéji si ndsobeni naprogramujeme sami vy-
uzivajice toho, ze p; je konstanta. Bude nam stacit jediny pracovni registr ¢.
CLR t
X: INC t  (p_i-krat)
DEC r
INZ T,X
Y: INC r ; prelijeme zpét do r
DEC t
t s

JNZ Y

Podobné DEC r; prelozime na déleni registru r ¢islem p;, ovSem musime si
dat pozor, abychom v piipadé, kdy r neni délitelné, vSe vratili do ptvodniho
stavu.

CLR t

; Opakované od¢itame p_i.
DIV: JZ r,0K

DEC r

JZ r,R1

DEC r

JZ r,R2
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(... dalsich p_i-3 dvojic ...)
DEC r

INC t

JMP DIV

; Nebylo to délitelné,
; pozice v programu udava zbytek.
(... p_i-3 inkrementd jako niZe ...)
R2: INC r
R1: INC r
; Nakonec k r pricteme t * p_i.
T: JZ +t,DONE
INC r  (p_i-krat)
DEC t
JMP T

; Povedlo se, prelijeme zpét do r,
; které uz je touto dobou nulové.

OK: INC r reSeni
DEC t
INZ t,0K

DONE:

Podminény skok JNZ vyfesime obdobné: pokusime se o DEC, pokud se povede,
zvratime jeho uc¢inek dalsim INC a skoc¢ime. Paklize se nepovede, jen uvedeme
registr  do ptivodniho stavu a pokracujeme v programu.

Vypada to tedy, Ze kazdy program dokézeme upravit, aby mu postacily
pouhé dva registry r a t. Jenze ouha: jesté musime umét zakddovat vstup do
naseho ,exponencialniho“ kédovani, a na konci programu zase dekddovat vystup.
K tomu bohuzel potfebujeme dalsi registr.

Kdédovani vstupu bude probihat tak, Ze na pocatku polozime r = 1 a pak
budeme dekrementovat vstupni registr a pritom inkrementovat jeho zakédovany
obraz v r. Podobné dekédovani bude dekrementovat zakédovany obraz vystup-
niho registru a inkrementovat skutec¢ny vystupni registr. Na oboji nam postaci
tii registry.

Dodejme jeste, ze je znamo, ze se dvéma registry takové kédovani provést
nelze. Dvod je prosty: nelze spocitat zadnou funkci, kterd roste exponencial-
né. Dvojregistrovy stroj tedy nemiize byt univerzalni. (Dukaz viz Rich Schroep-
pel: “A Two-counter Machine Cannot Calculate 2V”, Massachusetts Institute of
Technology, Artificial Intelligence Memo #257.)

Ukol 5 — minimalni instrukéni sada

Neékteri resitelé dokazali vymyslet jednoinstrukéni sadu, ale pokazdé néja-
kym osklivym trikem. Tteba instrukci, jejiz soucasti je konstanta, ktera instrukci
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fekne, jakou operaci ma provést. Zde predvedeme také mirné podlé, ale snad
o zdibec elegantnéjsi feseni.

Nage instrukce se bude jmenovat IDINZ z,y,p (increment, decrement and
jump if not zero) a bude fungovat takto: Nejprve otestuje registr y na nulu. Pak
inkrementuje registr x, nacez dekrementuje registr y (pokud by vzniklo zdporné
¢éislo, zapise nulu). Nakonec sko¢i na adresu p, pokud na zacatku byl registr y
nenulovy. V opa¢ném pripadé nikam neskace.

INC x zapiSeme jako IDJNZ x,t,p, kde t je néjaky pracovni registr a p adresa

KSP tésné za instrukei.
DEC x prelozime analogicky na IDJNZ ¢, z,p.
JNZ z,p upravime na IDINZ z,z,p.

Martin ,Medved“ Mares

feSeni
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26-4-1 Kaminkovy solitér

Mnoho Fesiteli odeslalo spravné feseni, to nas moc tési.

Lehéi varianta

Lehéi varianta byla, jak mnozi poznali, Euklidiv algoritmus na zjistovani
nejvétsitho spoleéného délitele (nsd). Viz kuchaiku o teorii ¢isel.>

Spravnou odpovédi tedy bylo, Zze ndm na kazdé hromadce zbude nsd(a, b),
kde a a b jsou pocty kaminkt na jedné a druhé hromadce.

Neékteii Fesitelé si povolili odéitat i stejné velké hromadky od sebe, to pak
vede k tomu, Ze celkovy pocet zbylych kaminku bude nsd(a,b).
T&%81 varianta

Jak se ndm zméni tloha pro vice hromadek?

S hromadkami, které maji 0 kaminkt, se vyporadame tak, ze je prosté zaho-
dime, ty ndm nijak nemohou ovlivnit pribéh hry ani celkovy vysledek (protoze
odectenim této hromadky od jiné se stav hry nezméni).

feSeni

Nyni musime dokézat, ze nsd(a, b, ¢) = nsd(a,nsd(b, ¢)).

Vime, ze a > 0,b > 0,c¢ > 0 (jinak bychom je neuvazovali mezi hromadky).
Déle plati, ze a = g-a’, b= g-V', ¢ = g-¢. Navic plati, ze nsd(b, ¢) = g- 2/, protoze
nsd(b, ¢) ziskdme ode¢itanim hromadek b a ¢ od sebe. Vzdy tu vyssi odéitame od
té nizsi, a tim zistane g zachovano. To plati proto, ze b—c = (g-0') — (g-¢) =
g- (V/ — ). Pak plati, ze pokud g = nsd(a,b,c), pak i nsd(a,g-2") = g.

Tedy spravnéd odpovéd byla, ze na kazdé hromadce zbude nsd(h;), pfipadné
ze zbude pravé nsd(h;) (pokud si Fesitel povolil odé¢itat od sebe i stejné velké
hroméadky). Dokazané pozorovani nsd(a,b,c¢) = nsd(a,nsd(b, c)) vyuzijeme pro
nas algoritmus, ktery bude umét v O(1) poradit dalsi tah hry. Algoritmus bude
vypadat takto:

Nejprve zahodime hromadky, které maji hodnotu 0. Nyni vezmeme 1. a 2.
hroméadku, od¢itdme vzdy od vétsi mensi, dokud nemaji stejnou hodnotu (kte-
rd je, jak uz vime, nsd ptuvodnich hodnot téch dvou hromédek). Poté to samé
provedeme s 2. a 3. (zde dostdvame nsd puvodnich hodnot vSech ptedchozich
hromédek a té aktudlni), pak se 3. a 4., ..., (n — 1)-tou a n-tou. Tim jsme zis-
kali na n-té a (n — 1)-té hromadce nsd vSech hroméddek. Nyni potfebujeme tento
deélitel dostat k pfedchozim. Tedy provedeme odé¢itani hromadek zpétné (nejprve
s hromadkoun—1an—2, paksn—2an—3,...,1a2). Kdyz skonéime, méme
na v8ech nenulovych hromédkéach nsd(h;) a 0 na nulovych.

Vojta Sejkora

54 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel]
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26-4-2 Vyroba amuletu

Uloha se znaéné podoba zndmému problému hledani nejdelsi spolecné pod-
posloupnosti, popsanému nap¥. na Wikipedii,®® véetné velice pfimocarého fedent.
Zmifiujeme se o ném i v nasi kuchafce o dynamickém programovani,’® ale algo-
ritmus popsany tam by se hufe upravoval pro potfeby nasi tlohy.

Pfedpokladejme nejdiive pro jednoduchost, zZe ceny vsech koralk jsou stej-
né, cg = ¢ = c¢g = 1. Upraveny amulet bude obsahovat tfi druhy koralka: noveé
(které jsme vyrobili pro potfebu hesla), recyklované (které jsme pouzili z ptivod-
niho amuletu jako soucast hesla) a zbytecné (které zbyly z ptivodniho amuletu,
ale nejsou pouzity k vytvofeni hesla).

My hleddme FeSeni s co nejméné novymi koralky. Ale jezto novych a recyklo-
vanych dohromady je vZdy stejné (jako délka hesla), miizeme zrovna tak hledat
feseni obsahujici nejvice recyklovanych koralki. Vzhledem k tomu, Ze recyklova-
né korélky tvoii (z definice) spole¢nou podposloupnost amuletu a hesla, mizeme
pouzit algoritmus z odkazovaného ¢lanku pro nalezeni jejich nejdelsi spole¢né
podposloupnosti (NSP), a tak zjistit, které koralky chceme v optimalnim FeSeni
recyklovat.

Ukazme si to na piikladu pro amulet RRRGGGBBB a heslo RGBRGB:

Pivodni amulet RRRG GGBBB
Heslo R GBR GB
Nejdelsi spol. podposl. R G GB
Vyrobeno BR

Novy amulet RRRGBRGGBBB
Typ koralku rZZINNzZIrzz

Z vystupu algoritmu kromé samotné podoby NSP (RGGB) snadno zjistime,
i na jakych pozicich v amuletu a hesle se tyto recyklované koralky budou nacha-
zet. Jednim priichodem NSP si tedy muzeme ke kazdému recyklovanému koralku
ulozit jeho pozici v puvodnim amuletu, a z toho uz snadno dopocitame, kam se
vkladaji koralky nové.

Tady je trochu problém s interpretaci zadéni, nebot priddvanim novych ko-
ralki se nam puvodni posouvaji a neni prilis jasné, co vlastné znamend ,i-ty
koralek*. V prikladu vyse nejprve vypiSeme ,vloz modry kordlek za ctvrty“ a
pak Cerveny za ... ¢tvrty, nebo paty? Nejjednodussim zptusobem, jak se pro-
blému elegantné zcela vyhnout, je vypisovat pfidané koralky odzadu. Tak nam
zadny pridany koralek nemiize ovlivnit ¢islovani mist, na kterd budeme pridavat

http://en.wikipedia.org/wiki/Longest_common_subsequencd
KSolution_for_two_sequences
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovanil
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pozdéji. V nasem pripadé by to tedy znamenalo nejdiive vlozit cerveny korélek
za Ctvrty a pak modry za ¢tvrty (¢imzZ se Gerveny odsune o jednu pozici doprava).

Slozitosti algoritmu dominuje hledani NSP, které zvladneme v case a paméti
O(JA] - |H]), kde |A]| je délka ptivodniho amuletu a |H| je délka hesla. Zbyva
se vyporadat s tim, Ze vyrobni ceny koralki nemusi byt jednotkové. Ale neni
tézké si rozmyslet, ze algoritmus NSP miizeme jednoduse upravit tak, aby misto
nejdelsi hledal nejdrazsi spolenou podposloupnost. Prosté vsude misto délek
posloupnosti pocitame jejich ceny a pri rozsifovani posloupnosti misto jednicky
pric¢itame cenu pridavaného koralku. Slozitost tim nijak neovlivnime. Pro pfesnou
podobu upraveného algoritmu nahlédnéte do programu.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-2-nsp.d

Filip Stédronsky

26-4-3 Obnovené spojeni

V této tloze se nam bohuzel vloudila chyba do zadani tlohy, kde mélo byt
uvedeno, ze jeskyné, které mezi sebou propojujeme, si o¢islujeme od 1 do n. Proto
se fada z vas spokojila s trivialnim fesenim pomoci tfidéni nebo pomoci hesovani.
Chyba je ovSem na nasi strané, takze jsem takova feSeni jen mirné bodové odlisil
od téch, kterd si chybéjici predpoklad domyslela a byla zcela spravneé.

Optimalnim fesenim je dvojité uziti prihradkového tridéni. Nejprve si kaz-
dou dvojici jeskyn usporadame vzestupné. Nyni roztiidime dvojice do prihradek
podle hodnoty druhé jeskyné. V praxi to mizeme reprezentovat tieba polem
spojovych seznamu délky n, kde ke kazdé hodnoté druhé jeskyné budeme mit
spojovy seznam hodnot prvni jeskyné. K druhému tfidéni vyuZzijeme vysledek
prvniho. Budeme postupné prochazet kazdy spojovy seznam od nejmensi hod-
noty druhé jeskyné k nejvétsi a zatfidovat do jinych prihradek tentokrat podle
prvni jeskyné. Vsimnéme si, Ze pokud k jedné prvni jeskyni existuji dvé druhé,
timto prichodem jako prvni narazime na tu s mensim cislem. Z toho vyplyva,
ze Cisla ve vyslednych prihrddkach budou setfidéna od nejmensiho k nejvétsimu.

Tim jsme dostali vSechny dvojice setiidéné primarné podle prvni a sekun-
darné podle druhé jeskyné. Takto settidénd data uz snadno projdeme a vyhneme
se pii vypisovani duplikdttim napiiklad tak, ze si pamatujeme, co jsme naposledy
vypsali.

Zachézeli jsme s O(n) piihradkami a s O(m) jeskynémi, pfitom jsme na
kazdou jeskyni spotfebovali konstantni cas pfi jejim zapracovani do nékterého
seznamu, vyslednd ¢asové i pamétova sloZitost tohoto Yeseni je tedy O(n + m).

Program (C++): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-3.cpg

Mark Karpilovskij
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26-4-4 Skladani mapy

Castou chybou u tlohy bylo to, Ze jste predpokladali celo¢iselnost soufadnic
a pokouseli jste se obdélniky s mapou napasovat do néjaké tabulky, o celoci-
selnosti jsme vSak nic neslibili. Ta by se sice dala zachranit néjakou kompresi
soufadnic (sefadili bychom si neceloéiselné soutadnice za sebe a oéislovali), ale
vétsi problém byl v tom, zZe takova tabulka by mohla byt obrovska — predstavte si
dva malé kusy mapy vzdalené od sebe milion policek. Inicializace takové tabulky
by ndm zabrala netimérné mnoho casu, a proto bylo nutné vydat se jinudy.

Nejdiive se zkusime zamyslet nad tim, jak by se tloha feSila jen v jednom
rozméru, tedy kdybychom namisto obdélniki méli jen tisecky na pfimce. Takovy
pfipad je pfesné stvofeny pro zjednoduseny intervalovy strom..5”

Intervalovy strom nam ve zkratce umoziuje provadét dotazy nad intervaly,
tedy s kterymi intervaly se protind hledany interval. My ale hledame jen jeden
bod a navic néas zajima jen pocet obdélnikti mapy, se kterymi se protneme, proto
nam staci pouzit jednodussi verzi intervalového stromu.

Z puvodniho intervalového stromu si vypuj¢ime jen vyhledavani podle konci
pokrytych intervald ve vnitinich vrcholech, a protoze nase dotazy ptjdou vzdy
az do samotnych listi intervalového stromu, sta¢i ndm mit pocty pokrytych in-
tervala jen v téchto listech. Pozdéji u dvourozmérné varianty budeme muset do
vnitfnich vrcholt pridat néjaké dalsi hodnoty, ale u jednorozmérné verze bez
nutnosti ménit intervaly za béhu si vystacime s touto leh¢i verzi.

Takovy strom si lehce postavime v ¢ase O(N log N) (kde N je pocet tsecek)
tak, Ze si nejdiive setfidime soutadnice zacatkd a konci tsecek, budeme je po-
stupné prochdzet (za zaGatek pri¢teme jednicku k aktudlnimu poétu pokrytych
usecéek, za konec zase odeéteme) a uklddat do listd Gplného bindrniho stromu.
P1i obchéazeni stromu navic jesté do vnitinich vrchold ulozime konce intervali
(pro vyhledavani) a jsme hotovi. Vyhledani pak lehce zvladneme v ¢ase O(log V)
na dotaz.

Dva rozméry

Jak postup vyse zobecnit pro dva rozméry? Ano, pouzijeme dvourozmérné
intervalové stromy. Nejdiiv si vyrobime intervalovy strom pro jeden rozmér (jako
kdybychom kusy mapy promitli jako tsecky tfeba na osu z). Tim si rovinu roz-
délime na jednotlivé (v tomto pripadé svislé) pasy, kde mame jen spodni a vrchni
okraje obdélnikti mapy. Jesté vsak potfebujeme vyhledat spravnou oblast uvnitt
téchto past.

Proto si v kazdém listu prvniho intervalového stromu ubytujeme dalsi in-
tervalovy strom, ktery bude mit na starost pouze tento pés (kazdy pas si totiz
muzeme zase predstavit jako tsecky v ose y odpovidajici jednotlivym kusim ma-
py). Vyhledani je pak dvoustuptiové: nejdfive v prvnim stromé najdeme spravny

Viz kucharku ¢tvrté série.
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pas a v tomto pasu pomoci odpovidajiciho stromu najdeme pfesné misto, kde je
umistén bod, na ktery se ptame. Takovy dotaz zvldadneme v O(log N).

S dvourozmérnymi intervalovymi stromy se ale musi opatrné — spousta zdro-
ju sice uvadi, ze se daji vybudovat v case O(N log® N), ale to jen, pokud se
na né uplatni néjaky trik. Ti z vas, ktefi pouzili ve svych fesenich pojem 2D-
intervalového stromu jako vSemocny blackbox bez toho, aby se nad nim a jeho
pouzitim a problémy zamysleli, néjaky ten bod bohuzel ztratili.

Pokud by totiz obdélniky vypadaly tfeba jako na obrazku vyse, budeme
mit fadové N intervalti v prvnim (z-ovém) stromé a kazdy z y-ovych stromi
bude také drzet rddové N intervali. Pokud si budeme kazdy z mensich stromi
uklddat samostatné, dostaneme se na pamét O(N?), a k jejich konstrukei tedy
i na stejnou casovou slozitost.

Persistentni datova struktura

Nejvétsim problémem konstrukce naseho 2D-intervalového stromu bylo to,
ze stromy v druhé trovni vypadaly porad skoro stejné, ale pokazdé jsme je museli
konstruovat celé znovu. Neda se néjak vyuzit jiz dfive zkonstruovanych stromu?

D4, a takovému triku se fika persistence. V nasich stromech vedou vSechny
hrany jen dolt (nepotfebujeme zpétné hrany do otce), a tak klidné mizeme
udélat to, ze si zkonstruujeme novy strom tak, ze se bude odkazovat na ¢asti
jiz postavenych stromi. Staci se drzet zakladniho pravidla persistence: Staré
hodnoty nikdy neménim, kdyz potiebuji néco zménit, vyrobim si od toho kopii.

Kdybychom napriklad chtéli ve stromu nize zménit hodnotu ve vrcholu s ¢is-
lem 3, sta¢i ndm vyrobit si kopii tohoto vrcholu, kopii jeho otce (a tak déale, az ke
kopii jeho kofenu) a ty odkézat na jiz existujici podstromy. Kdyz se nyni vydam
z kofene 1/, budu mit k dispozici novy strom, ale kdyz se vydam z kofene 1, uvi-
dim strom v puvodnim stavu. Mame tedy dva stromy velikosti N, ale vyrobou
nového jsme museli stravit pouze ¢as O(log N) (délku cesty z vrcholu do kofene).

A 2 A 2/
/N
3 B 3 B
/\ /\
C D C D
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V naSem piipadé persistenci pouzijeme k vyrabéni jednotlivych intervalo-
vych stromt v pasech. Mezi jednotlivymi pasy dochézi jen k tomu, ze néjaky
obdélnik zmizi, nebo se jiny objevi, tedy potfebujeme pticist nebo odecist néja-
kou hodnotu od néjakého intervalu hodnot. Pockat, co kdyz ale budeme muset
modifikovat fadové N vrcholt oproti pfedchozimu stromu, nepokazi se nam ca-
sova slozitost?

Kdybychom to délali jako dosud (se zjednodusenymi intervalovymi stromy),
tak by se pokazila. Ted uZz budeme potiebovat plné intervalové stromy (tak,
jak jsou popsané v kuchafce), které nam umoziuji i rychlou aktualizaci hodnot.
Pokud chceme modifikovat néjaky cely interval, mizeme to rozlozit na modifikaci
O(log N) vrcholu intervalového stromu (do vnitfnich vrchold si pfi¢teme néjaké
plus a minus jednicky, pfes které pak pfi dotazu projdeme a vezmeme je v potaz).

Modifikace kazdého vrcholu v persistentnim intervalovém stromu nam trva
O(log N), takze nam (kromé prvniho) vyroba kazdého z O(N) intervalovych
stromi trva O(log? N) a zabere maximalné stejné paméti. Vyhledavani v nich je
pak stejné jako v minulém pfipadé.

Dohromady tedy potfebujeme na vyrobu celé struktury cas O(N log? N)
ana Q dotazti ¢as O(Qlog N). Paméti nam staéi O(N log? N).

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-4.4

Jirka Setnicka

Pozndamka: Algoritmus muzeme jesté trochu vylepsit, pokud si vS§imneme,
ze pii pridavani ¢i odebirani obdélnika sice upravujeme az logaritmicky pocet
vrcholi, ale vsechny lezi v blizkém okoli dvou cest z kotene do listu. Pokud per-
sistenci nau¢ime zaznamenat vSechny tyto zmény najednou, zkopirujeme celkové
jen O(log N) vrcholu stromu, takze vyroby struktury klesne na O(N log N).

Dalsimi triky by $lo snizit pamétové naroky na O(N log N), ale to uz se do
tohoto textu nevejde. Kdybyste chtéli, piilezitostné se zeptejte :)

Martin ,Medved“ Mares

26-4-5 Misto pro tabor

vy .

Ulohu budeme Fedit jen pro tézsi variantu. ReSeni lehéd varianty je tplné
stejné, akorat jen v jednom rozméru. Zadanim ulohy je najit obdélnik velky
r x s, kde potfebujeme pievézt co nejméné hliny na jeho vyrovnani. Tedy takovy,
v kterém na polickach pod priamérnou vyskou obdélnika chybi co nejméné hliny.
Pro dalsi ¢ast feseni zadefinujeme n = rs a N = RS.
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Pokud v daném obdélniku mame primeérnou vysku V' a pravé k policek
s podpramérnou vyskou py, ..., pg, musime prevézt pravé

k
EV =Y p
j=1

hliny. Chtéli bychom tedy pro vSechny mozné obdélniky r x s tyto hodnoty
spocitat.

Nejdfive spocitdme primérné vysky. Pomoci dvourozmérnych prefixovych
sou¢tit snadno zvladneme spocitat souéty vysek v obdélnicich v éase O(RS) a ty-
to hodnoty vydélime n. Primérné vysky si setfidime a oznacime jako X1, Xo, ...,
X(R—r+1)(S—s+1)- Léaroven zvolime Xo = 0.

Pro vypocet hodnot Z§:1 p; se nam budou hodit dva dvourozmérné soucto-
vé intervalové stromy S a T.°® Do stromu T’ budeme iterativné piiddvat hodnoty
vysek v puvodni mapé a do stromu S budeme vkladat jednicky na mista, kde se
pridané prvky vyskytuji.

V i-té iteraci do stromfi vlozime vSechny hodnoty z intervalu (X; ;,X;). TesSeni
Pokud si navic pro kazdé X; budeme pamatovat, ke kterému obdélniku r X s
pat¥i, rovnou pro néj zvladneme spocitat hodnoty k a Z?:l pj. Zde je pseudokdd
celé jedné iterace:

1. Do intervalovych stromt pridame vsSechna policka, jejichz hodnota je v in-
tervalu <Xi_1, Xz)

2. Ze stromu S ziskdme hodnotu & pro obdélnik patfici k Xj;.

3. Ze stromu T' ziskdme hodnotu zl;zl p;j pro obdélnik patiici k Xj.

A to je celé. Do kazdého intervalového stromu vlozime kazdou z N hodnot
maximélné jednou, tedy dostavame Gasovou slozitost O(RS -log R -log S). Hod-
noty vysek a primért mame setfidéné a zpracovavame je ve vzestupném potradi.

Posilame gratulaci Michalu Puncocharovi, ktery tuto tlohu jako jediny vy-
fesil optimalné a zcela spravné.

Karel Tesar

26-4-6 Sndhova bitva

Nejjednodussi feseni by bylo nepfedpocitavat si vitbec nic. Pti dotazu, zda
na poloptfimce AB je jesté néjaky dalsi bod, jednoduse spocitame smér z bodu A
do vSech ostatnich a porovname se smérem do B. Jak spocitat a reprezentovat
smér rozebereme nize, prozatim predpokladejme, ze jde smér spocitat i porovnat
v konstantnim ¢ase. Takové FeSeni ma dotaz za O(n) a potfebuje O(n) paméti

58 O intervalovych stromech se miizete doéist v nasi kuchaice.
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na uloZeni vstupu. Ale za takto jednoduchou tlohu by asi organizatori 11 bodua
nenabizeli.

Tak co bychom si mohli pfedpoéitat? Co tieba odpovéd na kazdy mozny
dotaz? Protoze odpovéd na takovy dotaz je jen ANO/NE a podet dvojic je O(n?),
bude ndm stacit dvourozmérné pole. Ale predpocitat si ho pomoci vyse zminé-
ného jednoduchého feseni by trvalo O(n?). To zkusime zrychlit.

YA,
/j
Y = 7

Zkusme si spocitat naraz vsechny odpovédi pro jednoho mitictho bojovni-
ka A a vSechny mozné cile C. Tedy odpovédi pro vSechny polopiimky AX. Uds-
lame to tak, ze spocitame sméry pro vSechny cile a tyto sméry setiidime. Tim
se nam stejné sméry ,sesypou” k sobé. Nyni mizeme sméry jesté jednou projit
a najit tseky stejnych sméru a jim odpovidajici cile oznaéit, Ze lezi na spolecné
polopfimce, a tedy Ze pro né bude odpovéd ANO. Toto nadm zabere O(n - logn)
pro jednoho mificiho bojovnika, tedy O(n? -logn) celkem. Spotiebujeme O(n?)
paméti a odpovidat muzeme v konstantnim ¢ase.

Nyni, co s tim smérem? Nejpfirozendjsi reprezentace by asi byla pocitat thel.
To s sebou ale nese jisté technické problémy (jako naptiklad trochu pomalejsi
vypocet trigonometrickych funkci ¢i chlupatd iracionalni ¢isla, co se kamaradi
s 7 1 pro rozumné vstupni data). Budeme tedy pocitat pomér rozdilu v ose X
a Y. To ma stale jisté problémy. Jednak tento pomér bude pro protilehlé sméry
vychézet stejné — smér doleva doli a smér doprava nahoru bychom nerozlisili.
Tedy, smér bude dvouslozkova hodnota. Prvni slozka bude tikat, jestli je to smér
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nahoru, nebo dolt (resp. doleva, ¢i doprava v pfipadé vodorovnych sméru, at
se vyhneme kladné a zdporné nule). Druhym problémem je déleni nulou pro
svislé sméry. Ale v takovém piipadé si budeme néjakym zptisobem reprezentovat
nekoneéno (napf. éisla s plovouci ¢arkou opravdu maji specidlni hodnotu pro
nekonecno).

Nakonec jedna poznamka o tom, ze to muze jit 1épe. Pokud bychom pouzili
hesovani misto tfidéni pro shluknuti stejnych sméra dohromady, dostali bychom
se na o¢ekavanou slozitost O(n) (bohuzel jen oéekavanou, ne nejhorsi piipad) pro
jednoho sttelce, namisto O(n - logn). To lze udélat proto, Ze nam vlastné vibec
nezalezi na poradi, v jakém sméry dostavame, jen aby byly ty stejné pohromadé.

To m4 ale hacek. Cisla s plovouci ¢arkou maji v poéitaci tendenci akumulo-
vat pri operacich chybu. Proto je tfeba je porovnavat s malou toleranci, nikoliv
na presnou rovnost, a to s hesovaci tabulkou nejde. Pokud bychom ale méli celoci-
selny (nebo alespon raciondlni) vstup, miZzeme smér ukladat jako zlomky a poté
nam jiz hesovaci tabulka pomuze. Ale prevést zlomek na zakladni tvar nezvladne-
me v konstantnim case. Vsimneme si vSak, ze kdyz jsou ¢isla na vstupu omezena
hodnotou L, dva riizné zlomky se budou ligit alespoti o 1/L2. Vynésobime tedy
viechny sméry L? a budeme délit celoéiselné.

Program (Python): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-6.py

Michal ,vorner® Vaner

26-4-7 Kréalovsti Spioni

Rozplést sit $piont vétsinou nebyva snadné. V této tloze jsme ji ale méli jiz
pékné naservirovanou.

Nejjednodussim, avSak pomalym FeSenim je odsimulovat putovani zprav po-
stupné od kazdého Spiona. K tomu nam staci si vstup nacist do pole A. Pak uz
jen v jedné proménné udrzujeme pocet kroki a ve druhé pozici zpravy, tj. ¢islo
Spiona, u kterého se zrovna nachazi. Jedno preposlani zpravy provedeme snadno
prifazenim pozice = A[pozice].

Jak pozname, kdy se ma predavani zprav zastavit? Jednoduse si budeme
v dalsim poli pamatovat, kteri Spioni tuto zpravu vidéli. Uvedené feseni mé
¢asovou slozitost O(N2), kde N je pocet $piontl. Za takové CodEx udéloval tii
body.

Problém s pomalosti spoc¢iva v tom, Ze prochazime v siti $piont stéle dokola
ta stejnd mista, prestoze vysledek je vzdy stejny. Pfi kazdém pruchodu muzeme
rovnou ulozit pocty krokt pro vSechny Spiony, pfes které jsme zpravu posilali.

Vsimnéme si, ze kazda zprava konci své putovani néjakym cyklem — Casti,
ve které si $pioni posilaji informace v kruhu. Zprava vyslana libovolnym $pionem
na cyklu bude pfedana presné tolikrat, kolik je v daném cyklu $pioni. V tseku
pred cyklem roste doba putovani postupné o jedna za kazdého $piona.
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Asymptoticky jsme si zatim nepomohli. Nic ndm totiz nezarucuje, ze Spiony
budeme prochéazet ve spravném poradi od toho nejvzdalenéjsitho. Musime zacit
vyuzivat to, co jsme jiz spocitali. Kdyz pti simulaci dojdeme ke Spionovi, pro néjz
mame vysledek spocitany, nebudeme pokracovat dal, protoze bychom se stejné
nic nového nedozvédéli. K poc¢tu kroku jen pricteme vysledek pro aktualniho
Spiona.

Tim uz pro kazdého Spiona provedeme jenom konstantné mnoho operaci.
Celkové casova slozitost tak je O(N). Pro tplnost jesté dodejme, ze s pouzity
trikem se muzeme setkat ¢astéji. Dokonce si vyslouzil vlastni ndzev memoizace.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-4-7.4

Jenda Hadrava

& [ 2

26-4-8 Dlazdicky

Ukol 1 — Pocet jednicek délitelny t¥emi

K feSeni prvniho tkolu ndm bude stacit pomérné jednoducha myslenka.
Budeme si zleva doprava propagovat dosavadni pocet jednic¢ek modulo 3 (aplné
stejny trik bychom mohli pouzit pro libovolnou jinou konstantu).

Dlazdice si potidime dvojiho typu, jedny budou mit nahofe nulu, druhé
jednicku. Ty s nulou predavaji stejnou hodnotu, tedy maji levou i pravou stranu
obarvenou stejné. Naopak ty s jednickou pfedavany pocet zvySuji, takze maji
vlevo x a vpravo (x + 1) mod 3. Dole vSechny dlazdice obarvime barvou D. Nage
dlazdice tedy vypadaji takto:

0 1
X r x Xz'| proaz’ = (x+1)mod3

D D

Dolnimu okraji pfidélime barvu D, levému i pravému okraji pak barvu 0.
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Pro vstup, ktery ma pocet jednicek délitelny tiemi, urcité umime dlazdéni
vytvorit (pfesné podle myslenky feSeni jen pocitdme jednicky ve vstupu modu-
lo 3).

Dlézdéni bud viibec nelze vytvorit, nebo je uréené jednoznacéné. Pro dany
vstup mame pravé jednu moznost, jakou dlazdici prilozit pfimo k levému okraji,
pak pravé jednu moznost, jakou dlazdici navazat na tuto prvni atd. D1azdéni tak
vzdy pocitd jedni¢ky modulo 3, tedy pokud dlazdéni existuje, vstup skutecné
podminku spliioval.

Vsimnéte si, ze mame levy i pravy okraj zdi obarveny stejnou barvou. Tim
jsme si usetfili feseni okrajovych ptipadi. Chceme-li ovsem takovy trik provést,
musime si velmi dobfe rozmyslet, jestli si tim nepokazime spravnost. Obecné tim
totiz tvrdime, ze zietézime-li nékolik vstupt spliujicich nasi podminku, vysledek
ji bude spliiovat také.

Ukol 2 — SniZovéani vysky dlazdéni o konstantu

Predstavme si, ze mame dlazdéni vysky ¢, a podivejme se na libovolny slou-
pec tohoto dlazdéni. Obarveni horizontélnich stran dlazdic, vyjma horni stény
nejvyssi a spodni stény nejnizsi dlazdice, nema pro zbytek dlazdéni zadny vy-
znam, urcuje pouze navaznosti v tomto sloupci.

Naopak obarveni vertikalnich stran dulezité je, a to po celé vysce sloupce,
urcuje totiz navaznosti v ramci jednotlivych radkta. Toto obarveni tedy chceme
zachovat.

Abychom snizili vysku dlazdéni, nahradime kazdy sloupec jedinou dlazdici.
Ocislujme si dlazdice ve sloupci od 0 do t—1 (dlazdice v nultém Fadku piiléhaji ke
vstupu), obarveni kazdé z nich pak (¢;, h;, pi, d;). Nova dlazdice pak bude nahote
obarvena barvou hg, dole barvou d;_;. Pro bo¢ni stény zavedeme nové barvy,
které oznacime jako uspordadanou t-tici (€o, ..., 0¢:—1), resp. (po,.-.,Pi—1)-

Pro tplnost dodejme, Ze levy okraj prebarvime z barvy ¢ na (¢,... /), po-
dobné pravy.

Sloupce k sobé priléhaji stale stejné, oviem vysku dlazdéni jsme z ¢ zmensili
na 1. Velikost mnoziny D, tedy mnoziny vSech pouzitelnych dlazdic, nepovazu-
jeme za dulezitou, presto stoji za zminku, Ze jsme ji timto trikem exponencialné
zvetsili.

Ukol 3 — Dlazdi¢kové zavorkovani

Kdybychom chtéli spravnost zavorkovani ovérovat primocare, mohli bychom
postupné umazavat dvojice (), které urcité spravné jsou. Misto opravdového
smazani takovych dvojic a nasledného posouvani zbytku fetézce se hodi ,smaza-
né* zavorky jen nécim nahradit a vstup nechavat na pivodnim misté.

Potiebujeme tedy vzdy nahradit dvé zavorky (), mezi kterymi bud neni vii-
bec nic, nebo jsou pouze smazané znaky. Ostatni zavorky musime poslat o fadek
niz, na konci chceme mit smazany cely vstup. Toho mtizeme dosdhnout napiiklad
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s nasledujici sadou dlazdicek:

( ) ( ) U
0 X0 [0X0] [0 Xx| |xX0] |xXx

( ) u u u

Levy a pravy okraj obarvime barvou 0, dolni barvou ;.

V nejhorsim pfipadé budeme ovsem potiebovat n/2 krokt na smazani celého
vstupu, program tedy pracuje v linedrni ¢asové slozitosti. To piece musi jit lépe!
Zavorkovani rychleji

Abychom doséhli lepsi nez linearni slozitosti, vypijéime si trik z feSeni prvni-
ho dilu seridlu. Budeme pocitat tiroven zanoreni, neboli kolik jsme zatim potkali
neuzavienych zavorek. A protoze mame jen konecnou mnozinu barev, budeme si
tuto troven ukladat jako ¢islo ve dvojkovém zapisu.

Uroveti zanofeni miize byt u spravného zavorkovani nejvise n/2, na repre-
zentaci takového cisla ve dvojkovém zapisu potiebujeme logn bitt. My si dvoj-
kové zapisy budeme jesté doplnovat tak, aby vzdy zacinaly nulou, ale tim jsme
pridali jeden fadek. Nas program tak bude pracovat v logaritmické ¢asové slozi-
tosti.

Vzdy, kdyz potkame otviraci zavorku, troven vnoreni o 1 zvysime, u zavi-
racich zavorek ji zase o 1 snizime. Zapis trovné nadm bude vznikat smérem dolt,
jinak feceno, pfi hotovém dlazdéni ho muizeme ¢ist na pravych stranach dlazdic
v daném sloupci. Navic si neporidime dlazdice, které by umély reprezentovat
odecitani do zapornych ¢isel.

Horizontalné si budeme predavat hodnoty jednotlivych bit ¢isla, vertikalné
prenos mezi témito bity. Jesté si dovolime jeden podly trik, a to ten, ze verti-
kalni pfenosy budeme kédovat opét zavorkami. Diky tomu totiz nemusime nijak
odlisovat prikladani dlazdic ke vstupu a k predchozimu rfadku dlazdéni.

Pro uplnost dodejme, Ze vSechny tii okraje zdi obarvime 0, a pak se kone¢né
pojdme podivat na pouzivané dlazdice:

( ( ) ) 0 0
0 X 1] |LXO0] |1 XO0] [0X1] [0X0] [1X1
0 ( 0 ) 0 0

Ukol 4 — Minimélni sloZitost zavorkovani
Zkusme si poridit riizné posloupnosti zavorek délky n. Reknéme, ze budeme
posloupnosti budovat z dvojic zavorek, ze nejprve vybudujeme prvni polovinu
této posloupnosti a ze v prvni poloviné smime pouzit pouze dvojice () a ((.
Takto jisté miizeme vytvorit n/4 posloupnosti délky n/2 takovych, Ze zaddné
dvé nemaji stejny pocet otevienych zavorek. Nyni kazdou z nich dopliime pomoci
dvojic () a )) na spravné uzévorkovanou posloupnost délky n.
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Pojdme se ted podivat na dldzdéni, kterd pro jednotlivé posloupnosti vznik-
nou. Na chvilku predpokladejme, ze kazdé z nich ma vysku pravée V.

Pro n/4 prvnich polovin mame n/4 druhych polovin, pfi¢emz prvni poloviné
vzdy odpovida pravé jedna ze druhych polovin. Na prostfednim sloupci dlazdéni
tedy musime byt schopni odlisit alesporii téchto n/4 rtznych moznosti, jingmi
slovy musi existovat n/4 moznych obarveni prostfedniho sloupce.

Pokud oznac¢ime celkovy pocet barev v nasem programu jako B, miuzeme
mozné obarveni prost¥edniho sloupce omezit také vyrazem BY. Tim dostavame
nerovnost BY > n/4, Gpravami ziskame V > logg n — logy 4. To oviem muiizeme
asymptoticky zapsat jako V € Q(logn).

Rozhodnout spravné zavorkovani tedy skutecné neumime lépe nez logarit-
micky.

Pro dplnost jesté okomentujme nas drzy predpoklad, ze dlazdéni pro kazdou
z naSich posloupnosti mélo vysku pravé V. To samozfejmé nemusi byt pravda,
nékterd klidné mohla byt jednoradkova. Kazdé dlazdéni, které ma vysku maxi-
malné V ovSem umime ,nafouknout® tak, aby mélo vysku pravé V. Muzete si
jako cvi€eni rozmyslet, jak toho dosahnout.

Ukol 5 — Ekvivalence s Turingovymi stroji

Zacnéme s asi snazsim prevodem, a to z dlazdickovych programi na Turin-
govy stroje. Nechame Turinguv stroj simulovat stavbu dlazdéni, a to konkrétné
po tadcich. Obarveni vodorovnych hran budeme povazovat za znaky na péasce
vzdy pred provedenim kroku a po ném, obarveni svislych hran pak za stavy.

Pro kazdou dlazdici (¢, h,p,d) zavedeme pravidlo typu (¢,h) — (p,d,—).
Tedy pokud se ve stavu ¢ na pasce nachazi znak h, stroj zapise znak d a prejde
do stavu p, hlava se posune doprava.

Timto umime vybudovat jeden Fadek dlazdéni. Radka ale muze byt vic,
potfebujeme se tedy umét vracet zpét. V pripadé, ze aktudlni stav odpovida
barvé pravého okraje zdi, feknéme P, a na vstupu se nachazi mezera, piejde stroj
do specialniho navratového stavu. V ném znaky vzdy zapisuje zpét a posouva se
doleva, dokud opét nenarazi na mezeru.

Névrat nastartuje pravidlo (P,) — (IV,u, +), béhem vraceni potfebujeme
pravidla typu (N,z) — (N, z,+) pro vSechna mozné obarveni z a k ukonceni
navratu priddme jesté pravidlo (N, ) — (L, u, —).

Jesté musime poznat, ze je celé dlazdéni dokoncéené. Mohli bychom pfi na-
vratu odliSovat dva stavy: jeden, kdy jsme dosud ze vstupu cetli pouze znak
odpovidajici obarveni dolniho okraje, a druhy, kdy se alespon jeden znak lisil.
My si ale pfedstavime, ze ve specidlnim stavu vybudujeme jesté jeden rfadek
navic.

Po skonc¢eni névratu umoznime pfechod do specidlniho stavu, (N,,) —
(*,u, —). V tomto stavu pfijimame pouze spravny znak (tedy spravné obarveni),
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a pouze pokud dojdeme az na konec vstupu, ukonc¢ime vypocet. Zavedeme proto
jesté dvé pravidla, (x, D) — (x, D, —) a (*,4) — ANO.

Uz vime, Ze dlazdickové programy nejsou silnéjsi nez Turingovy stroje. Pojd-
me ted prevést Turingiiv stroj na dlazdi¢kovy program.

Tentokrat bude jeden tadek dlazdéni odpovidat jednomu kroku Turingova
stroje. Musime védét, nad kterym znakem se pravé nachazi hlava a v kterém
stavu se nachazi cely stroj. Zaroven nam informaci o stavu staci znat u znaku
pod hlavou, ostatni znaky stejné vypocet ovlivnit nemohou.

SiZi
Pro kazdé pravidlo typu (s;,z;) — (s;,%;,) si pofidime 0 X0
dlazdici vpravo. 55%5
Déle si poridime dlazdice pro pravidla, kdy se hlava posouva, pokud bychom
u predchoziho pravidla méli posun hlavy doprava, potiebujeme dvojici ,slepe-
nych® dlazdic nize vlevo.

Nesmime zapomenout, ze vétsinu znaku ze vstupu v jed-

SiZi Zk
0 <s;5:,X0 notlivych krocich nijak neménime, ale dlazdice pro né exis-
Zj S5 %k tovat musi. Takova dlazdice je nize vpravo.
Koncového stavu dosahneme pfi ¢teni néjakého konkrétniho z
znaku, ale aby §lo dlazdéni dokonéit, musi byt spravnou barvou 0 X0
z

obarveny cely posledni fadek. Pro jakékoli pravidlo typu (s, z) —
ANO proto pridame dlazdici (ANO, (s, z), ANO, ANO) a pro ostatni prvky abecedy
dlazdice (ANO, z, ANO, ANO). Pouze pro okrajové mezery musi dlazdice vypadat
jinak, (L, 4, ANO, ANO), analogicky pro pravou stranu.

Zbyva si jesté rozmyslet, jak by mél vypadat zac¢atek dlazdéni. Potfebujeme
do vstupu dostat informaci o pocateénim umisténi hlavy a pocateénim stavu.
K tomu si zavedeme jesté jeden specialni inicializacni stav. Pak nam budou stacit
tyto dlazdice:

N > Tim je pfevod hotov, Turingiiv stroj umime simulovat
0 X *| |* X 0| pomocidlazdickovych programi, tedy tyto dva vypocetni
0 s0% modely jsou skutecné ekvivalentni.

Karolina ,,Karryanna“ BureSovad
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26-5-1 Made in China

Prvni dloha byla trochu netradi¢ni tim, Ze spravné feSeni ma ¢asovou i pa-
mé&tovou slozitost konstantni. Cislo relé totiz dostaneme tak, ze spoéitdme bitovy
XOR obou soufadnic (poéitdme-li od nuly).

Pro jistotu si zopakujme, jak takovy XOR funguje: Obé ¢isla zapiSeme pod
sebe ve dvojkové soustavé a kdekoliv se pod sebou objevily dvé ruzné dislice,
piseme do vysledku jednic¢ku, v§ude jinde nulu. Takze tfeba

27 XOR 17 = 11011 XOR 10001 = 01010 = 10.

Zajimavéjsi je, jak se na takovou véc prijde. Pokusime se zde jeden z moznych
myslenkovych postupt nastinit.
Podivejme se na jednotlivé radky trochu zvétsené tabulky ze zadani:

01234567
10325476
23016745
32107654
45670123
54761032
67452301
76543210

Nulty fadek odpovida usporadanym ¢islim. Na prvnim jsou sousedni ¢isla
prohozena. Druhy prohazuje celé dvojice dohromady. Tteti kombinuje prohazo-
vani prvniho a druhého fadku. Ctvrty vyménuje celé &tvefice ¢isel. A tak dal.

Cislo fadku nam tedy piimo udéva, jaky je vztah mezi ¢islem sloupce a sa-
motnym relé. Nejsnazsi je se na ¢islo fadku podivat ve dvojkové soustavé. Kazda
jednicka predstavuje jedno prohazovani po blocich velikosti odpovidajici prislus-
né mocniné dvojky. Napiiklad paty fadek (ve dvojkové soustavé 101) prohazuje
po blocich velikosti 4 a 1. VSechna cisla tedy budou posunuta nejdiive o 4 a
nasledné o 1.

Chceme-li ur¢it hodnotu na pozici [r, s], staci zjistit, na jaké pozici je stejné
¢islo na nultém radku. Z poradi radku jiz vime, o kolik budeme posouvat. Smér
pozname po celociselném vydéleni ¢isla s danym posunem. Licha ¢isla posuneme
doleva, sudé doprava.

Kdyz se trochu zamyslime nad uvedenym délenim, zjistime, ze se jen divame
na hodnotu jednoho bitu v ¢isle s. Protoze posouvame o mocniny dvojky, tak
tim vzdy ménime hodnotu jenom jediného bitu. Kazdému bitu z ¢isla s zménime
hodnotu pravé tehdy, kdyz je dany bit jednickovy i v ¢isle r. Dostali jsme tak
primo slibovany bitovy XOR.

Jenda Hadrava
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Kdyby vam uvedeny postup prisel nedostatecné formalni a chtéli jste duklad-
@ ny dukaz, mate ho mit. Budeme postupovat indukci a v i-tém kroku indukce
dokazeme, 7e tabulka velikosti 2¢ x 2! popisuje operaci XOR.

Pro i = 0, tedy tabulku 1 x 1, tvrzeni evidentné plati.

Nyni krok od i k i + 1. Tabulku 2/+! x 2¢*! rozdélime na étyii podtabulky
velikosti 2¢ x 2°. Budeme jim fikat LH, PH, LD, PD (lev4 horni atd.).

LH nezavisi na ostatnich podtabulkach, takze podle indukéniho prepokladu
odpovida XORru. Navic si vSimneme, ze v kazdém tadku i kazdém sloupecku této
podtabulky lezi vSechna é&isla od 0 do 2! — 1. (Xorovani &isel 0 az 2! — 1 libovolnou
konstantou z téhoz rozsahu musi tato ¢isla jenom prehdzet po dvojicich.)

Nyni se zaméfme na podtabulku PH. Shora neni ni¢im ovlivnéna, zleva jsou
tabulkou LH blokovana viechna é&isla od 0 do 2¢ — 1. Jsme tedy ve stejné situaci
jako v LH, jenom je ke vSem &isliim pfi¢teno 2°. Analogicky v tabulce LD.

Zbyva podtabulka PD. Ta mé od LD i od PH zablokovana, ¢isla 27 az 2¢+1 —1,
ale zadna nizsi, takze opét dopadne stejné jako LH.

Toto chovani podtabulek pfritom ptresné odpovida XOrRu: LH a PD maji
nejvyssi bit obou soufadnic stejny, takze vypadaji stejné jako XOR o bit kratsich
¢isel; LD a PH ho maji ruzny, takze oproti XORu kratsich ¢isel pfibude jesté
nejvyssi jednickovy bit, ktery odpovidé posunuti hodnot o 2¢.

Martin ,Medvéd“ Mares

26-5-2 Cesta pralesem

Uvodem feSeni si jdu sypat popel na hlavu, nebot jsem jako autorka tilohy
zapomnéla ohlidat, Ze se v zadani objevi nékteré predpoklady.

Predné, koeficienty prehlédnutelnosti jsou vzdy nezaporné (ale vétsina z vés
nastésti predpokladala, ze az tak podli organizatofi nejsou).

Zadruhé, v zadani mélo byt asi jasnéji ukazano, ze navzdory béznému vni-
mani pojmu cesta v této tloze pripoustime cesty, ve kterych se opakuji vrcholy,
dokonce i takové, ve kterych se opakuji (neorientované) hrany.

Omlouvam se vsem, kterym opomenuté predpoklady zpusobily komplikace
pii TeSeni.
rozené, v nasi tloze se zopakovani skutecné muze vyplatit. Predstavme si situaci
na nésledujici strané (prvni ¢éislo je prehlédnutelnost pti priichodu rovné, druhé
pfi odbodeni).
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Zatimco kdybychom odbo¢ili rovnou, dostaneme prehlédnutelnost 9, pii obe-
jiti policka bude pfehlédnutelnost pouze 4. To vysvétluje opakovani vrcholi.
A kdy se vyplati zopakovat i hrany? Tteba v takovémto ptipadé:

feSeni

@
O

Piimy prichod mé piehlédnutelnost 8, pii ,,odskoku“ na jiné policko dosta-
neme vyslednou pfehlédnutelnost 6.

2,5

Ale ted uz honem na samotné FeSeni. Na hleddni v grafech (a ¢tvercova
miizka je jen trochu specidlni graf) se ¢asto vyplati pouzit Dijkstriv algoritmus,
ktery mame blize popsany v kuchaice o cestidch.?? Jenze pouziti tohoto algoritmu
brani fakt, ze ohodnoceni zavisi na tom, z kterého vrcholu jsme prisli.

Potiebujeme tedy vstup nejprve néjak upravit. Kazdy vrchol si rozc¢tvrtime,
jednotlivé ¢tvrtiny budou reprezentovat pravé to, odkud jsme do daného vrcholu
prisli. VSechny ¢tvrtiny pak pospojujeme s prislusnymi ¢tvrtinami sousednich
vrcholi, hrany ohodnotime podle toho, zda odboc¢ujeme, nebo prochazime rovné.

Pozor na to, ze v této fazi musime u kazdé ctvrtiny vytvorit také hranu
odpovidajici situaci, kdy se na dané kfizovatce oto¢ime ¢elem vzad. Ohodnoceni
této hrany bude odpovidat koeficientu pirehlédnutelnosti pii odboceni.

59 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty|
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Jesté potiebujeme osettit pocatecni a koncové policko. Vytvorime dva nové
vrcholy. Prvni z nich spojime hranami ohodnocenymi 0 se vSemi ¢tvrtinami, do
kterych se lze dostat z pocatecniho policka, druhé spojime se ¢tvrtinami policka
koncového.

V takto upraveném grafu (kde se na ¢tvrtiny divdme jako na plnohodnotné
vrcholy) uz jsou vSechna ohodnoceni jednozna¢nd, mizeme v ném tedy pouzit
Dijkstrav algoritmus.

Na nasledujicim obrazku mizete sledovat, jak konstrukce grafu funguje. Na-
€)M kreslili jsme hrany vedouci ze ¢tvrtin jednoho vrcholu; plné hrany odpovidaji
chuzi rovné, ¢arkované zaboceni.

Zbyva vytesit slozitost. Kazdy vrchol jsme nahradili ¢tyfmi, v novém grafu
jich tedy mame konstanta-krat vic, podobné s hranami. Upravu grafu bychom
zvladli v linedrnim case, slozitost Dijkstrova algoritmu je (pfi pouziti binarni
haldy) O((N + M)log N), kde N ozna¢uje pocet vrcholi a M podcet hran.

Ve ¢tvercové mifzce mame hran 4N (a v nasem upraveném grafu 16/N), cel-
kovou slozitost feseni tak miuzeme odhadnout na O(N log N). Pamétova slozitost

TESENL ™ 5o linearni, O(N).

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-2.4

Karolina ,,Karryanna“ BureSovd
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26-5-3 Nahradni kabel

Priznavame, ze tloha byla trochu slozitéjsi, nez se mohlo podle deseti bodi
zdat. Mozna i proto dorazila pouze tii feseni. Trochu vsak mohla napovédét
prilozenda kucharka o vyhledavani v textu.

Jak ale pouzit textové algoritmy k porovnavani stromi? Inu, budeme muset
kazdy strom néjak popsat pomoci textového fetézce. Takovémuto popisu obvykle
fikdme kodd daného stromu. Riznych kédovani (tedy zpusobt, jak stromim pfi-
fazovat fetézce) mizeme vymyslet spousty. Na dvé z nich se ted podivame.

Potrebujeme, aby v kédu bylo zachyceno poradi synt. Toho mtizeme dosah-
nout tim, ze projdeme strom do hloubky, v kazdém vrcholu vzdy prochazime syny
postupné od levého k pravému. Cestou si budeme zaznamenavat kazdy vrchol,
kterym projdeme, a to i kdyz uz se do néj ponékolikaté vracime. Pokud prohle-
dévani zahajime z jiného vrcholu, dostaneme kéd, ktery je rotaci®® piivodniho.
To plati proto, ze priuchod je ekvivalentni ,obejiti stromu po obvodu“:

Retézec reprezentujici strom na obrazku by mohl vy-
padat nasledovné:

01213104540 6.

Maéme vsak problém. Co kdyz nam nékdo vrcholy
precisluje? V tu chvili by se ndm kddy porovnavaly dost
Spatné. Zkusme tedy vrcholy reprezentovat néjak jinak
nez jejich ¢islem. Muzeme pouzit napriklad stupern. To je
¢islo udavajici pocet hran, které z daného vrcholu vedou.
Podivejme se opét na prvni strom:

331313321231.

Musime si jesté rozmyslet, ze dva odlisné stromy nebudou mit nikdy stejny
kéd, jinymi slovy, ze z kazdého kédu dokazeme sestavit jednoznac¢né puvodni
strom. To vSak nasStésti plati. Stac¢i si pfi vytvareni stromu pamatovat, kolik
hran jsme ve kterém vrcholu jiz pouzili, a tedy zda mame vytvaret novy vrchol,
nebo se uz vracime. Zkuste si to nakreslit.

Pokud mame dva stromy se stejnym poc¢tem vrchold, staci nam kazdy z nich
projit do hloubky a vygenerovat kéd. Nyni jen ovéfime, zda je jeden rotaci druhé-
ho. To mtizeme provést tak, ze jeden kéd napiseme dvakrat za sebe a ve vzniklém
fetézci se pokusime najit ten druhy. Pokud hledani uspéje, predstavuji oba stro-
my stejny kabel, jinak jsou rtizné. Pro samotné vyhledavani pouzijeme algoritmus
KMP z kuchaiky. Celé feseni tak pracuje v ¢ase i prostoru O(N), tedy linedrné
s po¢tem vrcholi.

Porovnédni dvou kabelt pomoci KMP (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-3-kmp.cpd

Rotace znamend, ze néjaky pocet znaku presuneme ze zacatku na konec. Jednou
z rotaci fetézce abcdef je napiiklad cdefab.
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Hledani dvojice kabelu

Ted umime o dvou kabelech Fict, zda jsou stejné. Co délat, kdyz méme vice
kabelt a cheme najit dvojici stejnych? Mohli bychom pouzit algoritmus Aho-
Corasickové k hledani k6da vSech stromt najednou. Problém je v tom, ze mame
moc velkou abecedu — stupen vrcholu muze nabyvat az N — 1 raznych hod-
not (predstavte si tieba kabely ve tvaru ,hvézdi¢ek“ s riznym poétem ramen).
A Aho-Corasickova (alesponi ve verzi z kucharky) potfebuje abecedu konstantné
velkou.

Slibovali jsme na zacatku, ze ukaZeme vice zpusobu kédovani stromu do
fetézce. Ted je ta spravnd chvile pro druhy z nich. Je veelku jednoduchy. Strom
projdeme opét stejnym zpusobem, ale tentokrat si budeme zaznamenavat pru-
chod po hrandch. Konkrétné pri kazdém prichodu hranou zapiSeme, zda se po-
hybujeme dolt (D), tedy pfichdzime do nového vrcholu, nebo nahoru (N), ¢ili se
vracime z jiz prohledaného podstromu. Strom ze zadani tedy vytvoii kod

DDNDNDNDDNNDN.

Kéd nam pifimo rika, jak mame strom kreslit. Nestane se ndm proto, ze
by mu odpovidaly dva ruzné stromy. Je tu vSak jiny hacek. Pokud za¢neme
prohledavani z jiného vrcholu, dostaneme jiny kdd.

Potfebovali bychom néjaky zptisob volby pocate¢niho vrcholu, ktery u stej-
nych kabelt vybere stejny vrchol. Jednou z moznosti je najit takzvané centrum
stromu. Ziskame jej tak, ze ze stromu postupné po krocich odebereme vzdy vSech-
ny listy. Na konci ndm zbude bud jeden jediny vrchol, nebo dva vrcholy spojené
hranou. V prvnim pripadé mame vyhrano. Ve druhém danou hranu rozdélime —
vytvorime uprostied novy umély vrchol. Tento novy vrchol prohlasime za cen-
trum. Snadno si rozmyslite, Ze shodné kabely (dokonce libovolné dva izomorfni
stromy) opravdu maji stejné centrum.

Nejdiive si stromy rozdélime do skupin podle po¢tu vrcholt. V kazdé skupiné
pak provedeme nasledujici kroky:

1. Najdeme centrum kazdého stromu.
2. Kazdy strom projdeme do hloubky z jeho centra, a vytvofime tak jeho kdd.

3. Sestrojime vyhledavaci automat Aho-Corasickové pro jehelnicek tvoreny ko-
dy vSech stromii. U kazdé jehly si navic musime poznamenat (v koncovém
vrcholu), ze kterého stromu vznikla.

4. Pro kazdy ze stromi provedeme:

e Napiseme jeho kdd dvakrat za sebe, a takto vznikly Fetézec pouzijeme
jako seno, na které spustime vyse vytvoreny automat.

e Pokud automat najde vyskyt néjaké jehly (kromé té, kterda odpovida
aktudlnimu stromu), znamena to, ze aktudlni kéd je jeji rotaci, tedy
jsme nasli dvojici stejnych kabel.
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VsSechny casti stihneme opét v linedrnim case a zaberou jen linearné pro-
storu, proto je i cely algortimus linearni s celkovym poctem vrcholid ve vSech
stromech dohromady.

Hledani dvojice kabeltt (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-3-ac.cpd

Karolina ,,Karryanna® Buresova € Jenda Hadrava

26-5-4 Rozdélovani jidla

Zadnani si mizeme preformulovat také tak, ze chceme vybrat néjakou mno-
zinu receptu tak, aby dohromady spotiebovaly surovin co nejvic, ale zaroven
nepresdhly uréitou mez (dostupné mnozstvi). To se ndramné podoba problému
batohu z kuchaiky o dynamickém programovani.®!

Ptesnéji pro®? K =1 jde pfimo o problém batohu, jehoz FeSeni je popséno
v kuchafce, pro vyssi K o jakousi ,vicerozmérnou* verzi.

Tu vyfesime analogicky: pofidime si K-rozmérné pole, kde bude na pozici
(J1,---,Jx) nenulova hodnota pravé tehdy, kdyz existuje podmnozina recepti,
které dohromady spotfebuji j; prvni suroviny, jo druhé, ... Pole napliiujeme
stejné jako u jednorozmérné verze: postupné prochdzime piedméty (recepty) a
zkousime je vSemi moznymi zptsoby do batohu pridat.

Alternativné se da na recepty divat jako vektory, které klasicky vektorové
s¢itdme a snazime se je nasklddat do batohu o kapacité (m). Nase vicerozmérné
pole pak muzeme chapat jako pole indexované vektory.

Kuchaikové Feseni

Pr1i psani tohoto feseni jsem nejdiiv zkusil naprogramovat verzi presné podle
kuchaiky (tedy opakované prochdzeni celym polem odzadu a postupné zjistova-
ni, jakych vSech moznych zaplnéni batohu lze dosdhnout). Ve vicerozmérném
poli ,prochéazeni odzadu“ odpovidd prichod do sitky z posledniho (,pravého
dolniho*) polic¢ka. Pozdéji si ukdzeme, jak takovy prichod délat efektivné.

Z duvodu Setfeni paméti neukladame do pole ¢isla receptti jako v kucharce,
nybrz jen jednicky a nuly, podle toho, jestli extistuje tak velkd mnozina recepti.
Tim pfijdeme o moznost zjistit, z jakych receptt se mnozina sklada, ale jezto
nas zajima jen celkové mnozstvi spotfebovanych surovin, nevadi to.

Lec takovéto FeSeni uspésné vyresilo jen jeden vstup (konkrétné osmy).

Problém je v tom, ze kvuli prichodu do Sirky ¢teme napteskacku z riz-
nych fadka vicerozmérného pole, a tedy z riznych mist v paméti. A zatimco pti

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovanil
Pfipomenme znaceni: K je pocet surovin, N pocet receptti, m; dostupné mnoz-
stvi i-té suroviny a pro dany recept je a; mnoZstvi i-té suroviny spotiebované
timto receptem, vSechna ¢isla celé.
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teoretickych tivahach pro zjednoduseni predpoklddame, Ze vSechny pfistupy do
pole trvaji stejné (konstantné) dlouho, u opravdového podéitace tomu tak neni.
Ukazuje se, ze Cist pole sekvenéné od zacatku do konce (u vicerozmérného po
fadcich) je vyrazné rychlejsi nez neusporddané a napreskacku.

Pokud se trochu zajimate o fungovani pocitaci, mizeme prozradit, Ze za to

mohou pfinejmensim dva jevy: neefektivni vyuziti kesi procesoru (z kazdého
nacteného kesového fadku obvykle pouzijeme jen jedno ¢islo) a prefetchovdni.
O obojim se mizete dozveédét napt. v Medvédoveé textu o programovani s ohledem
na hardware.%3

Kucharkové feSeni ,,odpredu‘

Pro¢ vlastné prochazime pole odzadu? Predstavte si napfiklad, ze mame
jednorozmérnou verzi a jediny predmét o vaze 2. Vlevo je pocatecni stav pole.

i 012345 i 0
1

2
P[i] 1000 0 O. P[i] 1

1 345
01010,

Pokud ho budeme prochézet odzadu, dostaneme spravny vysledek. Ale pii
prichodu odpredu ziskdme stav pole vpravo vyse.

tedy stejny predmét jsme vlozili do batohu nékolikrat. Tomu ale muzeme
snadno zabranit tim, Zze si budeme do poli¢ek misto jednicek zapisovat ¢islo
kroku, ve kterém byla vytvorena (stejné jako to déla originalni kuchaikové feseni,
i kdyZ z jinych duvodi), a poli¢ka vytvofena v aktudlnim kroku ignorovat. Pak
uz muzeme s klidem zvolit priichod hezky po fadcich z levého horniho rohu.

To ovSem zvysi paméfové naroky, neb si v poli musime pamatovat hodnoty
z rozsahu 0... N, tedy pro vétsi N nam nebude stacit jeden bajt na polozku.
A prekvapilo mé, jak to bylo obtiZzné neptekrocit pamétové limity nastavené
v CodExu. Nakonec jsem zjistil, Ze pro dodrzeni limiti se nedalo naprogramovat
jedno univerzalni feseni, ale muselo se rozlisit nékolik pfipadt podle maximélni
hodnoty N, a pro kazdy zvolit jinak velky typ polozek v matici (pro N < 255
sta¢i jednobajtovy, pro vétsi dvoubajtovy). Ve zdrojaku je toto pro piehlednost
jen zminéno v komentari.

Takovéto FeSeni uz selhalo jen na tfech vstupech (vyprsel ¢asovy limit).

Problém obou algoritmt je také v tom, ze recepti je malo, a tudiz hlavni
pole je zaplnéné velmi fidce (na drtivé vétsiné mist ma nuly). A nas algoritmus
stravi spoustu ¢asu vytrvalym prochazenim tohoto more nul, aby mezi nimi nasel
tu a tam néjakou nenulovou hodnotu.

Tomuto by velice pomohlo, kdybychom si pamatovali, kam nejdal jsme se
v poli zatim dostali. Ale to jsem jiz ani nezkousSel testovat a programovat. Za
chvili si ukdzeme jesté lepsi Feseni — ale nejdiive slibované odbocka o prichodu
do sitky.

http://mj.ucw.cz/papers/hwopt .pdd

260


http://mj.ucw.cz/papers/hwopt.pdf

64

Vzorova feseni KSP — 5. série

Pruhod do sitky

Snadno si povSimneme, ze pii prohledavani dvourozmérné mrizky do sirky
z jednoho jejiho rohu projdeme v i-té fazi pravé i-tou diagonalu v poradi od toho-
to rohu. Dobfe je to vidét, kdyz si do matice napiseme vzdélenosti

jednotlivych policek od pravého dolniho rohu: 6543
. o . 5432

Takze vibec nepotfebujeme frontu, ale prichod ve sprav- 43921
ném potadi zajistime vhodnym dopocitavanim soufadnic na di- 3910

agonalach (vizte zdrojak).

Pro vice rozmért je dobry mezikrok divat se, jak by to dopadlo pro krychli.
Tam se to da predstavit tak, ze postupné ukrajujeme z rohu.

Nyni bychom radi tento postup zobecnili do vice dimenzi. Podivejme se
napiiklad na posloupnost soufadnic, které projdeme ve dvourozmérné tabulce
vyse:

0. vrstva: (4,4)
1. vrstva: (4,3) (3,4)
2. vrstva: (4,2) (3,3) (2,4)

Snadno si v§imneme, ze kazdou vrst-
vu tvori policka se stejnym souctem sou-
fadnic (ba dokonce vSechna s takovym
sou¢tem), a tyto soucty se postupné o jed-
nicku snizuji.

To neni zadné velké prekvapeni. Kazdé policko se do i-té vrstvy dostane
tak, Ze je v néjaké soufadnici ,levym sousedem* nékterého policka v (i — 1)-ni
vrstvé, tedy prislusnou souradnici ma o jednicku mensi. A pokud mé pravé jednu
soufadnici o jednicku mensi, pak i soucet soufadnic je pochopitelné o jednicku
mensi.

No a najit k-tice ¢isel s danym souctem uz je snadné programatorské cviceni.
ReSeni se spojakem

Problému fidkého pole se muzeme vyhnout tak, Ze si budeme udrzovat spo-
jovy seznam nenulovych poli¢ek. Pak staci prochazet tento seznam misto toho,
abychom je v poli dlouho hledali.

Mirnou nevyhodu miize piedstavovat, ze spojék zabere néjakou pamét navic.
Ale vzhledem k tomu, Ze matice je zaplnéna fidce, moc velky nebude. Navic nyni
nam opét staci ukladat si do matice jen jednicky a nuly,%* procez nam opét staci
jen jeden bajt na polozku v hlavnim poli (stac¢il by i jeden bit, ale tim nebudeme
feseni zbytecné komplikovat).

Zavér

Doufam, ze jste si z této tlohy odnesli to, ze asymptoticka slozitost neni
vzdy ekvivalentni s tim, jak rychle program pobézi. A Ze vice implementaci ve
stejném jazyce a se stejnou slozitosti se muze vyrazneé lisit dobou béhu.

Problému vicenasobného pridavani se muzeme vyhnout tfeba tak, ze budeme
nova policka pfipojovat na zacatek spojaku. Nebo si je budeme skladat do po-
mocného spojaku, ktery k hlavnimu pfipojime az na konci kazdého kroku.

261

feSeni



KSP

feSeni

Korespondenéni seminaf z programovani MFF UK 2013/2014

Pokud maéte k nécemu z Feseni (pfipadné k implementaci) dotaz, nebojte se
zeptat na foru, radi odpovime.

Verze bez spojaku od konce (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-4-konec.d

Verze bez spojaku od zaéatku (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-4-zacatek.d

Verze se spojékem (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-4-spojak.d

Vojta Sejkora

26-5-5 Prijezd tunelem

V fesSeni budeme znacit W sitku a H vysku obdélnika.

Hodné z vas v mnohothelniku hledalo prvni a posledni misto, kde je mnoho-
thelnik vysoky alespon H, a pak zkontrolovalo, jestli jsou tato dvé mista vzdalenda
alespon W. Takové feseni vSak nefunguje. Nic ndm nezarucuje, Ze obé nalezena
mista se nachazi ve stejné vysce. Dobrym protipfikladem je napiiklad kosodélnik.

My si ukdzeme dva mozné pristupy k feseni. Jeden je zalozen na technice
zametani roviny pfimkou,% kdy mnohotihelnik budeme zametat zaroveni dvéma
svislymi pfimkami vzdalenymi W. Ve druhém fesSeni vice vyuzijeme vlastnosti
konvexnosti a ziskdme vSechna mozna feSeni pronikdnim rizné posunutych pu-
vodnich mnohothelnikii. Obé feseni budou pracovat v ¢ase O(n), kde n je pocet
bodd mnohothelnika.

Prvni zptsob feseni si pro jednoduchost popiseme nejdiive jen pro hledani
svislé tsecky dlouhé H. Na to ndm bude stacit jedna zametaci pfimka.

Zametani primkou je pomérné obecna technika pro FeSeni Sirokého spek-
tra geometrickych tloh. Spociva v tom, Ze si predstavujeme pfimku pohybujici
se spojité napri¢ geometrickou scénu, ktera sleduje, co se déje ,pod ni“ a umi
»,ohlasit“, kdyz narazi na néco pro nas zajimavého.

V nasem ptipadé zametame svislou primkou, kterd se posouva postupné
pfres mnohotuhelnik od jeho nejlevéjsitho bodu po nejpravéjsi. Pro kazdou polohu
zametaci piimky si (myslené) spocitame, jak vysoky je v daném misté mnoho-
thelnik. Pokud zametaci primka projde mistem s vyskou alespon H, ohlasi na
vystup piislusnou z-ovou soufadnici (sta¢i jednou).

Tohle je dobry zpusob, jak si feseni predstavit, ale urcité jej nemuiazeme takto
naprogramovat, neb bychom museli pocitat vysku mnohothelnika pro kazdou
z nekonecné mnoha x-ovych pozic, kterymi primka prochazi.

anglicky plane sweeping ¢i sweep line
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Vsimneme si, ze v kazdy okamzik (az na koneéné mnoho vyjimek) protind
zametacl pfimka pravé dvé strany mnohouhelnika. Navic to, které dvé to jsou,
se méni pouze, kdyz primka projde néjakym vrcholem mnohotihelnika. Muze-
me tedy podle z-ovych souradnic vrcholti rozdélit mnohothelnik na svislé pasy,
v kazdém z kterychz protind zametaci primka vzdy néjakou pevnou dvojici stran
mnohouhelnika.

V ramci jednotlivého pasu uz snadno urc¢ime misto s vyskou alespon H,
aniz bychom museli zkouset vsechny moznosti. K tomu se ndm bude hodit mala
odbocka do analytické geometrie.

Mame-li dané dva body A = [x4,ya], B = [rB,ys], pak vSechny body na
usec¢ce AB se daji vyjadiit soustavou rovnic:

x=x4+t(xp—xa)
y=ya+tys —ya)
te€(0,1)
Tedy po dosazeni libovolného t z intervalu (0,1) dostaneme soufadnice bodu
leziciho na tseéce AB. Méjme nyni spodni iise¢ku AB a horni tsecku C'D, chceme
najit soutradnici x, kde jsou tisecky od sebe svisle vzdalené alespon H. Tu ziskame
vyfeSenim nésledujici soustavy (ne)rovnic:
ra+t(rp —xa)=2c+s(xp — Xc)
ya+tys —ya) <yc +syp —yc) — H

Nezndmymi jsou proménné s a t. Pokud ziskame Feseni, kde s,t € (0, 1), tak jsme
nasli misto, kam se nam vejde svisla tisecka délky H.
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Implementace je nyni uz jednoduché. Obvod mnohothelnika si rozdélime na
horni a spodni polovinu — tedy ¢asti, které vedou od nejlevéjsiho bodu k nejpra-
véjsimu ,horem“, resp. ,spodem®. Vsimnéte si, Ze pokud existuje vic nejlevéjsich
(nejpravéjsich) bodi, je jedno, ktery si vybereme.

Nyni bychom chtéli postupné zleva doprava projit vSechny pasy a pro kazdy
z nich provést nas vypocet se spravnou dvojici tsecek. To udélame tak, ze si
budeme pribézné udrzovat, kterd tsecka je aktualné horni a spodni. Na zacatku
jsou to strany sousedici s nejlevéjsim vrcholem mnohouhelnika. Poté postupné
prochéazime vsechny zbylé body mnohotihelnika v poradi dle z-ové souradnice a
s kazdym vyménime bud horni, nebo dolni tise¢ku za jinou, ¢imz prejdeme do
sousedniho pasu.

Jelikoz tisecek je celkem n a kazdou vyménime maximélné jednou, tak cely
algoritmus mé ¢asovou slozitost O(n).

Nyni feseni upravime pro hledani obdélnika. Na to ndm jen jedna zameta-
ci primka stac¢it nebude, ale budeme potfebovat dvé od sebe vzdalené W. Pro
obé primky si budeme udrzovat horni a spodni tisecku, kterou zrovna procha-
zi, a Teseni budeme pfepocitavat vzdy, kdyz néktera z primek projde vrcholem
mnohothelnika.

A jak se bude lisit vypocet? Potfebujeme najit misto, kde vzdélenost vyse
postavené spodni tsecky a nize postavené horni tsecky je alesponn H. To spocita-
me tak, ze pravou horni a spodni tisecku posuneme o W doleva. Jednoduchymi
linedrnimi nerovnicemi zjistime, pro jaké intervaly je kterd horni (resp. spodni)
usecka nize (resp. vyse).

Tim se nam feSeni rozpadne nejvyse na tii intervaly, protoze v kazdé dvoji-
ci se maximalné jednou muze zménit, kterd tsecka je horni (resp. spodni). Pak
jen pro kazdy takovy interval pouzijeme ptvodni vypocet pro svislou tsecku
o délce H. Casova slozitost tohoto feseni je také O(n), protoze pro obé zametaci
primky udélame maximalné n vymeén tsecek a mezi dvéma vyménami provadni-
me jen konstatné dlouhy vypocet.

Druhy zptisob feSeni zde pouze naznacime. Kazdy konvexni ttvar ma tu
vlastnost, ze pokud v ném lezi body A a B, tak pak v ném lezi i celd tisecka AB.
Specialné pokud v mnohothelniku najdeme umisténi vsech rohti obdélnika, tak
v ném lezi i cely obdélnik.

Opét se nejdiive podivame, jak najit svislou usecku délky H. Takova tsec-
ka mize mit sviij spodni konec ve vSech bodech, které spliuji, ze bod o H nad
nimi je také uvnitt mnohouhelnika. Takze vSechny takové body ziskame tak, ze
mnohotthelnik posuneme o H nahoru a ur¢ime jeho prunik s pivodnim mnoho-
thelnikem.

Priinik konvexnich mnohothelnikt je opét konvexni mnohothelnik. Ten ted
vezememe posuneme jej o W doleva a znovu nalezneme prunik. Tim dostaneme
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kone¢ny mnohothelnik, ktery obsahuje pravé vSechny body, kde obdélnik miize
mit svij levy horni roh.

Jak provedeme onen prunik mnohothelnika? UkaZeme si to pro prvni prunik.
Ve druhém pripadé nam jen staci situaci otoc¢it o 90 stupnu a vypocet zopakovat.
Jelikoz jsou oba mnohothelniky shodné, tak nam jen stac¢i najit prvni a posledni
prusecik horni ¢asti spodniho mnohothelnika a spodni ¢asti horntho mnohotihel-
nika. Pak body mezi témito pruseciky tvori obvod vysledného pruniku.

Na hledani prislusnych pruseciki opét pouzijeme zametani pfimkou a do-
staneme FeSeni fungujici v ¢ase O(n).

Karel Tesar

26-5-6 Nejvyssi stavby

»Hledani maxim ve 2D nebo dokonce jen 1D oblastech matice? To jsou jasny
haldy,” fekne si kdektery KSPak. Jenze v optimalnim linearnim feseni se haldy
nepouzivaji, jen by ho zdrzovaly. Pomoci hald ¢i binarnich vyhledavacich stromi
lze doséhnout ¢asové slozitosti O(RS(logr +log s)), coz ponechdame jako cviceni
na praci s témito strukturami. Linearni feseni vSak nevyzaduje kromé par triki

Leh¢i varianta fungovala jako napovéda, proto si pojdme nejprve vyiesit
v linedrnim c¢ase 1D oblasti. Pro R = r = 1 mame tedy posloupnost S ¢isel

vvvvv

vvvvv

useku. Poté budeme posouvat aktualni tisek o jedno ¢islo doprava.
KdyZ posuneme tsek o jedna doprava, jedno ¢islo ndm vypadne a jedno

vvvvv

vvvvv

vvvvv

vypadlo i toto ndhradni ¢islo, tak musime mit jesté dalstho ndhradnika, uvazte
tfeba klesajici posloupnost.

vvvvv

vvvvv

nejvyssi ¢islo napravo od druhého kandidata, ... Kandidati budou tedy tvofit
nerostouci podposloupnost aktualniho tseku. U kandidatt si navic budeme pa-
matovat jejich pozici v posloupnosti, abychom védéli, kdy vypadnou ze seznamu.

Pri kazdém posunuti tseku o jedna doprava nam z kandidat mize vypad-

vvvvv

na druhého kandidata. Nové cislo, jez pribylo do tseku, pridame do seznamu
kandidatt. Navic z tohoto seznamu od konce smazeme vSechny kandidaty mensi
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nebo rovné pridanému c¢islu, diky ¢emuz bude seznam kandidata klesajici pod-
posloupnost tseku. Posledni ¢islo aktualniho tseku tak vzdy bude kandidatem.

Jaka je casova slozitost tohoto postupu? Nejlevéjsi tisek a seznam kandidati
inicializujeme jisté v O(s), nicméné i posun tseku muze zabrat az O(s), nebot
kandidatt je az s a my je pii jednom posunu muzeme vsSechny smazat. To se
vsak stane jen relativné malo casto.

K dtkazu, ze tento algoritmus je linearni, ndm pomuze amortizovana slozi-
tost.%® Kazdé ¢islo posloupnosti totiz do seznamu kandidati jednou pfidame a
maximélné jednou ho smazeme, ¢ili celkovy pocet operaci vyjde na O(S). Doda-
teéné paméti (bez vstupni posloupnosti) pouzijeme O(s), nebot kromé seznamu
kandidatt a jejich pozic si uz nepotiebujeme nic ukladat.

Nyni zobecnime Feseni pro tézsi, dvourozmérnou variantu. Vyse predstave-
ny postup pro jeden fadek budeme délat najednou pro vSechny radky. Nejprve
zpracujeme nejlevejsi tiseky vSech fadek a ziskdme sloupec maxim téchto tsek,
na némz provedeme stejny postup jako na fadku, akorat s parametry R a r misto
S a s. Timto ziskdme maxima v obdélnicich sousedicich s levym okrajem, tedy
prvni sloupec vysledné tabulky.

Pak posuneme tseky v kazdém tadku o jedna a opét dostaneme sloupec
maxim, na kterém provedeme algoritmus pro jednorozmérnou variantu. Toto
opakujeme, dokud nedojdeme s fadkovymi tiseky k pravému okraji. Algoritmus
vrati spravné feSeni, nebof maximum na obdélniku pocitdme jako maximum
z maxim na prislusnych tsecich v jednotlivych fadcich.

Posouvéni usekii na kazdém fadku zabere O(S), ¢ili celkové O(RS). Jeden
sloupec maxim z aktudlnich usekit ¥adkt zpracujeme v O(R), coz dava opét
O(RS), takze algoritmus je linedrni s velikosti vstupu. Kromé vstupni matice
Cisel si sta¢l pamatovat kandidaty pro kazdy radek a pro aktualné zpracovavany
sloupec, tedy O(Rs + r) ¢isel.

Program (C): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-6.4

Pavel ,Paulie” Vesely

Medvédi pozndmka: Existuje jesté jiny, podobné elegantni zptisob, jak vyfesit
jednorozmeérnou verzi. Posloupnost rozdélime na bloky délky s a pro kazdy z nich
predpodéitdme prefixovd minima (tedy minima od za¢étku bloku do kazdého jeho
prvku) a podobné suffixovd minima (od prvku do konce bloku). Pak si v§imneme,
ze kazdy tsek délky s je budto blok, nebo ho lze slozit ze suffixu jednoho bloku a
prefixu nasledujiciho bloku. Staci tedy v konstantnim ¢ase zkombinovat nejvyse
dvé prepocitand minima. Pokud bychom z tohoto algoritmu odvodili 2D feSeni,
bylo by stejné rychlé, ale potifebovalo by pamét na pomocnou matici.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostrd
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26-5-7 Partie piskvorek

Reseni vybudujeme postupné: za¢neme absurdné zjednodusenou verzi tilohy
a postupné se budeme vSech omezeni zbavovat. Hracimu planu budeme fikat
mrizka, kiizktim a koleckim symboly a souvislym tsekim stejnych symboli linie.
Linii nejde ani jednim smérem rozsitit, z obou stran je tedy ohranicena mezerou,
opacnym symbolem, pfipadné okrajem mrfizky.

Jeden rozmér, jeden symbol, jedna operace

Prozkoumejme nejprve tlohu, v niz ma miizka jediny fadek o n polickach,
pokladdme jenom jeden druh symbol (tfeba kiizky) a navic je nikdy nemazeme.

Postaci udrzovat si pro kazdé poli¢ko miizky, zda na ném néjaka linie zacina
nebo konci, a pokud ano, tak kde lezi jeji opacny konec.

Na pocatku vypoctu zadné linie neexistuji. Kdykoliv pridame kiizek, podiva-
me se, zda néjaka linie kon¢i tésné pred nim nebo zac¢ina tésné za nim. Rozlisime
Ctyfi pripady:
® Nenastane ani jedno: tehdy zakladame novou linii o jednom krizku a k ak-

tudlnimu policku napiSeme, Ze na ném tato linie zacina i kondi.

e Pied nami kondi linie, za ndmi zadné nezacina: tehdy prodluzujeme linii
pfed nami o jedno policko. Posuneme koncovou znacku a u té pocatecni
prepiseme informaci o konci.

e Symetricky pripad, kdy za nami linie za¢ina, ale pfed nami nekon¢i, oSetfime
obdobné.

e Zbyva piipad, kdy nastane oboji soucasné, ¢ili nase policko propojuje dvé
linie. Tehdy zrusime konec levé a zacatek pravé, nacez zacatek levé nechame
ukazovat na konec pravé a naopak.

Navic se pokazdé podivame, zda nové vznikla linie neni delsi nez dosavadni
maximum. To vSe zvladneme v konstantnim c¢ase, navic ale musime pfipocist
linearni ¢as na inicializaci pole zacatkid a koncii.

Pfiddvame mazani

Nyni strukturu vylep$ime, aby umeéla kiizky mazat. Opét mohou nastat
¢tyti piipady: budto byl smazany kiizek osamoceny (tehdy prosté zrusime celou
linii), nebo lezi na zacatku ¢i na konci linie (to poznadme podle znacek zac¢atki
a konct a linii prosté zkratime), nebo lezi uvnitt linie. Tehdy potfebujeme najit
jejl zacatek a konec a linii rozdélit na dvé.

Prvni tri pfipady rozpozndme pomoci znac¢ek na aktualnim poli¢ku a jeho
sousedech. Pokud ale policko lezi kdesi uvnitf dlouhé linie, potfebujeme rychle
zjistit, kde lezi nejblizsi znacka.

Poridime si tedy navic vyhledavaci strom, v némz si budeme pamatovat
pozice vSech znacek zacatku. Kdykoliv mazeme néjaky kiizek, zeptame se stromu,
jaka je nejblizsi nizsi pozice zacatku. To strom zvladne v logaritmickém cCase a
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jakmile zname polohu zacatku, pfislusna znacka nam prozradi, kde lezi konec.
Navic musime strom aktualizovat, kdykoliv se néjaky interval zméni. To nastésti
nastane O(1)-krat za operaci, takze to celkové trva O(logn).

Jesté se nam ovSem zkomplikovalo udrzovani nejdelsi linie. Uz totiz neni
pravda, Ze by se nejdelsi linie stale jen prodluzovala. Pofidime si proto dalsi vy-
hledavaci strom, do kterého budeme ukladat délky vSech existujicich linii. Jelikoz
se délky linii mohou opakovat, budeme si u kazdé délky pamatovat pocitadlo,
abychom védéli, kdy ji smazat. Kazda operace s intervaly opét zptisobi O(1)
zmén stromu, které potrvaji O(logn). Na konci operace se pak stali zeptat to-
hoto stromu (budeme mu fikat souhrnng strom) na aktudlni maximum.

Souhrnny strom bychom navic mohli snadno upravit, aby si pamatoval nejen
délky linii, ale i jejich polohy. Pak bychom védéli nejen jak dlouha je maximalni
linie, ale také kde presné lezi.

Jedno umisténi nebo mazani kiizku ndm tedy trva O(logn) a navic potte-
bujeme ¢as O(n) na inicializaci struktury.

Jednorozmérna verze s kiizky a kolecky

Ted je na Case si priznat, ze v piskvorkdch hraji nejen kiizky, ale také kolecka.
To nam tulohu zkomplikuje jen kosmeticky: poridime si dvé datové struktury,
jedna si bude pamatovat linie k¥izku, druhé linie kolecek. A nechame je pracovat
se spolecnym souhrnnym stromem, takze rovnou dostaneme maximum z kiizka
a kolecek. Casova slozitost se asymptoticky nezménila.

Dvojrozmérna verze

Opravdova piskvorkovnice je ovSem dvojrozmérna, feknéme n x n. Poradi-
me si jednoduse: pofidime si samostatnou jednorozmérnou strukturu pro kazdy
radek, kazdy sloupecek i kazdou thlopricku a kdykoliv umistime nebo smazeme
symbol, fekneme o tom vsem ¢tyfem strukturdm, ve kterych dané policko lezi.
Opét vsechny struktury nechame pracovat se spoleénym souhrnnym stromem,
takze nam budou udrzovat globalni maximum.

Casova slozitost na operaci zfistavd O(logn), protoze pokazdé prepocita-
vame O(1) struktur, z nichz kazda pracuje v logaritmickém case. Na zacatku
vypoétu inicializujeme fadové n struktur o n prvcich, coz dohromady trva O(n?).

Program (Python): http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-5-7.py

Malé kouzlo na zavér

Celé Teseni je jesté mozné zrychlit. Staci si vSimnout, ze do vyhledavacich
@ stromti ukladame pouze ¢isla od 1 do n. Mtzeme proto misto klasickych
stromii pouzit nékterou ze specidlnich celociselnych datovych struktur, napii-
klad van Emde-Boasovy stromy. Jejich popis najdete ve skriptickach Krajinou
grafovych algoritmii.” Zde prozradime pouze to, ze pro hodnoty od 1 do U jim

http://mj.ucw.cz/vyuka/ga/|
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jedna operace trva O(loglog U), takZe se nase piskvorkova struktura zrychli na
O(loglogn) na operaci plus O(n?) na inicializaci.

Martin ,Medved“ Mares

26-5-8 Automatizovany graf

Cést z vés se automattl ve vrcholech grafu zalekla a nepoustéla se dale nex
za prvni nebo druhy tkol. Ale jsem velmi rad, Ze se mezi vami naslo i dost
odvazliveu, kteri se rozhodli poprat se i se zbylymi tkoly.

Ukol 1

Tento tkol byl velmi podobny druhému ukazkovému piikladu — vyslat dva
signaly proti sobé a tam, kde se potkaji, oznacit vrchol. Abychom ale oznacili
vrchol ve tretiné kruznice, musel by jeden ze signali bézet dvakrat tak rychle
nez druhy.

Zrychlit signal neumime (musel by pfeskakovat najednou pres dvé hrany, coz
ale nejde, protoze kazdy automat ve vrcholu vidi pouze do svych bezprostiednich
sousedl), ale umime jeden ze signalti zpomalit na polovinu a tim zafidit stejny
efekt. Zpomaleni na polovinu udélame tak, ze signal v kazdém vrcholu na jeden
takt pozdrzime a teprva poté posleme dal.

Abychom oznacili vrcholy ve tietiné a dvou tfetinach, budeme muset na
zaCatku vyslat ¢tyti signaly. Na jednu stranu signal A o normalni rychlosti a sig-
nal B o polovi¢ni rychlosti, na druhou stranu naopak (A o polovi¢ni a B o nor-
malni). A poté, v misté kde se potkaji signily A a B, tam ozna¢ime vysledné
vrcholy a pockdme na ustaleni.

Signaly ndm tak obejdou kruznici jen jednou a celkové tak vykondme O(N)
taktt vypoctu. Program by mohl vypadat tfeba takto:

# Proménné:

# x - rozsah 0..1

# signalA, signalB - rozsah 0..1, vych. hod. 0
# statusA, statusB - rozsah 0..2, vjch. hod. O

if x ==
# VySleme uvodni signal na obé
# strany a skoncime
signalA = signalB = 1
stop

# Dostali jsme signdl z obou stran
if S[0].signalA and S[1].signalA:
x =1
stop
# A proti sméru: Pockdme na odesldni 1 tah
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elif S[0].signalA and statusA ==

statusA = 1
# A po sméru nebo jiZ cekame: OdeSleme ihned
elif S[1].signalA or waitA:

statusA = 2 # Abychom neodesilali znovu

signalA =1
# ... obdobné pro signalB a statusB
Ukol 2
KSP K nalezeni kostry grafu pouzijeme simulaci prohledavani do sitky. Spustime

prohledavani z jednoho vrcholu a budeme postupné privésovat vrcholy, které
patii do dosud nenavstivené casti grafu. Kazdy vrchol privésime za pravé jednu
hranu, tedy nam urcité nikdy nevznikne cyklus a vysledny graf po zastaveni bude
strom.

Pokud byl ptvodni graf souvisly, tak ke kazdému vrcholu existuje od po-
c¢atecniho vrcholu cesta. Ve chvili, kdy zpracujeme sousedni vrcholy, navésime
i tento vrchol do vznkajiciho stromu. Protoze vysledny strom bude obsahovat

feSeni  ysechny vrcholy, vznikne nam tak kostra.

Prohledavani budeme délat tak, ze kazdy dosud nezpracovany vrchol bude
sledovat své sousedy. Ve chvili, kdy se néjaci sousedé stanou soucasti vznikajiciho
stromu (stanou se zpracovanymi), vybere si z nich aktualni vrchol jednoho a s tim
se spoji hranou (nastavi odpovidajici proménnou na svoji strané na jednicku).

Koncit budeme ustalenim.

# Proménné:
# a - vstup, rozsah 0..1
# kostral[i]l - vystup, rozsah 0..1, vjchozi O

# UZ jsem v kostfe, jen sleduji sousedy.
if a ==
for i in range(5):
if S[il.kostra[P[i]]:
kostral[i]l = 1

# Nejsem v kostfe. Pokud je néjaky soused
# v kostfe, pripojim se k nému.

else:
for i in range(5):
if S[i].a:
kostrali] = 1
a=1

Prohledani grafu do sitky trva asymptoticky linearné dlouho a tedy i cely
program pro grafomat skonéi po ustdleni za O(N) krokt (tim, Ze je graf 5-
reguldrni, by Sel odhad jesté upfesnit, ale zlepSime ho tak pouze o konstantu).
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Ukol 3

V zadani nam uteklo, ze graf je souvisly, za coz se omlouvame. Nikoho
z TeSitelt to vSak nezmatlo a vsichni spravné fesili verzi pro souvisly graf.

Mezi doslymi FeSenimi se objevil napad vSechny automaty hned zastavit. To
ale trva pravé jeden krok vypoctu a to rozhodné neni C'- N pro néjaké konstant-

L coZ urcité neni konstanta), tudy tedy cesta nevede.

Budeme potfebovat vymyslet feseni, které za kazdy vrchol stravi néjaky

konstantni ¢as, nez predd praci dalsimu vrcholu. K tomu se pfimo nabizi vyuzit
DF'S neboli prohledédvani do hloubky.

Zacneme v oznaceném startovnim vrcholu a ptjdeme po dosud nenavstive-
nych vrcholech tak dlouho, dokud to pujde. Ve chvili, kdy narazime na slepou
ulicku, tak se vratime a zkusime to jinudy. Po kazdé hrané vzniklého DF'S stromu
tak pravé jednou sestoupime dolt a pravé jednou se po ni vratime, skoncime opét
ve startovnim vrcholu.

MizZeme si to predstavit tak, Ze vrcholy si budou pfedavat néjaky token.

Vrchol, ktery drzi token, si vzdy vybere néjakého ze sousedii, kterému token

feSeni

odesle (nastavi u sebe proménnou, které si pak soused v dalsim taktu vSimne)
a spravny soused si token prevezme. Pfi vraceni se zpét budeme navic vrcholy
zastavovat a vypocet grafomatu tak ukoné¢ime celkovym zastavenim.

Tim, ze obejdeme graf pomoci DF'S, nam vznikne strom na N vrcholech. Ten
mé ale N — 1 hran, takze celkové vysSe popsany postup provede 2N — 2 krokt.
Tim, Ze na zac¢atku pockame pravé dva kroky, uz dosdhneme piesného poctu 2N
kroki. Program miize vypadat tfeba takto:

#

H H HF OH B HH

Proménné:

start - vstup, rozsah 0..2
navstiveno - rozsah 0..1, vychozi O
uzavreno - rozsah 0..1, vjychozi O
smer - rozsah 0..K, vychozi K

Hlavni funkce: Pokusi se mezi sousedy najit
zatim nenavsStiveného a predat mu token, pokud
ale takového nenajde, uzavfe aktudlni vrchol.

def predejToken():

for i in range(X):
if S[i] .navstiveno ==

# PoSleme token timto smérem

smer = i

return
# Pokud se nam nepovede token nikam
# poslat, uzavfeme tento vrchol
uzavreno = 1
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stop

# 1. Na startu musime pockat
if start ==
start = 2
elif start ==
start = 0
predejToken()
# 2. Sledujeme, jestli nam nekdo neco neposlal
elif navstiveno ==
for i in range(K):
# Jestli ukazuje na nas
if S[i].smer == P[i]:
navstiveno = 1
predejToken()
# 3. Pokud uz jsme nékam token poslali,
# sledujeme, jestli se nam nevraci
else:
if S[smer].uzavreno:
predejToken ()

Ukol 4

Kdybychom méli k dispozici pocitadlo, byl by tikol velmi jednoduchy. Stacilo
by jen si zavorky postupné posouvat doleva k prvnimu vrcholu, zde je zpracovavat
a pocitat pocet otevienych zavorek. Pokud bychom se nékdy dostali pod nulu,
skondili bychom s chybou, stejné jako kdyby na konci mélo pocitadlo nenulovou
hodnotu.

Vsechnu praci budeme délat v prvnim, oznaceném, vrcholu. V ostatnich
budeme jen posouvat zavorky. Vrchol, ktery bude potfebovat zavorku, si ji vzdy
nakopiruje od souseda a zapise v né€jaké domluvené proménné, ze si ji vzal. Druhy
vrchol se podiva na tuto proménnou svého souseda, zjisti, ze byl ,okraden“, a
sebere zavorku sousedovi na druhé strané.

Takto lze zaridit postupné posunuti vSech zavorek az do prvniho vrcholu,
kde se zpracovavaji. Jenom musime na presun pocitat se dvéma kroky vypoctu:
v prvnim seberu zavorku sousedovi, ve druhém teprve soused zjisti, Ze mu chybi,
a sebere ji zase svému sousedovi. Zbyva zafidit pocitadlo.

Pocitadlo si ale jednoduse muzeme vyrobit jako bitové pocitadlo kombinaci
vicero vrcholti — nejblize prvnimu vrcholu budu mit nejnizsi bity a dale bude
jejich hodnota vzrustat. Nejvétsi ¢islo, které budeme potiebovat, bude N — to
zakédujeme do log N bita a vrcholy nam tak bohaté staci.

Na zacatku vypoctu bude pocitadlo ve vsech vrcholech nastaveno na nulu.
Pri pricteni jednicky zvétsime pocitadlo v aktudlnim vrcholu o jedna a kdyby
meélo pretéct, nastavime ho na nulu a do domluvené proménné ulozime prenos.
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Soused se podiva na nasi domluvenou proménnou a pripadné prenos pricte ke
své hodnoté.

Odcitani bude fungovat obdobné: Pokud budu mit ve svém vrcholu jednicku,
zménim ji na nulu a konc¢im, pokud ale budu mit nulu, zménim ji na jednicku a
smérem dal odeslu pfenos s hodnotou minus jedna. Pokud takovy pfenos dojde
nazpét az k prvnimu vrcholu, dostal jsem se pravé do zapornych ¢isel a vyhlasim

chybu.

Posledni, co zbyva, je po konci vypoctu zkontrolovat, Zze ndm v pocitadlu
zbyly samé nuly. To udélame jednoduse tak, ze vysleme z prvniho vrcholu signal,

ktery kdyz

cestou narazi na jednicku, vyhlasi chybu. Pokud dojde nazpét az

k prvnimu vrcholu, je uzavorkovani spravné a zahlasime tuspéch.

H H HF H O H H

Proménné:

prvni -vstup, rozsah 0..1

zavorka - vstup, rozsah -1..1
prenos_zavorky - rozsah 0..1, vjchozi 0
pocitadlo - rozsah 0..1, vychozi 0
prenos - rozsah -1..1, vjychozi O

vystup - rozsah 0..1, vychozi 1

signal - rozsah 0..1, vjychozi 0

feSeni

levy = S[0]
pravy = S[1]

#

Reset hodnot

prenos = 0
signal = 0

if prvni ==

# 1. PoCitadlo preteklo do minusu, nebo prisel
# signal s chybou -> chyba

if levy.prenos == -1 or levy.vystup ==
vystup = 0
stop

# 2. Zpracovani zavorek, dokud jsou
if prenos_zavorky:
# Jenom poCkame, neZ soused bude mit
# pripravenou novou zavorku
prenos_zavorky = 0
else:
if zavorka ==
prenos = pocitadlo
pocitadlo = (pocitadlo + 1) % 2
elif zavorka == -1:
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prenos = -1 * pocitadlo;

pocitadlo = (pocitadlo - 1) % 2
# 3. Zavorky doSly, spusSténi kontroly
else:

signal = 1

# Zkopirujeme si zavorku zprava
zavorka = pravy.zavorka
prenos_zavorky = 1

KSsp else:

# Reset hodnot
prenos_zavorky = 0

# 1. Pokud priSla chyba, vyhlasime ji také
# a koncime
if levy.vystup == 0 or pravy.vystup ==
vystup = 0
feseni stop
# 2. Prenos zavorek
if levy.prenos_zavorky:
# Pokud jeSté existuje zavorka napravo
if pravy.prvni != 1 and pravy.zavorka != O:
zavorka = pravy.zavorka
prenos_zavorky = 1
else: # JiZ neni zavorka napravo
zavotka = 0

# 3. Poc¢itadlo
if levy.prenos ==
prenos = pocitadlo
pocitadlo = (pocitadlo + 1) % 2
if levy.prenos == -1:
prenos = -1 * pocitadlo;
pocitadlo = (pocitadlo - 1) % 2

# 4. Zavérecna kontrola pocitadla
if levy.signal:
if pocitadlo =! 0:

vystup = 0
stop

else:
signal = 1
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Pfesunovani zavorek ndm na kazdou z nich zabere 2 kroky, aktualizaci poci-
tadla zvladneme délat priabézné behem posouvani zavorek, a nakonec jesté jednou
projdeme vSechny vrcholy. Dohromady tak provedeme O(N) krokt vypoétu.

Jirka Setnicka

/ feSeni
’

2
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Poradi fesitell KSP

Poradi  Jméno Skola Roénik Uloh  Bodd
0. 40  300.0
1. Martin Raszyk G_Karvina 4 34 2785
2. Jan Spacek G_Wicht 3 33 276.3
3. Marek Cerny G_Chrudim 3 29  267.6
4. Michal Punéochaf GJiroveCB 4 23 2153
5. Michal Korbela GJJesen 4 28  213.6
KSP Vaclav Rozhor GJirsikaCB 3 21 201.7
7. Jakub Svoboda GKomHavir 4 29 1954
8. Matej Lieskovsky GOmskPha 4 24 195.1
9. Richard Hladik GOAMarLaz 1 21 176.3
10. Aneta Stastna GOmskPha 4 22 1534
11. Jakub Zarybnicky GTomkovaOL 3 26 1418
12. Vaclav Volhejn GKepleraPH 1 18 1249
13. Jan-Sebastian Fabik  GJaroseBO 4 13 118.6
14. Jan Knizek G_Strakon 3 18 95.2
el 15. Filip Bialas GOpatovPHA 1 12 95.1
16. Antonin Cegik SPSE_Pard 4 11 94.6
17. Lucie Studena GKepleraPH 4 15 83.8
18. Jakub Marousek G_Pisek 4 12 7.7
19. Jan Pokorny G_Bucovice 2 10 77.3
20. Ondrej Hiibsch GArabskaPH 4 8 73.9
21. Stépan Hojdar GJiroveCB 4 12 73.8
22. Anna Steinhauserovd GDacice 4 11 TL.7
23. Dorian Rehak GCoubTabor 3 10 67.5
24. Anna Gajdova GFPValMez 3 6 55.8
25. Stépan Trcka GSlavi¢in 3 9 543
26. Jonatan Matéjka SSP_CB 4 7 509
27. Stanislav Lukes GPisnickdaPH 1 4 37.2
28.-29. Dalimil Hajek GKepleraPH 3 4 34.1
Matéj Kone¢ny GJiroveCB 3 4 341

30. Adam Spanél ArcibisGPH 2 4 320
31. Dominik Rohéacek SPSLegioJI 4 5 27.0
32. Jan Tomaéanek GPelhiimov 3 3 25.2
33. Antonin Teichmann  GJeronymLI 4 3 22.6
34. Jan Pavlovsky GJiM 4 3 21.3
35. Tomés Marius SSkybernHK 1 3 206
36. Marek Dobransky GHorMichal 4 3 20.3
37. Aneta K. Lesna GZborovPH 1 5 16.8
38. Michal Hlousek GNadStolPH 1 3 16.3
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39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.

Ptemysl Stastny
Petro Kostyuk
Radovan Svarc
Vaclav Koncicky
Tadeas Friedrich
Jan Horesovsky
Michal Martinek
Josef Cech
Marek Zidek
Ladislav Tlapak
Michal Kuzela

GZamberk
GEBeneseKL
G_CTtebova
GSOS_FrMis
GOhradniPH
GMeélnik
GHavPodl
GJMasar_JI
GTomkovaOL
G_Bfeclav
GSlaviéin

N W R R W W e O

o |
—_

N = = = = = = N W

16.0
12.1
8.0
7.4
6.3
6.2
6.0
5.7
4.0
2.5
2.0
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