Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Vanoce uz jsou za nami, pomalu zac¢ind padat snih, medvédi ulehli k zimnimu spanku a my
vam prindsime zadani tfeti série letosnitho KSP. Tésit se mizete na pokracovani napinavého
pfibéhu i na dalsi dil seridlu o vypocetnich modelech. Také pfipominame, ze se z kazdé série do
celkového hodnoceni zapocitava 5 nejlépe vyfesenych tuloh.

Nejprve ale chceme déat na védomi, Ze pred Vanocemi vySlo historicky prvni zadani KSP-Z,
neboli zacatecnické kategorie KSP urcené pro novacky. Pokud tedy s hlavni kategorii KSP jen
tézko zapasite nebo mate kamarady, které by feSeni iloh mohlo také bavit, mtzete se na zadani
KSP-Z podivat na nasem webu. V nejblizsich dnech bychom méli zvefejnit zadani druhé série.

Pripominame, ze kazdému fesiteli, ktery v tomto roéniku z kazdé série dostane alespon 5 bodii,
darujeme KSP propisku, blok a tuzku. Déle se na védomost dava, ze kazdému, kdo v této sérii
z libovolnych péti tloh dostane alespon polovinu moZnych bodu, posSleme ¢okoladu.

Termin odevzdéani tieti série je stanoven na pondéli 3. timora 2014 v 8:00 SEC. CodExova tloha
mé termin o den posunuty, opravuje ji totiz automat — odevzdejte ji do 4. tinora, 8:00 SEC.

Reseni piijiméame elektronicky na strance https://ksp.mff.cuni.cz/submit/. Chcete-li s ndmi ko-

munikovat bezpeéné, mizZete si ovéiit nds HTTPS certifikat — zde je jeho SHA1 fingerprint:

OE:D9:B6:E5:6F:B0:51:D9:66:EB:E9:29:E4:58:AB:5F:99:D6:FD:A3.

Pied tim ale vypliite pfihlasku na http: //ksp.mff.cuni.cz/ (a to i tehdy, kdyz jste se KSP tcastni-
li loni). Na tomtéz misté najdete i dalsi informace o tom, jak KSP funguje. Na webu mame rovnéz

férum, kde se mizete na cokoli zeptat. Také nam muzete napsat na e-mail ksp@mff.cuni.cz.

Treti série dvacatého Sestého roéniku KSP

V predchozich dvou sériich jste mohli sledovat nouzové
pristani vesmirné lodi Freya. Jacob, jeji jedinyg prezivsi, za-
cal prozkoumdvat nezndmou planetu a pdatrat po inteligent-
nich formdch Zivota.

Hrdina pribehu ve svém pdtrani uspel a objevil cely hlou-
cek mimozemskych bytosti. Neucinil to vsak prilis Sikovneé.
Poté, co si jej jeden z tvord vsiml a upozornil ostatni, se
razem na Jacoba upinaly pohledy celého hloucku mimozem-
skych bytosti . . .

* % *

Dva mimozemstané vydali zvld§tni vriskot, pFi kterém Ja-
cobovi ztuhla krev v Zildch. Rozhodl se nic neriskovat, prud-
ce se otocil a presel v trysk. Terén se zde prudce svaZoval.
Ozvaly se dalsi viiskoty. Znély tak hrozive, Ze Jacob na chvi-
li prestal ddavat pozor na své kroky a mohy se mu zamotaly
do lian.

UdrzZet balanc se mu nepodarilo a pak uZ slo vse velmi
rychle. Jacob jesté stihl natdihnout ruce pred sebe, z pddu se
tak stal kotrmelec. Pruni kotrmelec byl vystriddn druhgm,
mmnohem rychlejsim kotrmelcem. NeZli ziskal prilezitost jak-
koliv ovlivnit drdhu svého pohybu, uz se Fitil doli ze zhruba
desetimetrového srdzu.

Po probuzent byl Jacob oslnén cerveno-zlutymi svétylky,
odvrdtil proto svij pohled pryc. Videl, Ze se nachdzi v mist-
nosti se zelenymi sténami. V mistnosti se mimo té, na niz
lezel, nachdzely dalsi ctyri postele. Jednalo se vlastné spi-
se o lenosky nezli klasické postele, na jaké byl Jacob zvykly.
Jakmile Jacob porddné zaostril svij zrak, zpozoroval, Ze ne-

lezi v klasické mistnosti, nybrz ve velmi honosném stanu.

Vrdtil se pohledem ke stropu, ted uZ byl schopen si pro-
hlédnout ona svétylka. Nebyla to svétylka, ale ozdobné dra-
hokamy odrdzZejici zdri svici rozmisténgch vsude po stanu.
Krome svicnu se zde nachdzely zdobené zlaté ostépy, zlaté
masky a totemy. Stan pusobil jako sidlo samana.

26-3-1 Vyklad z drahokamu 11 bodu

Zluté a Gervené drahokamy se t&sily velké oblibé a mimo
ozdobnych ucelt se vyuzivaly i k vykladani osudu.

Pti takovém vykladu se drahokamy rozsypou na zem a
usporadaji do obdélnikového tvaru. Protoze vSechny draho-
kamy maji zhruba stejné rozméry, vytvori tak ¢tvercovou
sit.

Nasledné se zkoumaji vSemozné pravidelnosti ve vzniklém
obrazci. Zvlastni vyznam maji usporadéani, ve kterych se
drahokamy stfidaji jako policka na Sachovnici. Vasim tko-
lem je proto najit nejvétsi takovéto usporadani.

Nyni o néco formalnéji: Je zadana tabulka znaka . a #
o R fadcich a S sloupcich. Naleznéte nejvétsi ¢tvercovou
oblast, ve které jsou znaky uspofadany jako na Sachovnici.
Tedy v této ctvercové oblasti nikdy nesousedi dva stejné
znaky celou stranou, ale pouze rohem.

Priklad: Podivejme se na nésledujici tabulku o Sesti fadcich
a sedmi sloupcich:
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Nejvétsi hledana ¢tvercova oblast s Sachovnicovym vzorem
ma3 stranu dlouhou ¢tyfi a sviyj levy horni roh mé na tfetim
fadku a v tfetim sloupci.

Teprve po prohlédnuti stanu si Jacob uvédomil, co se délo
pred jeho probuzenim. Radost z neporanéné hlavy a rukou
vyhasla v momentu, kdy zjistil, Ze nohama nemuZe nejen



pohybovat, ale dokonce je ani neciti. Nezbyvalo nezZ zistat
lezet a zaposlouchat se do venkovnich zvukii.

Jacob védél pouze to, Ze se nachazi v mimozemském td-
bore a stard se zde o néj trojice lécitelu. Dobre jej Zivili
a Jacob silil. Pomoci posunkt se s nimi i pomérné dobre
dorozumeél.

Po zhruba mésici donesli lécitelé Jacobovi berle. Vyrobe-
ny byly z precizné lesténého dreva. Dfevo pripominalo po-
zemsky mahagon, jen bylo mechové zelené. Rukojeti byly
omotdny kozZesinou a z boku berli se nachdzela spousta ry-
tin vyobrazugicich souboje mimozemstani s divou zvévi.

Pohyb s berlemi byl obtizny, protoZe Jacob nohy za se-
bou pouze vldcel. I tak mél ohromnou radost, kdyz se mohl
zacit prochdzet mimozemskym taborem. Pri jedné€ z prunich
prochazek natrefil na stan zdejsich svadlen.

26-3-2 Strih latky 12 bod1

Jacob vypoméha svadlendm v jejich préaci. Jeho prvnim
tkolem je stiithani latky. Pozemsky pomocnik je vsak ukrut-
né nesikovny a svadlenam je pro smich.

Jacobovi se dafi vést stfih rovné, ma vsak velmi Spatny
odhad. Latku prosté nikdy neustfihne tak, jak by si pred-
stavoval. Pomozte mu!

Vasemu algoritmu bude piedlozen konvexni mnohotihelnik
zadany posloupnosti vrcholti (vrcholy budou zadény v pofa-
di, v jakém se vyskytuji na obvodu mnohothelnika). Jeho
tkolem pak je vybudovat si datovou strukturu, se kterou
bude schopen efektivné odpovidat na stfihové dotazy.

V ramci jednoho stfihového dotazu bude zadana polopiim-
ka, podél které bude veden stiih. Ulohou datové struktury
je urcit priseciky poloprimky s mnohotihelnikem, pokud
existuji.

Ndsledugict cas v tabore ubithal nasemu hrdinovi jen po-
zvolna. Pres usilovnou prdci léCiteld (nebo prdve kvili ni)
trvalo dva roky, nez byl Jacob schopen chodit bez berli. I po-
t€ vétsina prochazek po chvili skondila ostrou bolesti. AZ po
zhruba trech a pul letech byl Jacob schopen chodit asi pul
dne v kuse, nez prisla ona bolest.

Jak Jacob cely ten cas trdvil? Inu, zaZil jesté vesmirné
vypravy pred kryogenickym spdankem, preckat pdr let s ome-
zengymi moznostmi pohybu a lidského kontaktu pro néj ne-
bylo nic nového. Nasel si celou paletu cinnosti. Velkée usili
vénoval napriklad lusténi mimozemského jazyka a po zhruba
trech letech byl schopen se s mimozemstany bézné dorozu-
met. Zddlo se vsak, Ze ¢im lépe Jacob hovoril mimozemsky,
tim menst chut s nim hovotit mimozemstané méli.

Vynechme drobné Jacobovy zdZitky z téchto casu a pre-
sunme se radéji do doby zhruba ctyr let od ztroskotdni. Teh-
dy se Jacob poprvé odvazil vypravit pésky azZ k vraku lodi
UFC Freya, kdysi vehlasné ndkladni lodi Spojené federace.
Lod zaristala zelen, pisobila vsak pomérné celistvé. K vy-
buchu poskozeného hlavniho reaktoru evidentné nedoslo.

U trosek lodi potkal Jacob mimozemstanku. Po krdtké
konverzaci se ukdzalo, Ze toto nent jeji pruni navsteva vraku
lodi. Ada, jak se mimozemstanka jmenovala, dle svijch slov
spolecné se svymi mimozemskymi kumpdny ziskala velkou
cast lodni knihovny.

V lusténi beletrie prij mimozemstané prili§ uspésni neby-
li. Na lodi se véak nachdzelo mnoho knih s informatickou
a matematickou tématikou. Na zdkladé obrdzki pak odvodili
vyznam véetsiny pozemskeé matematické notace.

Adé se pry obzvldst libila kniha o teorii grafi. Toho se
Jacob rozhodl vyuZit.

Pri svém pobytu se bavil Tesenim spousty uloh, které si
pamatoval ze Zemée, ale nikdy driv na né nemél dostatek
casu. Jednu ulohu 7esil marné celé ctyri roky a treba by Adu
mohla napadnout pravé ta myslenka, kterd jemu unikala.

26-3-3 Grafova 9 bodu

Necht k je libovolné celé ¢islo vétsi nez jedna. Uvazme graf,
jehoz vsechny vrcholy maji stupen alespon k. Tim myslime,
ze z kazdého vrcholu vede alespon k hran.

Dokazte, ze v takovém grafu existuje kruznice délky ale-
sponn k + 1, a sestrojte algoritmus, ktery néjakou takovou
kruznici najde.

Trvalo sice dlouho, neZ si vzdjemné vyjasnili terminolo-
gii, nakonec se vsak dorozuméli a ulohu prekvapivé sviiné
vyresili.

Jacob byl setkanim s Adou doslova nadSen. Béhem po-
bytu v mimozemském tdabore ddvno prestal vérit, Ze by snad
mohli existovat mimozemstané se smyslem pro humor. Ne-
bo nedej boZe mimozemstané, se kterymi by se dalo jen tak
volné povidat.

V pribéhu roku se Jacob s Adou pravidelné schazeli. Zd-
sadné vZdy u onoho vraku. Tato setkani ddvala Jacobovu
Zivotu na planeté smysl.

Jak se chylil pdty rok souziti s mimozemstany v tdbote
ke svému konci, dokdzal Jacob pobihat cely den po pralese,
aniz by cokoliv citil. Prisel ¢as zvaZovat co ddl. Rozhodné
nemél chut zistdvat u téchto prazvldstnich mimozemstanii.
Sice se 0 néj pét let starali, nebyli véak za celow dobu schop-
ni st s nim rozummneé promluvit a ici, co jsou zac. Na druhou
stranu o Ad€ toho védél jesté mene. Nemel ani to nejmensi
tusent, kde a jak vlastné Zije.

Beéhem jedné€ noci tohoto obdobi, kdy Jacob nevéedeél kudy
kam, jej ze spdnku vyrusilo zaselesténi. Nebral na néj Zdd-
ny ohled a pouze se zacal v posteli preticet na druhy bok.
Uprostred pohybu jej polekaly obrovské oranzZové oci.

V aleku zacal smdtrat po dyce, kterou mél vzdy poloZenou
u své postele. Nez viak pevné uchopil rukojet dyky, rozpo-
znal v Sepotu nezndmé osoby Adin hlas.

Jacoba napadla celd Tada dotazi. NeZ je stihl vsechny
vyslovit, Ada jej prerusila. ,,Neni ¢as na dotazy,“ Septala
Ada, ,Bratrstvo té potrebuje.“

Jacob se omezil na jeding dotaz. Jak se bez povsimnuti
a bezpecné dostanou pryc z tabora? Kolem tdbora byla totiz
rozmisténa spousta pasti pro zneskodneni vetrelci nezna-
lych terénu. V noci byly tyto pasti obzvldste zdkernée.

Na to méla Ada prostou odpovéd. Ukdzala Jacobovi pec-
live vypracovanou mapku rozmisténi téchto pasti po okoli
tabora.

26-3-4 Kladeni pasti 10 bodu

V této tloze budete navrhovat algoritmus pro hledani op-
timalniho rozmisténi pasti v pralese.

Prales je neprostupny a pohybovat se lze prakticky jen po
vyslapanych pésinkach. K dispozici mate mapu terénu. Na
mapé se nachazi N kiizovatek a M pésinek. Kazda pésinka
spojuje dvé krizovatky.

Pro kazdou dvojici kfizovatek existuje pravé jedna cesta
(posloupnost pésinek), po které se lze premistit z prvni kii-
zovatky na druhou. V informatické fe¢i bychom frekli, ze
mapa je stromem.

Pasti umistujeme do kifizovatek. Vyzadujeme, aby pro kaz-
dou pésinku platilo, Ze na alespon jedné z kiizovatek, které
spojuje, lezi past.



Umistit past na kfizovatku nemusi vzdy stat stejné asili.
Pro kazdou krizovatku mate zadanu hodnotu U, kterd mo-
deluje miru vynalozeného usili.

Navrhnéte algoritmus, ktery nalezne rozmisténi pasti do
kfizovatek tak, aby kazda pésinka méla na alespon jednom
ze svych koncid past. Soucet hodnot U vsech kfizovatek, na
které algoritmus umisti past, musi byt minimalni mozny.

Priklad: Predstavte si mapu cestic¢ek jako na nasledujicim
obrazku. V pfipadé, Ze by umisténi pasti stalo na vSech
kiizovatkach stejné tsili, bylo by nejlepsi umistit pasti na
kiizovatky E a F', ¢imZ bychom pokryli vSechny cesticky.

A C
B

B D

Pokud by v8ak ohodnoceni tsili vypadalo jako U(A) = 1,
UB)=1,U(C)=2,U(D)=3,U(E)=3,U(F) =4, bylo
by nejvyhodnéjsi umistit pasti na kfizovatky A, B a F za
celkové 6 jednotek usili. Zadné jiné rozmisténi pokryvajici

vS8echny cesticky nema mensi cenu.

@ Leh¢i varianta (za 3 body): Vyfeste tlohu pro p¥ipad,
kdy kfizovatky budou tvorit jenom jednu nerozvétve-

nou cestu.

Ada s Jacobem pod hdvem noci uspésné opustili tabor
a vydali se na cestu. Po cesté se Ada podélila o nékolik
zdkladnich informaci.

Ada je prislusnici tajného spolecenstva s nazvem Pod-
zemni bratrstvo. Neni mu vSak oprdvnéna v tuto chvili pro-
zrazovat cokoliv o poslani Bratrstva. Bratrstvo md po okoli
rozesetu sit zdkladen. Vsechny zdkladny jsou vizeny z Hlav-
nitho stabu, kam prdvé smeéruji.

Hlavni stab zabird vétsinu rozsahlého jeskynniho komple-
zu, v Teci mimozemstant zvaného Gesrit thgispop kiﬁes sda
pkuterap. V poslednich dnech se objevil problém, se ktergm
si Bratrstvo neni schopno poradit. Chce proto pozZadat o po-
moc Jacoba a vyuzit jeho pozemskych znalosti. Podrobnosti
neni Ada oprdvnéna sdélovat, Zadost o pomoc chce vyslovit
osobné Rada statesini.

Po poledni dorazili na pralesni mytinku. Krom zpévu ptd-
ki neupoutalo nic Jacobovu pozornost. Ada na spravném
misté odhrnula listi a objevil se mriZovy poklop. Poklop
chranil uzky otvor, kterym se oba protahli do jeskyne. Po
prichodu takrka trisetmetrovou tuzkou chodbou se objevili
v ohromném domu.

Ada pokynula hloucku mimozemstani, at Jacobovi ukd-
Zou dom. Sama zmizela v dalsi chodbé vychdzejici z domu
hledajic staresiny. V domu se nachdzely desitky stani, obyd-
l7 ¢lend Bratrstva. Za stany se nachdzel placek slouZici jako
shromazdisté. Zde byli kazZdé rano élenové Bratrstva infor-
movdni o vsem potrebném.

Dobrou ¢turtinu domu zabirala mimozemskd kovdrna. Se-
stdvala z ast tri vghni a dobrych dvou tuctu kovadlin. Mezi
pravé kovanymi predméty Jacob zahlédl mec, lopatu, ba do-
konce i svicen.

Jacob byl uchvdcen sehranosti mimozemstani, kladiva
svymi pravidelnymi udery spise meZ jako pracovni ndstro-
je pusobila jako maly orchestr.

11 bodu

26-3-5 Rozvrh kovarny

‘é’ V této tloze se budete zabyvat planovanim prace mi-
mozemské kovarny vyrabéjici vSechny potiebné kovové

nastroje.

Zakladny posilaji kovarné své pozadavky. Parametry poza-
davku jsou druh néstroje, priorita P a hodina H, do které
je zékladna ochotna cekat. Nez by dostala néastroj po ho-
diné H, radéji se zaridi jinak. Hodnoty P a H jsou kladna
celé ¢isla.

Pro zjednoduseni predpokladejme, Ze vyroba jakéhokoli na-
stroje trva jednu hodinu a béhem této doby nelze vyrabét
nic jiného. Vyroba zacind v hodinu 0, tedy na konci této
hodiny mtze byt vyroben prvni vyrobek.

Na vstupu dostanete N pozadavki, kazdy pozadavek je ur-
¢en dvojici hodnot P a H. Protoze vyroba jakéhokoli na-
stroje trva hodinu, typ nastroje se na vstupu vibec neob-
jevi.

Vas algoritmus ma za kol sestavit optimalni rozvrh vyro-
by. To znamené pro kazdy pozadavek urcit hodinu, béhem
které se pozadovany nastroj bude vyrabét, pripadné —1,
pokud pozadavek nebude splnén viibec. Vyrobek miize byt
vyroben nejpozdéji v hodinu H.

Rozvrh je optimalni, pokud soucet priorit splnénych poza-
davki je nejvyssi mozny.

Priklad: Pro pozadavky (4,4), (1,1), (2,2), (2,3), (4,4)
(zadané v poradi priorita, hodina nutného dokondeni) je
jednou ze spravnych odpovédi 3, —1,1,0,2. Tedy vyrobime
predméty s celkovou prioritou 12 a druhy pfedmét nevyro-
bime vibec.

Z jedné z mnoha chodeb usticich v domu se vynotila Ada
ndsledovand trojicti mimozemstani. Nebylo pochyb o tom, Ze
se jednd o staresiny. Podsadityj mimozemstan se predstavil
jako Ubu, Tajemnik Bratrstva a Vrchni staresina. Privital
Jacoba a pozval jej do svého stanu.

Jacob byl pohostén dobrym jidlem a dozvédél se, Ze za
hodinu bude oficidlné privitan. Po hodiné zdvorilé konver-
zace se rozeznély fanfary. KdyzZ vysli z Ubuova stanu, na
shromaZdisti uZ postdvaly hloucky mimozemstani.

Ubu pred davem predstavil Jacoba a ozndmil, Ze Jacobo-
vi bude jako vyraz ucty Bratrstva preddn dar. Asi dvacitka
statngjch mimozemstani po téchto slovech donesla ohromny
trezor.

Ke trem staresinum, které uz Jacob poznal, se pridalo
dalsich deveét. Vsichni statesinové se shromazdili u trezoru.

Ke zdarnému otevient trezoru bylo nutno podniknout sé-
rii presné danych kroki. Nejprve bylo nutno ovlddact paku
prepnout do spodni polohy. Ctverice mimozemstani poté
asi minutu tocila obrovitou klikou.




Staresinové pristoupili k trezoru a kazdy vloZil svij klic¢ do
otvoru v trezoru. Pdka byla prepnuta do své horni polohy
a ctverice mimozemstani tocila dalsi dvé minuty klikou.
Ozvalo se cvaknuti.

Dalsi étvetice mimozemstani oteviela tézZké viko trezoru.

26-3-6 Trezor 8 bodu

V této tloze budeme zkoumat mimozemsky trezor. K ote-
vieni trezoru je potifeba do nékterych otvort z vnéjsku tre-
zoru vlozit sadu kli¢t. Pokud je sada kli¢ spravné (sprév-
nych sad mtize existovat vice), trezor se po dostateéné dlou-
hém toceni klikou otevie.

Princip trezoru tkvi v tom, Ze vSechny klice odpovidaji moc-
nindm dvojky. Trezor mé navic ve svych dtrobach skrytou
druhou sadu kli¢t. (Tvtrce trezorti totiz vyrdbi vSechny
trezory stejné a az podle potieb kupce navoli tyto vnitini
klice.)

Béhem otéceni kliky vnit¥ni mechanicka s¢itacka secte do-

hromady vSechny klice, jak vnitini, tak ty zasunuté zvnéjs-
ku.

Je-li vysledny soucet pii zapisu v dvojkové soustavé tvoren
samymi jedni¢kami (na ivodni nuly se ohled nebere), trezor
se otevre.

Vasim tkolem je pro zadanou N-tici vnitinich kli¢h urcit
nejmensi pocet vnéjsich klich potrebnych k otevieni trezo-
ru. Klice jsou zadany exponenty a nemusi byt rizné.

Pozndmka: Mozné jste se jesté nezabyvali vipocetnimi mo-
dely a otézkou toho, o kterych operacich muzete prohlasit,
ze probéhnou v konstantnim case. Pak by vas mohlo na-
padnout umocnit dvojku na zadané exponenty a dale s nimi
pocitat. Vézte vsak, ze vypocetni model, ve kterém bychom
mohli v konstantnim ¢ase provadét aritmetiku nad libovol-
né velkymi ¢isly, by byl absurdné silny.

Takovy model by uz nemél mnoho spole¢ného s tim, jak
Ize vyuzivat skuteéné pocitace. Nejcastéji se proto uvazuji
modely, ve kterych lze v konstantnim case pocitat pouze
s Cisly, ktera jsou polynomialné velka vzhledem ke vstupnim
¢islim. Takovy model uvazujte i pfi feSeni této tlohy.

Priklad: Pro seznam exponenti 0 1 0 1 0 2 4 4 lze tre-
zor otev¥it tieba pomoci pétice klica 21, 21, 23, 23 a 26,

To vSak neni spravna odpovéd. KdyZz pouzijeme pouze klice
o hodnotach 22 a 24, bude soudet hodnot vsech kli¢a 63. To
je ve dvojkovém zapise ¢islo 111111 a trezor se také otevie.
Pouzit pouze jeden kli¢ pro zadany priklad jiz nepostacuje.

®

Leh¢i varianta (za 2 body): VyfeSte tlohu pro pfipad,
kdy vSechny exponenty vnitinich kli¢t budou rtzné.

Ubu z trezoru vytdhl mec, dosel k Jacobovi, poklekl a v na-
taZengch rukou mu nabidl tento dar. Za potlesku davu se
stal Jacob magitelem mimozemského mece.

Po ceremonialu se Jacob, tentokrdt spolecné se vsemi
staresiny, presunul zpdtky do Ubuova stanu. Ubu Jacobo-
vi strucné povyprdvél o historii mece. Pak najednou zvdz-
nél. Vsichni statesinové si sesedli bliz k Jacobovi. Zjevné
nadesel ¢as poodhalit Jacobovi ucel zdejsi navstévy.

»Drahy priteli,“ zacal svou Te¢ Ubu, ,skutecnost je pros-
ta. Bratrstvu hrozi zkdza. Béhem posledniho tydne se zacal
probouzet vulkdn nedaleko Hlavniho stdbu. Pokud se potur-
di nejhrozivéjsi obavy nasich Samant, ldva z vulkdnu zapla-
vi tento jeskynni systém. Nemdme dostatek jingch jeskyni,
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kam bychom presunuli vsechen nads lid, a na povrchu by jej
stihla zkdza. Zdddme té jménem celého naseho lidu o po-
moc.“

»Drazi pratelé,“ volil Jacob opatrné svd slova. ,,Uéinim
vse, co bude v mych sildach. Obdvam se vsak, Ze toho ne-
bude mnoho. Md lod ztroskotala a nezdd se, Ze by jakdkoli
technologie z ni byla pouzitelnd. Rad bych se vsak na onen
vulkdan alespor podival.“

,Dobra,“ odvétil trochu zklamané Ubu a na chvili se za-
myslel. ,Vyslu s tebou své nejlepsi lidi, budou ti ve vsem
ndpomocni. “

O pdr hodin pozdéji stdl Jacob spolu s Adou a dalsimi
Ctyrmi mimozemstany u ipati sopky. Z jejiho vrcholku po-
malu stoupaly malé oblacky dymu.

Jacob se zamyslel. Co od néj Bratrstvo vibec océekdvd?
Jisté, na Zemi ddvno existovala technologie, kterd by se
s touto hrozbou vypotddala. Co si vak lze pocit zde? Zddlo
se, Ze sopka lehce smete Bratrstvo. Nemél pocit, Ze by si to
nechala jen tak vymluvit. . .

12 bodu

26-3-7 Sopecné pokryti

% Pro zabezpeceni sopky je na Zemi nutno podniknout
dvé opatfeni — zah4jit odcerpavani lavy ze sopouchu

specidlnim potrubim a pokryt usti sopky panely tak, aby

neunikal sopecny popel ani gejziry lavy. Vasim tkolem bude

nalézt optimalni pokryti.

Okoli sopky si mizeme piedstavit jako étvercovou sit ve-
likosti R x S. Na kazdém policku se nachdzi bud znak Z,
nebo K. Pomoci Z je oznacena zem, kterou neni potieba po-
kryvat, naopak znaky K oznacuji oblast sope¢ného krateru,
kterou je nutno pokryt. Oblast krateru je souvisla.

V celé tloze budeme za sousedni policka povazovat ta, kte-
ra se dotykaji celymi stranami. Souvislou oblasti pak ro-
zumime mnozinu poli¢ek takovou, ze kdykoli mame polic-
ka A, B z této oblasti, existuje posloupnost policek z této
oblasti s nasledujicimi vlastnostmi: prvnim polickem je A,
poslednim B a pro kazdé poli¢ko (mimo posledniho) plati,
ze nasledujici policko je jeho sousedem.

Pokryva se panely obdélnikového tvaru rozméra g X o. Pro
zjednoduseni tlohy budeme predpokladat, Ze panel lze polo-
zit pouze tak, aby pokryl obdélnikovou podoblast ¢tvercové
sité o o Fadcich a o sloupcich.

Aby celé pokryti fungovalo, musi panely do sebe zapadnout.
To znamena, ze pokud spolu dva panely sousedi néjakymi
policky, pak spolu musi sousedit celymi svymi stranami.
Panely mohou sahat i za hranice ptivodni mapy.

Naleznéte panelové pokryti, které pokryje vSechna policka
se znakem K a vyuzije k tomu nejmensi mozny pocet paneld.

Priklad: Na obrazku nize vidite jedno z moznych pokryti
kraterti vlevo pomoci panelti o rozmérech 2 x 3.
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Tato tloha je praktickd a fesi se ve vyhodnocovacim sys-
tému CodEx.! Pfesny formét vstupu a vystupu, povolené
jazyky a dalsi technické informace jsou uvedeny v CodExu
pfimo u tlohy.



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/codex

Nezddlo se vsak, Ze by podobnd technologie byla k dis-
pozici zde. Jak st vlastné lidstvo umelo poradit se sopkami
v dobdch, kdy jesté neexistovaly materidly dost odolné k je-
Jich usmérnéni? Preci by jim neustupovalo. . .

Z vvah Jacoba vytrhlo zapraskdni. Znélo to skoro, jako
by se sopka po probuzeni potrebovala nejprve protihnout.
Po dalsich dvou zapraskdnich mastalo opét ticho. Nemeélo
vsak dlouhého trvdni, bylo po chvilce profiznuto ranou tak
ohromnou, Ze si vsichni instinktivné zacpali usi. Ze sopky
se vyvalil oblak popela.

Sedivé kousky popela zvolna jako snih dopadaly na Jaco-
ba a mimozemstany. Vsichni stdli na misté jako prikovand.
Nikdo nebyl schopen slova. Zacaly se objevovat proni gejziry
lavy. Proni se vzpamatoval Jacob a zavelel vsem k utéku.

Ozval se dalsi vybuch. Tentokrdt se uz nejednalo o pouhy
gejzir. Zformowal se cely proud ldvy, ktery si jako horskd
bystrina razil svou cestou krajinou. Zrejme se vydal stihat
prchagict skupinku. Jacob se ohlédl a odhodil svij batoh.
Pochopil, Ze bude muset byt opravdu rychly.
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Pokracovdni priste. . .
O Jacobouvych setkdnich s mimozemstany vyprdvél

Lukas Folwarczny

26-3-8 Zdivocela pocitadla 15 bodu

Serial o vypocetnich modelech pokracuje, tentokrat ve

znameni minimalismu. V tomto dilu si ukdZeme jeden
z vibec nejjednodussich teoretickych stroji. Takové obycej-
né kulickové pocitadlo, jen trochu programovatelné. Proto
mu budeme fikat pocitadlovy stroj.

Definice stroje

Pocitadlovy stroj pracuje vyhradné s prirozenymi ¢isly. Ta
mohou byt libovolné velkd a zahrnujeme mezi né i nulu.
Obvykle jim budeme fikat prosté cisla.

Stroj je vybaven libovolnym koneénym pocétem registri. Re-
gistry jsou ocislovany a kazdy z nich obsahuje jedno dislo.

Program stroje je tvofen konec¢nou posloupnosti instrukcs.
Téch jsou k dispozici 3 druhy:

INC z (increment) — zvySi registr « o jedna

DEC z (decrement) — snizi registr « o jedna; pokud uz byl
nulovy, nic se nestane.

JNZ z,p (jump if non-zero) — pokud je hodnota v regist-
ru x nenulové, skoc¢i na p-tou instrukci programu; pokud je
hodnota nulovéa, nic se nestane.

Na pocatku vypoctu je ve smluvenych registrech vstup a
ostatni registry obsahuji nuly. Instrukce se vykonavaji jed-
na po druhé, pocinaje prvni instrukci programu. Pouze in-
strukce skoku miize zpusobit, ze se misto nasledujici in-
strukce zaCne provadét néjaka jina, od niz program opét
pokracuje sekvencné.

Pokud se ocitneme mimo program (af uz tim, Ze jsme tam
sko¢ili, nebo po provedeni posledni instrukce programu),
stroj se zastavi a ve smluvenych registrech najdeme vystup.

Casovou slozitost bychom mohli zavést jako poéet provede-
nych instrukci, pamétovou t¥eba jako velikost Gisel, kterd se
béhem vypoctu vyskytnou v registrech. U uloh v této sérii
se nicméné nebudeme pocitani sloZitosti vénovat, bude nas
zajimat pouze pocet pouzitych registrii. Ten se jako mira
slozitosti nechova, protoze nezavisi na vstupu — je to spis
mira komplikovanosti programu.

Rozsifeni instrukéni sady

Instrukeéni sada naSeho stroje je znacné spartanska. Proto
ji rovnou rozsifime o nékolik zkratek pro bézné programa-
torské obraty.

e Zkratka CLR z (clear) bude slouzit k vynulovani registru z:

A: DEC x
JNZ x, A

Druhy parametr instrukce JNZ by mél udavat poradové ¢is-
lo neboli adresu instrukce DEC v programu. Abychom si ne-
museli adresy pamatovat, instrukci DEC si pojmenujeme nd-
véstim A a kdekoliv se na jeji adresu potfebujeme odkazat,
uvedeme misto ni navésti. Tuto konvenci budeme pouzivat
u vSech instrukei skoku.

® JMP p (jump) bude znadit nepodminény skok na instrukci
s adresou p. Jak si ho poridit? Muzeme si naptiklad obstarat
néjaky registr n a na zacatku programu instrukci INC n
zaridit, aby zarucené nebyl nulovy. Kdykoliv pak pouzijeme
JNZ n,p, stroj vzdy skoci na adresu p.
Pokud vam pftijde, Ze plytvame registry, mate pravdu. Proto
si radéji misto nového registru n ,vypijcime* néjaky regis-
tr z, ktery uz se v programu pouzivi. Vzdy ho na chvili
inkrementujeme, aby byl nenulovy, a po pouziti zase vrati-
me do ptuvodniho stavu. Pokud by tedy program vypadal
takto:

(n&jaké instrukce)
A: (dalsi instrukce)
JMP A

mohli bychom ho pfelozit na:

(néjaké instrukce)
INC x

A: DEC x
(dal&i instrukce)
INC x
JNZ x,A

® JZ x,p (jump if zero) — opak instrukce JNZ, tedy skok, po-
kud je registr x nulovy:

JNZ x,Q
JMP p
Q:

® MOV a,b (move) — zkopirovani hodnoty z registru a do re-
gistru b. Pofidime si pracovni registr ¢ a provedeme:

CLR b
JZ a,Z
CLR t
X: DEC a
INC b
INC t
JNZ a,X
Y: DEC t
INC a
JNZ t

J—



V prvnim cyklu (n&vésti X) snizujeme a po jedné a zvySu-
jeme b. Tak presuneme hodnotu z a do b, ale a si zni¢ime.
Proto kromsé b zvySujeme i ¢ a v druhém cyklu (Y) prelije-
me t zpét do a. Tato konstrukce ovSsem nefunguje, pokud
a = 0, coz vyfesime vyjimkou (JZ na pocatku programu).

Ukol 1 [3b]: Navrhnéte nasledujici zkratky:

® ADD z,y, z (add) — secte obsah registri = a y a vysledek
ulozi do registru z.

® SUB z,y,z (subtract) — odeéte od obsahu registru x
obsah registru y a vysledek ulozi do registru z. Pokud
by mélo vyjit zaporné ¢islo, ulozi nulu.

e MUL z,y,z (multiply) — vyndsobi obsah registri « a y
a vysledek ulozi do registru z.

Zase ty zavorky

Nemiizeme opomenout nasi tradi¢ni tlohu o zavorkovani.
Potiebujeme ovsem vymyslet, jak Fetézec zavorek popsat
¢islem. Zakdédujeme ho velice jednoduse: kazdou levou za-
vorku v fetézci prepiSeme na ¢islici 1, kazdou pravou na 2
a vysledek precteme jako ¢islo v desitkové soustaveé.

Naprtiklad fetézec () (()) pielozime na ¢islo 121122, prazd-
ny fetézec zakédujeme jako nulu.

Ukol 2 [4b]: Napiste program pro poéitadlovy stroj, ktery
v registru x dostane kéd posloupnosti zavorek a az dobéhne,
sdéli v registru y, zda posloupnost byla (y = 1) nebo nebyla
(y = 0) spravné uzavorkovana.

V programu mizete pouzivat vSechny zkratky, které jsme
definovali, nebo které jste vymysleli v pfedchozim tkolu.
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O sile pocitadel

Jak je vidét z predchoziho pfikladu, pomoci pocitadlového
stroje lze odpovidat na netrividlni otazky. Ukazeme, zZe je
dokonce stejné silny jako Turingav stroj (a tim péadem i
jako pfepisovaci programy z predchozi série).

Simulace pocitadel na Turingové stroji je trivialni — staci
kazdému pocitadlu vyhradit jednu pasku stroje.

Ukol 3 [3b]: Vymyslete opa¢ny pievod: popiste, jak k libo-
volnému Turingovu stroji sestrojit pocitadlovy stroj, ktery
spocita totéz. Zvolte vhodné kédovani vstupu a vystupu
Turingova stroje ¢isly.

Nabizi se také otazka, kolik pocitadel doopravdy potiebu-
jeme. U Turingova stroje vime, Ze si (za cenu zpomaleni vy-
poctu) vystadi s jedinou paskou. Jak je to zde? Stadi pevny
pocet pocitadel? A potiebujeme vibec tolik instrukei?

Ukol 4 [3b]: Pro co nejmensi konstantu k dokaite, Ze ke kaz-
dému pocitadlovému stroji existuje ekvivalentni stroj, kte-
ry pouzije jen k registri. Muzete predpokladat, ze ptivodni
stroj pro vstup i vystup vyuziva jediny registr . Dokazali
byste k jesté snizit, pokud byste mohli zavést néjaké vlastni
kédovani vstupu?

Ukol 5 [2b]: Navrhnéte jesté mensi instrukéni sadu, pomoci
které pijdou vyjadiit vSechny tfi instrukce naseho pocita-
dlového stroje. (Nové sada nemusi nutné byt podmnozinou
té ptivodni.)

Martin ,Medved” Mares




Recepty z programatorské kucharky: Haldy, heapsort a Dijkstruv algoritmus

Dnesni povidani o algoritmech a datovych strukturach se
bude zabyvat jednim z nejznadméjsich algoritmi: Dijkst-
rovym algoritmem pro hledéni nejkratSich cest v grafech.
K tomu (a nejenom k tomu) se ndm bude hodit Sikovna da-
tova strukturka zvana halda, tak si pfedvedeme nejdfive ji.

Halda

Halda je datova struktura pro uchovavani mnoziny cisel
(¢i jakychkoliv jingch prvkil, na kterych mame definovino
usporadani, tj. umime pro kazdou dvojici prvki fici, ktery
z nich je mensi). Tato datové struktura obvykle podporuje
nasledujici operace: Pfidani nového prvku, nalezeni nejmen-
§tho prvku a odebrani nejmensiho prvku. My si ukdzeme
jednoduchou implementaci haldy, ktera bude pfi ulozeni
N prvkt potiebovat ¢as O(log N) na pfidani ¢i odebrani
jednoho prvku a O(1) (tj. konstantni) na zjisténi hodnoty
nejmensiho prvku.

Nase implementace bude vypadat nasledovné: Pokud halda
obsahuje N prvki, ulozime jeji prvky do pole na pozice 1
az N. Prvek na pozici k bude mit dva ndsledniky, a to prvky
na pozicich 2k a 2k+1; samoziejmé, pokud je k velké, a tedy
napt. 2k +1 > N, ma takovy prvek jen jednoho ¢i dokonce
zadného naslednika. Naopak prvek na pozici |k/2]| nazve-
me predchudcem prvku na pozici k. Ti z vas, ktefi znaji
binarni stromy, v tomto jisté rozpoznali zptsob, jak v poli
uchovévat plné bindrni stromy (néslednici jsou synové a
predchtdci otcové v obvyklé stromové terminologii, prvek
¢. 1 je kofen stromu).

Prvky haldy vSak v poli neuchovavame v tplné libovolném
poradi. Chceme, aby platilo, ze kazdy prvek je mensi ne-
bo roven vSem svym naslednik®im. Nase halda tedy muze
vypadat napt. takto:
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Tomu odpovidé tento strom:

Z toho, co jsme si pravé popsali, je jasné, Ze nejmensi prvek
je ulozen na pozici s indexem 1, a tedy mtzeme snadno
v konstantnim case zjistit jeho hodnotu. Jesté prozradime,
jak 1ze prvky do haldy rychle ptidavat a odebirat:

Jestlize halda obsahuje N prvki, pak novy prvek, fikejme
mu tfeba z, pridame na konec pole, tj. na pozici s inde-
xem N + 1. Nyni z porovname s jeho predchiidcem. Pokud
je jeho predchiidce mensi, je vSe v poradku a jsme hotovi.
V opacném pripadé = s jeho predchidcem prohodime. Tim
jsme problém napravili, ale nyni miize byt x mensi nez jeho
novy predchiidce. To lze napravit dalsim prohozenim a tak
budeme pokracovat dale, nez se budto dostaneme do situ-
ace, kdy uz je x vétsi nebo rovno svému piredchudci, nebo
,vybubld“ az do kofene haldy, kde uz zadného predchudce
nema. Protoze se v kazdém kroku pozice, na niz se prvek z
prévé nachazi, zmensi alespon na polovinu, provedeme do-

hromady nejvyse O(log N) vymeén, a tedy spotiebujeme ¢as
O(log N).

Odebirani nejmensiho prvku probiha podobné: Prvek z po-
sledni pozice (tj. z pozice N) pfesuneme na pozici 1, tedy
misto minima. Misto s pfedchtdci jej vSak porovname s je-
ho néasledniky a v pripadé, Zze je vétsi nez néktery z jeho
néasledniki, opét je prohodime (pokud je vétsi neZ oba néa-
slednici, prohodime ho s mensim z nich). A protoZe se ndm
v kazdém kroku index ,bublajiciho®“ prvku v poli alespon
zdvojnasobi, opét spotfebujeme cas O(log N).

Jako cviceni si rozmyslete, ze v ¢ase O(log N) lze z haldy
smazat dokonce libovolny prvek, pokud si ovSem pamatu-
jeme, kde se v haldé nachézi. Také muzeme prvek ponechat
a jen zménit jeho hodnotu.

Jesté si pfedvedeme program:

var halda: array[1..MAX] of integer;
N: integer; { polet prvké v haldé

function nejmensi: integer;
begin

nejmensi:=halda[1]
end;

procedure vloz(prvek: integer);
var i, x: integer;
begin
N:=N+1; i:=N;
haldal[i] :=prvek;
while (i>1) and (haldali div 2]>halda[i])
do begin
x:=halda[i div 2];
halda[i div 2] :=haldalil];
halda[i] :=x;
i:=i div 2
end
end;

procedure smaz_nejmensi;

var i, j, x: integer;
begin
halda[1] :=halda[N];
N:=N-1; i:=1;
while 2*i<=N do begin
j:=1i;

if halda[jl>halda[2*i] then j:=2%i;

if (2%i+1<=N) and (halda[j]l>halda[2*i+1])
then j:=2x%i+1;

if i=j then break;

x:=haldali]; halda[i]:=haldal[j];

halda[j]:=x;

i:=j

end
end;

HeapSort

Kdyz uz mame k dispozici haldu, mizeme pomoci ni na-
priklad snadno tfidit ¢isla. Mame-li N ¢isel, ktera chceme
set¥idit, vytvofime si z nich nejprve haldu o N prvcich (na-
piiklad postupnym vklddanim do prazdné haldy), nacez z ni
budeme postupné N-krat odebirat nejmensi prvek. Tim zis-
kame prvky ptvodniho pole v rostoucim poradi. Celkové
provedeme N vloZeni, N nalezeni minima a N smazani. To
v8e dohromady stihneme v ¢ase O(N log N).



Nez si ukdzeme program, pridame jesté dva triky, které ndm
implementaci znacné usnadni. Pfedné si vse ulozime do jed-
noho pole — to bude pfi plnéni haldy obsahovat na svém
zac¢atku haldu a na konci zbytek vstupniho pole, pritom
zbytek pole se bude postupné zmensovat a uvolnovat tak
misto haldé; naopak v druhé poloviné algoritmu budeme
zmensSovat haldu a do volného prostoru ukladat setiidéné
prvky. K tomu se nam bude hodit ziskavat prvky v opac-
ném poradi, proto si upravime haldu tak, aby udrzovala
nikoliv minimum, nybrz maximum.

Druhy trik spociva v tom, ze nebudeme haldu vytvaret
postupnym vkladanim, nybrz naopak zabublavanim prv-
ki (podobnym, jako déldme pfi mazani minima) od konce.
Vsimnéte si, ze takto také ziskame spravné nerovnosti mezi
prvky a jejich nasledniky, a dokonce tak zvladneme celou
haldu vytvofit v linedrnim case (pro¢ to tak je, si zkuste
dokazat sami, staci si uvédomit, kolikrat zabublavame které
prvky). Zbytek t¥idéni bohuzel nadale ztstava O(N log N).

Tomuto algoritmu se obvykle ¥ikd HeapSort (¢ili t¥idéni hal-
dou) a je jednim z méala znamgych rychlych tfidicich algorit-
mt, které nepotfebuji pomocnou pamét.

type Pole = array[l..MAXN] of Integer;

procedure HeapSort(var A: Pole);
var i, x: integer;
procedure bublej(m, i: integer);
{ zabublani prvku: m je velikost haldy,
i je index zabublavaného prvku }
var j, x: integer;
begin
while 2*i<=m do begin
Jji=2%i;
if (j<m) and (A[j+11>A[j]1) then j:=j+1;
if A[i]1>=A[j] then break;
x:=A[i]; A[i]:=A[j]1; A[j]:=x;
i:=j;
end;
end;
begin
for i:=N div 2 downto 1 do bublej(N,i);
{ vybirej maximum }
for i:=N downto 2 do begin
x:=A[1]; A[1]:=A[i]; A[i]:=x;
bublej(i-1, 1);
end;
end;

Dijkstruv algoritmus

Nyni jiz kone¢né k slibenému Dijkstrovu algoritmu. Tento
algoritmus dostane orientovany graf s hranami ohodnoce-
nymi nezédpornymi &sly (viz kuchatrka o grafech)? a nalez-
ne v ném nejkratsi cestu mezi dvéma zadanymi vrcholy.
Ve skutecnosti tento algoritmus déla o malinko vice: Najde
totiz nejkratsi cesty z jednoho zadaného vrcholu do vsech
ostatnich.

Necht vy je vrchol grafu, ze kterého chceme urcit délky nej-
kratsich cest. Budeme si udrzovat pole délek zatim nale-
zenych cest z vrcholu vy do vSech ostatnich vrchola grafu.
Navic u nékterych vrchold budeme mit poznamenano, zZe
cesta nalezena do nich je uz ta nejkrat$i mozna. Takovym
vrcholim budeme fikat definitivni. Na zacatku inicializuje-
me v poli vSechny hodnoty na oo kromé hodnoty odpovida-

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

jici vrcholu vy, kterou inicializujeme na 0 (délka nejkratsi
cesty z vg do vy je 0). V kazdém kroku algoritmu pak pro-
vedeme nasledujici: Vybereme vrchol w, ktery jesté neni
definitivni, a mezi vSemi takovymi vrcholy je délka zatim
nalezené cesty do néj nejkratsi mozna. Vrchol w prohlasime
za definitivni. Dale otestujeme, zda pro néjaky vrchol v ces-
ta z vrcholu vy do w a pak po hrané z w do v neni kratsi, nez
zatim nalezené cesta z vy do v, a je-li tomu tak, upravime
délku zatim nalezené cesty do v. Toto provedeme pro vSech-
ny takové vrcholy v. Cely algoritmus skonc¢i, pokud jsou uz
vSechny vrcholy definitivni nebo v8echny vrcholy, co nejsou
definitivni, maji délku cesty rovnou co (v takovém piipadé
se graf sklada z vice nesouvislych ¢asti).

Predtim nez dokézeme, Ze pravé predstaveny algoritmus
opravdu nalezne délky nejkratsich cest z vrcholu vg, se za-
mysleme nad jeho ¢asovou slozitosti.

Pro kazdy z N vrcholi si délku dosud nalezené cesty ucho-
vame v poli. Cely algoritmus provede nejvyse N krok,
protoze v kazdém kroku nam pfibyde jeden definitivni vr-
chol. Ten vybirame jako minimum z délky aktualni cesty
pres vSechny dosud nedefinitivni vrcholy, kterych je O(N).
V kazdém kroku musime zkontrolovat tolik vrchold v, kolik
hran vede z vrcholu w. Pocet takovych zmén pro vsech-
ny kroky dohromady je pak nejvyse O(M), kde M je po-
¢et hran vstupniho grafu. Z toho vyjde casova slozitost
O(N? + M), ¢ili O(N?), jelikoz M je nejvyse N2. Tuto
implementaci Dijkstrova algoritmu najdete na konci nasi
kucharky.

K uchovavani délek dosud nalezenych nejkratsSich cest mi-
zeme ovSem pouzit haldu. Ta bude na zacatku obsahovat
N prvku a v kazdém kroku se pocet jejich prvki snizi o je-
den: Nalezneme a smazeme nejmensi prvek, to zvladneme
v ¢ase O(log N), a pfipadné upravime délky nejkratsich cest
do sousedu pravé zpracovavaného vrcholu. To pro kazdou
hranu trva rovnéz O(log N), celkové za vSechny hrany tedy
O(M log N). Z toho vyjde celkova ¢asova slozitost algorit-
mu O((N+ M)log N), a to je pro ,Fidké“ grafy (tedy grafy
s M < N?) vyrazné lepsi.

Vratme se nyni k dikazu spravnosti Dijkstrova algoritmu.
Ukéazeme, ze po kazdém kroku algoritmu plati nasledujici
tvrzeni: Necht A je mnozina definitivnich vrcholt. Pak dél-
ka dosud nalezené cesty z vy do v (v je libovolny vrchol
grafu) je délka nejkratsi cesty vgvy . .. vgv takové, Ze viech-
ny vrcholy vg, vy, ..., v jsou v mnoziné A. Tvrzeni dokaze-
me indukci dle poc¢tu krokt algoritmu, které jiz probéhly.
Tvrzeni zfejmé plati pfed a po prvnim kroku algoritmu.
Necht w je vrchol, ktery byl v pfedchozim kroku prohla-
Sen za definitivni. Uvazme nejprve néjaky vrchol v, ktery
je definitivni. Pokud v = w, tvrzeni je trividlni. V opa¢ném
pripadé ukazeme, ze existuje nejkratsi cesta z vy do v pres
vrcholy z A, kterd nepouziva vrchol w. Oznaéme D dél-
ku cesty z vy do v pfes vrcholy A bez vrcholu w. ProtoZe
v kazdém kroku vybirdme vrchol s nejmensim ohodnocenim
a ohodnoceni vybranych vrcholi v jednotlivych krocich tvo-
i neklesajici posloupnost (vahy hran jsou nezdporné!), tak
délka cesty z vy do w pies vrcholy z A je alespori D. Ale
potom délka libovolné cesty z vy do v prfes w pouzivajici
vrcholy z A je alespont D. Z volby D pak vime, Ze existuje
nejkratsi cesta z vy do v pres vrcholy z A, kterd nepouziva
vrchol w.

Nyni uvazme takovy vrchol v, ktery neni definitivni. Necht


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

Vo1 - . - VU je nejkratsi cesta z vg do v takova, ze vSechny
vrcholy vg, v, . .., v, jsou v mnoziné A. Pokud vy = w, pak
jsme ohodnoceni v zménili na délku této cesty v pravé pro-
béhlém kroku. Pokud vy # w, pak vgvy, ..., v je nejkratsi
cesta z vy do vg pres vrcholy z mnoziny A a tedy miZeme
predpokladat, ze zadny z vrchold vy, ..., v, neni w (pod-
le toho, co jsme si rozmysleli na konci minulého odstavce).
Potom se ale délka cesty do v rovnala spravné hodnoté uz
pred pravé probéhlym krokem.

Vzhledem k tomu, ze po poslednim kroku mnozina A obsa-
huje praveé ty vrcholy, do kterych existuje cesta z vrcholu vy,
dokazali jsme, Ze nas algoritmus funguje spravné.

Na zavér jesté poznamenejme, ze Dijkstriv algoritmus je
mozné snadno upravit tak, aby ndm kromé urceni délky
nejkratsi cesty i takovou cestu nasel: U kazdého vrcholu si

v okamziku, kdy mu ménime ohodnoceni, poznamename,
ze kterého vrcholu do néj prichazime. Nejkratsi cestu do
néjakého vrcholu pak zrekonstruujeme tak, Ze u posledniho
vrcholu této cesty zjistime, ktery vrchol je pfedposledni,
u predposledniho, ktery je predpfedposledni, atd.

Poznamka pro zvidavé: existuji i jiné druhy hald, napii-
klad k-regularni haldy, v nichz mé kazdy prvek k néasled-
nikd (rozmyslete si, jakd je v takové haldé ¢asova slozitost
operaci a jak nastavit k v zavislosti na M a N, aby byl
Dijkstrav algoritmus co nejrychlejsi), nebo tzv. Fibonacci-
ho halda, ktera dokaze upravit hodnotu prvku v konstant-
nim ¢ase. S tou pak umime hledat nejkratsi cesty v case
O(M + NlogN).

Dnesni menu Vam servirovali

Dan Krdl, Martin Mares a Petr Skoda

Implementace Dijkstrova algoritmu

var N: word;

{ poéet vrcholu }

vahy: array[1..MAX, 1..MAX] of integer; { vahy hran, -1 = hrana neexistuje }

delky: array[1..MAX] of integer;
def: array[1l..MAX] of boolean;

procedure Dijkstra(odkud: word) ;
var i, w, v: word;
begin
for i:=1 to N do begin
def[i] :=false; delkyl[i]:=-1;
end;
def [odkud] :=true;
delky [odkud] :=0;
repeat
w:=0;
for i:=1 to N do

{ délky zatim nalezenjch cest, -1
{ definitivni? }

nekoneéno }

if not def[i] and ((w=0) or (delky[i]l<delky[w])) then w:=i;

if w<>0 then begin
def [w] :=true;
for i:=1 to N do

if (vahy[w] [i]1<>-1) and (delky[w]+vahy[w] [i]1<delky[i]) then delky[i]:=delky [w]+vahy [w] [i]

end
until w=0;
end;



Vzorova FeSeni druhé série dvacatého Sestého roéniku KSP

26-2-1 Zamotané provazy

Prvnim postiehem muze byt, Ze pocet kiizeni musi byt vzdy
sudy, jinak nemuze byt provaz 2 nahofe na obou stromech.
Dale si lze vSimnout, ze kdyz je na dvou po sobé jdoucich
kiizenich nahofte stejny provaz, jde jen o prehozenou ,,vlnu“,
a lze ji bez problémt rozmotat.

Pokud budeme postupné odstranovat dvojice stejnych kii-
zeni, dobereme se k jednomu ze dvou stavi. Pokud nam
zbyly dva provazy bez kiizeni, jde je rozmotat. Jinak bu-
dou tvorit posloupnost, ve které se pouze stridaji jednicky
a dvojky, a kterou jiz rozmotat nelze.

Velmi se nabizi moznost implementovat program pomoci
zasobniku. Kazdé nové prekiizeni porovname s vrcholem
zasobniku a pokud se 1isi, pfidame nové krizeni. Pokud jsou
stejné, vrchol odebereme. Takto se urcité dostaneme ke kaz-
dé dvojici, kterou bychom odebrat mohli. Uz ted mame al-
goritmus linedrni s poctem kiizeni a toto stacilo na zisk
6 bodu.

Lépe nez linearné to samoziejmé neptjde, kazdé kiizeni
ovliviiuje vysledek. Pomiizeme si ale s paméti a to vyne-
chénim zasobniku. Mtzeme si to dovolit, protoze se v ném
po sobé jdouci prvky vzdy lisi — jde vzdy o stfidajici se
jednicky a dvojky. Staci si tedy pamatovat, ¢im zasobnik
konéi a jak je hluboky.

Optimalnim fesenim je tedy vysSe popsany algoritmus bézici
v éase O(N) a vyuzivajici O(1) paméti. Za takové FeSeni
jsme uz davali plny pocet bodt.

Program (C):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-1.4

Ondra Hlavaty € Jirka Setnicka

26-2-2 Barevny trojihelnik

V feseni se inspirujeme myslenkou, kterou nam zaslal fesitel
Matej Lieskovsky. Predpokladejme pro spor, Ze v siti neexis-
tuje souvisla oblast spojujici vSechny tfi strany. Vezméme
horni vrchol trojuhelnika a uvazme nejvétsi jednobarevnou
souvislou oblast, ve které lezi.

Tato oblast, feknéme bez (jmy na obecnosti bila, se dotyka
minimélné dvou stén, kterych se dotyka vrchol. Z pfedpo-
kladu se vsak nedotyka treti. Je tedy zespoda zcela ohra-
nic¢ena souvislym pasem Cernych Sestithelniki, ktery navic
spojuje ty samé dvé stény, které spojuje zvolena bila ob-
last. To opét z predpokladu znamena, zZe tato Cerna oblast
nezasahuje do treti strany.

Nahlédnéme, ze kdyz celou bilou oblast u horniho vrcholu
prebarvime na ¢erno, nevznikne tim souvisla oblast spoju-
jici t¥i strany — tato oblast spojuje stejné dvé strany jako
jeji ¢erna hranice, takze spojeni se treti stranou nevznikne.
Tim jsme ovSem zvysili aspon o 1 pocet cernych Sestitthelni-
ki a dostali jsme opét obrazec bez souvislé oblasti spojujici
vSechny 3 strany.

Tuto operaci mizeme opakovat kolikrat chceme, ovSem po
urc¢itém poctu kroktt musime dojit do stavu, kdy uz bu-
de Cerny cely trojuhelnik. To je ovSem obrazec, ve kterém
uz ziejmé existuje souvisld jednobarevna oblast spojujici
vSechny tfi strany, coz je hledany spor. Tim je dtikaz ho-
tov.

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy
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Alternativni interpretace stejné myslenky by fungovala né-
sledovné: Pomoci pozorovani vyse snadno ukézeme, Ze v da-
ném obarveni existuje souvisla oblast spojujici vSechny tii
strany pravé tehdy, kdyz existuje takova oblast v obarveni,
kde prebarvime onu souvislou oblast pfi nékterém vrcholu.

Kdyz tedy budeme dostateéné dlouho takto prebarvovat,
opét dostaneme zcela ¢erny trojuhelnik, ktery uz takovou
vSespojujici oblast obsahuje. Z tohoto stavu ovSem mizeme
do stavu, kde jsme zacali, natdhnout fetéz vyse popsanych
ekvivalenci, takze existuje-li ve finadlnim stavu oblast spo-
jujici vSechny tfi strany, existuje i v ptivodnim obrazci.

Mark Karpilovskij

26-2-3 Planovani cesty

Uloha o planovani Jacobovy cesty nebyla ni¢im jinym, nez
hledanim nejkratsi cesty v grafu. Preformulujme si dlohu
nejprve z feci ¢tvercovych policek do Cisté Teci grafu.
Definujme orientovany ohodnoceny graf G. Vrcholy grafu
budou policka zadané oblasti. Hrany mezi dvéma policky
vedou pravé tehdy, kdyz spolu obé policka sousedi stra-
nou a obé jsou pruchozi. Ohodnoceni hrany z policka A
do policka B bude odpovidat ¢asu potfebnému na zdolani
policka B.

Pruchod do Sitky
Graf G mé RS vrcholt a O(RS) hran, kde R x S jsou

rozméry oblasti. ReSenim piivodni tlohy je délka nejkratsi
cesty v G ze startovniho policka do cilového policka.

Prvnim zpusobem, jak tlohu Fesit, je prohledat graf do Sii-
ky. Prohledavani do sifky (BFS) je popsano v nasi grafové
kuchaice® a zde jej nebudeme opakovat.

Nesmime ovSem zapomenout, Ze prohledévani do $ifky fun-
guje pouze v piipadech, kdy ohodnoceni vSech hran je jed-
notkové. Nejprve musime jesté provést jednu tpravu grafu.
Vyuzijeme celociselnosti ohodnoceni hran a kazdou hranu
nahradime posloupnosti jednotkovych hran. Konkrétné hra-
nu s ohodnocenim ¢ nahradime cestickou slozenou z t jed-
notkovych hran. Takové operaci se také ¥ika podrozdeéleni.

Pokud oznacime jako T nejvyssi z ohodnoceni vSech hran,
muzeme pocet hran i vrcholti nového grafu omezit vyrazem
O(TRS). Nejkratsi cesta v podrozdéleném grafu odpovida
nejkratsi cesté v puvodnim grafu.

Na tomto grafu uz pouzijeme prohledavani do Sitky a zis-
kame FeSeni s ¢asovou slozitosti O(TRS).


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-1.c
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Dodejme jesté, ze si mizeme vystacit s prostorem velikosti
O(RS). Nové pfidané vrcholy a hrany si totiZz nemusime
nutné pamatovat. Stac¢i pracovat s pivodnim G a akorat
prti vklddani vrcholu do fronty pfidélit vrcholu jakési ,zpoz-
déni“, se kterym méa byt zpracovan. Zpozdéni nejprve na-
stavime na ohodnoceni hrany. Po vyjmuti vrcholu z fronty
zpozdéni snizime o jedna. Je-li zpozdéni stale vétsi nez nula,
vrchol nezpracujeme, ale znovu jej vlozime do fronty.

Dijkstrav algoritmus

S pomoci prichodu do $itky bylo mozno zdarné vytesit prv-
nich pét vstupt, v dalsich péti testovacich vstupech jiz byla
hodnota T pfili§ vysoka a bylo nutno vyuzit sofistikovanéjsi
algoritmus.

Mezi takové algoritmy se napftiklad fadi Dijkstriv algorit-
mus, ktery je vlastné rozvinutim predchozi myslenky o zpoz-
dénych vrcholech. Dijkstriiv algoritmus je diikladné vylozen
v dalsi z nasich kuchaiek.* Kuchaika shodou okolnosti vy-
chéazi letos zaroven se zadanim tteti série a bylo by zbytecné
zde jeji obsah opakovat.

Pouzijeme-li pri implementaci Dijkstrova algoritmu binarni
haldu, dosdhneme éasové slozitosti O((IN + M) log N), kde
N je pocet vrcholi a M pocet hran grafu. V nasem pfi-
padé ziskdvame FeSeni s ¢asovou slozitosti O(RS log RS).
Pamétova slozitost feseni bude O(RS).

Muzete si povS§imnout, Ze pouziti k-regularni ¢i Fibonacciho
haldy by ndm v nasem konkrétnim problému nepomohlo.
Graf je totiz velmi fidky (ma pouze linedrni pocet hran
vzhledem k poc¢tu vrchold).

Program (C) — priichod do $ifky:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-3-bfs.d

Program (C) — Dijkstriv algoritmus:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-3-dijkstra.d

Lukds Folwarczny

26-2-4 Stavba véze

Leh¢i varianta

Jakmile vime, ze vsech K kostek ma stejnou vahu, mtuzeme
si je settidit podle jejich nosnosti. Poté je budeme postupné
prochéazet od nejvétsi k nejmensi a budeme kontrolovat, ze
nosnost ¢; > K —i — 1 (kde ¢ je index v poli, které je
¢islovano od nuly).

Proc¢ to mizeme udélat praveé takto? Protoze potfebujeme,
aby kazda kostka unesla vSechny nad sebou. Ty vazi pravé
K — i — 1 (pokud maji v8echny jednotkovou véhu) a po-
kud bude tato nerovnost splnéna pro kazdou kostku, tak
takovou véz urcité postavit mizeme.

Pokud by naopak tato nerovnost na néjakém misté splnéna
nebyla, tak bychom aktualni kostku mohli prohodit jenom
za néjakou kostku vySe (protoZe kdybychom ji prohodili
niz, musela by unést jesté vic). Jenze vSechny kostky nad
aktualni maji nosnost mensi nebo rovnou aktuélni, takze
v takovém pfipadé neexistuje zpiisob, jak by véz sla posta-
vit.

Casova slozitost takového feSeni je O(K log K), protoze
prévé tak dlouho budeme tfidit. Kontrola, Ze lze véz po-
stavit, uz probéhne jen v ¢ase O(K). Takova FeSeni jsme
ohodnotili slibenymi 3 body, tedy maximem za leh¢i vari-
antu.

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty|
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Ale lehéi variantu lze vyfesit i v ¢ase O(K). Udélame to
takto:

1. Vytvorime pole o velikosti K (opét ¢islujeme od nuly).
2. Projdeme kostky a u téch, které maji ¢; > K, nastavime je-

jich nosnost na K —1 (protoZe vét$i nosnost nepotfebujeme,
sta¢i ndm, aby unesly maximalné K — 1 kostek).

. Postupné projdeme vsSechny kostky a do pole velikosti K

si zapiSeme, kolik kostek mé kterou nosnost (tedy budeme
indexovat pole pfimo nosnosti).

. Poté si vybereme jednu kostku s nosnosti K — 1. Pokud

takova neexistuje, je jasné Ze véz postavit nelze a zahlasime
neuspéch. Pokud existuje, tak ji smazeme a spustime nas
algoritmus znovu pro K o jedna mensi.

Ale pockat, to bude piece trvat az O(K?)! Zkusime tedy
vzit jenom hlavni myslenku a vylepsime ji. Rozmysleme si,
jak se ndm pole po smazani jedné kostky ve 4. bodé zméni.

Kostky, které mély pfedtim nosnost ¢; < K — 1, to nijak
neovlivni, ty zlistanou na stejném misté. Jediné, co se zmé-
ni, jsou kostky s nosnosti ¢; > K — 1, tyto (aZ na tu jednu
smazanou) dostanou nosnost ¢; = K — 2.

Z toho nam vyplyva, jak naprogramovat feSeni. Prvni tfi
kroky udélame presné tak, jak je napsano vyse, ale 4. krok
udélame trochu chytfeji — uvédomime si, ze vlastné viibec
neni nutné celé pole pocitat pokazdé znova.

Staci nam jednu kostku o nosnosti K — 1 odecist a vSechny
kostky o stejné nosnosti, které nam zbyly, pricist ke kostkam
s nosnosti K — 2. Takto upraveny 4. krok budeme opako-
vat, dokud se nedostaneme na K = 0. Pokud jsme cestou

nenarazili na zadné potize, tak lze celd véz postavit.

Téz31 varianta

V ptipadé, ze maji kostky rozdilné vahy, ndm uz nebude
stacit obycCejné tifidéni podle nosnosti. Jako protipfiklad
pouzijeme dvé kostky: wy = 1,01 = 3 a wy = 4, {5 = 2.
Podle nosnosti bychom chtéli nejdiive umistit prvni, ktera
uz druhou neunese. Prohlasili bychom tedy, Ze véz nelze po-
stavit. Druha kostka vSak prvni unese, ale my bychom tuto
moznost ani nevyzkouseli.

Jak tedy tlohu vyftesit? Mnozi z vas spravny postup vymys-
leli. Obtiznéjsi vsak bylo dokazat, ze feSeni opravdu fungu-
je. Ukézeme si kromé algoritmu a dikazu i to, jak mtzeme
na takové feseni prijit postupné.

Véz stavime odspoda v jednotlivych krocich. Na zacatku
mame véz nulové vysky a hromddku vSech kostek. V kaz-
dém kroku z hromadky vybereme ty kostky, které unesou
vsechny zbyvajici kostky na hroméadce. Vybrané kostky mi-
zeme pridat v libovolném potradi do véze.

Pokud se nam podaii timto zptisobem véz postavit ze vSech
kostek, tak mame vyhrano, protoze jsme nikdy nepouzili
takovou kostku, kterd by neunesla vse nad sebou. Pokud
véz nesestavime, tak jsme nalezli hromadku, ze které ani
jedna kostka neunese vsechny zbyvajici. Z této hromadky
vSak nelze nikdy postavit véz — zadna kostka nemtze byt
zékladnou véze. Priddnim dalsich kostek si celou konstrukei
mizeme zatizit, nikdy ji vSak neodlehéime. Véz tedy nejde
postavit ani ze vSech kostek.

Okamyzité tak dostavame algoritmus, ktery tlohu fesi v case
O(K3). Provedeme totiz nejvyse K kroki, kde v kazdém
z nich spocitame pro kazdou kostku soucet hmotnosti vSech
zbyvajicich.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-3-bfs.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-3-dijkstra.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/halda-a-cesty

Nyni si mizeme vSimnout, Ze pfi s¢itdni hmotnosti ostat-
nich kostek s¢itame dokola témér ta sama cisla. Lepsi tedy
bude si pfedem spocitat soucet hmotnosti vSech kostek na
hroméadce, oznacme jej tfeba .S. Do véze potom muzeme pri-
dat kostky, pro které plati S — w; < ¢;, tedy ekvivalentné

Kdyz se nyni podivame na vyvoj S po jednotlivych krocich,
zjistime, Ze se ¢islo S pouze snizuje. Nic nam tedy nebra-
ni kostky vybirat v poradi od nejvétsi po nejmensi podle
souctu w; + ¥¢;.

Algoritmus diky tomu muZzeme velmi zjednodusit a urych-
lit. Kostky nejprve setfidime podle souc¢tu hmotnosti a nos-
nosti. A nasledné v linearnim c¢ase ovéfime, zda se kostky
unesou. K tomu staci, kdyz ptijdeme od spicky véze do-
la a vzdy porovname nosnost aktualni kostky se souctem
hmotnosti kostek nad ni. Tento soucet si v pritbéhu snadno
spocitame z predchoziho pouhym pri¢tenim hmotnosti dal-
si kostky. Cely algoritmus tak dobéhne v ¢ase O(K log K)
a spotfebuje pii tom O(K) paméti.

Program (C) — lehéi varianta:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-4-1lehci.d

vV

Program (C++) — t&z8i varianta:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-4-tezsi.cpy

Vojta Sejkora € Jenda Hadrava

26-2-5 VyvaZovani

Vyhledévaci stromy lze vyvazovat mnoha rtznymi algo-
ritmy, které vSechny pracuji v linearnim case, ovSem lisi
se mnozstvim potfebné paméti. Zacneme tim nejobycejnéj-
§im, ktery potfebuje linearni pracovni prostor, a postupné
se propracujeme az ke konstantni paméti.

Rozebrat a slozit: linearni prostor

Pretvafet nevyvazeny strom na vyvazeny pomoci lokdlnich
uprav vypadé slozité. Co kdybychom ho prosté rozebrali
a pak znovu poskladali?

Rozebirani probéhne rekurzivnim prichodem stromu: vzdy
projdeme nejprve levy podstrom, pak kofen a nakonec pra-
vy podstrom. Takto jednotlivé vrcholy navstivime ve vze-
stupném poradi. Staci si je tedy prubézné ukladat do pole.

Ze setfidéného pole posléze vyrobime dokonale vyvazeny
strom: kofenem bude prvek, ktery v poli lezi uprostied (te-
dy medidn). Hodnoty lezici v poli pfed nim patii do levého
podstromu, hodnoty za nim do pravého. Oba podstromy se-
strojime rekurzivné a zavésime pod kofen. Do rekurze pfi-
tom staci predavat pocateéni a koncovy index tseku pole,
ze kterého zrovna stavime strom.

Jak rozebrani starého stromu, tak postaveni nového nas
stoji O(n), kde n je pocet vrcholii stromu. Na co vSech-
no spotiebujeme pamét? Predné si musime ulozit linedrné
velké pole hodnot. Nesmime také zapomenout na zasobnik

> http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy|
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od rekurze: na ném bude najednou tolik polozek, kolik ¢ini
hloubka stromu. Ta muze pfi rozebirani dosdhnout az n,
béhem skladani pak pouze O(logn). Prostoru tedy celkem
zabereme O(n).

Rozebrani stromu na seznam

Pojdme se zbavit zbyte¢né kopie hodnot. Misto kopirovani
vrcholy zadaného stromu popfepojujeme, aby tvorily lidnu,
tedy strom, v némz nejsou zadni levi synové. Ukazatele na
pravé syny nam tedy tvoii obycejny spojovy seznam, navic
setfidény podle hodnot.

K pfevodu stromu na lidnu se budou hodit rotace (viz ku-
chatka).® Ty umoziiuji ménit tvar stromu, a piitom stile
zachovavaji uspofadani vrcholtl (strom je tedy stale vyhle-
dévaci).

Budeme postupovat takto: dokud mé kofen levého syna,
provadime v kofeni rotaci doprava. Kdyz uz levého syna
nema, sestoupime do jeho pravého syna a tam algoritmus
opakujeme.

Ukazme si, jak to vypada pro jeden strom se 7 vrcholy (tué-
né je vzdy vyznacena hrana, kterou se chystdme rotovat):

Proc¢ to funguje? Staci si vSimnout, Ze mezi kofenem a ak-
tudlnim vrcholem lezi néjaka uz sestrojend lidna. Rotace ji
nepokazi a po kone¢né mnoha rotacich (kazdé zmensuje ve-
likost levého podstromu) uéinime jeden krok doprava, kte-
ry lidnu prodlouzi. Algoritmus se tedy musi zastavit a v tu
chvili je cely strom lidnou.

Kolik celkem stravime casu? Krokid doprava je linearné.
Abychom ukézali, Ze rotaci také, staci sledovat, jak se vyviji
délka pravé cesty. To je cesta vedouci z kofene doprava,
dokud to jde. Kazda rotace ji prodlouzi o 1, ovSem délka
cesty nikdy neptekroci n, takze vSech rotaci je nejvyse n.

Logaritmické FeSeni
Nyni upravime funkci na pfevod seznamu na strom, aby si
vystacila se seznamem namisto pole.

Problematické misto je hledani prostfedniho prvku: v poli
byl pfistupny v konstantnim ¢ase, v seznamu bychom ho
hledali linearné dlouho, ¢imz bychom si pokazili celkovou
¢asovou slozitost.

Misto toho rekurzivni funkci navrhneme tak, aby dostala
jako parametry seznam S a pocet prvka k. Funkce odpoji
prvnich &k prvki seznamu, vytvori z nich strom T a vrati
jak tento strom, tak zbytek seznamu S”.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-4-lehci.c
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-4-tezsi.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy

V pseudokédu bychom ji zapsali tieba takto:

STROM(S, k):

. Je-li k =0, vratime prazdny strom a seznam S.

A+ |(k—-1)/2]

. (L, 8") < STrOM(S, £)

. x < odpojime prvni prvek seznamu S’

. (P,8") + STROM(S", k — £ — 1)

. Vytvofime strom T": kofen bude mit hodnotu =z,
jeho levym podstromem bude L a pravym P.

. Viystup: Dvojice (T, S").

ST W N

N

Cas je opét linearni, paméti ndm staci O(log n) na zasobnik.
Konstantni prostor pro uplné stromy

Ani logaritmicky prostor ovSem neni nutny. UkdZeme fesSe-
ni v konstantnim prostoru, zatim ovSem pouze pro upiné
stromy. Tak budeme fikat stromim, v nichZz maji vSechny
vnitfni vrcholy pravé 2 syny a vSechny listy lezi na téze
hlading. Uplny strom hloubky i mé tedy

20 4ol 4 4 2h =9ohtl

vrcholt. (Jind moZnost, jak tplné stromy definovat, je jesté
zesilit definici dokonalé vyvazenosti a pozadovat, aby levy
a pravy podstrom byly pokazdé pfesné stejné velké. Proto
se jim také nékdy ¥ika perfektni stromy.)

Dostaneme tedy seznam délky mocnina dvojky minus 1
a mame z néj vyrobit uplny strom.

Algoritmus bude jednoduchy, ale ne¢ekany. Jeho prubéh sle-
dujme na obréazcich nize (tu¢né je opét zvyraznéna hrana,
kterou rotujeme; vlasové ¢ary pod vrcholy zatim ignorujte).

Pljdeme z kofene doprava a v kazdém kroku provedeme
jednu rotaci doleva. Tim ndm z cesty vznikne ,hieben* —
prava cesta polovicéni délky, z jejichz vrchola vedou levé
odbocky do listi.

Poté prichod z kofene doprava zopakujeme. Prava cesta se
opét dvakrat zkrati a na levych odbockach budou uz viset
Htresnicky* — iplné stromy hloubky 1 se tfemi vrcholy. Dalsi
prichod vytvori uplné stromy hloubky 2 se sedmi vrcholy
a tak dale.

Nakonec celou pravou cestu rozebereme a zbude ndm jeden
Uplny strom.

2) (4)

O Q@ & @
& @

Casu jsme spotfebovali linedrné: hran na pravé cesté je na
pocatku n — 1 a kazda rotace jednu odstrani. Prostor po-
tfebujeme pouze na konstantné mnoho pracovnich promén-
nych.
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Konstantni prostor pro vSechny stromy

Dobré, ale co kdyz pocet vrcholt neni tak hezké ¢islo, aby
Slo sestrojit tplny strom? Tehdy najdeme nejblizs§i mensi
islo m tvaru 2° — 1, z tolika prvkd seznamu sestrojime
Uplny strom a zbylych r» = n — m vrcholti povésime pod
listy iplného stromu.

Zaridi se to snadno: pokud k nékterym vrcholtim pocatecni
lidny privésime levé syny a spustime algoritmus pro tplné
stromy, tak se tyto ,privésky* objevi pravé pod listy tupl-
ného stromu. (To zndzortiuji ony vlasové ¢ary v obrazku,
které jsme napoprvé prehlizeli.)

N4&s obecnéjsi algoritmus tedy projde lidnu a celkem r-krat
provede rotaci doleva, aby se z ¢asti vrcholt staly privés-
ky a zbyla prava cesta délky m, na kterou pujde spustit
ptvodni algoritmus.

Onéch r rotaci se samoziejmé budeme snazit rozmistit co
nejrovnomeérnéji. Udélame to takto: pofidime si promén-
nou, kterd bude na pocatku nulovd, v kazdém kroku k ni
pri¢teme r/m a kdykoliv pfekroéi 1, tak zrotujeme a ode-
¢teme 1.

Dokonce se miizeme zbavit déleni: misto ptivodni promén-
né si budeme pamatovat jeji m-nasobek. Zacneme tedy na
nule, pokazdé pri¢teme r a pokud pfekroc¢ime m, zrotujeme
a odec¢teme m. (Mimochodem, pfesné tento postup se pou-
Ziva pii aproximovani tsedek pomoci pixel na obrazovce.)

Zbyva dokazat, ze skutecné vyjde dokonale vyvazeny strom.
Pro kazdy vrchol ma platit, ze rozdil velikosti levého a pra-
vého podstromu ¢ini nejvyse 1. Jelikoz v Gplném stromu
jsou oba podstromy stejné velké, staci ukazat, ze se pocty
privéskt pod nimi lisi nejvyse o 1.

Vsimneme si, ze vrcholy obou podstromu tvoii v lidné sou-
vislé tseky, navic stejné dlouhé. Ukazeme, ze pro kazdé dva
tseky stejné délky plati, Ze se pocty privésktt pod nimi lisi
nejvyse o 1.

Pocitejme, kolik nas algoritmus mohl vygenerovat privéski
pro usek délky u. Necht pomocné proménnd fidici privéso-
van{ mé na zadatku tseku hodnotu h (vime, ze 0 < h < m).
Pak vytvofime celkem | (h 4 ur)/m| pfivéska. Tento vyraz
je nejmensi pro h = 0 a nejvétsi pro h = m — 1, pficemz
obé krajni hodnoty se mohou liit nejvyse o 1. (Nebot pro
kazdé x plati [ + 1] = [z| +1.)

Vysledny strom je tedy dokonale vyvazeny a na jeho vytvo-
feni ndm postacil linedrni ¢as a konstantni pamét.
Program (C) — feseni pomoci rotaci:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-5-rotace.d

Uvedeny algoritmus pochézi z ¢lanku Tree Rebalancing in
Optimal Time and Space od Quentina F. Stouta a Bette L.
Warrenové, na kterj nas upozornili fesitelé. Aneta Stast-
né navic navrhla jednodussi rozmistovani privéskt, kterym
jsme se také inspirovali.

Alternativni FeSeni

Kdyz jsme tlohu zadavali, méli jsme vymysleny uplné ji-
ny zpusob feSeni. Jeho rozbor se vSemi detaily je trochu
pracnéjsi, zakladni myslenka ovsem také stoji za zminku.

Upravime logaritmické feseni, aby nepotfebovalo tolik pa-
méti na zasobnik. Budeme predpokladat, ze kazdy vrchol
si kromé ukazatelli na syny pamatuje i ukazatel na otce
(¢asem se ukdZe, Ze to neni potieba).


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-5-rotace.c

Predstavme si nejprve, jak libovolny strom projit ve vze-
stupném poradi hodnot bez pouziti rekurze. Za¢neme v ko-
feni a Fidime se nasledujicimi pravidly:

Pokud lze jit doleva, jdeme doleva.

Pokud uz nelze jit doleva, jdeme nahoru. Pokud jsme prisli
zleva, vypiSeme aktualni hodnotu a pokracujeme doprava.
Pokud jsme prisli zprava, pokrac¢ujeme nahoru.

Pri konstrukci stromu si budeme pocinat obdobné: vytva-
feny strom budeme takto ,obchazet* a misto abychom vr-
choly vypisovali, tak je budeme zakladat.

To se snadno Tekne, ale pfi implementaci nas ¢eka nékolik
prekazek.

Predné potfebujeme udrzovat planovanou velikost podstro-
mu (proménnd k v logaritmickém FeSeni). Pfi kroku dolt ji
prosté délime dvéma, le¢ pri kroku nahoru nestaci nasobit
dvéma, nebot pivodni hodnota mohla byt licha. To vyfesi-
me tak, ze si v kazdé trovni rekurze zapamatujeme zbytek
po déleni dvéma. To je jeden bit na kazdé z O(log n) trovni,
takze se vSechny daji posklddat do jediného ¢isla velkého
radové n.

Dalsi potiz je, ze obcas potfebujeme prejit pres vrchol, ktery
jsme jesté nevytvorili. To neni tézké, ale pii programova-
ni to fadné zamoté hlavu. Postaci, kdyz budeme udrzovat
nejblizsi vyssi vrchol, ktery skutecné existuje, a aktualni
hloubku.

Co vic, k neexistujicimu vrcholu také obcas potfebujeme
néco pripojit. Tak to pfipojime k onomu nejbliz§imu vyssi-
mu existujicimu a navic si zapamatujeme, ze které strany
pfipojujeme (to je opét bit na trover).

Konecné si potiebujeme pro kazdou troven pamatovat, jest-
li aktudlni vrchol na této Grovni je$té neni vytvoren (tzn.
zrovna jsme zalezli kdesi v jeho levém podstromu), nebo uz
existuje (levy podstrom hotov, ted jsme nékde v pravém).

Timto zptsobem také dosdhneme linearniho c¢asu a kon-
stantni paméti.

Program (C) — alternativni feSeni:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-5-pruchod.d

Dva pointery misto t¥i

Na zavér jedna pozoruhodna perlicka: zptisob ulozeni binar-
niho stromu se dvéma pointery na vrchol, ktery umoziuje
v konstantnim case zjistit levého syna, pravého syna i otce
libovolného vrcholu.

Prvni pointer (fikejme mu tfeba P) bude ukazovat na levé-
ho syna. Druhy (feceny @) bude v levém synovi ukazovat
na jeho pravého sourozence, ale v pravém synovi na otce.

Levého syna vrcholu tedy zjistime pomoci P. Pravého po-
moci @ z levého syna. Pokud chceme znat otce, zkusime pre-
jit pomoci @ a podivame se, zda jsme se dostali do vrcholu
s mensi hodnotou. Pokud ano, je to hledany otec. Pokud
ne, dostali jsme se do pravého sourozence, takze prejdeme
jesté jednou po Q.

Pokud by vrchol mél jen jediného syna, bude na néj ukazo-
vat P a jeho @ se odkaze zpét na otce. Porovnanim hodnot
zjistime, zda je to levy ¢i pravy syn.

Martin ,Medved“ Mares & Dominik Machdcek

6 http://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/parovani.htm]|
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26-2-6 Zkratky mist

Vsimnéme si, ze slova s riznym pocatecnim pismenem ni-
kdy nemiizou mit stejnou zkratku. Zkratka je totiz urcend
prvinim pismenem slova a pak néjakym vybérem dalSich
dvou pismen z néj.

Muzeme tedy tlohu fesit samostatné pro kazdé pocatecni
pismeno a tloha se nam tak pro jednu ,hromadku“ se stej-
nym pocatecnim pismenem zjednodusuje na nalezeni uni-
kétnich dvoupismennych zkratek sestavajicich se ze zbylych
pismen slova (mimo prvniho) ve spravném poradi.

Pokud jste jiz nékdy slyseli o problému hleddni maximélni-
ho parovani v bipartitnim grafu, urcité vam jej tato tloha
trochu pripomina. Pokud ne, doporucujeme vasi pozornosti

prislusny ¢lanek v nasi zbrusu nové programatorské ency-
klopedii.®

Jednu partitu (¥ikejme ji leva) tvoii slova, druhou (pravou)
vSechny mozné zkratky. Hrany vedou z kazdého slova do
vsech zkratek, které z néj lze utvorit. Pak parovani v tomto
grafu odpovida néjakému prifazeni zkratek slovim. Nyni
staCi prosté najit parovani maximalni, tedy takové, které
co nejvice sloviim pfifadi zkratku. Pro mnozinu slov {ara,
arab, bar} by mohl graf vypadat takto:

aa

ab

ar

ba
br
ra

rb

Mohlo by vas jesté trochu prekvapit, Ze si na tlohu bere-
me takto obecné kladivo. Nase zkratkové grafy piece maji
velice specialni tvar, fakt, kterého obecny parovaci algorit-
mus nijak nevyuzije. To se obc¢as hodi, kdyz se nas problém
podoba néjakému znamému, na chvili se tvarit, ze jsou stej-
né. Nebojte, za chvili se k alespon nékterym zvlastnostem
zkratkového grafu zase vratime.

ara

arab

bar

Oznac¢me si N pocet vstupnich slov, S soucet jejich délek
a || velikost abecedy. Nez se pustime do rozboru slozitos-
ti, jesté pridame do algoritmu maly zlepSovak: pfi nacitani
vstupu upravime slova tak, ze v kazdém zachovame pou-
ze prvni a posledni vyskyt libovolného pismene. Snadno si
rozmyslite, Ze tim nijak nezménime mnozinu zkratek, kte-
ré lze ze slova vytvorit. V kazdém takto upraveném slové
se libovolné pismeno abecedy vyskytuje nejvyse dvakrat, je
tedy dlouhé O(|X]), a tudiz S = O(N - |X]).

Jak bude nas graf velky? Moznych zkratek existuje |X|?,
pocet vrcholt tedy bude N +|%|2. V nejhorsim piipadé, kdy
kazdé slovo obsahuje vSechna pismena abecedy a ptijde z néj
vytvoiit fadové |X|? zkratek, bude graf obsahovat N|X|?
hran.

Pokud je abeceda mald, mizeme |X| prohlésit za konstantu
a dostaneme piijemny linedrné velky graf. Graf sestavime
v ¢ase O(N - |X|?) (diky tomu, Ze kazdé slovo je nyni dlouhé
O(]Z])), tedy pro malou abecedu O(N).

Budeme-li, jako v odkazovaném ¢lanku, parovat postupnym
hledanim zlepSujicich cest, které bézi v éase O(|M]-|E|)


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-5-pruchod.c
http://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/parovani.html
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(kde |E| je pocet hran grafu a | M| velikost vysledného pa-
rovan{), potrva to O(N?). Paméti spotfebujeme O(N) na
ulozeni grafu.

Kdoz jste zvykli pfevadét parovani na toky v sitich, vézte,
ze nejde o nic jiného nez jinou formulaci Ford-Fulkersonova
algoritmu pro parovaci sité. My zde pouzivame tuto verzi,
protoze dalsi ipravy a optimalizace se na ni budou popiso-
vat snaz nez v tokové formulaci.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-6-male-abc.py

Toto feseni je dostacujici jak pro vétsinu béznych pouziti
(anglickd abeceda, ASCII), tak pro ziskani plného poctu
bodt. Prostou vyménou parovaciho algoritmu za Hopcroft-
Karptv” zlepsime ¢as na O(|E|/[M|) = O(NVN).

7Zv1asté zvédavi mohou pokracovat ve Cteni a dozvédét se,
co délat v pripadé, Ze mame abecedu opravdu velkou.

Velké abecedy

Pokud bychom predchozi postup chtéli zkusit napf. s Unico-
de, nas graf by mél fadové 232 vrcholt, do vétsiny z kterych
by zaddna hrana nevedla. Nabizi se vytvaret vrcholy pouze
pro zkratky, které mohou z néjakého slova vzniknout. Ko-
lik jich bude? Ze slova délky L lze vytvofit az fadové L2
zkratek (pokud jsou v8echna jeho pismena rtiznd). Tedy nés
graf miize obsahovat az O(S?) vrcholii a O(NS?) hran.

To je poiad docela dost, jak pro ¢asovou (O(N2S?)), tak
pamétovou (O(NS?)) naroénost naseho algoritmu. Oboji
zkusime zachranit drobnymi tpravami parovaciho algorit-
mu.

Pokud jej neznéte, ted je vhodné chvile to napravit. Po-
kud ano, pro jistotu zopakujeme drobné shrnuti a trochu
terminologie: (ne)pdrovact hrana je hrana grafu (ne)pat¥ici
do aktuélniho parovani, volny vrchol je takovy, ktery neni
sparovan (vSechny hrany s nim incidentni jsou nepérovaci),
stridavd cesta je cesta v grafu, na které se stiidaji parovaci
a neparovaci hrany, a nakonec zlepsugici cesta® (té7 volnd
stiidavd cesta) je stfidavé cesta zaéinajici a koncici volnym
vrcholem (a tedy nutné i neparovaci hranou). Algoritmus
zacne s prazdnym parovanim a v kazdém kroku najde zlep-
Sujici cestu, zmeéni po celé jeji délce parovaci hrany na nepa-
rovaci a naopak, ¢imz zachova korektnost parovani a zvétsi
jej o jednicku. Pokud zlepsujici cesta neexistuje, parovani
je maximalni.

Klicovym pro nas bude jedno pozorovani: po celou dobu
béhu algoritmu je vétsina grafu ,nezajimava“, totiz tvore-
né volnymi zkratkami. ,Zajimavych* vrcholi je jen O(N)
(N slov a nejvyse N sparovanych zkratek). Tedy v zajima-
vé ¢asti grafu je nejvyse O(N?) hran. Graf si Ize predstavit
takto:

http://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/hopcroft—-karp.html|

Nejprve napravime c¢as. VSimneme si, ze kazda zlepsujici
cesta ma lichou délku, a tudiz spojuje vrcholy z opacnych
partit. Stac¢i nam tedy hledat zlepsujici cesty pouze z vrcho-
la v levé partité. Dale si uvédomime, zZe skoro celé hledani
zlepsujici cesty probihd v zajimavé ¢asti grafu. Jakmile se
dostaneme do nezajimavé ¢asti, narazili jsme na volny vr-
chol, a tedy konec zlepsujici cesty. Pti libovolném hledani
zlepsujici cesty tedy navstivime libovolné mnozstvi vrchola
ze zajimavé C¢asti grafu, ale nejvyse jeden z nezajimavé. Ta-
kové hledani tedy bude trvat O(N?). A pouzijeme-li odhad
slozitosti O(Cas na nalezeni zlepSujici cesty - |M|), dostava-
me ¢as O(N3).

Nyni co s paméti? Pomoci by nam mohl obvykly trik na
ulohy, které fesime sestavenim vhodného grafu: nebudeme
jej v paméti vytvaret cely najednou. Misto toho, kdykoli se
bude parovaci algoritmus chtit podivat na néjakou ¢ast na-
seho grafu, tak mu ji ,na pozadani“ sestavime. Co musime
umét s nasim ,grafem* provadét, aby parovaci algoritmus
fungoval?

. Pamatovat si, kterd hrana je aktudlné v parovani a ktera

ne, umét do parovani hranu pfidat/odebrat.

. Umét vyjmenovat sousedy daného vrcholu.
. Umét o vrcholu poznat, zda je volny.

Staci nam si mimo samotného grafu pamatovat néjaké ji-
né datové struktury, které budou umeét na takovéto dotazy
rychle odpovidat. Pak prosté parovaci algoritmus upravime
tak, aby kdekoli ptivodné pfistupoval pfimo k pamétové re-
prezentaci grafu, misto toho pouzil tyto nase struktury.

Najit sousedy daného slova je jednoduché: prosté vyzkousi-
me vSechny moznosti volby prvniho pismene a pro kazdou
z nich vSechny moznosti volby druhého pismene, dostava-
jice v8echny mozné zkratky v ¢ase O(1) na kazdou. OvSem
obracené (najit sousedy zkratky, tedy vsechna slova, ze kte-
rych ji lze utvofit) to viibec neni jednoduché.

Nagtésti si vSimneme, ze to viibec nepotiebujeme. Hledame
pouze volné st¥idavé cesty, a pokud za¢neme zleva, ptijdeme
na takové cesté doprava vzdy po neparovaci hrané a doleva
vzdy po parovaci. Sta¢i nam tedy umét hledat:

Pro vrcholy z levé (slovni) partity sousedy po neparovacich
hranéach.

Pro vrcholy z pravé (zkratkové) partity souseda po parovaci
hrané, pokud existuje.

A to uz zvladneme snadno. Nase reprezentace bude vypadat
nasledovne:

Vrcholy z levé partity (slova) si o¢islujeme, vrcholy z pravé
budeme prosté oznacovat dvéma pismeny.

Parovani si budeme uchovévat jako dvojici slovnikt (heSo-
vacich tabulek? & vyhledavacich stromii)!® mapujicich slo-
va na aktualné prifazené zkratky a naopak. To ndm umozni
rychle hledat parovaci hrany ,,z obou stran“.

Volny vrchol pozname prosté tak, ze v prislusném slovniku
neni.

Sousedy slova vyjmenujeme trividlné, jak bylo popsano vy-
Se, z jiz pfedem redukovanych slov (zachovan jen prvni a po-
sledni vyskyt libovolného pismene). Nékteré zkratky takto

Priznivci tokového parovani: rozmyslete si, ze takovato definice zlepSujici cesty presné odpovida tokové zlepsujici cesté
v parovaci siti — jen s useknutymi hranami vedoucimi ke zdroji a stoku (neb v naSem grafu zadny zdroj a stok neméame).

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovanil

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy

—15 —


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-6-male-abc.py
http://ksp.mff.cuni.cz/encyklopedie/hopcroft-karp.html
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hesovani
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy

mizeme vygenerovat vicekrat — ale vSimnéme si, Ze kazdou
nejvys ctyfikrat (napf. ab ve slové aabb), navic diky znacko-
vani vrcholt nas kazdé toto opakovani stoji jen konstantni
¢as. Opakovani se da zbavit uplné, pokud si k redukované-
mu slovu zapamatujeme je$té néco navic (snadné cviceni).
Sparovaného souseda dané zkratky nalezneme prostym pre-
Ctenim prislusné hodnoty ze slovniku.

Prostrednictvim téchto informaci jiz dokazeme ,simulovat*
nas graf s logaritmickym ¢i primérné konstantnim zpomale-
nim. Vzhledem k tomu, ze zddné parovani neni vétsi nez N,
spotfebujeme O(N) paméti na pomocné slovniky, ale ne-
smime zapomenout na O(S) pro vstup, tedy celkem O(S).
Vysledny algoritmus pobézi v éase O(S + N3log N).

Hopcroft-Karp a velké abecedy

I pro velké abecedy bychom radi pouzili Hopcroft-Karpuv
algoritmus. OvSem jen pokud na ném dokézeme provést
optimalizace obdobné tém vyse — v ptivodni podobé by byl
pomalejsi nez predchozi algoritmus.

Hopcroft-Karp se sklada z fdzi: v kazdé najde v inkluzi ma-
ximalni mnozinu disjunktnich nejkratsich zlepSujicich cest
a vSechny pouzije ke zvétseni parovani. Provadi to tak, ze
si nejdfiv pomoci BFS rozdéli vrcholy grafu do vrstev pod-
le délky nejkratsi stfidavé cesty vedouci do nich z néjakého
volného vrcholu levé partity a pak uz jen pomoci DF'S vysbi-
rava nejkratsi cesty a znackuje vrcholy, aby zadny nepouzil
dvakrat. Obé prohledavani zacdinaji ve volnych vrcholech
levé partity.

Kromeé grafu samotného, na ktery si vystacime se struk-
turami popsanymi dfive, si navic potfebujeme pamatovat
jesté:

BF'S ohodnoceni (rozdéleni do vrstev)

DFS znacky (oznacujici jiz navstivené vrcholy, abychom se
do nich nevraceli)

Oboji budeme uchovévat ve slovnicich a s kazdou ¢asti se
vyporadame trochu jinak.

BFS zacindme v zajimavé c¢asti grafu. Jakmile poprvé na-
v§tivime nezajimavy vrchol, prohledavani ukonc¢ime. Tak
ur¢ité dobéhne v O(N?), jen nékterym vrcholfim v (-té
(kde ¢ je délka nejkratsi zlepsujici cesty) vrstvé bude chybét
ohodnoceni (diky ¢emuz si téz vystac¢ime s O(N) paméti).
To ale viibec nevadi. Prosté jen pii DFS budeme ochot-
ni navstévovat neohodnocené sousedy vrcholi v (¢ — 1)-ni
vrstvé a chovat se k nim, jako by lezely v ¢-té vrstveé.

Nyni k DFS: Kazda navstivena volna zkratka znamend no-
vou nalezenou zlepsujici cestu. Téch ovSem najdeme za jed-
nu fazi nejvyse N, navstivime tedy jen O(N) nezajimavych
vrcholti a hran. To opét znamena, Ze si vystacime s O(N?)
¢asu na DFS ¢4ast jedné faze a O(IN) paméti pro znacky.

Hopcroft-Karpuv algoritmus bézi v ¢ase O(Ty+/|M]), kde
Ty je Cas straveny jednou fazi a |M| je velikost vysled-
ného parovani. V predchozich odstavcich jsme ukézali, ze
Tr = O(N?log N) (pouZijeme-li jako slovnik vyvazené vy-
hledévaci stromy), jiz ddvno vime, ze |M| < N a je$té po-
tfebujeme O(S) na nacteni vstupu. Vyslednd slozitost te-
dy bude O(S + N2v/Nlog N) a stale si vystacime s O(S)
paméti. V praxi by nejspi§ bylo vyhodnéjsi reprezentovat
slovniky jako hesovaci tabulky.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-6-velke-abc.py|

Filip Stédronsky
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26-2-7 Cisténi kmene

Nejdfive se podivame na to, jakym zpusobem muze vypa-
dat vysledny pohyb humanoidi. Nahlédneme, Ze existuje
optimalni FeSeni spliiujici tyto vlastnosti:

Kazdy humanoid vy¢isti néjaky souvisly interval.

Kazdy humanoid zméni smér pouze jednou. Tedy napted
ptjde jen doprava a pak jen doleva, nebo naopak. Tedy
dojde na jeden kraj svého intervalu, otoc¢i se a zamiti ke
druhému kraji, kde se zastavi.

Z toho je hned vidét, Ze se nevyplati humanoidy cilené pro-
hazovat. Pokud by se dva humanoidi méli prohodit, tak si
miuZeme situaci predstavit tak, Ze se od sebe odrazi a kazdy
pokracuje planovanou cestou toho druhého.

Zkusme nyni zodpovédét otazku, zda je mozné kmen vy-
¢istit, pokud budeme mit k dispozici k kroktu. Postupovat
budeme néasledovné: Pokud mé nejlevéjsi humanoid néja-
kou necistotu nalevo od sebe, tak ji urc¢ité musi vycistit on.
Tedy zacatek jeho intervalu bude [ krokd nalevo od néj —
tam kde dana necistota lezi. Pravy konec jeho intervalu bu-
de r kroku napravo od néj, pficemz chceme, aby r bylo co
nejvetsi.

Humanoid méa dvé moznosti:

Bud ptijde nejprve [ krokti doleva, tam se otoci a vyda se
[ + r krokt doprava.

Nebo pujde nejdiive r kroka doprava, obrati se a pak se
vyda [ + r kroka doleva.

Celkoveé m4 udélat k krokt, takze bude platit bud 2l+r = k,
nebo [ + 2r = k. Z téchto dvou rovnic vybereme tu, jejiz
feSeni mé vétsi r. Pokud ani jedna rovnice nema feseni s r >
0, tak nejlevéjsi necistotu za k krokt vycistit nemtizeme,
tedy pro tuto hodnotu k feseni neexistuje.

Pokud alespon jedna z rovnic feSeni pro r ma, tak sma-
zeme vSechny necistoty do [ krok® nalevo od humanoida
a do r krokt napravo od humanoida a stejnym zptisobem
pokracujeme vypoctem u dalsiho humanoida zleva. Pokud
po zpracovani posledniho humanoida budeme mit vyc¢isténé
vSechny necistoty, tak jsme nasli feseni, které funguje pro
k kroki.

Nyni si sta¢i v§imnout, Ze pokud tloha mé feseni pro k kro-
ki, tak urcité ma feSeni i pro k + 1 krokd. Naopak pokud
tloha nemé feSeni pro k krokt, tak urcité nemé feSeni ani
pro k — 1 krokt. Optimélni & tedy mizeme nalézt bindrnim
vyhledavanim.

Maximalni pocet kroki, ktery ma smysl uvazovat, je dva-
krat rozdil nejmensi a nejvétsi souradnice na vstupu, pro-
toze urcité nepijdeme vic jak tam a zpatky. Ozna¢me tuto
hodnotu X.

Pak bindrni vyhleddvani udéla maximélné O(log X') krok;
kazdy zabere ¢as O(H + M), kde H je pocet humanoid
a M je pocet necistot. Poznamenejme jesté, ze humanoi-
dy i mista si na za¢atku musime setfidit. Celkova casova
slozitost tedy bude O((H + M) log X).

Pamétova slozitost je O(M + H). Mizete nahlédnout do
vzorového programu.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-2-7.cpp

Karel Tesar
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26-2-8 Tovarna na prepisovani

Druhou série sice nefesilo tak moc lidi, jako sérii prvni, ale
i tak jsem byl potésen tim, kolik vasich feSeni ptislo.

Ukol 1

Na FeSeni prvni tlohy bylo mozné jit nékolika sméry. Uka-
zeme si zde prepisovaci program, ktery postupné umazava
stejna Cisla a zveda prvni z nich. Lehce nahlédneme, Ze na-
hrazenim dvou stejnych éisel vedle jednim (stejnym) ¢islem
nic nepokazime. Neklesajici posloupnost ztistane neklesajici
a klesajici také neprestane klesat.

Pak ndm uz staci jen zvedat ¢islo na prvni pozici postup-
né az do devitky. Po kazdém zvysSeni nam tak potencial-
né vznikne nova dvojice stejnych znaka na zacatku, které
srazime na jeden. Pokud bude posloupnost neklesajici, tak
nam tento postup v pribéhu vymaze vsSechna ¢isla az na
posledni. Pokud se tak stane, zahlasime tspéch prepsanim
na ANO.

Pokud je vsak posloupnost nékde klesajici, tak prvni ¢islo
zvysime az na devitku a jesté nam za ni néco zbude. V ta-
kovém pfipadé se jen zbavime zbytku vstupu a na vystupu
zanechame NE.

Takovy pfepisovaci program je uveden nize. V kazdém kro-
ku (az na konstantné mnoho zvySeni prvniho ¢isla) jedno
¢islo umaze, tedy bézi v linearnim case k velikosti vstupu.

00—0

99 — 9
“0—1

“8—9
~9$ — ANO
"9 =X
X0 —+X

X9 =X
X — NE

Alternativnim postupem miuze byt naopak detekovat chyby.
Neboli méli bychom pravidla pro jakoukoliv dvojici soused-
nich ¢isel ve $patném uspofadani (takovych je 45) a tuto
dvojici bychom prepsali na néjaky chybovy znak. Potom
bychom vymazali vS§echna ¢isla a pokud by nam na konci
zustal néjaky chybovy znak, vypsali bychom NE. Tento po-
stup ma také linearni slozitost, ale potfebuje o néco vice
prepisovacich pravidel.

Ukol 2

Budeme trividlné realizovat binarni séitacku. Budeme si ji
drzet vlevo od hvézdicek tak, aby hvézdicky priléhaly k nej-
niz§imu bitu ¢isla. To nam umozni za kazdou hvézdicku
k tomuto bitu pri¢ist +1.

Jak ale zajistit prenosy do vyssich fadia? Jednoduse, v mo-
menté, kdy bude potfeba provést prenos, zapiSeme namisto
prenosu néjaky symbol (z logiky s¢itani se nabizi pouzit tie-
ba symbol 2). A poté ho pomoci dalsich pravidel posuneme

1 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-8/reseni|
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do vyssiho ¥4du (tedy z 1011+ 1 se stane 1012 a po pfenosu
nejprve 1020 a pak 1100).

Realizace s pomoci pravidel (a s oSetfenim tivodni iniciali-
zace pocitadla a prazdného vstupu) vypadd nésledovné:

“$—0
“x — 0%
0x — 1
1x — 2
“2—10
02 — 10
12 —- 20

Kolik kroki provedeme? Odstranéni hvézdicky provedeme
pravé tolikrat, kolikrat byla na vstupu. Mohlo by se vsak
zdat, ze nam slozitost pokazi pfenosy. Staci si ovsem uveé-
domit, ze prenos z posledniho bitu provedeme v kazdém
druhém kroku, pfenos z pfedposledniho bitu jen v kazdém
¢tvrtém kroku a tak dale. Kdyz poscitdme vSechny pfenosy,
vyjde nam, ze jich provedeme maximélné 2N, tedy slozi-
tost je stale linearni k délce vstupu. Pro podrobnéjsi dikaz
amortizace ¢asové slozitosti binarni séitacky nahlédnéte na
konec feSeni minulého dilu seridlu.!?

Skladani programi

Pro fesSeni tfetiho tkolu si nejdfive ukazeme, jak za sebe
slozit libovolné dva pfepisovaci programy. Méjme dvé sady
prepisovacich pravidel, z kterych chceme vyrobit tfeti sadu
tak, Ze nam bude vracet stejny vysledek, jako kdybychom
vystup prvniho prepisovaciho programu pouzili jako vstup
pro druhy.

Co se stane, pokud oba programy jen napiseme pod sebe?
Jelikoz aplikace pravidel probiha postupné, tak dokud bézi
prvni pfepisovaci program, nemtize se provést zadné pravi-
dlo z druhého ptepisovaciho programu. Problém ale nastane
ve chvili, kdy se vypocet prehoupne do druhého programu.
Jak zajistit, aby se nepouzilo zadné pravidlo z prvniho pro-
gramu?

Kdyby programy pouzivaly tiplné jiné sady znaki, bylo by
to jednoduché (metaznaky zac¢atku a konce Fetézce mizeme
také odlisit a to tfeba tak, Ze k nim vzdy pfilepime jesté
néjaky dalsi specidlni znak). Tak si to pojdme zafidit.

Vsechna pravidla prvniho programu ptelozime tak, aby po-
uzivaly néjaké jiné znaky (tfeba ty samé, ale s ¢arkou). Po-
té jen potifebujeme pridat preklad znakt pred vstupem do
druhého programu, ktery je prepise zpét na pivodni znaky.

Druhou nutnou véci je prepis vstupni abecedy na c¢arko-
vanou verzi pied vstupem do prvniho programu (ale tak,


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/26-1-8/reseni

aby se prepis nemohl opakovat po dobé&hnuti druhého pro-
gramu). K tomu ndm staci libovolny jeden znak na vstupu,
ktery se nevyskytne v prubéhu vypoctu druhého programu,
ani na jeho vystupu. Pomoci néj provedeme tvodni prepis.

V praxi budeme chtit mit vSechna prekladova pravidla na
zacatku prepisovaciho programu. Spoustét je budeme jed-
nim pfepisovacim pravidlem na spravném misté programu,
které ndm prida do Fetézce specidlni pfepisovaci znak (roz-
myslete si, pro¢ to délame takto a pro¢ nemutizeme vSechna
pravidla pfesunout na misto spoustéciho pravidla).

Vysledné spojeni programu pak vypada takto:

Pravidla pro prevod abecedy A — A’ vyuzivajici né&jaky
specidlni znak ze vstupu

Pravidla pro pievod abecedy A’ — A vyuZivajici znak «
Prvni program (s pfevedenou abecedou)

Pravidlo pfidévajici o (zajisti pfeklad abecedy)

Druhy program

Umime tedy spojit libovolné dva programy do jednoho, po-
kud se na vstupu prvniho vyskytuje alesponn jeden znak,
ktery v druhém programu pouzity neni.

Ukol 3

Poznatek o spojovani programi pouzijeme pro feseni tieti
ulohy. Idea bude takova, ze si vstup nafoukneme o zkopiro-
vané verze obou ¢isel. Prvni ¢islo opiseme norméalné, druhé
¢islo pozadu (aby se nejnizsi bity obou éisel dostaly k sobé).

Taky predpokladejme to, Ze ¢isla nejsou prefixovana nula-
mi. Pokud by byla, mizeme pfebyvajici nuly snadno od-
mazat. Staci si zavést dvé pomocnéa pravidla pro levé a pro
pravé cislo.

Tedy ze vstupu ve tvaru ,,1010#1100“ vyrobime pfepisem
,1010_1010=0011_1100“. S touto verzi pak provedeme po-
rovnani (postupnym odmazdvénim nejmensich bitl) a zjis-
time, jestli je vétsi pravé nebo levé ¢islo. Druhé pak vyma-
zeme a jsme hotovi.

Nejprve se zabyvejme rozkopirovanim. UkdZeme pravidla
pro kopirovani pravé ¢asti pozpatku. Druhé sada pravidel
pro kopirovani levé ¢asti bude podobna.

Hlavni idea je, Ze si vyrobime na koncich jakési zarazky
a postupné budeme znak po znaku pomoci voziku (znaku v)
prevazet zkopirované znaky na spravné misto. Nasledujici
sada pravidel nam prepis odstartuje:

YO — 0Y
Y1 — 1Y
Y$ — X

#—>y_=_Y

Tim ndm vznikne Fetézec (zajimejme se ted jen o pravou
stranu od =) ve tvaru _Y...X. Ted miZeme zaéit pfevazet
znaky. Vzdy nabereme jedno ¢islo u koncové znacky, po-
suneme koncovou znacku o jedna doleva a pomoci voziku
prevezeme cislo tésné za _. Ve chvili, kdy nemame zadny
vozik, si ho pofidime a ve chvili, kdy pravy ukazatel dojde
az k _, ukazatel zahodime.
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0v0 — vO00
1v0 — v01
Oovl — v10
1vl — v11
_v0 — 0_
_vli—1_
1X — v1X1
0X — v0X0
X— _
Tim jsme si vytvorili pfepisovaci program, ktery nam pied-
zpracuje vstup. Nyni si vytvofme program, ktery nam za-
jisti samotné porovnani €isel.

Budeme postupné odebirat nejméné vyznamné bity z obou
¢isel a porovnavat je. Aktualni stav porovnani si budeme
drzet mezi obéma ¢isly — jako =/>/< podle toho, jestli jsou
¢isla zatim stejna, je vétsi levé, nebo je vétsi pravé.

Je jasné, ze pokud budou na obou stranach stejna cisla, stav
(at bude jakykoliv) se ndm nezméni. Jinak se nahne na tu
stranu, kde je aktudlné vétsi ¢islo (vyznamnéjsi bit prevazi
nad témi méné vyznamnymi). Pro stejné dlouh4 ¢isla tedy
mame nasledujici pravidla:

1=1 > =

0=0 — =

1=0 — >

0=1—<

1>1 = >

0>0 — >

1>0 = >

0>1 — <

1<1 =+ <

0<0 — <

1<0 = >

0<1 — <
Samostatné vyfeSime pripad, Ze je jedno z ¢isel kratsi jak
druhé — pak je to delsi uréité vétsi (ukdzeme pravidla pro >,
pro < jsou analogickd):

1> —>_
0>_ —>_
1<_ —>_
0<_ — >_
0=_ — >_
1=_ — >_
Uprostied nam zustal jeden znak udévajici, které z cisel

je vétsi. Nyni stac¢i to mensi vymazat (opét ukdzeme jen
pro >):

>_—=Q
Q1 —Q
Q0 —Q
Q$ —



Spojenim kopirovaciho a porovnavaciho programu (spojeni
mizeme provést, protoze vstup obsahuje znak #, ktery dru-
hy program nepouziva) vznikne program Fesici celou tlohu.
Jelikoz pfi pfesouvani provedeme pro kazdy znak linedrné
mnoho kroki vzhledem k délce vstupu a presunt je linearné
mnoho, je vysledna slozitost O(N?), kde N je pocet znakil
na vstupu.

Ukol 4

Jelikoz jsme méli Turingovy stroje v minulé sérii zadané
tak, Ze vracely pouze vysledek ANO nebo NE (stavem, ve
kterém skondily), tak se na tento vystup omezime i u pfepi-
sovacich pravidel — na vystupu tedy zanechdme bud fetézec
ANO nebo fetézec NE.

V pfipadé, ze by se fetézce ANO nebo NE vyskytovaly na
vstupu nebo nékde v pribéhu vypoctu, odlisime ty koncové
tim, Ze pro né pouzijeme specialni symboly.

Kdyz jsme si odbyli technické detaily, pojdme se podivat na
hlavni myslenku prevodu Turingova stroje na pfepisovaci
pravidla. Nasledujici krok Turingova stroje je vzdy urceny
pozici hlavy, stavem, ve kterém se stroj nachézi, a aktu-
alnim obsahem péasky. Tuto informaci budeme potiebovat
néjak kédovat v fetézci.

Pozici hlavy tedy budeme reprezentovat specidlnim znakem
nékde v Tetézci. Presnéji vice specidlnimi znaky — pro kaz-
dy stav stroje jeden znak. Zavedme si pozici hlavy tak, Ze
tento specidlni znak bude stat pred znakem, na ktery by
ukazovala hlava v Turingové stroji.

Kazdé pravidlo Turingova stroje mé tyto ¢asti: vstupni
stav, vstupni znak, vystupni stav, vystupni znak a vystup-
ni posunuti. To ale muZeme velmi lehce prepsat do feci
prepisovacich pravidel. Naptiklad pravidlo pro stroj fikaji-
ci ,Pokud jsi ve stavu S a na pasce je x, prejdi do stavu T,
zapi$ na pasku y a posun se doprava“ bychom mohli napsat
jako: Sx — yT.

Drobnym problémem je posouvani doleva (vzhledem k to-
mu, Ze nas znak pro hlavu stoji pfed prepisovanym zna-
kem). Pro posun hlavy doleva si musime vyrobit jedno pra-
vidlo pro kazdy znak abecedy. Kdyz bude # zastupovat li-
bovolny znak abecedy, vypada pak stejné pravidlo, jen s po-
sunem hlavy doleva, takto: #Sx — Ti#y.

Tim mame hlavni ¢ast prevodu hotovou. Staci vyfesit pouze
tfi drobné technické detaily:

Turingtv stroj pocita s tim, ze mé nekonec¢nou pasku plnou
mezer, kdezto nas fetézec je omezeny. To vSak vyftesime
jednoduse tim, ze pokud se hlava dostane na zacatek nebo
na konec fetézce, tak priddme mezeru. Pro vSechny stavy S
budeme tedy mit nasledujici pravidla (tato pravidla musime
v programu umistit nad vSechna ostatni):

“S — oS
S$ — S,

® Druhym detailem je to, ze musime fetézec na konci vypo-
¢tu smazat a zanechat zde jen ANO nebo NE. To vsak lehce
zaridime néjakymi mazacimi pravidly.

® Posledni drobnost je, jak cely vypocet odstartovat, tedy jak
na zacatku umistit do fetézce symbol hlavy? Kdybychom
méli jen pravidlo =~ — S, tak by ndm (minimélné po skonceni
vystupu) program zacal bézet znovu.
Zabranime tomu tak, Ze si zajistime, Ze tato nahrada pro-
béhne jen a pouze na zacatku programu. Nejprve potiebu-
jeme, aby se ani ANO ani NE nevyskytovaly na vstupu, ale to
jsme si uz osetfili vySe. Zkonstruujeme si tedy nasledujici
pravidla pro vSechny znaky vstupni abecedy (kde # zastu-
puje libovolny znak abecedy na vstupu, S je po¢atecni stav
a @ je néjaky specidlni znak, ktery neni jinde pouzity):

“# — QS#
Q@ANO — ANO
ONE — NE

Prvni pravidlo nam zajisti to, ze k pridani poc¢atecni pozice
hlavy uz nikdy znovu nedojde (protoZe neexistuje piidéva-
ci pravidlo s ~@ na levé strané), a druhé a tfeti pravidlo
nam odstrani tento specidlni znak z vystupu. Také je nutné
upravit pravidlo na pfidavani mezer na zacatek fetézce, aby
zachovavalo pozici @, ale to je uz malickost. Prevod je tedy
timto hotov.

Ukol 4 — dodélavky

Zbyva zamyslet se nad slozitosti. Na kazdou aplikaci pravi-
dla Turingova stroje provedeme pravé jednu aplikaci pfepi-
sovaciho pravidla, takze by se mohlo zdat, Ze slozitost obou
bude stejna. Prepisovaci programy ovsem musi na konci vy-
poctu smazat cely fetézec, takze pokazdé bézi alespon line-
arné s délkou vstupu (kdezto Turingiiv stroj muze skoncit
tfeba po prvni aplikaci pravidla pfechodem do koncového
stavu).

Mizeme tedy prohlasit, ze pfepisovaci program ma stejnou
slozitost jako Turingtv stroj, vzdy ale nejméné linearni s ve-
likosti vstupu.

Pokud bychom méli pfevod demonstrovat na pfikladu s vy-
vazenou posloupnosti z prvniho dilu serialu, tvoril by hlavni
¢ast programu pouze mechanicky prepis pravidel Turingova
stroje na pravidla pfepisovaciho programu. To jisté kazdy
zvladne sam.

Mimo nich budeme potfebovat pravidla, kterd nam na za-
¢atku vlozi do fetézce hlavu, a pravidla, kterda nam na konci
vymazou zbylé znaky.

A to je mili pratelé z druhé série vSe. Pieji vdm hodné
zdaru i v dalSich dilech seridlu pfi potykani se s dalsimi
zajimavymi vypocetnimi modely.

Jirka Setnicka
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Vysledkova listina druhé série dvacatého Sestého roéniku KSP
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