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29. rocnik

Mili resitelé a resitelky!

Zima se sice letos nevzdévala lehce a snih nas piekvapil jesté v dubnu, ale ted uz snad bude teplota aZ
do léta jenom rust. A spoleéné s rostouci teplotou ndm na informatické zahradce vyrostlo par novych

uloh, o které se s vami chceme podélit.

Nachystejte si tedy své zahradnické nacini a pojdte se s ndmi vrhnout na posledni sérii tohoto skolniho

roku!

A pripomindme, ze kazdému feSiteli, ktery v tomto rocniku z kazdé série dostane alesporn 5 bod,
darujeme KSP propisku, blok, placku. Pokud jste tedy vytrvali pfes predchozi série, tak zachovejte

pracovni nasazeni i v této posledni letosni sérii!

Termin série: Pondéli 29. kvétna v 8:00

KSP

Kvéten 2017

Odevzdavani:

Pies web na adrese |https://ksp.mff.cuni.cz/submit /|

Odmeéna série:

Sladkou odménu posleme kazdému, kdo z této série ziska alespon 29 bodu.

Pata série dvacatého devatého roéniku KSP

Naposledy se vratime k nasim udatnym hrdinum, se kte-
rymi jsme se potkali uZ v pruni a treti sérii. Opustili jsme je
potom, co zazZehnali problém s drakem, a chystali se vydat
ddle na sever, aby zjistili, kdo za tim vsim stoji.

* * *

Sirovi Warinovi, ¢lenovi Alvarezova tadu, pravé koncila
hlidka. UZ dva dny pozorovali hrad, kam je dovedly zdpisky
v deniku z jeskyne s drakem, a dosli k tomu, Ze tu musi byt
néjaky velmi silny temny mdg.

» Vyddame se dovnitt,“ ekl Warin ostatnim, ,ale nejdrive
ddme védét krdli. Gorfe, muzes pripravit postovniho holu-
ba?“ obratil se s dotazem k jejich lucistnikovi a nadanému
zlodéji. ,A my ostatni,“ podival se na kouzelnici Rheu a na
mladého rytite Liana, ,se zatim pripravime na proniknuti
témi tajnymi chodbamsi.“

Gorf prikyvl a sel chystat holuba. Poslat zprdvu holubi
postou ale nebylo jen tak, bylo potreba napldnovat, kudy
md putovat.

10 bodu

29-5-1 Holubi posta

Skupina hrdind potfebuje co nejrychleji poslat zpravu
W1l holubi postou do hlavniho kralovského mésta. Je to ale
velka vzdalenost, takze je potieba zpravu poslat pres néko-
lik mezilehlych mést, kde se vzdy vyst¥idaji holubi.

Hrdinové maji mapu kralovstvi jako graf, ve kterém vrcho-
ly jsou mésta a hrany znaci, mezi jakymi mésty je moz-
né zpravu poslat (hrany jsou orientované). Kazd4 hrana je
ohodnocené ¢asem, jak dlouho trva holubovi ptelet.

Ale aby to nebylo tak jednoduché, tak z kazdého mésta
neodesilaji zpravy nonstop, ale odesilaji je jen v pracovni
dobu této postovni stanice. Pokud ptileti holub v pribéhu
pracovni doby, je zprava hned predana dal, pokud ale prileti
mimo pracovni dobu, je zprava odeslana dal az s opétovnym
zahéajenim pracovni doby.

Pro kazdé mésto budete mit zadané pravidelné intervaly
pracovni doby a vasim tkolem je v této siti holubi posty
napldnovat casové nejkratsi cestu mezi zadanym startem
a kralovskym hlavnim méstem.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku dostanete pocet mést IV,
pocet hran M, index pocateéniho mésta S (indexujeme od

nuly) a index kralovského mésta K. Poté bude na dalsich
N téadcich néasledovat popis mést a jejich pracovni doby a na
dalsich M ftadcich pak popis hran. Vsechny casové tdaje
jsou v celych hodinach a pokud holub pfileti na konci pra-
covni doby, tak je také zprdva odesldna jesté hned (tedy
pracovni dobu bereme véetné koncovych hodin). Prvni ho-
lub vyléta vzdy v case 0.

Na i-tém Fadku popisujicim mésta je zadany popis mésta ¢
jako trojice Cisel interval;, delka;, offset; udavajici interval,
po jakém se opakujici pracovni doby, délku pracovni doby
a offset, s jakym je zac¢atek prvni pracovni doby posunuty.
Tedy naptiklad popis 5 2 1 znamena, Ze pracovni doba je
mezi hodinami 1 az 3 (offset 1 a délka 2) a opakuje se po
5 hodinéch (tedy dalsi je mezi hodinami 6 az 8, dalsi pak
11 az 13 atd.). Vzdy bude platit, Ze délka i offset budou
maximalné tak velké, jako interval.

Popis hran je jednoduchy, na j-tém tadku popistt hran je
trojice ¢isel a, b, h udavajici, ze j-ty holub leti z mésta a do
mésta b a trva mu to h hodin.

Formdt vystupu: Na prvni fadek vystupu vypiste délku ces-
ty v hodinach, na druhém fadku pak vypiSte mezerami od-
délenou posloupnost mést (véetné prvniho a posledniho),
kterymi tato nejkratsi cesta vede.
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I kdyz doby ¢istého letu pies vrchol 3 jsou kratsi, tak zde
hiife vychézi pracovni doba v mezilehlém mésté (odeslani
z mésta 3 by probéhlo az v Case 21, kdezto z mésta 1 odlétne
holub jiz v ¢ase 12).
Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.
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Holub se zprdvou na noze odlétl do podmraceného nebe
a ¢ty dobrodruzi se vydali lesem ke vstupu do jeskyni pod
hradem. Vsimli si, Ze skrz hradni brdnu sice chodi mnoho
skreti, ale jeskynnt vstup pouZivaji i Tizné tajemné postavy
v pldstich.

Jeskyné byla osvétlend pochodnémi a nikdo ji nehlidal,
ale kousek za vstupem byla velkd brdna. A ten, kdo ji zkon-
struoval, se pravdépodobné vyzZival v roztodivngch zamcich,
podobné jako u truhlice v draci jeskyni. Tady to vypadalo
trochu, jako kdyby zdamek zkonstruovali trpaslici — byly to
ruzné natazené drdty, po kterych preskakovaly modré jiskry
magie.

Rhea vytdhla ukotisteny denik a zacetla se do néej. Minuty
ubthaly a oba rytiTi pozorneé sledovali okoli, jestli se odnékud
nevynoti néjoky skret. I Gorf zacinal byt nejisty a Zmoulal
v ruce pripraveny $ip. Ndahle Rhea nalezla sprdvnou pasdz
a odcitovala ,Nejtenci na kaZdém kruhu, ten pozbyt mad byt
svych druhi.“

Kdyz se pozorné podivali na dvere, skutecné spatrili, Ze
kazdy drdt je jinak tlusty a kaZdy se dd odpojit.

29-5-2 Odcykleni zamku 11 bodu

Hrdinové se opét dostali k podivnému zamku. Tento zamek
vypada tak, Ze se skldda z mnoha vrchold propojenych dra-
ty, po kterych preskakuji magické vyboje. Kazdy drat mé
né&jakou svoji tloustku.

Podle pokynti z deniku je potieba odpojit néjaké draty tak,
aby zanikly vSechny cykly.

Neni to ale tak jednoduché, v kazdém cyklu lze vzdy odpojit
jen ten nejtenéi drat (jinak by se obihajici mana vyzkrato-
vala a to nikdo nechce).

Najdéte tedy néjakou posloupnost drati, které budete od-
pojovat a které ve chvili odpojeni musi byt tim nejtencim
dratem (nebo jednim z vice nejtenc¢ich dratd) na alespoii
jednom cyklu.

Jak uz bylo feceno vySe, miize existovat vice dratu se stej-
nou tloustkou a Feseni tedy nemusi byt jednoznacné. Ne-
musi byt dokonce jednoznac¢né ani v poc¢tu drati, které je
potfeba odpojit. Stac¢i najit jedno libovolné feSeni.
Napriklad pro nasledujici graf:

D 3 C

E 3 A

je spravnym FeSenim odebrat hrany napf. v potadi AC' (nej-
kratsi na ACDEA), BC, BD. Jinym spravnym pofadim
muze byt BC, ED, BD.

Rhea jednou omylem sahla na jinyg nez nejtenct drat a do-
stala rdnu, po které€ ji na pdar minut ochrnula pravd ruka.
Pak si ale jiz davala pozor a brana se pred nimi po odpojent
posledniho z drdti pomalu otevrela. Opatrne prosli dovnitr
a dostali se po pdr metrech na rozcesti chodeb. Brdana se za
nims zase neslysné uzavrela.

Z jedné strany se ozval hluk, a tak se hrdinové ukryli
na chvili do malé jeskyné na strané. Za par sekund okolo
preklusala mald skupinka skreti, takZe se hrdinové mohli
vydat ddl.

Pod hradem bylo celé bludisté chodeb. Kryti maskovacim
kouzlem wvyslechli rozhovor skreti, kteri se bavili o nejlepsi
technice sekdni hlav, pozdéji zase schovdni za hromadou su-
du sledovali skupinku mdagu odéngch v cerném, jak provddéji
néjaky okultni ritudl. Bylo tu mnoho skfeti, o néco mensi
pocet goblinii, zahlédli i skupinu trolli a sem tam se mih-
lo par temnych mdgu. Néktere cdsti jeskyni kypély Zivotem,
takze se k nim radsi moc nepribliZovali, v jingch cdstech se
zase tdhly dlouhé temné chodby bez Zivota. V jedné takové
se po par hodindch posadili nad rychlym jidlem.

»Néjaké napady, kde by mohl byt jejich vidce? ekl po-
tichu Warin, kdyz ukusoval chleba. , Ve skreti ¢dsti ne, té€ se
ti temni mdgové vyhybaji,“ premyslel Lian, ,ale jinak ne-
mam ani potuchy, je to tu moc rozlehlé. A navic jsme jen
Ctyri, tézko se budeme nékam probijet!“

»Hmm. .. a co nékoho unést? Promluvi, jd uz ho k tomu
néjak prinutim!“ potézkal Gorf svij lovecky niz. ,Zadrz,
madm lepsi Tesent,“ zastavila ho Rhea, ,umim namichat sé-
rum pravdy.“

Rychle dojedli a vydali se zpdtky k obydlenym castem
jeskyni. Vyhlédli si jednoho osamoceného mdga a opatrné
ho sledovali. Kdyz zasel do bocni chodby, byl jejich. Gorf
k nému rychle priskocil a pritiskl mu naZ pod krk: ,,Pohni
prstem a je po tobé!“ sykl. Dotahli ho ddl od obydlenych
casti a Rhea zacala michat své lahvicky.

29-5-3 Sérum pravdy 8 bodi

Kouzelnice Rhea by potfebovala namichat sérum pravdy,
aby od zajatého temného maga zjistila dilezité informace.

Jednou z ingredienci je i rosa sbirand o pulnoci. Ale musi
ji byt spravné mnozstvi a co je jesté dulezitéjsi, tak se ne-
d4 bezmyslenkovité michat rosa z ndhodnych noci. Pokud
uz se néjakda musi michat, tak jediné z nékolika po sobé

navazujicich noci.

Rhea m4 ted pfed sebou postavenou fadu lahvicek s kapka-
mi rosy nasbiranymi kazdou noc. Vzhledem k vaze zajatého
maga vi, ze bude potfebovat mnozstvi co nejblizsi K kap-
kéam rosy.

Pomozte ji vybrat tisek lahvicek, které daji dohromady sou-
Cet kapek nejvice se blizici zadanému K (obsah kazdé lah-
vicky je potfeba pouzit cely). Z nékterych noci také miize
byt v lahvicce jen rosnd mlha (lahvicky s obsahem 0 kapek),
ale ty je potfeba uvazit taky.

Priklad: Napriklad pro K = 12 a lahvicky s pocty kapek
15,3,6,0,4,0,0, 7, 8 existuje vice optimalnich feSeni. Jedno
z nich je vzit ¢tyfi lahvicky 3,6,0,4 se souctem 13, jinym
fesenim je tieba vzit lahvicky 4,0,0,7 se souctem 11.



Po poddani séra pravdy temny mdg promluvil a povédél
jim o malo pouZivané cesté k jejich vidci. Sice je na této
cesté cekaji asi né€jaké pasti, ale aspon se nebudou muset
probijet skrz hordy skretd.

Uspaného temného maga nechali v temném kouté a vy-
dali se cestou podle jeho rad. Opatrné prekrocili nékolik
nataZenych lan spoustéjicich samostiily ve sténdch a postu-
povali dal. Po chvili se zeptedu zacaly ozyvat divné klapave
zvuky. Pritisknuti ke stéendm se pliZili opatrné ddl, nezZ se
dostali na okraj vétsi jeskyné.

Pred nimi se jim naskytla podivand na spoustu ozube-
nych kol a rotujicich kotoucu s ostrymi cepelemi, které jim
zahrazovaly cestu na druhou stranu. Také tu stdl stary dulni
vozik, ktery se dal roztlacit po kolejich skrz rotujici cepele.

29-5-4 Rotujici ¢epele 11 bodua

Dobrodruzi se potiebuji dostat na druhou stranu mistnosti
plné rotujicich éepeli. Cepele rotuji piili§ rychle na to, aby
mezi nimi $lo probéhnout, ale po podlaze mistnosti vedou
koleje a mohou se pokusit projet skrz dilnim vozikem.

Dulni vozik lze rozjet néjakou rychlosti (z rozsahu mini-
mélni a maximalni rychlosti voziku) a touto rychlosti pak
projede celou mistnost{ (nemiize uz brzdit ani zrychlovat).

Kazdéa z rotujicich ¢epeli je postavena kolmo na smér jizdy,
ma néjakou vzdalenost od zacatku jeskyné a vime pro ni
délky intervald, kdy je ji bezpeéné projet a kdy ne (ty se
periodicky opakuji, protoze ¢epel rotuje stale stejnou rych-
losti). V ¢ase 0 jsou vSechny ¢epele na zac¢dtku svého bez-
pecného intervalu.

Vymyslete postup, ktery pro zadané cepele a zadanou mi-
nimalni a maximalni rychlost voziku najde jednu rychlost,
kterou vozik zvladne projet skrz vSechny c¢epele az na dru-
hou stranu jeskyné (vozik vzdy vyrazi z bodu 0 v ¢ase 0),
nebo rozhodnéte, Ze takovou rychlost nalézt nejde.

Napiiklad méjme vozik s rozsahem rychlosti 1,5 az 4m/s
a dvé ¢epele. Prvni ma bezpecny i nebezpecny interval dlou-
hy 2s a je vzdalena 12m. Druha mé bezpecné okno 5s,
nebezpecéné 3s a je vzdalena 36 m.

V tomto ptipadé je spravnym feSenim napi. rychlost 3m/s.
Pii ni projedeme prvni Cepeli v ¢ase 4s (tésné na zacat-
ku druhého bezpe¢ného okna) a druhou v ¢ase 12s (uvnitf
bezpec¢ného intervalu od 8s do 13s).

Jingm spréavnym feSenim je rychlost 2m/s.

Na druhé strané si vsichni oddychli, trefit spravnou chvili
na prujezd skrz cepele nebylo snadné.

Z konce jeskyné stoupaly nahoru dlouhé tocité schody.
Vydali se po nich opatrné nahoru. Po néjaké chvili se sté-
ny jeskyné zmenily v stény z kamennych kvadri, to kdyz
vystoupali aZ do samotného hradu. Po chvili je jejich kroky
zavedly do malé mistnosti, na jejimz opacném konci byly
kamenné dvere a vedle nich socha zndzornujici sfingu.

, Vitej u dveri. .. Beliarovych. .. kolik... podob mdm?“
precetl Lian otdzku napsanou starymi runami nad hlavou
sfingy. ,,Co to znamend?“

,V dentku o tom nic nent, ale je tady jedna dlouhd za-
Sifrovand pasdz,“ odpovédéla Rhea.

»A nepomize ndm védét, Ze je v ni zapsand tahle otdz-
ka?“ napadlo Gorfa. Rhea se zamyslela a zadivala se na
zasifrovany text. . .

29-5-5 ZasSifrovany text 12 bodu

V deniku se nachazi dlouhd pasaz zaSifrovana pomoci Vige-
nerovy §ifry. Ta funguje tak, ze vezme dlouhou zpravu a né-
jaky (typicky kratsi) kli¢ a Sifruje jednotlivé znaky zpravy
do posunutych abeced. Posun abecedy pro konkrétni pis-
meno vzdy uréi odpovidajici znak kli¢e — pokud Sifrujeme
k-té pismeno zpravy, Sifrujeme do abecedy posunuté tak,
aby zac¢inala na k-ty znak klice (tedy pokud je k-ty znak
Zpravy a, je posunutd abeceda stejné jako normélni). Pokud
je zprava delsi nez kli¢, tak kli¢ opakujeme dokola.

Ukézka zpravy zasifrované pomoci klice beliar:

vitejudveribeliarovych
+ beliarbeliarbeliarbeli
= wmemjlezpzisfptirfwcnp

Prolomit Vigenerovu Sifru bez néjaké dalsi informace je do-
cela tézké. Nastésti nasi hrdinové znaji vétu, ktera by se ve
zpravé méla objevit, a navic vi, ze tato véta je fadové delsi
nez klic.

Vymyslete algoritmus, ktery pro danou zasifrovanou zpravu
a pro vétu, kterd se v puvodnim textu vyskytuje, nalezne
kli¢, kterym lze zpréavu deSifrovat. Tim myslime najit néja-
ky kli¢, jehoz odectenim od zaSifrované zpravy dostaneme
zpravu, ve které se nékde vyskytuje zadana véta.

Pokud je délka klice K, mate slibeno, ze délka znamé véty
bude alespoii K2. Pro nékteré texty a véty milZe existovat
vice TeSeni, mizete vybrat libovolné z nich.
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Skutecné, po chvili snaZeni se jim diky odhadnuté véte
povedlo pasdZ deSifrovat a nalézt v ni odpovéd. Po jejim
vyréent se dvere se skripotem otevrely. Skrz dvere se dostali
do velké mistnosti obehnané gobeliny.

Nez se vsak stihli rozkoukat, ritila se k nim vysokd posta-
va v Cerném pldsti, okolo které vyzatovala rudd aura. ,,Co
tu delate!?!“ zahiimal hlas, ktery vibec neznél jako z tohoto
svéta. To musel byt vidce skietich hord, temny mdg Beliar!

Nez stihli zareagovat, vrhl k nim Beliar blesk. Gorf na
posledni chvili uskocil a blesk rozstipl kamennou zed za jeho
zddy. Odletujict ulomky kamene na chvili vyvedly z rovno-
vahy i samotného Beliara a daly tak nasi skupince cas se
rozptylit po mistnosti.

Gorf vyslal nékolik sipu, ale ty se odrazily o silovy stit,
ktery Beliar okolo sebe vytvotil. Z boku mistnosti se zacali
hrnout skreti, a tak Warin s Lianem wvybehli tim smérem
mdvaje meci a pusobice zmatek a zdésent.

Kouzla létala vzduchem. Ani Rhea, ani Beliar neméli nad
tim druhym navrch, ale Rhee rychle dochdzely sily. Drzela
svtj ochranny stit a pokousela se sestavit z dostupnijch sil
co nejsilnéjsi kouzlo.




29-5-6 Nejsilnéjsi kouzlo 10 bodu

15 bodu

Kouzelnice Rhea bojuje s magem Beliarem a potiebovala by
seslat zvl45t mocné kouzlo. Mocnd kouzla se ¢tou ze svitki
a v tomto typu kouzleni vétSinou plati, ze ¢im je kouzlo
delsi, tim je také silngjsi. A ta nejsilnéjsi kouzla maji ¢asto
i n&jaké specialni vlastnosti, tieba ze jsou palindromy (tedy
Ze se stejné ¢tou ze zacatku i z konce).

Vymyslete algoritmus, ktery v zadaném textu (posloupnosti
pismen) najde nejdelsi palindrom (v pfipadé vice nejdelsich
palindromi libovolny z nich).

Priklad: V textu aasqaanaaqqaaert je nejdelSim palindro-
mem qaanaaq o délce 7 znaki.

Ani Beliar ale nezahdlel. Tésné pred tim, nez svoje kouzlo
meéla pripravené Rhea, vyslal svoje kouzlo k ni. Warin vse
sledoval jako ve zpomaleném filmu. Jak Beliar zvedd ruku
s holi. Jak se on sdam odrdZi z paty a mecem rozpolcuje
jednoho skreta vedvi. Jak se na Beliarovych prstech tvori
koule magie. Citil vlastni stit a to, jak bézi a skace. A pak
st magickd koule nasla jeho stit a rozprskla se o néj. ..

* % Kk

Probudil se a okolo bylo nesnesitelné svétlo. Zamrkal.
Pak jesté jednou a okolo se zacaly vynotovat obrysy mist-
nosti. Mistnosti, kde svddéli boj. Ale ted tu bylo ticho. Tedy
skoro.

»INo tys ndm dal. Myslim, Ze budes potrebovat novy stit,“
smdla se radosti Rhea, nad kterou se sklanél jeste Gorf.
Warin se podival doli na své spalené brneni a na zbytky
pokrouceného kovu, které byvaly stitem z mithrilu. Ruka ho
pekelné bolela, ale hybat s ni mohl. ,Co se... ?¢

,, Vyhrali jsme. To, jak jsi vlétl do toho kouzla, bylo hroz-
né hrdinské, ale hrozné nezodpovédné,“ pokdarala ho Rhea,
»ale dal jsi mi cas dokoncit kouzlo a tim porazit Beliara.
Po zhroucent jeho sil se rozpadl na prach a vSechny skrety
jako by popadl amok. Zacali se zabijet navzdjem. Lian jesté
cisti tohle patro, ale myslim si, Ze jsme vyhrdli.“

S Gorfem pomohli Warinovi na nohy a vydali se k balko-
nu. Lian se k nim vzdpéti pripojil a spolecné vysl ven. Dole
se od hradnich bran jesté vzdalovaly malé skupinky skreti.
Potom, co zmizela vile ovlddajici je, utikali zpdtky domd.
Severni zemé byly (aspori nyni) zachrdnény, a to diky této
udatné skupince hrdini.

Jejich cestu s vami sledoval

Jirka Setnicka

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/vyhledavaci-stromy
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29-5-7 Stromy v pohybu
Q Vitejte u posledniho dilu stromového seridlu. Propukne
v ném malé revoluce: chystdme se porusit predpoklad
ze vSech predchozich dill, Ze cely strom zndme na zacatku
vypoctu a pak uz jeho tvar zastava naveky stejny. Postupné
vybudujeme datovou strukturu, kterd bude umét udrzovat
obecny les a stromy libovolné spojovat a rozdélovat. Bude
inspirovana Link-Cut Trees od pant Sleatora a Tarjana.

Opakovani vyhledavacich stromu

Podobné jako jsme diive reprezentovali cesty pomoci inter-
valovych stromi, ted vyuZijeme bindrni vyhleddvact stromy
(BVS). Pokud jste se s nimi je$té nesetkali, nahlédnéte do
kuchafky o vyhled4vacich stromech.!

Aby bylo jasné, kdy mluvime o ptvodnich stromech a kdy
o BVS, pomoci nichz ptuvodni stromy reprezentujeme, bu-
deme vrcholim BVS fikat uzly.

Predstavme si binarni vyhledéavaci strom, v némz je ulo-
Zena, jistd mnozina ¢isel z1 < ... < x,. Pokud tato cisla
chceme vypsat od nejmensiho do nejvétsiho, miazeme BVS
projit rekurzivné v takzvaném in-orderu: kdykoliv vstoupi-
me do néjakého uzlu u, nejprve rekurzivné projdeme levy
podstrom, pak vypiseme ¢islo v uzlu u, a nakonec rekurziv-
né projdeme pravy podstrom.

Nyni k BVS pridame takzvané externi uzly: kdykoliv néja-
kému uzlu stromu chybi syn, pfipojime na misto tohoto sy-
na novy uzel. Strom jsme tedy opatfili jesté jednou vrstvou
listt (kdyz si pfedstavite reprezentaci stromu v programu,
externi uzly budou na mistech pivodnich NULL pointeri).

Zajimavou vlastnosti externich uzli je, ze odpovidaji inter-
valtim mezi éisly v internich (ptivodnich) uzlech. Skutecéné:
pfi hledani libovolného ¢isla z intervalu (z;, 2,11) dopadnou
vsechna porovnani v internich uzlech stejné, takze skonc¢ime
v tomtéz externim uzlu.

Pfi in-orderovém priichodu stromem tedy za¢neme v nejle-
véjsim externim uzlu (ten odpovida intervalu (—oo,z1)) a
pak se pravidelné stiidaji interni a externi uzly, az skonc¢ime
v nejpravéjsim externim uzlu, tedy intervalu (z,,, +00).

Casto se nam bude hodit najit nejmensi ¢islo ulozené ve
stromu. K nému dojdeme tak, Ze se z kofene vydame sta-
le doleva. Kdyz uz to nejde dal, nachazime se v minimu:
vSechny prvky, pfes néz jsme prosli, jsou vétsi, a stejné tak
v8e, co lezi od nich doprava. Casova slozitost této operace
je zjevné linedrni v hloubce stromu.

Ukol 1 [2b]: Vymyslete, jak v BVS nalézt ndslednika zada-
ného uzlu. Tim myslime uzel s nejmensim ¢islem, které je
vétsi nez to zadané. Dosdhnéte slozitosti linedrni s hloub-
kou stromu. Muzete predpokladat, ze kazdy uzel si kromé
ukazateld na své syny pamatuje i ukazatel na otce.

Splay stromy

Jelikoz operace s BVS trvaji linearné s hloubkou stromu,
musime stromy udrzovat vyvazené — tehdy maji pfijemnou
logaritmickou hloubku. Existuje mnoho zpiisobt vyvazova-
ni (tfeba AVL stromy nebo &erveno-&erné stromy), my ten-
tokrat zvolime jeden ponékud netradi¢ni: takzvané splay
stromy.

Jejich tplny popis naleznete v Medvédové knizce? v kapitole
o amortizaci. Zde si vystacime se zakladnimi principy.
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Kdykoliv budeme pracovat s néjakym uzlem u, ,,vyrotuje-
me“ ho do kofene stromu. Této operaci se fikd splayovdani
uzlu u, a kdyz se udéla spravné (viz knizka), zabrafiuje de-
generaci stromu. Obcas se sice mize stat, ze néjaky uzel
bude hodné hluboko, takze pfistup k nému bude pomaly.
Ale a7 na néj sdhneme, splayovani dlouhou cestu rozkosati
a dalsi operace budou zase rychlé.

Obecné plati, Ze jedno splayovani mize trvat az O(n), ale
posloupnost jakychkoliv k po sobé jdoucich splayovani trva
O(nlogn + klogn). Dlouhodobé se tedy splayovani chové,
jako by mélo logaritmickou slozitost (fikdme, Ze je amorti-
zované logaritmicke).

Nyni si rozmyslime, jak se ve splay stromu hledd mini-
mum. Pujdeme stile doleva doli, jako v obecném BVS,
a az dorazime do minima, vysplayujeme ho do kofene. Hle-
dani minima trvalo linearné s hloubkou minima a stejné tak
splayovani. OvSem splayovani je amortizované logaritmic-
ké, takZe pro hledani minima to musi platit také. (Muzeme
si také predstavit, ze jsme priichod jednotlivymi hranami
shora dolti nati¢tovali jejich priichodu zdola nahoru béhem
splayovéni, ¢imz jsme splayovéni zpomalili konstanta-krat.)

Ukol 2 [1b]: Zkombinujte hledani naslednika z prvniho tiko-
lu se splayovanim tak, aby mélo amortizované logaritmickou
slozitost.

Ted zkusime splay stromy rozdélovat a spojovat. Mé&jme né-
jaky uzel u a chceme strom rozdélit na dva stromy: v jed-
nom budou hodnoty mensi nez v uzlu u, v druhém ty vétsi.
Samotny uzel u zmizi. Zatimco v AVL stromech by to byla
docela obtizné, ve splay stromu je to trivialni: vysplayuje-
me u do kofene a vSimneme si, ze vSechny mensi hodnoty
jsou momentalné v levém podstromu pod u a vSechny vétsi
v tom pravém. Staci tedy u smazat.

Spojovani je jesté jednodussi: dostaneme néjakou hodno-
tu z a dva stromy — v prvnim budou vSechny hodnoty mensi
nez x, v druhém vétsi. Vytvorime novy uzel s hodnotou z,
ktery se stane kofenem nového stromu. Jako levého syna mu
pripojime kofen prvniho stromu, jako pravého syna kofen
druhého.

Rozdélovani a spojovani mizeme napiiklad pouzit ke vkla-
dani a mazani hodnot. Tyto operace ale prekvapivé nebu-
deme potfebovat.

Reprezentace cest

Splay stromy (SS) nyni vyuZijeme k reprezentaci cest. Uva-
zujme né&jakou orientovanou cestu s vrcholy vy, . . ., vg, mezi
nimiz vedou hrany eq, ..., ex. Vytvorime BVS s k internimi
uzly, ve kterych sice nebudou ulozena zidna ¢isla (uvidi-
me, Ze to viibec nevadi), ale jejich in-orderové poradi bude
odpovidat hranam cesty. Pak priddme externi uzly, které
budou odpovidat k + 1 vrcholim cesty. Pfi in-orderovém
prichodu tedy budeme navstévovat postupné

Vo, €1, V1, €2,V2,...,Vk—1, €k, Vk-

Cestu se ¢tyfmi hranami mtzeme popsat tfeba takto:

Postupné ukazeme, jak v této reprezentaci provadét nékte-
ré zakladni operace se souborem cest. Pro kazdou cestu si
poridime jeden SS a zapamatujeme si, kterému vrcholu a
hrané cesty odpovida ktery uzel SS.

Jesté si rozmyslime okrajové piipady: cesta o jedné hrané
je reprezentovana SS s kofenem (to je ta hrana), pod nimz
visi dva extern{ uzly (krajni vrcholy hrany). Jednovrcholova
cesta bez hran odpovida degenerovanému SS, jenZ nemé
interni uzly a samotny kofen je externi.

Nyni operace:

® Path(v) — zjisténi, do které cesty patii vrchol v: najdeme
odpovidajici externi uzel SS a vystoupame z néj az do
korene SS.

First(p) — nalezeni prvniho vrcholu dané cesty: sta¢i najit
minimum pfislusného SS, tedy jit porad doleva. Symet-
ricky Last(p) pro posledni vrchol.

Next(v) — nalezeni naslednika vrcholu (to je hrana, ktera
vede z v déle po cesté). Najdeme pfislusny externi uzel x
ve SS a pujdeme do jeho naslednika v in-orderu. Podobné
Nezt(e) pro naslednika hrany, coz je vrchol, a Prev(z) pro
predchtidce vrcholu ¢i hrany.

Split(e) — rozdéleni cesty na dvé odebranim hrany e. K to-
mu pouzijeme uz popsané rozdéleni SS na mensi a vétsi
prvky.

Split(v) — rozdéleni cesty odebranim vrcholu v a hran,
které se ho dotykaji. Samotné v odpovida externimu uz-
lu SS, takze ho nelze jen tak smazat. Ale mizeme najit
Prev(v) a Next(v), coz jsou hrany pfed a za v, a tyto hra-
ny smazat. Tim se cesta rozpadne na t¥i ¢asti: vSe pred v,
vSe za v a samotné v. Sta¢i tedy smazat tfeti ¢ast (ta mé
pouze externi kofen).

Join(p1, p2) —spojeni dvou cest hranou (za konec cesty p;
pfiddme novou hranu a na ni napojime zac¢étek cesty ps).
K tomu staci zalozit novy uzel SS odpovidajici nové hrané
cesty a jako syny tohoto uzlu pripojit kofeny obou SS.

Reverse — otoc¢eni orientace cesty (posledni vrchol se sta-
ne prvnim a naopak). Do kaZzdého uzlu SS ulozime znaé-
ku, zda je v celém podstromu pod timto uzlem proho-
zend leva a prava strana. Kdekoliv v podstromu miize
byt samoziejmé dalsi znacka, ktera strany opét prohodi.
Znacky budeme vyhodnocovat liné: kdykoliv pii opera-
cich se SS dojdeme do vrcholu se znackou, prohodime
v ném ukazatele na syny a znegujeme znacky v synech.
Na samotnou operaci Reverse pak sta¢i znegovat znacku
v kofeni.

Ukol 3 [2b]: Navrhnéte operaci pro spojeni dvou cest za
krajni vrcholy. Posledni vrchol prvni cesty tedy splyne s prv-
nim vrcholem druhé cesty.

Ukol 4 [3b]: Navrhnéte, jak reprezentaci cest upravit, aby si
u hran pamatovala i celociselné ohodnoceni. Chceme umét
operace ,nastav hrané e ohodnoceni z“ a ,zjisti minimum
z ohodnoceni hran mezi vrcholy u a v*.

Dynamicka dekompozice na cesty

Nyni vymyslime, jak z cest sklddat obecné stromy. Inspiru-
jeme se dekompozici na lehké a tézké hrany z minulého dilu,
ale tentokrat nebudou druhy hran urceny velikostmi pod-
stromtl, nybrz historii struktury, tedy posloupnosti operaci,
které jsme zatim provedli.



Strom zakofenime a vsSechny hrany zorientujeme smérem
do kotene. Hrany rozdélime na tlusté a tenké. Kterd hra-
na bude tlustd, si mtizeme vybrat libovolné, ale musime
dodrzet, ze do kazdého vrcholu vede nejvyse jedna tlustéd
hrana. Tlusté hrany tedy hraji podobnou roli jako tézké
hrany v HLD, tenké jako lehké.

Tlusté hrany proto tvoii cesty (orientované smérem ke ko-
feni) a kazdy vrchol leZi na pravé jedné tlusté cesté (mozné
na trividlni jednovrcholové). Z horniho vrcholu tlusté cesty
mize vést tenka hrana, kterou je cesta napojena k nadia-
zené tlusté cesté.

Kazdou tlustou cestu budeme reprezentovat jiz popsanym
zplisobem pomoci splay stromu. Posledni vrchol cesty w
(v pivodnim stromu lezi nejvyse, ve splay stromu je to nej-
pravéjsi externi uzel) si bude pamatovat informace o tenké
hrané do nadfazené cesty: vrchol tparent(w), do néjz ten-
k& hrana vede. Vede-li tlustd cesta az do kofene, polozime
tparent(w) = 0.
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Nyni definujeme operaci Ezpose(v). Jejim tkolem je pie-
stavét reprezentaci stromu tak, aby z v do korene vedla
tlusta cesta, a navic byl vrchol v jejim zacatkem. Budeme
postupovat takto:

1. p + Path(v)
2. Pokud First(p) # v:

3. e+ Prev(v)
4.  Rozdélime p operaci Split(e) na cesty p; (dolni) a ps
(horni).

5. tparent(Last(py)) < v

6. p<p2

7. Dokud tparent(w) # 0, kde w = Last(p):
8. x <+ tparent(w)

9

q + Path(x)
10.  Pokud First(q) # :
11. f < Prev(x)
12. Rozdélime ¢ operaci Split(f) na cesty ¢; (dolni)
a g2 (horni).
13. tparent(Last(q1)) < x
14. q < Q2
15.  p « Join(p,q)

Kroky 2 az 6 oSetiuji ptfipad, kdy v neni nejniz§im na své
tlusté cesté p. Tehdy tuto cestu rozdélime na dvé, které pro-
pojime tenkou hranou. V krocich 7 az 15 cestu p postupné

rozSifujeme az do kotene: dokud jesté nevede do kofene, je
pripojena tenkou hranou pod néjaky vrchol x lezici na ji-
né tlusté cesté g. V krocich 10 az 14 zafizujeme, aby = byl
nejnizsim na ¢ (jinak cestu ¢ rozdélime). Jakmile = je nej-
nizsi, muzeme cesty p a ¢ propojit do jediné tlusté cesty a
pokracovat vys.

Na nésledujicim obrazku vidime vysledek Ezpose(u):

Také se ndm bude hodit operace Fvert(v), kterd strom pte-
kofeni do vrcholu v. To se provede snadno: nejprve zavola-
me Ezpose(v), ¢imz zafidime, aby mezi v a starym kofenem
vedla jedna tlusta cesta, a tu pak operaci Reverse obratime.

Nyni ukazeme, jak udrzovat les zakofenénych stromt a pro-
vadét operace s jejich strukturou. Kazdy strom bude repre-
zentovany vyse uvedenym zpiisobem pomoci tlustych cest
spojenych tenkymi hranami.

® Root(v) — vrati kofen stromu, ve kterém se nachézi vr-
chol v. Jednoduse provede FEzpose(v) a pak se pomoci
Last zeptéa na posledni vrchol vzniklé tlusté cesty.
Parent(v) — vrati otce vrcholu v (nebo ), pokud v je ko-
fen). Pokud néaslednik Nezt(v) na p¥islusné tlusté cesté
neni @), vratime tohoto naslednika. Jinak z v vede tenka
hrana, takZze vratime tparent(v).

Cut(v) — neni-li v kofen, pferusi hranu mezi v a jeho
otcem, ¢imz strom rozdéli na dva. Mize naptiklad provést
Ezpose(v) a pak Split vzniklé tlusté cesty ve vrcholu v.

Join(u,v) — je-li u kofen jednoho stromu a v libovolny
vrchol jiného stromu, spoji oba stromu pridanim hranu
z u do v. Na to staci nastavit ¢parent(u) + v. Pokud
chceme piidat hranu mezi dvéma vrcholy, které nejsou
koreny, sta¢i pouzit Evert a jeden ze stromu prekorenit.

Sleator s Tarjanem dokézali, ze operace Expose ma amorti-
zovanou slozitost O(logn). Dukaz tohoto tvrzeni je bohuzel
mimo moznosti naseho ivodniho textu. Je ale jasné, ze z to-
ho plyne, Ze i ostatni operace s dynamickymi stromy maji
amortizované logaritmickou ¢asovou slozitost.

Ukol 5 [4b]: Upravte dynamickou dekompozici, aby si u kaz-
dé hrany pamatovala i jeji celo¢iselné ohodnoceni. Chceme
umét operace ,nastav hrané e ohodnoceni xz* a ,zjisti mi-
nimum z ohodnoceni hran na cesté mezi vrcholy v a v“.

Ukol 6 [2b]: Navrhnéte datovou strukturu pro inkrementél-
ni udrzovani minimalni kostry. Na pocatku mame graf bez
hran a postupné ptriddvame ohodnocené hrany. Po kazdém
pridani chceme zjistit, jak se zménila minimalni kostra.

Martin ,Medved“ Mares



Recepty z programatorské kucharky: Rekurzivni funkce a dynamické programovani

Rekurzivni funkce je takova funkce, kterd p¥i svém béhu
vola sama sebe, ¢asto i vice nez jednou. To typicky vede na
exponencialni ¢asovou slozitost algoritmu.

Dynamické programovani je technika, kterou lze z poma-
lého rekurzivniho algoritmu vyrobit pékny polynomialni,
tedy az na vyjimecné piipady. A jako ukézku si piedsta-
vime algoritmus, ktery nalezne délky nejkratsich cest mezi
kazdymi dvéma mésty na mapé.

Ale neptedbihejme, nejdiive se podivame na jednoduchy
priklad rekurze.

Fibonacciho ¢isla

Budeme pocitat n-té ¢islo Fibonacciho posloupnosti. To je
posloupnost, jejiz nulty ¢len je nula, prvni je jednicka (Fy =
0, F; = 1) a kazdy dalsi ¢len je souctem dvou piedchozich
(F,=F,_1 + F,,_2 pro n > 1). Za¢ina takto:

011 2 3 5 8 13 21 34 55 89

Pro nalezeni n-tého ¢lenu (v naSem znaceni F),) si napiSe-
me rekurzivni funkci £ib(n), kterd bude postupovat presné
podle definice — zept4 se sama sebe rekurzivné, jaka jsou dvé
predchorzi ¢isla, a pak je seCte. Mozna vice fekne program:
def fib(n):
if n ==
return O
elif n ==
return 1
else:
return fib(n-1) + fib(n-2)

To, jak funkce vola sama sebe, si mizeme snadno nakreslit
tfeba pro vypocet cisla Fj:
Fs

Vidime, ze se program rozvétvuje, coz tvori strom volani.
V kazdém vrcholu tohoto stromu travime konstantni cas,
takze Casova slozitost celého algoritmu je az na konstantu
rovna poctu vrcholtl tohoto stromu. Kolik to je, spocitame
jednoduchou tvahou.

Kazdy vrchol stromu vraci hodnotu, kterd je souc¢tem hod-
not v jeho synech. Proto je hodnota v kofeni rovna souctu
hodnot v listech. V listech jsou ovSem jednicky (Fi a F3),
takze listt musi byt pravé F,, a vSech vrcholti dohromady
aspon Fj,.

Proto na spocitani n-tého Fibonacciho ¢isla spotfebujeme
¢as alesponi takovy, kolik je ono ¢islo samo. Ale jak velké
takové F,, vlastné je? Miizeme tfeba vyuzit toho, ze

Fo=F, 1+ F, 2> 2'Fn72a
z ¢ehoz indukei dokazeme

F, > 2"/? pro n > 6.

Funkce Fibonacci mé tedy alespon exponencialni ¢asovou
slozitost, coz neni nic vitaného.

Jak najit efektivnéjsi algoritmus? VsSimneme si, ze nékte-
ré podstromy jsou shodné. Ziejmé to budou ty ¢asti, které
reprezentuji vypocet stejného Fibonacciho ¢isla — v nasem
prikladé tfeba tretiho. Tyto vypocty opakujeme stale do-
kola.

Nenabizi se proto nic snazsiho, nez si jejich vysledky ulozit
a pak je kdykoliv vytahnout jako povéstného kralika z klo-
bouku® s minimem namahy.

Bude nam k tomu stacit jednoduché pole P o n prvcich,
které na pocatku inicializujeme hodnotami znacicimi ne-
spocitané hodnoty. Kdykoliv budeme chtit spocitat néktery
¢len, nejdiive se podivame do pole, zda jsme ho jiz jednou
nespocetli. A naopak jakmile hodnotu spocitdme, hned si
ji do pole poznamenéme:
P = [None] * (MaxN + 1)
P[0] = 0; P[1] =1
def fibonacci(n):

if P[n] is None:

P[n] = fibonacci(n-1) + fibonacci(n-2)
return P[n]

Podivejme se, jak vypada strom volani nyni:

Na kazdy ¢len posloupnosti se tentokrat ptame maximal-
né dvakrat — k vypoctu ho potiebuji dva nasledujici ¢leny.
To ale znamena, Ze funkci Fibonacci zavolame maximélné
2n-krat, ¢ili jsme touto jednoduchou tpravou zlepsili expo-
nencialni sloZitost na lineérni.

Zdalo by se, ze abychom ziskali ¢as, museli jsme obétovat
pamét, ale to neni tak iplné pravda. V prvnim piikladu si-
ce nepouzivame zadné pole, ale pfi volani funkce si musime
zapamatovat nékteré idaje, jako je tfeba navratova adresa,
parametry funkce a jeji lokalni proménné, a na to samot-
né potfebujeme urcité pamét linearni s hloubkou vnofeni,
v nasem piipadé tedy linedrni s n.
Urcité véas uz také napadlo, ze n-té Fibonacciho ¢islo se da
snadno spocitat i bez rekurze. Staci si prvky posloupnosti
poditat postupné od zac¢atku — kdykoliv zndme Fy i (vSech-
ny prvky posloupnosti az do indexu k), dokdzeme snadno
spocitat i F41:
def fibonacci2(n):
if n ==
return 0O
a=0;b=1
while n > 1:
(a, b) = (b, a+b)
n-=1
return b

Pravé zde je zminka o kralicich pfihodna. Legenda o Fibonacciho ¢islech vypravi, ze k jejich objevu doSlo pfi vyzkumu
rozmnozovani kralikti, kdy prvni dva mésice mél 1 par, dalsi mésic mél 2 pary, pak 3, pak 5, ...



Zopakujme si, co jsme postupné udélali — nejprve jsme vy-
mysleli pomalou rekurzivni funkci, kterou jsme zrychlili za-
pamatovavanim si mezivysledkt. Nakonec jsme ale celou re-
kurzi ,obratili naruby* a mezivysledky pocitali od nejmen-
$tho k nejvétsimu, aniz bychom se starali o to, jak se na né
puvodni rekurze ptala.

V pripadé Fibonacciho ¢isel je samoziejmé snadné prijit
rovnou na nerekurzivni feseni, a diky pamatovani si jen po-
slednich dvou hodnot snizit i pamétovou sloZitost na kon-
stantni.

Zminény obecny postup zrychlovani rekurze nebo rovnou
feseni ulohy od nejmensich podproblémid k tém nejvétsim
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dynamického programovani. Ukazeme si dalsi problém fesi-
telny touto technikou.

Problém batohu

Je ddno N pfedmétti o hmotnostech my, ..., my (celoéisel-
nych) a také &islo M (nosnost batohu). Ukolem je vybrat
nékteré z predmeétu tak, aby soucet jejich hmotnosti byl co
nejvétsi, ale pritom neprekrocil M. Pfedvedeme si algorit-
mus, ktery tento problém fesi v ¢ase O(MN).

N4s algoritmus bude pouzivat pomocné pole A[0. .. M] a je-
ho ¢innost bude rozdélena do N krokt. Na konci k-tého
kroku bude prvek A[i] nenulovy pravé tehdy, jestlize z prv-
nich k predmétii 1ze vybrat predméty, jejichz soucet hmot-
nosti je presné 1.

Pfed prvnim krokem (po nultém kroku) jsou vSechny hod-
noty A[¢] pro ¢ > 0 nulové a A[0] mé néjakou nenulovou
hodnotu, feknéme —1.

Vsimnéme si, jak kroky algoritmu odpovidaji podilohém,
které fesime — v prvnim kroku vyresime podilohu tvofenou
jen prvnim predmétem, ve druhém kroku prvnimi dvéma
predméty, pak prvnimi tfemi pfedméty atd.

PopiSme si nyni k-ty krok algoritmu. Pole A budeme pro-
chézet od konce, tj. od i = M. Pokud je hodnota A[i] stale
nulové, ale hodnota A[i —my] je nenulové, zménime hodno-
tu ulozenou v A[i] na k (pozdéji si vysvétlime, pro¢ zrovna
na k).

Nyni si rozmyslime, Ze po provedeni k-tého kroku odpo-
vidaji nenulové hodnoty v poli A hmotnostem podmnozin
z prvnich k pfedmétt (podmnoZina je v podstaté jen vybér
néjaké ¢asti predméti).

Pokud je hodnota A[i] nenulovd, pak bud byla nenulova
pred k-tym krokem (a v tom piipadé odpovidd hmotnosti
néjaké podmnoziny prvnich k —1 pfedmétit), anebo se stala
nenulovou v k-tém kroku.

Potom ale hodnota A[i —my] byla pfed k-tym krokem nenu-
lova, a tedy existuje podmnozina prvnich k£ — 1 predmét,
jejiz hmotnost je ¢ — my. Pfidanim k-tého predmétu k té-
to podmnoziné vytvorime podmnozinu predmétt hmotnosti
presneé i.

Naopak, pokud lze vytvofit podmnozinu X hmotnosti ¢
z prvnich k pfedméti, pak takovou podmnozinu X lze bud
vytvotit jen z prvnich k — 1 pfedméti, a tedy hodnota A[i]
je nenulova jiz pred k-tym krokem, anebo k-ty predmét je
obsazen v takové mnoziné X.

Potom ale hodnota A[i — my] je nenulova pfed k-tym kro-

kem (hmotnost podmnoziny X bez k-tého prvku je i —my)
a hodnota A[i] se stane nenulovou v k-tém kroku.

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy
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Po provedeni vsech N kroka odpovidaji nenulové hodno-
ty A[i] pfesné hmotnostem podmnoZin ze vSech pfedméti,
které mame k dispozici. Specidlné nejvétsi index iy takovy,

podmnoziny predmétt, kterd neprekro¢i hmotnost M.

Nalézt jednu mnozinu této hmotnosti také neni obtizné:
V k-tém kroku jsme ménili nulové hodnoty v poli A na
hodnotu k, takze v Alip] je uloZeno ¢islo jednoho z pfed-
méti néjaké takové mnoziny, v Alig — m 4] ¢islo dalsiho
predmétu atd. Zdrojovy kéd tohoto algoritmu lze nalézt na
dalsi strané.

Casova slozitost algoritmu je O(NM), nebot se sklada
z N krokd, z nichz kazdy vyzaduje ¢as O(M). Paméfova
slozitost ¢ini O(N + M), coz pfedstavuje pamét potiebnou
pro uloZeni pomocného pole A a hmotnosti danych pred-
meét.

Cviceni a poznamky

® Proc¢ pole A prochazime pozadu a ne popredu?

e Slozitost algoritmu vypadéa jako polynomidlni, ale to je
trochu podvod. Zavisi totiz na hodnoté M. Pokud tu-
to hodnotu na vstupu zapiseme obvyklym zpiisobem, te-
dy v desitkové nebo dvojkové soustavé, pouzijeme fadoveé
log M cifer.

Nase M proto bude vzhledem k délce vstupu az exponen-
ciadlné velké. To je typicky ptiklad takzvaného pseudopo-
lynomidlniho algoritmu — tedy takového, jenz je vzhledem
k hodnotam na vstupu polynomidlni, ale k délce vstupu
exponencialni. Podrobnosti si muzete precist v kuchafce
o t&zkych tlohach.*

Jiz existujici proménné:

N - poet predmétd

M - hmotnostni omezeni

hmotnosti - pole hmotnosti dilcéich predmétd

A =[0] *M

Af0] =1
for k in range(N):
for i in range(M, hmotnost[k]-1, -1):
if (A[i-hmotnost([k]] != 0) and (A[i] == 0):
Afi] k
i M
while A[i] ==
i-=1
print ("Maximdlni hmotnost: {}" .format(i))
print ("P¥edméty v mnoziné:", end="")
while A[i] != -1:
print (" {}" .format(A[i]), end="")
i = i - hmotnost[A[i]]
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Nejkratsi cesty a Floyduav-Warshallav algoritmus

Nas dalsi priklad bude z oblasti grafovych algoritmi, ale
zkusime si jej nejdfive Tici bez graf:

Bylo-nebylo-je N mést. Mezi nékterymi dvojicemi meést ve-
dou (obousmérné) silnice, jejichz délky jsou dédny na vstu-
pu. Predpokladame, Ze silnice se jinde nez ve méstech ne-
potkavaji (pokud se k¥izi, tak mimouroviiové).

Ukolem je spoéitat nejkratsi vzdalenosti mezi viemi dvoji-
cemi mést, tj. délky nejkratsich cest mezi vSemi dvojicemi
mést. Cestou rozumime posloupnost mést takovou, ze kazda
dvé po sobé nasledujici mésta jsou spojené silnici, a délka
cesty je soucet délek silnic, které tato mésta spojuji.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/tezke-problemy

V grafové terminologii tedy méame dany ohodnoceny neori-
entovany graf a chceme zjistit délky nejkratSich cest mezi
vSemi dvojicemi jeho vrcholi.

Pujdeme na to nasledovné — vzdélenosti mezi mésty jsou
na zacatku algoritmu ulozZeny ve dvourozmérném poli D,
tj. DIi][j] je vzdalenost z mésta i do mésta j. Pokud mezi
mésty i a j nevede zadn4 silnice, bude D[i][j] = oo (v pro-
gramu bude tato hodnota rovna néjakému dostatecné vel-
kému ¢islu).

V prtibéhu vypocétu si budeme na pozici D[i|[j] udrZovat
délku nejkratsi dosud nalezené cesty mezi mésty ¢ a j.

Algoritmus se sklddd z N fazi. Na konci k-té faze bude
v DIi][j] uloZena délka nejkratsi cesty mezi mésty i a j,
kterda muze prochazet skrz libovolna z mést 1,..., k.

V pribéhu k-té faze tedy staci vyzkouset, zda je mezi mésty
i a j kratsi stavajici cesta pres mésta 1,...,k—1, jejiz délka
je ulozena v D[i][j], nebo nova cesta pfes mésto k.

Pokud nejkratsi cesta prochézi pres mésto k, miizeme si ji
rozdélit na nejkratsi cestu z ¢ do k a nejkratsi cestu z k
do j. Délka takové cesty je tedy rovna D[i|[k] + D[k][J].

Pokud je soucet D[i|[k]+D[k][j] mensi nez stévajici hodnota
Dli][], nahradime hodnotu na pozici D[i][4] timto souétem,
jinak ji ponechame.

Z popisu algoritmu pfimo plyne, ze po N-té fazi je na pozici
DJi][j] uloZena délka nejkratsi cesty z mésta ¢ do mésta j.

Protoze v kazdé z N fazi algoritmu musime vyzkouset vsech-
ny dvojice i a j, vyzaduje kazda faze éas O(N?). Celkova
¢asova slozitost nageho algoritmu tedy je O(N?3). Co se pa-
méti tyce, vystacime si s polem D a to m4 velikost O(N?).

Program bude vypadat nasledovné:

for k in range(N):
for i in range(N):
for j in range(N):
if dlil[k] + dlk][j] < d[il[j]:
dlil[j] = dlil k] + d[k][j]

Popisme si jesté, jak bychom postupovali, kdybychom kro-
mé vzdalenosti mezi mésty chtéli nalézt i nejkratsi cesty
mezi nimi.

To 1ze jednoduse vyftesit naptiklad tak, Ze si navic budeme
udrzovat pomocné pole E[i|[j] a do néj pfi zméné hodnoty
Dli][j] (pfi zméné v k-té fazi je to ¢islo k).

Mame-li pak vypsat nejkratsi cestu z ¢ do j, vypiSeme nej-
prve cestu z i do Eli][j] a pak cestu z E[i][j] do j. Tyto
cesty nalezneme stejnym (rekurzivnim) postupem.

Poznamky

® Popis algoritmu vyslovené svadi k zaludné otazce: Jak vi-
me, Ze spojenim dvou cest, které provadime, vznikne zase
cesta (tj. Ze se na ni nemohou né&jaké vrcholy opakovat)?
To samoziejmé nevime, ale vSimnéme si, Ze kdykoliv by
to cesta nebyla, tak si ji nevybereme, protoze ptvodni

cesta bez vrcholu k£ bude vzdy krats$i nebo alespon stejné
dlouhé. . .

Tedy dokud se v nasi zemi nevyskytuje cyklus zapor-
né délky. To bychom méli pridat do predpokladd naseho
algoritmu, kdybychom byli pedanti (ale hrany zaporné
délky stale dovolujeme, jen nesmi utvorit cyklus se za-
pornym souétem).

® Pozor na poradi cykld — program vyslovené svadi k to-
mu, abychom psali cyklus pro k jako vnitini... jenze pak
samoziejmé nebude fungovat.

Cviceni

e Jak by algoritmus fungoval, kdyby silnice byly jedno-
smérné?

e Hodnoty v poli si prepisujeme pod rukama, takze by se
nam mohly poplést hodnoty z predchozi faze s témi z faze

soucasné. Ale zachrani nés to, Ze ¢isla, o kterd jde, vyjdou
v obou fazich stejné. Proc?

Nejdelsi spoleéna podposloupnost

Posledni priklad dynamického programovani, ktery si pred-
vedeme, se bude tykat posloupnosti. Méjme dvé posloup-
nosti ¢isel A a B. Chceme najit jejich nejdelsi spolecnou
podposloupnost (NSP), tedy takovou posloupnost, kterou
muzeme ziskat z A i B odstranénim nékterych prvkia. Na-
priklad pro posloupnosti

A=233123223112
B=32213122331223

je jednou z nejdelsich spoleénych podposloupnosti tato po-
sloupnost:

C=23122312.

Jakym zptisobem muzeme takovou podposloupnost najit?
Nejdiive nés asi napadne vygenerovat vSechny podposloup-
nosti a ty pak porovnat.

Jakmile si ale spoc¢itame, Ze vSech podposloupnosti posloup-
nosti o délce n je 2™ (kazdy prvek nezavisle na ostatnich bud
pouZzijeme, nebo ne), najdeme radéji néjaké rychlejsi feseni.

Zkusme vyuzit nasledujici myslenku: vyfeSime tento pro-
blém pouze pro prvni prvek posloupnosti A. Pak najdeme
feSeni pro prvni dva prvky A, pfi¢emz vyuZijeme piedcho-
zich vysledkt. Takto pokracujeme pro prvni tfi, ¢tyfi, ...
az n prvku.

Nejprve si rozmyslime, co vSechno si musime v kazdém kro-
ku pamatovat, abychom z toho dokazali spocist krok nasle-
dujici. Uré¢ité ndm nebude stacit pamatovat si pouze nejdel-
§1 podposloupnost, jenze mnozina vsech spole¢nych podpo-
sloupnosti je uz zase moc velka.

Podivejme se tedy detailnéji, jak se zméni tato mnozina
pfi pfidani dalsiho prvku k A: VsSechny podposloupnosti,
které v mnoziné€ byly, tam ztistanou a navic ptibyde nékolik
novych, koncicich pravé pridanym prvkem.

Ovsem my si podposloupnosti pamatujeme proto, abychom
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je casem rozsifili na nejdelsi spole¢nou podposloupnost.



Takze pokud zname néjaké dveé stejné dlouhé podposloup-
nosti P a ) koncici nové pfidanym prvkem v A a vime, Ze
P konéi v B dfive nez @, staci si z nich pamatovat pouze P.

V libovolném rozsifeni Q-cka totiz miazeme @) vymeénit za P
a ziskat tim stejné dlouhou spole¢nou podposloupnost.

Proto si staci pro jiz zpracovanych a prvka posloupnosti A
pamatovat pro kazdou délku [ tu ze spoleé¢nych podposloup-
nosti A[1...a] a B délky [, kterd v B kon¢i na nejlevéjsim
mozném misté. Dokonce ndm bude stacit si misto celé pod-
posloupnosti ulozit jen pozici jejtho konce v B. K tomu
pouzijeme dvojrozmeérné pole Dia,l].

Jesté si dovolime jedno malé pozorovani: Koncové pozi-
ce ulozené v poli D se zvétsuji s rostouci délkou podpo-
sloupnosti, ¢ili Dla,l] < D[a,l + 1], protoze posloupnosti
délky [ + 1 nejsou ni¢im jinym nez rozsifenimi posloupnos-
ti délky [ o 1 prvek.

Ted jiz vypodet samotny. Pokud uz zndme cely a-ty fadek
pole D, miZeme z néj ziskat (a + 1)-ni faddek. Projdeme
postupné posloupnost B. KdyZ najdeme v B prvek Ala +
1] (ten pravé pfidavany do A), muiZeme rozsifit vSechny
podposloupnosti kondéici pfed aktudlni pozici v B.

Nas bude zajimat pouze ta nejdelsi z nich, protoze rozsire-
nim vsech kratsich ziskdme posloupnost, jejiz koncova pozi-
ce je vétsi nez koncova pozice nékteré posloupnosti, kterou
jiz zname. Rozsifime tedy tu nejdelsi podposloupnost a ulo-
Zime ji misto pavodni podposloupnosti.

Toto provedeme pro kazdy vyskyt nového prvku v posloup-
nosti B. V§imnéme si, ze nemusime prochéazet pole s pod-
posloupnostmi stale od zacatku, ale mizeme se v ném po-
souvat od nejmensi délky k nejvétsi.

Ukéazeme si, jak vypada zaplnéné pole hodnotami pfi feSeni
problému z naSeho prikladu. Abychom nemuseli listovat,
tak si zde zadani prikladu uvedeme jesté jednou — hledame
NSP téchto dvou posloupnosti:

A=233123223112
B=32213122331223

Nyni uz slibené tabulka znazoriiujici vypocet. Radky jsou
pozice v A, sloupce délky podposloupnosti.

D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 - - - - - - - - - - =
21 5 - - = = = = = = = =
3 1.5 9 - —-— - - - - = = =
4 1 4 6 11 - —-— — — - - = =
5 1 2 5 7 12 - - — - - = =
6 1.2 3 7 9 14 - - — - - =
T 1 2 3 7 8 12 - - - - - -
8§ 1.2 3 7 8 12 183 - — — — —
9 12 3 5 8 9 13 4 - - — -—
001 2 3 4 6 9 11 14 - — — -—
11 2 3 4 6 9 11 14 - - — -—
21 2 3 4 6 7 11 12 - — — —

Zbyva popsat, jak z téchto dat zvladneme rekonstruovat
hledanou nejdelsi spoleénou podposloupnost (NSP).
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Ukéazeme si to na nasem prikladu — jelikoz posledni nenulové
¢islo na poslednim fadku je v 8. sloupci, méa hledana NSP
délku 8.

DJ[12,8] = 12 ik, ze posledni pismeno NSP je na pozici
12 v posloupnosti B. Jeho pozici v posloupnosti A uréuje
nejvyssi radek, ve kterém se tato hodnota také vyskytu-
je, v naSem pripadé je to fadek 12. Druhé pismeno tedy
budeme uréovat z D10, 7], tfeti z DI9, 6], atd.

Jednou z hledanych podposloupnosti je tedy:

poslupnost: 2 3 1 2 2 3 1 2
indexyvA: 1 2 4 5 7 9 10 12
indexyvB: 2 5 6 7 8 9 11 12

Jiz zbyva jen odhadnout slozitost algoritmu. Casové nejna-
ze dvou hlavnich cykld o délce |A| a |B|, coz jsou délky
posloupnosti A a B.

Vnofeny cyklus while prob&hne celkem maximélné |A|-krét
a Casovou slozitost ndm nezhorsi. Mazeme tedy fict, Ze ¢a-
sové slozitost je O(|A] - |BJ).

Posloupnosti jsme si prohodili tak, aby prvni byla ta kratsi,
protoze pak jsou maximalni délka spole¢né podposloupnosti
i pocCet kroku algoritmu rovny délce kratsi posloupnosti,
a tedy i velikost pole s daty je kvadrat této délky.

Pamétovou slozitost odhadneme O(N2+M), kde N je délka
kratsi posloupnosti a M té delsi.

# Nalteni posloupnosti s dovolenim vynechéame
if lenA > lenB: # v A bude kratsi

(A, B) = (B, B)

(lenA, lenB) = (lenB, lenA)
d = [[lenB] * lenA for i in range(lenA)]

maxLen = 0
for i in range(lenA):

1 =0
# Mame minimdlné to samé, co minule
if 1 > 0:

for j in range(lenA):
dlil [j] = d[i - 11[3]
for j in range(lenB):
if B[j] == A[il:
while i > 0 and d[i - 1][1] < j:

1+=1
if d[i][1] >= j:
dlfil 1] = j
maxLen = max(l + 1, maxLen)
j = lenA - 1

C = [None] * maxLen
for i in range(maxlen):
ii = maxLen - i - 1
while j > 0 and d[jl[ii] == d[j - 1][iil:
j-—=1
Ccliil = A[j]
j—=1
# Nyni je v C spoltend NSP posloupnosti A a B

Dnesni menu servirovali

Martin Mare$ o Petr Skoda



Vzorova resSeni ¢tvrté série dvacatého devatého ro¢éniku KSP

29-4-1 Odevzdavani pisemek

O tFech slibnych algoritmech

Za kol méame rozdélit zadanou posloupnost na dveé rostou-
ci podposloupnosti: ¢ervenou a modrou. Nabizi se nasledné
viceméné evidentni algoritmy. VsSechny zacnou se dvéma
prazdnymi posloupnostmi a postupné do nich budou prida-
vat jednotlivé prvky vstupu.

1. Na pocatku prohlasime cervenou posloupnost za aktivni.
Kazdy prvek vstupu se nejprve pokusime pridat na konec
aktivni posloupnosti, a kdyZz to nejde (uz by nerostla),
prohlasime za aktivni opac¢nou posloupnost a pridavame
nadale tam. Pokud prvek neptijde pridat ani do jedné
posloupnosti, ohlasime netspéch.

2. Kazdy prvek se nejprve pokusime ptidat na konec ¢erve-
né, a nejde-li to, zkusime to jesté na konec modré.

3. Pokud miizeme prvek pfidat jen do jedné posloupnosti,
udélame to. Pokud do obou, vybereme si tu, ktera konci
vétsim prvkem (prazdna posloupnost konéi prvkem —oo).
Konci-li obé stejné, vybereme si ¢ervenou.

Vsechny t¥i algoritmy bézi v linedrnim case a maji za sebou
néjakou slibnou mys$lenku. Ale prozradime vam, Ze pravé
jeden z nich nefunguje (pro nékteré vstupy selze), zatimco
zbylé dva jsou spravné. Na chvili se zastavte a zkuste pfijit
na to, ktery je ten Spatny.

Chvile napéti. .. nefunkéni je algoritmus 1. Dobéhneme ho
tfeba na vstupu 1, 10, 2, 11, 9. Nejprve da 1 a 10 do Cervené
posloupnosti, pak 2, 11 do modré a nakonec bezradné drzi
v ruce 9, kterd se nehodi ani do jedné. Korektni rozdéleni
pritom existuje: 1, 2, 9 a 10, 11.

Spoléhat se na intuici se nam tedy vymstilo. Spravnost zby-
Iych dvou algoritmil radsi poctivé dokézeme.

Preference prvni posloupnosti

Snazsi to bude s algoritmem 2. Pokud uspél, vydal urcité
korektni vystup: obé posloupnosti jsou po celou dobu vypo-
¢tu rostouci a kazdy prvek jsme do nékteré z nich umistili.
Nyni ukézeme, ze v pripadech, kdy algoritmus selze, zadné
korektni rozdéleni neexistuje.

Zastavme algoritmus v tom okamziku, kdy se pravé chysta
ozndmit neuspéch. Drzi v ruce néjaky prvek x, ktery je
mensi nebo roven konctim obou posloupnosti: ¢ervenému
konci ¢ a modrému konci m. Pak se podivejme do minulosti
na okamzik, kdy jsme pridavali prvek m. Tehdy jsme ho
nedali do Cervené posloupnosti, coz znamena, ze Cervena
konéila n&jakym prvkem ¢’ > m.

Na vstupu se tudiz vyskytly (v tomto pofadi) néjaké t¥i prv-
ky ¢ > m > z. Jenze at uz obarvime vstup dvéma barvami
jakkoliv, dostanou dva z téchto t¥i prvki stejnou barvu. To
znamena, ze posloupnost této barvy neni rostouci. Hotovo.

5 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/stromy
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Vétsi bere

Konecné se podividme na zoubek algoritmu 3. Dokazeme
o ném, ze vyda stejny vysledek jako algoritmus 2, jehoz
spravnost jsme uz ovérili.

V druhém algoritmu totiz plati, Zze Cerveny konec je stéle
vétsi nebo roven modrému konci. Vskutku: bud novy prvek
priddvame na konec ¢ervené posloupnosti (takZe Cerveny
konec jesté zvétsime), nebo to nejde, protoze novy prvek je
vétsi nebo roven cervenému konci, takze ho ucinime mod-
rym koncem a nerovnost stale plati.

Tteti algoritmus tedy pokazdé ucini stejné rozhodnuti jako
druhgy.

Martin ,Medved”“ Mares

29-4-2 Hraci automat

Ze vseho nejdiive si vSimnéme, ze nezalezi na tom, ze se jed-
né o kruhy. Celou situaci si také muzeme predstavit tak, ze
mame néjaké intervaly, pficemz u kazdého intervalu mame
danou z-ovou soufadnici, na které micek bude pokracovat
v padu, pokud spadne na tento interval. Za kazdy kruh
pak pridame dva takové intervaly — jeden odpovidajici levé
poloviné kruhu a jeden odpovidajici pravé poloviné kruhu.

Nyni bychom chtéli postavit datovou strukturu, ktera bude
umét odpovidat na nase dotazy. Budeme ji stavét odspoda
nahoru. Setfidime si vSechny kruhy podle y-ové souradnice
jejich stfedu a nyni je budeme chtit pridavat do nasi datové
struktury.

Abychom byli schopni rychle hledat, do kterého jiz vytvo-
feného intervalu spada dana z-ova soufadnice, a abychom
mohli intervaly priibézné meénit, budeme si vSe ukladat do
vyvéazeného vyhledavaciho stromu.®

Mizeme si vSimnout, ze intervaly pridané do stromu budou
disjunktni, takze je vzdy jasné, ktery ze dvou intervali je
vice vlevo, a mtzeme je tedy jednoduse porovnavat. K in-
tervalim si budeme také pfipisovat, na jaké x-ové pozici
kulicka vypadne, pokud na dany interval spadne.

Budeme prochéazet kruhy podle y-ové souradnice od nejmen-
§i. Nejdiive z vyhleddvaciho stromu odstranime intervaly,
které se celé nachéazeji pfimo pod aktualné zpracovavanym
kruhem. Ty, které pod néj sahaji jen castecné, upravime
tak, Ze je zkratime, aby pod néj uz nesahaly.

Pro kazdy kruh priddme dva intervaly — jeden od jeho stte-

du do jeho levého konce a jeden od stfedu do jeho pravého
konce. Mista, na kterych kuli¢ka pfi spadnuti na tyto dva
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intervaly vypadne, zjistime tak, Ze se rozestavéné datové
strukturu zeptame, kde micek vypadne, pokud ho vhodime
na levém, resp. pravém konci intervalu.

Dotaz nyni vypada tak, Ze pomoci vyhledavaciho stromu
zjistime, do kterého intervalu dany bod spadd, a vypisSe-
me x-ovou soufadnici, na které kulicka vypadne. Tu méme
predpoditanou, takze ndm to bude trvat jen O(log N) na
praci s vyhledavacim stromem, N znac¢i pocet kruhii.

Pokud se nam stane, ze zadana xz-ova soutfadnice nespada
do zadného intervalu, kulicka na zadny kruh nespadla a
vypadne na stejném misté, na kterém jsme ji vhodili.

Pii stavbé datové struktury budeme jednou tridit a udéla-
me O(N) operaci s vyhleddvacim stromem — kazdy interval
totiz nejvyse jednou pridame a nejvysSe jednou smazeme,
coz oboji trvd O(log N). Celkové ndm tedy pfedzpracova-
ni bude trvat O(N log N). Pfedpoc¢itana datova struktura
zabere O(N) prostoru.

Kuba Tétek

29-4-3 Vyhruzné dopisy

Nejprve si uvédomime, ze v této tloze ve skutecnosti
W1l Slo jen o to, rozdélit spravné zlo¢ince do dvou gangd.

Co od takového rozdéleni pozadujeme? Protoze kazdy dopis
odeslany né€kym z gangu A byl pfijat nékym z gangu B,
musel gang B celkem pfijmout pfesné tolik dopisti, kolik
jich gang A celkem odeslal. To samé musi platit v opacném
smeéru. Takovému rozdéleni budeme fikat vyvdZené.

Zatim odlozme, jak vyvézené rozdéleni najit. Ale pokud
bychom néjaké dostali, je uz snadné vyftesit zbytek tlohy.
Dopisy budeme zpracovavat pro kazdy smér zvlast, nejdiive
tfeba od A pro B.

Predstavme si tfeba nasledujici situaci: gang A ma tfi ¢le-
ny, ktefi poslali po fadé 2, 1 a 3 dopisy. Gang B ma dva
¢leny, ktefi pfijali 4 a 2 dopisy. Rozdéleni je ve sméru A—B
vyvazené: timto smérem bylo odeslano i ptijato 6 dopisti.

Pfi sestavovani vysledného multigrafu se ndm bude hodit
premyslet o ptlhrandch. Ty si lze predstavit tak, ze jsme
vzali néjakou orientovanou hranu a uprostied ji prestfihli.
Zbude vystupni pilhrana, kterd ma pocatecni vrchol, ale ne
koncovy, a vstupni pulhrana, jez ma naopak jen koncovy.

V naSem pfipadé maji vrcholy gangu A jednu vystupni
ptlhranu za kazdy odeslany dopis, v gangu B jednu vstupni
za kazdy prijaty:

il

as e——p

g

Ted stac¢i utvorit celé hrany tak, ze kazdou vystupni ptlhra-
nu sparujeme s jednou vstupni. Snadno si rozmyslite, Ze to
muzeme udeélat naprosto libovolné a vzdy ziskame korektni
feseni. Napriklad hladové pfi priichodu vrcholy obou gangt
v néjakém poradi (zde shora dold):

by
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Tim dostavame jedno mozné feseni: a; odeslal dva dopisy
b1, as jeden dopis by a ag poslal jeden dopis by a tii bs.

Obecny algoritmus by mohl vypadat tfeba takto:

1. Vlozime vsechny vrcholy gangu A do fronty Fs v li-
bovolném poradi, analogicky pro F.

2. U kazdého vrcholu u € Fy4 si pamatujeme ¢islo z(u):
kolik dopisti jesté zbyva danému ¢lovéku odeslat (resp.
pfijmout pro u € Fp). Na za¢atku jsou to ¢isla ze za-
dani.

3. Dokud nejsou obé fronty prazdné:

a < prvni prvek Fu, b < prvni prvek Fp

5. m < max(z(a), 2(b)) (maximalni pocet dopist, kte-

ré a je$té muZe poslat b)

6. Vypiseme ,a b m*“ (a poslal m dopisi b).

Snizime z(a) i z(b) o m.

8. Pokud nékterd z téchto hodnot klesla na nulu (¢lo-

vék uZ poslal véechny dopisy, které mél), vyradime
odpovidajici vrchol z fronty.

e

=~

Na konci musi byt vSechna z nulové a kazdy odeslal/piijal
tolik dopisi, kolik mél.

Po kazdém kroku odstranime alespon jeden vrchol z fronty,
takze vSe stihneme v ¢ase O(N) (kde N je pocet lidi). Cely
postup zopakujeme pro opa¢ny smér (dopisy od B pro A).

Hledéni vyvazeného rozdéleni

Oznacme si o; a p; pocet dopisit odeslanych, resp. pfijatych
i-tym Clovekem. Dale si pro néjakou mnozinu lidi X oznac-
me o(X) := >, x 0; celkovy pocet dopisii odeslanych ¢leny
této skupiny, analogicky p(X). Déle si ozna¢me V mnozi-
nu uplné vSech lidi ze vstupu. Aby viibec mohlo existovat
FeSeni, musi platit o(V) = p(V), tedy celkem bylo pfijato
stejné dopisi jako odeslano. Tento celkovy pocet dopist si
oznacime M.

Hledame rozdéleni lidi na dvé mnoziny A a B takové, Ze
o(A) = p(B) a p(A) = o(B). Vzhledem k tomu, Ze plati
o(A) 4+ o(B) = M a p(A) + p(B) = M, miZzeme podminku
vyvazenosti upravit na: o(A) = M —p(4), p(A) = M —o(A).
Staci najit podmnozinu A spliiujici tuto vlastnost. Obé tyto
podminky jsou ve skutecnosti jedna a ta sama:

o(A) + p(A) = M.

Jinymi slovy, rozdéleni je vyvazené pravé tehdy, kdyz celko-
vé mnozstvi dopist v obou smérech je pro oba gangy stejné.

Oznacme si proto jesté w; := 0;+p; celkové mnozstvi dopisi
odeslanych a pfijatych danym ¢lovékem a w(X) soudet w;
pro vSechny lidi v mnoziné X. Hleddme takovou mnozi-
nu X, pro kterou plati w(X) = M. To neni nic jiného nez
dobie znamy problém batohu (resp. dvou loupeznikii).6

K feseni pouzijeme obvykly algoritmus pro batoh, ktery je
popsan v nasi kuchafce o dynamickém programovani.”

Pokud dokazeme naplnit batoh predméty o celkové vaze
presné M, jim odpovidajici lidé tvori napf. gang B, zby-

7 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani
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tek gang A. Pokud batoh pfesné naplnit nelze, vyvazené
rozdéleni neexistuje.

Jaka je Casova slozitost? Algoritmus pro batoh potfebuje
¢as O(pocet predmétli - nosnost batohu), v nasem piipadé
O(N - M). Rekonstrukece hran trva v kazdém sméru O(N).
Dohromady si tedy vysta¢ime s O(N-M) ¢asua O(N + M)
paméti.

Program (C):

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-3.4

Filip Stédronsky

29-4-4 Policejni sit

Tentokrat jste nam poslali mnoho zcela odlisnych a povét-
Sinou zcela spravnych feseni. My se tu spolu nyni na par
pristupi podivame.

Nejprve si strom zakotfenime. Tedy vyberme si libovolny
vrchol a o ném prohlasime, zZe je to kofen. Poté muiizeme
rozdélit sousedy kazdého vrcholu na otce (ten soused bliz
kofeni) a syny (ostatni sousedé). VSechny vrcholy az na ko-
fen budou mit tedy jednoho otce. Konec¢né, jako podstrom
vrcholu v budeme chépat ¢ast stromu, kde je v, jeho synové,
synové jejich synt atd.

Podivejme se na néjaky dilezity vrchol. Pokud v jeho pod-
stromu neni zadny jiny dilezity vrchol, je zfejmé, Ze jeho
spojeni musi sméfovat pres otce. Toto pomérné jednoduché
pozorovani je klicové pro jeden pfistup k reseni.

Na zacatku totiz mizeme strom zbavit zbyteénych vétvi
(tj. takovych podstromt, které neobsahuji zadny dtlezity
vrchol — takovymi podstromy ani nemutze vést zadné du-
lezité spojeni), takZe listy (vrcholy bez syni) budou vzdy
dilezité vrcholy. Vime, ze od kazdého listu nyni musi vést
dtilezité spojeni pres jeho otce, otce jeho otce atd., dokud
nenarazime na rozcesti. Takto ke kazdému listu nakreslime
¢ast spojeni.

Jelikoz kazda vétev (tedy cesta k listu) je zakoncena dulezi-
tym vrcholem, jisté se nam v néjakém vrcholu potkaji ¢asti
nékolika spojeni. Pokud budou alespon tfi, vime, Ze pfes
toto rozcesti musi vést spojeni vsech téchto vrcholt. Pro-
toze ale mizeme spojit jen dva, spojeni tfetiho by muselo
prochéazet spojenim zbylych dvou, coz mame ale zakizano.
V takovémto pripadé tedy feseni neexistuje.

Pokud se setkaji spojeni dvou vrcholi, jednoduse témito
vétvemi spojime zminéné dva vrcholy a tyto vétve odstra-
nime. Stejné tak odstranime i nové vzniklou vétev bez di-
lezitych vrchold. Poté cely postup opakujeme.

Kdyz takto postupné odstranime vSechny vrcholy, znamena
to, ze jsme nasli sparovani pro vSechny dilezité pocitace.
Vsimneéte si, ze vzdy jsme vyznacovali pouze tu ¢ast spojeni,
o které jsme védéli, ze danymi hranami vést musi. Pokud
tedy TeSeni existuje, je jen jedno a nema smysl hledat dalsi.

Uz toto je spravny algoritmus. Jeho pomérné pfimocara
implementace ma ¢asovou slozitost O(N?). Pokud jej na-
piSeme Sikovné, muzeme vytvorit i optimalni feSeni, které
pracuje v ¢ase O(N). My se ale spole¢né podivadme na dalsi
feSeni, které je také optiméalni, ale navic se i dobfe imple-
mentuje.

~13 -

0d korene k synum

Na problém se podivame ted trosku opac¢né, misto toho
abychom feseni postupné budovali, tak se posadime na ko-
fen a predstavime si, Ze feSeni uz skoro mame. Konkrétné
budeme predstirat, Zze zname vSechna spojeni, ktera neve-
dou kofenem a navic, ze vime kterymi hranami sousedicimi
s kofenem musi vést spojeni (dle pravidel z pfedchoziho
odstavce).

Dokoncit toto FeSeni uz je hracka. Pokud kofen neni dilezi-
ty, staci postupovat podle pravidel, ktera uz zname. Pokud
jsou Castecna spojeni dvé, spojime je, pokud zadné, tak uz
jsme vlastné skondili s existujicim FeSenim a jinak FeSeni
neexistuje. Jestli kofen dulezity je, tak je naopak jediny
vyhovujici pfipad, kdyz mame pouze jedno dalsi ¢astecéné
spojeni, které se spoji s kofenem. Jakykoliv jiny pfipad zna-
mena, ze feSeni neexistuje.

Jenze jak si zafidit abychom toto vSechno védéli? Jedno-
duse se podivame na vsechny jeho syny a pouZzijeme tplné
stejny algoritmus — s jednou malou zménou. Pokud ze sy-
ni néjakého syna dostaneme jedno spojeni, nemusime jesté
héazet flintu do Zita, ale mizeme doufat, Ze toto netplné
spojeni jesté spojime pfes kofen, oznamime tedy kofenu, ze
z tohoto podstromu musi vést jedno spojeni.

Stejné tak v pripadé, ze tento syn nedostal ze svych syni
zadné spojeni a sam je dilezitym vrcholem. VSechny dalsi
pfipady bud znamenaji, Ze feSeni neexistuje nebo existuje
a ke kofenu nevede zadné spojeni.

Abychom ale algoritmus byli schopni spustit na néjakém
synovi, budeme muset stejny algoritmus pouzit pro jeho
syny, ty budou potfebovat pouzit algoritmus pro své syny
a tak do nekonecna. .. nebo alespon do té doby nez dojdeme
k listdm.

U listt uz nepotfebujeme nic vypocitavat pro jejich syny
(ani zaddné nemaji), ale pozadovand odpovéd je snadni.
V samotném listu nic nespojime, takze nas zajima pouze
to, zda vede od tohoto listu vys néjaké spojeni. A to pfimo
odpovida tomu, jestli je list dilezitym vrcholem, ¢i nikoliv.

Dostali jsme tedy pékné rekurzivni feseni. Jelikoz feSeni na
kazdém vrcholu stravi konstantné mnoho ¢asu (praci poci-
tani u vrcholu pfipoéitame jeho synim), tak ndm vychézi
celkova slozitost linearni.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-4.py

Janka Bdtoryovd € Dominik Smrz

29-4-5 Chybéjici spisek

Rozmysleme si, Ze tloha vyhledat prvni chybéjici ¢islo je
ekvivalentni s problémem, kde chceme najit v posloupnosti
nejvétsi interval éisel [0, k— 1] takovy, Ze zadné ¢éislo v tomto
intervalu nechybi. Prvni chybéjici ¢islo poté bude k.
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Dale si vSimnéme, Ze umime zjistit pouzitim pouze kon-
stantniho mnozstvi paméti, zda se v seznamu vyskytuje
kazdé ¢islo z intervalu [a,b]. Stadi linedrné projit seznam,
za kazdé relevantni nalezené ¢islo pricist vyskyt a nakonec
porovnat vysledek s b — a 4+ 1. Nam bude stacit a = 0.

Necht f(l) odpovidd na otdzku, zda seznam obsahuje vsech-
na ¢isla v intervalu [0,]. Potom tato funkce vypada tak, ze
f)=1prol=0,...,k—laprol=k,...,njejiz f(I) = 0.
Diky této pékné vlastnosti miizeme k binarné vyhledat.

Jestlize vime, Ze k se nachazi v intervalu [a, b], umime tento
interval upfesnit. Necht ¢ = ¢ pak se rozhodneme podle

f(e): o

e f(c) =1, tedy v intervalu [0, ¢] jsou v8echna ¢isla. Potom
k musi byt v intervalu [c + 1, b)].

e f(c) = 0, v intervalu [0, ¢] néco chybi. Tedy k najdeme
v intervalu [a, c].

Takto redukujeme interval [a, b] az dokud nedojdeme k rov-
nosti a,b. V takovém pfipadé jiz s jistotou vime, ze k je
presné a (nebo b).

Déle si rozmysleme, jaké nejvyssi ¢islo mutze chybét, pokud
mame n-prvkovy seznam. V pfipadé, ze zadné Cislo v se-
znamu nechybi, obsahuje kazdé ,hlavni“ ¢éislo z [0,n — 1].
Pokud v této posloupnosti najdeme ¢isla jind, potom urcité
néjaké ,hlavni“ ¢islo chybi. Toto ndm dava horni odhad na
hodnotu chybéjiciho ¢isla.

Samotny algoritmus tedy na zacatek projde seznam a spo-
Cita si pocet prvka n 4 1. Nejprve zkontroluje, zda vibec
néjaké c¢islo chybi tim, Ze spo¢itd f(n). Poté pouzitim ite-
race binarné vyhleda k pocinaje intervalem [0, n].

Casovou slozitost neni t&zké spocitat. Kazdy vypocet f(I)
trvd O(n) ¢asu. Kazdy krok bindrniho vyhleddvani zmensi
mozny interval o polovinu, nejvyse tedy provede O(logn)
krokti. Celkové ¢asova slozitost algoritmu ¢ini O(nlogn).

Nyni uZ jen ukdZeme, Ze pamétova slozitost je konstant-
ni. Jiz vime, Ze f(I) na odpovéd postali konstantni pamét.
U binarniho vyhledavani si sta¢i pamatovat interval [a, b]
a vysledek f(c). Jen je tfeba si dat pozor, Ze pouZiti rekurze
na ptileni intervalu by spotfebovalo ¢ast zasobniku pro kaz-
dé zavolani funkce a slozitost by vzrostla na O(logn). My
jsme vsak pouzili iteraci, kde tento problém neni, a tedy
pamétova slozitost je skutecné O(1).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/29-4-4.py

Viclav Koncicky

29-4-6 Nové sidlo

Kdyz fesime tlohu, u které poradné nevime, jak na to pu-
jdeme, osvédcilo se jiz mnohokrat rozmyslet si nejprve to
aplné nejpomalejsi pfimocaré Feseni, které nas napadne.

Zadani nam dava jeden zachytny bod — aspon jedna hrana
mnohotthelnikového sidla musi lezet pfimo na hranici po-
zemku. Zkusime tedy postupné vsechny hrany, pro kazdou
z nich si na chvili predstavime, ze pravé ona je tou hranicni,
a najdeme prislusny mnohothelniku opsany obdélnik.

Ze vsech takto nalezenych opsanych obdélnikt pak vybe-
reme ten nejmensi. U mnohouhelnika majictho O(M) hran

bude cely algoritmus trvat O(M - ¢(M)), kde ¢(M) je slo-
zitost vyhledani opsaného obdélnika.
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Odbocime tedy a vymyslime, jak najit mnohothelniku opsa-
ny obdélnik, vime-li, kterd jedna jeho hrana je na hranici
pozemku. Konkrétné hledame tf¥i primky, které se mnoho-
thelniku dotykaji, pficemz jedna z nich je rovnobézna se
zadanou hranou a dvé dalsi jsou kolmé.

Necht zadané hrana vede z vrcholu D lezicitho na soufadni-
cich (z4,yq) do vrcholu P = (xp, yp).

Nejprve najdeme rovnobézku, resp. staci ndm vzdalenost té
rovnobézky od zadané hrany (hleddme maximum). Na pa-
pife se rovnobézka vede snadno, pokud vam zrovna neujede
ruka, ale jak na to v pocitaci?

—
—

S = (xsuys) P
A Iy -t

D = (ﬂ%yd)

Vzdélenost bodu S na soufadnicich (zs,ys) od pfimky se
méfi na kolmici (teckované), coz je zéroven vyska v troja-
helniku DPS. Pro tu zname napiiklad vztah pro obsah troj-
thelnika S(DPS) = “ILP1 pigems dokdzeme jednoduse
spocitat obsahy okolnich trojihelniki DAS, SRP a PUD,
stejné jako obdélnika RUDA.

Zjevné plati, ze

S(DPS)+ S(DAS)+ S(SRP) + S(PUD) = S(RUDA)
Obsahy vyjadiime pomoci soufadnic boda D, P a S:

v-|DP| | (x5 — za)(ys — Ya) + (zp — 25)(Ys — Yp)
2 2 2
+ Lo 22O =00 (0 — )

v+ |DP| = za(yp — Ys) + 2p(Ys — Ya) + =s(Ya — Yp)
Vzdélenost v muze vyjit kladna nebo zdporna; vyjadiuje,
jestli je bod S vlevo nebo vpravo od pfimky DP. Na las-
kavém ctenafi ponechavame, aby se predveédcil, ze tentyz
vzorec je mozné aplikovat i pro jiné vzajemné polohy bodt
D, U, P,R,SaA.

Konstantni vzdalenost |DP|, kterou umime spocitat Py-
thagorovou vétou, zatim ponechdme nevyjadienou, nebot
miZe vyjit iraciondlni (narozdil od citatele, jehoz hodnota
je celo¢iselnd, nebot vSechny souradnice na vstupu jsou tak-
€z celd ¢isla). Kvili pfesnosti je vyhodné poéitat co nejdéle
s celymi cisly.
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Projdeme tedy vSechny vrcholy mnohotihelnika a pro kazdy
z nich si poznamename, jak je daleko od pfimky DP. Tim
nejvzdalenéjsim vede rovnobézné hrana opsaného obdélni-
ka, ktery hledame; oznacime si jej Q.

Nyni hledame dalsi dva vrcholy mnohouhelnika, kterymi
budou prochazet kolmé hrany opsaného obdélnika.

Za timto ucelem si poridime bod E jako otoceni bodu D
kolem bodu P o0 90° a budeme pocitat vzdalenosti vSech vr-
choltt mnohotihelnika od pfimky PFE. Bod, jehoz vzdalenost
od pfimky PFE pravé pocitame, si oznacime N.

®
E = (:L'euye)
\
\
Qo \
\
\
\
\
P = (m;myp)

D = (za,ya)

Te = Xp — (yp - yd); Ye = Yp + (xp - xd)
Ve vyse uvedeném vztahu pro v - |DP| nahradime body D
a S za body E a N a dostaneme:®

v |DP| = xe(yp —Yn) + Ip(yn —Ye) + Tn(Ye — yp)
Po dosazeni a algebraickych tpravach dostaneme jednodu-

chy vztah pro (orientovanou) vzdélenost bodu N od pfim-
ky EP:

v [DP| = (4 — 2p)(p — 2n) + (Ya = ¥p) (Up — Yn)
Najdeme-li tedy minimum a maximum této hodnoty, dosta-

neme vrcholy, kterymi prochazi dvé kolmé hrany opsaného
obdélnika.

Zbyvé spocitat obsah tohoto obdélnika:

S = ’U(Uénax - ’U;nin)

My sice nemame ulozené v a v’, ale jen jejich souéiny s |DP)|,
ale to nevadi; kdyz pouzijeme tyto soudiny misto v a v/,
dostaneme S - |[DP|?, coz je celé ¢islo, stejné jako |DP|2.
Vime tedy, ze S je raciondlni ¢islo (podil dvou celych ¢isel).

Pokud chceme pocitat ultra presné, ulozime si obé cisla
zv14st, tedy misto S si ulozime dvojici (S - |DP|?,|DP|?),
a pri hledani nejmensiho opsaného obdélnika pak muzeme
S-|DP|?
[DPJ?
rovnavani racionalnich é&isel.”

porovnavat zlomky S = algoritmem pro presné po-

Jak dlouho trva najit takovy obdélnik? Spocitat vzdéalenost
zabere konstantni ¢as, to budeme ¢init dvakrat pro kazdy
bod (jednou hleddme rovnobézku, podruhé kolmici) a ze
vzdalenosti budeme vybirat maxima a minima, celkem tedy
$(M) = O(M).

Tento pfimocary algoritmus nam tedy zabere pro cely mno-
hotihelnik O(M?) ¢asu. P¥i rozumné implementaci hled4ni

maxim a minim nam postaci konstantni mnozstvi paméti
navic, tedy O(M) véetné uloZeni vstupu.

Takovy algoritmus avSak neni nejrychlejsi. Predevsim si
mizeme vSimnout, ze pfi hledani rovnobézky vzdalenost
vrcholu nejprve roste a pak klesa; pii hledani kolmic nej-
prve roste, pak klesd a pak zase roste. Drobnou tpravou
binarniho vyhledavani dokazeme zrychlit vyhledani kolmic
a rovnobézky na O(log M); cely algoritmus tedy stihneme
v Case O(M log M).

Jde to v8ak jesté rychleji; pouzijeme metodu zndmou v ang-
lictiné jako Rotating Calipers, ¢esky se to neda smysluplné
prelozit, mozna jako ,otaceni svérakem®.

Nejprve si tedy zvolime jednu hranu mnohothelnika a na-
jdeme pro ni prislusny opsany obdélnik.

Pak si pro kazdy ze ¢tyf bodi/hran dotyku najdeme nésle-
dujici hranu, coz jsou pravé ty hrany, ke kterym se ptitiskne
celist naseho obdélnikového sveéraku pfi otaceni. Vybereme
si tu nejblizsi, coz ur¢ime podle thlu, ktery svira s blizkou
Celisti.

Ta hrana, kterda mé nejmensi thel, se totiz bude dotykat
Celisti svéraku v nasledujicim kroku. Ostatni body dotyku
budou stéle body dotyku; tam, kde se dotykala Celist hrany,
bude bodem dotyku ,ten druhy vrchol“, ¢ili ten pozdéjsi
v seznamu vrchold na vstupu.

Aby se totiz mohl svérédk presunout z jednoho vrcholu na
dalsi bod dotyku, musi se nejdfive dotknout hrany mezi
témito dvéma vrcholy. Timto postupem tedy zajistime, ze
sveérak postupné projde vSechny hrany, a to sice ne v potadi,
ve kterém jsou zadané na vstupu, ale v poradi podle jejich
sméru (sklonu).

Jakmile se dostaneme s Celistmi svéraku zase k prvni hra-
né, jsme nutné hotovi, mizeme vybrat minimum a ohlasit
vysledek.

Vsimavy TesSitel si vSimne, Ze takto se cely pomyslny svérak
otodi za celou dobu jenom o ¢tvrtkruh, nebot prochézime
obvod mnohothelnika zarovenl na ctyfech mistech.

Toto feSeni m4 ¢asovou slozitost O(M); musime na za¢dtku
v O(M) najit prvni opsany obdélnik a pak nadm na kazdy
krok svéraku staci konstantni mnozstvi ¢asu; kroku je také
O(M), nebot na kazdou hranu sdhneme prévé jednou.

Do paméti si neukladdme témér nic, stac¢i par pomocnych
proménnych. K tomu musime zapocitat velikost vstupu, ne-
bot jej neumime zpracovat proudové, tedy O(M).

Jan ,Moskyto“ Matéjka

29-4-7 Rozebirame stromy

Ukol 1: Odlisna definice

M34-1i tézké hrana vést do nadpoloviéné velikého podstromu
namisto nejvétsiho podstromu, nic podstatného se nezméni.

Nové se sice miize stat, ze vSechny hrany vedouci z vrcholu
dolt jsou lehké (to se stane tfeba v iplném bindrnim stro-
mu). Plati ovSem stile, ze doli vede nejvyse jedna tézka

8 Tige té7 vyuzivame skutecnosti, ze |DP| = |EP].

9 Plati, ze £ > £ < ps > rq, pokud ¢ > 0, s > 0.
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hrana, takze tézké hrany tvoii vrcholové disjunktni cesty.
A velikosti podstromt smérem doli exponencialné klesaji,
takze lehké hloubka opét vyjde logaritmicka.

Alternativni definice je tedy stejné dobra, jako ta puvodni.
Ukol 2: Vzdalenost vrcholi

Nejprve nalezneme nejblizsiho spoleéného predka ¢ zada-
nych vrchol x a y. Pak pro vzdalenosti vrcholi plati

d(z,y) = d(z,£) + d({, y).
Staci tedy umét pocitat vzdalenosti na ,svislych® cestach.

V dekompozici stromu se cesta z (Ffeknéme) x do ¢ sklada
z maximalné logaritmicky mnoha lehkych hran a casti téz-
kych cest. Lehké hrany osetfime ... inu, lehce: prispivaji ke
vzdalenosti jednickou. Tézké cesty nejsou o moc pracnéjsi:
pokud jsme na néjakou vstoupili ve vrcholu a a vystoupili
v b, prosli jsme presné index(b) — index(a) hran.

Postaci tedy projit dekompozici zdola nahoru a poséitat
O(log n) hodnot. Ani nepotfebujeme piedpocitavat nic dal-
stho.

Ukol 3: Rychlejsi cestova minima

Vysledek dotazu skldddme z lehkych hran (téch je loga-
ritmicky a kazdou z nich zpracujeme v konstantnim case)
a Casti tézkych cest (téch je také logaritmicky mnoho, ale
pro kazdou z nich jsme se potifebovali zeptat intervalového
stromu, coZz trvalo rovnéz logaritmicky).

Staci si ale uvédomit, ze cestujeme-li stromem zdola naho-
ru, neptame se na obecné Casti cest, ale na suffizy: ¢asti do
vstupniho vrcholu az na konec cesty (¢ili do jejiho nejvys-
§iho bodu). Jedinou vyjimkou je posledni navstivend cesta,
tedy ta, na niz lezi LCA — tam uz je to opravdu obecny
interval.

Kromé intervalovych stromi si predpocitame jesté suffixové
soucty. Pak kazdy suffix cesty vyhodnotime v konstantnim
Case a ten jediny obecny interval v O(logn). Celkem tim
stravime ¢as O(logn-1+1-logn) = O(logn). Piedvypodet

jsme asymptoticky nezpomalili — prefixové soucty si hravé
poridime v ¢ase O(n).

Ukol 4: Jak se zméni kostra?

Ukazeme, ze zadany tkol lze pfimocafe prevést na hledani
cestovych maxim, které zvlddneme v ¢ase O(n) na pfed-
vypocet a O(logn) na dotaz pouzitim HLD s optimalizaci
podle predchoziho tkolu.

Méjme neorientovany graf se zadanymi vahami hran a né-
jakou jeho minimalni kostru M. Uvazme néjakou hranu xy
véhy w(zy), kterd nelezi v minimaln{ kostfe. Vrcholy = a y

hranu této cesty a w(pq) jeji vahu.

Nejprve nahlédneme, ze w(pq) < w(xy). Pokud by totiz
hrana xy byla lehéi nez pg, muzeme do kostry pridat zy
a smazat pqg. Tim nejprve vznikne z cesty P kruzZnice a pak
se z ni opét stane cesta. Dostaneme tedy néjakou jinou kost-
ru. Ta je ovSem leh¢i nez piivodni minimalni kostra, coz je
spor.

Takze pokud w(zy) snizime pod w(pq), minimalni kostra
se ur¢ité zméni. Zbyva nahlédnout, ze pokud ji snizime na
cokoliv mezi w(pq) a w(zy), bude zadand kostra M stale
minimalni.

Spustime Kruskaltiv algoritmus (viz kuchaika o minimal-
nich kostrach)!? s piivodnimi vahami. A% bude t¥idit hrany
podle vah, srovname hrany stejné vahy tak, aby nejprve sly
ty, které lezi v M, a po nich vSechny ostatni. Nahlédneme,
7e najde pravé nasi kostru M.

Nyni snizime vahu hrany zy a spustime algoritmus znovu.
V okamziku, kdy se dostane k hrané xy, bude uz celd ces-
ta P soucdasti kostry (vSechny jeji hrany jsou v uvazovaném
pofadi hran pfed zy). Hranu zy tedy neptiddme, protoze
by vytvorila kruznici. Vyjde tedy stejnd miniméalni kostra
jako predtim.

Martin ,Medved“ Mares

Vysledkova listina ¢tvrté série dvacatého devatého roéniku KSP

resitel skola rocnik seérii | H4{-1 H4-2 H4-8 H4-4 H4-5 H4-6 H4-T7 | série  celkem
0. 12 11 8 12 11 15 61,0 2410
1. Lukas Rozsypal GUstavniPH 4 7 4 12 4 31,2 1714
2. Tomas Domes MendelG_OP 4 5 9 12 8 4 11 14 54,6 166,9
3.  Pavel Turek GTomkovaOL 4 8 10 11 8 12 11 13 57,6  157.4
4.  Peter Grajcar GMetodovaBA 3 4 6 7 11 12 11 51,6 1442
5. Roman Bujddk G JM Galanta 3 4 7 6 11 45 4 6 384 1379
6. Jakub Pelc G UherBrod 3 9 12,1 8 4 9 10 37,1 1377
7. Richard Hladik GOAMarLaz 4 23 0,0 121,6
8.  Martin Kurecka GJaroseBO 3 2 10 11,5 5 8 12 11 12 59,0 112,3
9. Matous Bilek GJSkodyPR 2 2 7 7 3 4 9 10 48,8 89,8
10. Pavel Turinsky G Brandys 4 13 10 8 18,0 85,4

10 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/minimalni-kostry
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resitel skola rocénik sérii | H4-1 H4-2 H}-8 Hj-4 HJ-5 H4-6 H4-T | série celkem
11. Rajmund Hruska GPosKosice 4 2 0,0 70,0
12. Filip Geib G MMH LM 3 5 0,0 66,6
13. Katefina Cizkova G_Rokycany 3 3 7 23,1 57,7
14. Jonas Fiala GJungmanLT 4 7 0,0 56,0
15. Stanislav Lukes GPisnickaPH 4 14 10 34,0 55,9
16. Martin Picek GJirsikaCB 2 2 0,0 55,0
17. Lukas Caha GZborovPH 3 3 7 15,8 54,5
18. Jakub Pintera SPS Prosek 4 2 0,0 51,4
19. Frantisek Deckert GOpatovPHA 4 2 10 11 21,0 50,0
20. Viktor Fukala GKepleraPH 0 2 10 11 440 440
21. Miroslav Hrabal GTomkovaOL 3 4 0,0 43,6
22. Matous Marik G_Krumlov 4 1 0,0 40,7
23. Tomas Konedny GlJirsikaCB 4 1 10 11 40,2 40,2
24. Jan Kaifer GKepleraPH 1 5 0,0 34,5
25. Toméas Raunig GHlu 2 2 0,0 34,3
26. Michal Kodad SPS_Smichov 1 7 7 7,6 34,1
27. Vaclav Pavlicek SPSE_Pard 1 7 7 8,0 33,5
28. Frantisek Kmjec G Brandys 1 4 0,0 33,3
29. Ondfej Gonzor G Brandys 0 3 7 8,0 31,6
30. Krystof Mitka ZSUniverzum 0 3 0,0 31,2
31. Jifi Loffelmann GLitomérPH 3 7 3 3,6 29.5
32. Filip Masar PiarGNitra 3 2 0,0 27,4
33. Daniel Skypala GTomkovaOL —1 3 7 7,6 27,2
34. Petr Gebauer GMélnik 3 2 0,0 26,8
35. Anna Rechtackova GJaroseBO 4 2 0,0 22,7
36. Kristian Jacik GSRandyJN 4 1 0,0 22.6
37. Ondrej Krsicka GJaroseBO 1 2 0,0 22,0
38. Anna Hollmannova GSRandyJN 0 3 0,0 21,5
39. Jakub Suchének GOpatovPHA 3 4 11 11,0 19,0
40.-41. Radek Olsak MensaG 2 1 0,0 18,4

Véclav Sraier GCeskoliPH 4 11 7 12,7 18,4
42. Jindfich Dité VOSPSZd4r 1 2 0,0 17,2
43. Premysl Stastny GZamberk 4 15 0,0 15,6
44. Ondfej Cach SPSE_Pard 1 1 0,0 15,4
45. Karel Balej G_Rokycany 2 1 7 14,5 14,5
46. Antonin Hejny GLitomérPH 0 1 6 13,3 13,3
47.-48. Vojtéch Hudec G_CT¥ebova 3 3 0,0 12,1

Josef Polasek GKepleraPH 1 1 0,0 12,1
49. Vojtéch Lengal GZborovPH 3 1 0,0 11,0
50. Dalibor Kramar G BO-Re¢ 2 1 0,0 8,7
51. Adam Dfinek GNAlejiPH 3 1 0,0 8,0
52. Vit Skalicky GPisnickdiPH -1 1 5 7,9 7,9
53. Jan Neumann GNAlejiPH 3 2 0,0 7,7
54.-55. Jakub Dobry GMikulasPL 3 4 0,0 7,6

Anna Sebestikova GCeskaCB 2 2 0,0 7,6
56. Michael Kozel GZborovPH 3 1 0,0 7,5
57. Jan Jenicek GNAlejiPH 1 1 0,0 7,4
58. Jakub Jirkal GJungmanLT 2 1 0,0 7,2
59. Jakub Spisak G VBN Prie 4 1 0,0 7,0
60. Michaela Bobenic¢ova GPosKosice 2 1 5 6,9 6,9
61.-62. Erik Kucddk GHorMichal 4 1 0,0 6,7

Martin Miller GVodéraPH 3 1 0,0 6,7
63. Michal Téopfer G DrJPekMB 4 11 0,0 6,6
64. Eligka VI¢inska GHladnov 2 2 0,0 6,3
65. Jan Bil GDasickaPA 4 1 0,0 4.0
66. Jonas Havelka GJiroveCB 1 2 0,0 2,2
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