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32-3-1 Zkrat

Pojdme si prvni preformulovat zad4ni. Dostaneme graf
1 (energetickou sit) a v ném dva oznacené vrcholy (misto
zkratu a centrélni pocitac). Nagim cilem pak je rozdélit graf
na dvé komponenty souvislosti odstranénim minimélniho
poctu hran.

Odstranovani hran a rozklad souvislého grafu na kompo-
nenty napovida na grafovy koncept zvany hranovy rez. To
je mnozina hran takova, Ze po jejim odstranéni se graf roz-
padne na vice komponent. Takovym fezem muze byt na-
priklad mnozina vSech hran. Kdyz totiz z grafu odstranime
hrany uplné vsechny, zbude ndm spousta jednovrcholovych
grafii. Zajimavéjsi otazkou ale je, kolik nejméné hran mize
v grafu tvorit fez? Jak velky je minimdini rez?

Uloha nam zadava, Ze pravé takovy minimélni fez rozdélu-
jici dva zadané vrcholy mame najit. Jak to ale udélat?

K postupu mohlo napovédét, ze jde o kucharkovou tlohu a
aktualnim tématem jsou toky v sitich. TakZe to by mohlo
n&jak souviset, ne? Pojdme tedy z naseho grafu udélat po-
Ffadnou tokovou sit. Nas graf je neohodnoceny a neoriento-
vany. To ale neni problém, upravime ho tak, Ze kazda hrana
ma kapacitu jedna. Orientaci pfiddme rozdélenim hran na
dveé protismérné. Uvazujme tedy nadale o grafu jako o ohod-
noceném orientovaném. Také mame dva vyznamné vrcholy,
v tocich méme zdroj a stok. Tak necht je vrchol zkratu zdroj
a centralni pocitac¢ stok. To nam dava kompletni tokovou
sit a na ni miZeme algoritmy z kuchatky najit maximalni
tok. Tak pouzijme napiiklad Ford-Fulkersontv algoritmus.
Mame tedy tok, ale co s nim?

Pomiize ndm tvrzeni, Ze maximélni tok ma stejnou veli-
kost jako minimalni fez. Pro¢ by to mélo platit? Kdyz si
predstavime tokovou sif jakou soustavu rtzné tlustych tru-
bek a maximalni tok jako objem kapaliny, ktery trubkami
dokéZeme za jednotku ¢asu protlacit). Minimélni fez je v
této analogii jakymsi iizkym hrdlem. Je to oznaceni nékoli-
ka trubek, které maji dohromady minimélni kapacitu, jsou
v sou¢tu nejmensi, a pritom rozdéluji soustavu trubek na
dvé casti. Z tohoto pohledu vypadé ziejmé, ze maximalni
tok bude limitovan préavé timto mistem. A protoze je to
minimalni izké hrdlo, neni zadné uzsi a maximalni tok ne-
bude ani mensi. Z tvrzeni ndm tedy plyne, Ze pomoci tokl
dokazeme zjistit, kolik hran nas fez obsahuje. (Pozn.: Vyse
popsana analogie neni dikaz, ale pro nase potfeby staci.
Pro formality mizete nahlédnout do Privodce labyrintem
algoritmi.)

Jiz. dfive zminény Ford-Fulkersontuv algoritmus zkracené
funguje tak, Ze hleda zlepsujici (neboli nenasycenou) cestu
a kdyz takovou najde, tak ji vylepsi. Opakuje, dokud to jde.
Praveé situace na konci béhu algoritmu mizeme vyuzit.

Kdyz nechame algoritmus najit tok a pak spustime hledani
nenasycené cesty ze zdroje do stoku znovu, zadnou logicky
nenajdeme. Kdyz si ale ulozime vSechny hrany, které nena-
sycenou cestu prerusili, dostaneme hrany naseho minim4l-
niho fezu. Jak jsme si totiz diive ukazali, hrany minimalni-
ho fezu jsou plné vyuzivany maximalnim tokem. NemiiZzou
tedy byt soucasti zlepSujici cesty. A protoZe fez rozdéluje
graf na komponenty, blokuji jeho hrany vSechny nenasycené
cesty.

Takze si to shriime:

e Energetickou sit si pfedstavime jako tokovou sit.
® Najdeme maximalni tok.

e Dalsim hledanim nenasycenych cest pomoci BFS najde-
me hrany minimalniho fezu.

Jak je to se slozitosti? Necht v je pocdet vrcholt, e je pocet
hran. Transformaci grafu udélame lineadrné s e. Maximalni
tok pomoci Ford-Fulkersona v grafu ohodnoceném jednot-
kovymi kapacitami v ¢ase O(v - e). Zavéreény krok je pak
opét linearni, tentokrat O(v + e). Celkova slozitost hledani
vodi¢l k odpojeni je tedy O(v - e).

Vasek Sraier

32-3-2 Hledani konstelace

Méjme posloupnost di, da, ..., dp, o které mame zjistit,
zda odpovida stupntm vrcholt néjakého neorientovaného
grafu na n vrcholech. Nejprve provedeme trivialni kontroly:
pokud pro néjaké i mame d; < 0 nebo d; > n, pak je
odpovéd evidentné NE. To jisté zvladneme v ¢ase O(n).

Pak posloupnost setfidime, aby platilo d; < ... < d,,. Jeli-
koz vSechna ¢isla d; jsou malé a cela, ptijde to také v case
O(n). Tieba pocitacim t¥idénim: poridime si n pocitadel
C[0],...,C[n — 1]. Zpocatku budou nulova, pak pro kaz-
dé i zvysime Cld;] o 1. Ted tedy vime, kolikrat se vyskytl
ktery stupen vrcholu. Podle toho vytvofime novou setfidé-
nou posloupnost: zapiSeme C[0] nul, C[1] jednicek, ..., aZ
C[n — 1]-krat n — 1.

Ted prijde na fadu véta o skére zminénd v . Odebere-
me 7z posloupnosti nejvyssi stupeni d,,. A tolik pfedchozich
stupnt snizime o 1. Pokud by nam stupné dosly nebo se
néktery z nich dostal pod 0, opét skonéime s odpovédi NE.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-3-2

Tento postup opakujeme, dokud nesmazeme vSechny prvky
posloupnosti. Pokud jsme se dostali az tam, odpovime ANO.

Problém ovsem je, Ze pti opakovaném pouzivani véty o sko-
re se miiZe setfidéni posloupnosti stupni rozbit. Predstavte
si tfeba posloupnost 1, 1,2, 2. Po odtrhnuti posledni dvojky
dostaneme posloupnost 1,0,1 a kdybychom bezhlavé po-
kracovali dal, pristim krokem ziskame 1, —1 a odpovime NE.
To je ovSem chyba, protoze ptivodni posloupnost odpovida

cesté se ¢tyfmi vrcholy.

Tridit posloupnost pokazdé znova by zase bylo pomalé, tak-
Ze ji musime néjak chytie dotfidovat. PopiSseme zpisob, ke
kterému nas inspiroval Jirka Kalvoda.

Predstavme si néjaky tisek posloupnosti, ve kterém snizu-
jeme stupné o 1. Tento usek lezi na konci (je to suffix) a
zatim byl setfidény, takzZe i po snizeni zlstane setfidény.
Jediné, co se muze pokazit, je, ze nejmensi stupen v tseku
(tikejme mu ¢) se vyskytne i tésné pred tsekem. To bylo
vidét v predchozim piipadu: snizovali jsme tusek 1,2, pred
kterym byla jesté jedna 1.

Pomutzeme si tak, Ze mame-li ze vSech vyskytd stupné §
snizit poslednich k, snizime misto toho prunich k. Tim do-
staneme tataz Cisla, ale v setfidéném poradi: nejprve k-krat
0 — 1 (coZ muZe napojit na pfedchozi hodnoty 6 — 1), pak
nékolikrat 4.

Abychom to mohli provést rychle, budeme si pro kazdy stu-
pefl 2 pamatovat pozici jeho nejlevéjsiho vyskytu (v poli in-
dexovaném stupném). Ukazeme, jak tyto hodnoty snadno
udrzovat.

Pri pocatecnim t¥idéni si zapamatujeme nejlevéjsi vyskyt
kazdého stupné. Kdykoliv pouzijeme vétu o skére, budeme
prochéazet posloupnost stupni od konce po souvislych tse-
cich stejnych stupni (diky nejlevéjsim vyskytim vime, jak
jsou tyto useky dlouhé). Necht zbyva snizit k stupiiti a zrov-
na jsme v useku ¢ opakovani néjakého stupné 0. Rozlisime
pripady:

e Pokud je k > ¢, snizime cely tsek na § — 1 a nastavime
nejlevejsi vyskyt hodnoty § — 1 na zacatek tiseku. (Jelikoz
snizovani bude jesté pokracovat, zadné dalsi 6 — 1 nalevo
od tseku nebudou.)

Pokud je k = ¢, oproti pfedchozimu pfipadu musime na-
vic ohlidat, zda se isek nenapojil na pfedchozi. Je-li tésné
pred tsekem také § — 1, jeji nejlevejsi vyskyt neménime.

I

Konecné pokud k < ¢, snizime prvnich k stupnt v na-
Sem tseku. Snizené hodnoty se opét mohou napojit na
predchozi tisek; pokud nenapoji, nastavime novy nejlevéj-
§i vyskyt 0 — 1 na zacatek tseku. A stupen 0 se nejlevéji
vyskytuje v nasem useku.

Vsech k snizeni jsme tedy zvladli v éase O(k) = O(d,,).
Cely algoritmus tudiz bézi v ¢ase O(n+ ), d;). Pokud graf
existuje, je ), d; rovno dvojnasobku poc¢tu hran m (kazda
hrana mé dva konce, proto k sou¢tu stupnid ptispéje dvoj-
kou). Algoritmus mé proto slozitost O(n 4+ m), jak poza-
dovalo zadani. Dodejme jesté, ze algoritmus by Slo snadno
upravit, aby ve stejném Case graf s danymi stupni sestrojil.

Program (Python 3):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-3-2.py
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Rychlejsi feseni: Intervalové stromy

JelikoZ soucet stupiitt miize byt az ©(n?) (predstavte si tpl-
ny graf), popsané feSeni je az kvadratické ve velikosti vstu-
pu. Pojdme se zamyslet, jak by se dalo zrychlit. (Z pfed-
stavy explicitniho sestrojeni grafu nicméné musime slevit.)

Pomohou nédm intervalové stromy s linymi aktualizacemi,
které jsou popsané tieba v kuchafce! nebo v kapitole 4.5
knizky [Préivodce labyrintem algoritmt. Takovy intervalovy
strom umi udrzovat néjakou posloupnost dy, ..., d, a pro-
vadét nad ni tyto operace v ¢ase O(logn):

® Pro dané i zjisti d;.
e V daném tiseku di, di+17 A
néjaké x.

, d; pricti ke vSem hodnotam

® Pro danou hodnotu x najdi nejlevéjsi prvek mensi nebo
rovny « (na to si sta¢i pro kazdy podstrom pamatovat
minimum z hodnot v listech; detaily zkuste domyslet).
Specialné si vS§imnéte, Ze touto operaci umime nahradit
pamatovani si nejlevéjsich vyskytu.

Ukazeme, jak v pfedchozim algoritmu jedno pouziti véty
o skére provést pomoci O(1) operaci s intervalovym stro-
mem. Jelikoz vétu pouzijeme O(n)-krat, pobézi cely algo-
ritmus v ¢ase O(nlogn).

Necht v posloupnosti zbyly stupné dy, .. ., d; (ostatni prvky
dit1, .., dy ve stromu ponechame, jen se na né uz nikdy
nebudeme ptat). Chceme tedy odstranit stupen d; (staci
snizit ¢ o 1) a pak snizit stupné v tseku od pozice i =t — d;
do j =t —1 o jednic¢ku. Kdyby bylo d;_1 < d;, stacilo by
tsek od ¢ do j snizit a posloupnost by ziistala setfidéna.
Pokud d;_1 = d;, musime zachovat setfidéni snizenim néja-
kych levéjsich vyskyta tohoto stupné. Nejprve spocitame,
kolik jich je. Dotazem na intervalovy strom zjistime, kde
je nejlevejsi vyskyt stupné vétsiho nez d;. To ndm fekne,
kolik d;-cek chceme snizit. Pak si nechdme najit nejlevejsi
vyskyt d;. Od né&j doprava budeme snizovat d;-cka. A na-
konec nechame snizit zbytek naseho tseku.

ovs v

Jesté rychlejsi reseni: Erdésova-Gallaiova véta

Jde to ale jesté rychleji, pokud pouzijeme pokrocilejsi vétu
o charakterizaci skére. Dokézali ji v roce 1960 Paul Erdés?
a Tibor Gallai. Rika nésledujici:

Véta: Posloupnost d; > ... > d,, popisuje stupné néjakého
grafu, pokud d; + ...+ d, je sudé a navic pro kazdé k od 1
do n plati:

k
> di <k(k—1
=1

Ukazeme, jak pomoci této véty vytesit tlohu v ¢ase O(n).
Nejprve posloupnost stupiiti setfidime (to uz umime). Po-
tom budeme postupné zvySovat k od 1 do n a prepocitavat
levou i pravou stranu nerovnosti. Zacneme s k = 0: leva
strana je prazdna suma, tudiz 0; napravo mame 0+, d;.

n

)+ Z min(d;, k).

i=k+1

Kdykoliv k£ zvysime o 1, nalevo pfibude dalsi d; do sumy.
Clen k(k — 1) spoc¢itdme znovu. Z pravé sumy jeden ¢len
zmizi a ostatni ¢leny se mohou zvysit, pokud byly pfed-
tim omezené hodnotou k. To nastava, pokud d; = k + 1.
Vsechna takova d; ale tvori souvisly usek a ten muzeme
najit tfeba tak, Ze si opét pfi t¥idéni zapamatujeme nejle-
vEjsi vyskyt kazdé hodnoty (dokonce ani nemusime projit
hodnoty v tseku, sta¢i védét, jak je tisek dlouhy).

L http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy
2 Je to madarské jméno, takze & ¢teme jako dlouhé piehlasované o a s éteme jako §.

—9_



http://ksp.mff.cuni.cz/viz/32-3-2.py
http://pruvodce.ucw.cz/
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/intervalove-stromy

Jedno zvysSeni k nas tedy stoji konstantni ¢as a vSechna
dohromady zpracujeme v O(n).

Dukaz véty

@ @ Slusi se ovSem vétu dokéazat. Puavodni dikaz od
Erddse a Gallaie je docela komplikovany (a ma-

darsky), my vam ukézeme jednodussi dukaz od Tripathiho,

Venugopalana a Westa z roku 2009. I tak je docela pracny.

Nejprve dokazeme snazsi implikaci: Pokud graf existuje, po-
sloupnost spliuje pozadavky véty. Jak uz vime, soucet stup-
ni je roven dvojnasobku poc¢tu hran, takze to urcité je sudé
¢islo. Nyni uvazme jakékoliv k. Podivejme se na prvnich &
vrcholt (to jsou ty se stupni dy, .. ., dy). Levé strana nerov-
nosti pocita konce hran, které se téchto vrchold dotykaji.

Prava strana rozebira vSechny moznosti, jak tyto hrany mo-
hou vést. Hrany vedouci mezi prvnimi k vrcholy mohou mit
nejvyse k(k — 1) konci (z kazdého vrcholu mutize vést hrana
do kazdého jiného). Z kazdého zbyvajictho vrcholu mtze do
prvnich k vést nejvyse tolik konct, kolik je stupen vrcholu,
ale ne vic nez k.

Opacna implikace d& vic prace. Dostaneme néjakou po-
sloupnost stupnt splnujici podminky véty a mame vyrobit
prislusny graf. Za¢neme n vrcholy ocislovanymi od 1 do n
a prazdnou mnozinou hran. Postupné budeme graf upra-
vovat tak, aby se blizil zadanym stupntm. Pfitom budeme
dodrzovat nasledujici pravidla:

a) Pro kazdy vrchol i plati, ze deg(i) < d;, kde deg(i) je
aktualni stupen vrcholu 1.

b) Pokud jesté existuji vrcholy, pro které je deg(i) < d;,
nazveme r nejlevéjsi takovy. [Jelikoz vrcholy oznacujeme
Cisly, znamend i je vlevo od j“ prosté i < j.|

c) Tedy vrcholy 1,...,r — 1 uz maji spravné stupné, pro
vrchol r vime deg(r) < d,., napravo od r stupné mohou,
ale nemusi byt spravné.

d) Neexistuji zddné hrany, které by mély oba konce napravo
od r.

Ukéazeme, jak deficit d,. — deg(r) snizit, aniz bychom tato
pravidla porusili. Po koneéné mnoha opakovanich klesne
deficit na 0, takze dalsi vrchol ziskéa spravny stupen a r se
zvysi. A po dalSich dostateéné mnoha opakovanich ziskaji
spravné stupné vsechny vrcholy a budeme hotovi.

Rozebereme postupné nékolik pripadi:

1) Existuje vrchol ¢, pro ktery je deg(i) < d; a neni spojen
hranou s r. Vrchol ¢ tedy musi lezet napravo od r. Tehdy
pfiddme hranu ri. Tim se zvysil deg(i) o 1, takze deficit
vrcholu 7 klesl o 1.
K jednotlivym pfipadim budeme kreslit obrazky. Plné
¢ary budou znézornovat hrany, ¢arkované povedou tam,
kde hrana urcité neni. Pokud pfes hranu nakreslime kii-
zek, chceme ji zrusit. A puntik pfes chybéjici hranu nao-
pak znamen4, ze chceme hranu pfidat. Prvni pripad tedy
odpovida tomuto obrazku:
r 1
OOOOOO\OO/OOO
< o -
Existuje vrchol ¢ nalevo od r, ktery neni spojen s r. Je-
likoz deg(i) = d; (to plati v8ude nalevo) a d; > d, >
deg(r), méa vrchol i vic sousedii nez r, takze musi existo-
vat néjaky vrchol u, ktery je spojen s i, ale ne s r. (Je
nam jedno, zda u leZ{ nalevo nebo napravo od r.)

Rozlisime podptipady:

«) Deficit vrcholu r je aspon 2. Tehdy smazeme hranu ui
a pridame hrany ur a ir. Tim jsme deg(u) a deg(7)
zachovali a deg(r) zvysili o 2, tim padem deficit r
klesl o 2.

Deficit vrcholu r je pfesné 1. JelikoZz soucet stupnu je
sudy a soucet vSech d; je také sudy, musi byt soucet
deficitu také sudy. TakZe kdyZ r ma lichy deficit, mu-
si existovat jesté néjaky jiny vrchol s lichym, tim pa-
dem nenulovym deficitem. Tim padem pro néjaké k
napravo od r mame deg(k) < dj. Pokud nenastal
piipad 1), v grafu existuje hrana rk. MuZeme tedy
smazat hrany ui a rk a pfidat ur a ir. Tim se deg(u)
ani deg(i) nezméni, deg(r) zvysi o 1 a deg(k) snizi
o 1. Takze deficit r klesl o 1.

3) Nenastal pfedchozi piipad, takze vSechny vrcholy nalevo
od 7 jsou spojené s r. Navic existuje né€jaky vrchol k
napravo od r, pro ktery deg(k) # min(r, dy). Z podminky
a) vime, Ze deg(k) < di. Diky podmince d) musi vSechny
hrany z k vést (neostie) nalevo od r, takze deg(k) <
r. Kombinaci vSech téchto podminek na deg(k) ziskdme
deg(k) < r a soucasné deg(k) < d.

Jelikoz nenastal pfipad 1), v grafu existuje hrana rk.
Ovsem deg(k) < r, takze pro néjaké i nalevo od r musi
chybét hrana ik. Diky nerovnostem deg(i) = d; > d, >
deg(r) existuje né&jaky soused u vrcholu ¢, ktery neni sou-
sedem vrcholu r.

V této situaci smazeme hranu ui a priddme hrany ur a
ik. Nyni deg(u) a deg(¢) zustaly zachoviny a deg(r) a
deg(k) se zvysily o 1. I v tomto pfipadé jsme tedy snizili
deficit vrcholu r a nic nepokazili.

Opét jsou vSechny vrcholy nalevo od r spojené s r a mezi
néjakymi dvéma vrcholy ¢ a j nalevo od r nevede hra-
na. Bez ijmy na obecnosti je ¢ nalevo od j. Proto pla-
ti d; > d; > d,. Jelikoz i a j uZz maji spravné stupné
a r nikoliv, plyne z toho deg(i) > deg(j) > deg(r). Tim
padem existuje vrchol u, ktery je sousedem i, ale neni
sousedem r. A také vrchol w, soused j, ale nikoliv 7 (ne-
ni vylouceno, ze u = w). Pokud nenastal pfipad 2), musi
u a w lezet napravo od r.

Tuto situaci vyfesime smazanim hran ui a wj a pridanim
ij a ur. Stupné deg(u), deg(i) a deg(j) se nezménily,
deg(w) klesl o 1 a deg(r) vzrostl o 1. Tim jsme opét
snizili deficit vrcholu 7 a nic nepokazili.



A co kdyz nenastal zadny z predchozich pfipada? Tehdy
vime, ze vrcholy 1 az r tvori uplny graf a pro kazdy vr-
chol ¢ napravo od r plati deg(i) = min(r,d;). Jelikoz podle
podminky d) neni Zddnd hrana celd vpravo od r, plati pro
pocet vSech konct hran:

> deg(i)

To pfipomind nerovnost z tvrzeni véty (r zde hraje roli k
z véty). Pravé strana je stejnd, nalevo byla ve vété suma
vsech d;. Dostaneme tedy:

z”: d; < z”: deg(i).
i=1 i=1

Jenze podle podminky a) plati pro vSechna ¢ také d;
deg(7). Oboji soucasné muze platit jenom tehdy, kdyz d;
deg(%) pro vSechna i, takze kazdy vrchol uz mé pozadovany
stupern. Hotovo, diikaz je u konce.

n

=r(r—1)+ Z min(r, d;).

i=r+1

>

Dodejme jesté, ze nas dikaz je vlastné algoritmicky: Fika
nam, jak graf s pozadovanymi stupni sestrojit. Efektivni
implementaci nicméné uz domyslet nebudeme.

Martin ,Medved” Mares

32-3-3 Kontejnerové pocty

Ulohu vytesime ve 2D, pak se postup snadno zobecni do
3D.

Kdybychom nemuseli mit celoc¢iselné rozméry krabic, nevy-
hovujici rozméry krabic obecné budou tvofit néjakou sou-
vislou podmnozinu [0, k]? obsahujici (0,0), ta bude navic
symetricka podle piimky {(z,y) € R? | z = y}.

Z této predstavy mimo jiné vidime, pro¢ nemusi existo-
vat z hlediska inkluze minimalni krabice, kterd dokaze vé-
ci vSechny obsdhnout. Uvazme napiiklad ¢tvrt kruznice se
stfedem v (0,0) a polomérem 10. (Necht je tedy pfedmét
usecka délku 10). Krabice s rozméry 8 x 6 a 9 x 5 véci ob-
sahnou, ale nejsou v inkluzi a zadné krabice, jez by méla
rozmeéry mensi nez obé krabice zaroven neexistuje.

Vratme se vSak k popisu algoritmu. Budeme si udrzovat
interval, do néhoz budou nutné patfit oba rozméry vsech
zbyvajicich vyhovujicich krabic. Na zadatku to bude [1, k].

Polozme jeden rozmér roven x = k, druhy y = 1. Nésled-
né budeme opakovat nésledujici dokud x > y. Zeptejme
se na tuto krabici s rozméry x x y. Pokud se véci vejdou,
zmensime x o 1, jinak zvétsime y o 1.

Dozveédéli jsme se, jaké je minimalni vyhovujici y k dané-
mu x pro x > y, pokud plati opa¢na nerovnost, ze symetrie
prohodime rozméry.

Snadno nahlédneme, ze dotazti polozime k + O(1).

Ve 3D opét polozime z = k, y = 1 jako ve 2D. Nésledné
opakujeme tyto kroky dokud x > y: Zeptame se na krabici
TXYX L;y Dale se postup rozdéli. Pokud se véci vejdou, na-
lezneme vSechny vyhovujici krabice, majici nejvétsi rozmeér
roven z, pak = o jedna zmensime. Pokud se véci nevejdou,
nalezneme vSechny vyhovujici krabice, majici nejmensi roz-
mér roven ¥y, pak y o jedna zvétsime.

Na hledani krabic s jednim rozmérem pevnym (tim nej-
vétsim, respektive nejmensim) aplikujeme metodu pro 2D.
Zkoumany interval pro volné soufadnice bude pfitom bud

(%52, =], nebo [y, %52].

7 téchto dotazi budeme opét schopni zjistit vSechny vyho-
vujici krabice.

Celkovy pocet dotazli tedy dédn sumou Zle(k' —-1)/2 <
k? /4. Bude totiz k iteraci vnéjsim cyklem a problémy ve 2D
polozi tolik dotaz, kolik hodnot pfipadne do zkoumaného
intervalu. Bude nejvys k%/4 + O(k) dotazil.

Nyni ukdzeme, Ze je v nejhorsim pripadé nutné polozit ale-
spoti k2 /4 + O(k) dotazti. Uvazme véci, které jdou do kra-
bice zabalit, pravé kdyz je soucet délek jejich stran ale-
spon néjaké fixni s. Uvazme mnozinu rozmeéra krabic M; =
{(z1,22,23) | 1 + 20+ 23 = s,2; < k, 1 > 29 > w3}
Abychom zjistili mnoZinu vyhovujicich krabic musime se
zeptat na kazdou z krabic s rozméry v M;. (Kvuli moz-
nym rotacim pripadné se staci na 1 ze vSech krabic jejichz
rozméry jsou pouze zpermutované.)

Toto je jasné, protoze vSechny vzhledem k inkluzi mensi
krabice nevyhovuji, naopak vSechny vétsi krabice vyhovuji.
Proto nelze z ni¢eho odvodit, jestli takova krabice vyhovuje.
Zda je krabice s rozméry v M pouzitelnd, neni tedy mozné
odvodit z pouzitelnosti jinych krabic a musime se na ni
skutecné zeptat.

Podobné se musime zeptat i na vSechny kombinace rozmeéri
se souétem s — 1 (mnozinu Ms), v8echny ostte vétsi krabice
splnuji, ostie mensi krabice nesplnuji.

Z poc¢tu prvkd v My a Ms plyne odhad. Volbou s = 3/2-k
dostaneme velikost M; U M, asymptoticky ~ k2/4. Plati
|M;| ~ |Ms| a pro konkrétni x existuje totiz k — |z — k/2|
bodu ve se sou¢tem soutadnic s. Souctem pres vSechny moz-
né x a podélenim 3! kvili symetrii dostaneme soucet.

Jiri Skrobdnek

32-3-4 Zmatek v konektorech

Ke kazdé koncovce dostaneme pravé dva vyhovujici konek-
tory. Pojdme se zamyslet, jak ndm pomuze predstavovat si
koncovky jako hrany a konektory jako vrcholy grafu. Pokud
vSechny hrany zorientujeme tak, aby vstupni stupen zad-
ného vrcholu nepfesahl 1, Glohu vyfe$ime (orientace hrany
smérem k vrcholu znaé¢i zapojeni ptislusné koncovky do p¥i-
slusného konektoru).

Nejprve se zbavme listti, tedy vrchold stupné 1. Ptilehlé
hrany ur¢ité miZeme zorientovat smérem k listim, jinak
by jim prosté zustal nulovy vstupni stupen. Kazdy list pak
muizeme i s prislusnou hranou z grafu odebrat a pokraco-
vat dal. Ziskame-li timto postupem néjaky izolovany vrchol,
mizeme ho jednoduse rovnou taky odstranit.

Timto postupem bud tlohu pfimo vyfeSime, nebo ziskdme
graf, kde ma kazdy vrchol stupen aspon 2. Hrana pfitom
sousedi se dvéma vrcholy, tedy aby $la tloha vibec vyftesit,
musi byt vSechny stupné rovny prave 2, protoze jinak ma-
me vic hran nez vrcholi a tedy vic koncovek nez konektort.

Ted uz je to snadné. Stupné ovéiime a zjistime, zda lze
tlohu fesit. Pokud ano, pracujeme s disjunktnimi cykly.
A jejich hrany uz trividlné zorientujeme libovolnym smé-
rem v ramci kazdého cyklu. Ziskali jsme tak jednoduchy
linearni algoritmus.



Snadno nas taky mohlo napadnout fesit ulohu pfes toky
v sitich, neboli podobné jako se typicky hledd maximal-
ni parovani. Pouzitim Dinicova algoritmu bychom si vSak
¢asové pohorsili na O(N3/2), kde N je pocet zadanych kon-
covek.

Martin Korecek

32-3-5 Energeticka naro¢nost

Sit satelitii nadéale budeme uvaZzovat jako strom s ohodno-
cenymi hranami.

Vezmeme libovolnou hranu e s cenou c.. Bude nas zajimat,
kolik zprav pres ni projde. Kazdy vrchol na ni musi poslat
svou zpravu vSem vrcholim na druhé strané. Graf se po
odebrani této hrany rozpadne na 2 stromy 77 a T5. Cena
prenosu zprav pfes e bude dohromady c. - |T1| - |T5|-

Vysledna cena bude souctem pres vSechny hrany. Zbyva
urcit kolik vrcholid lezi na kazdé strané kazdé hrany. Toto

umime spocitat efektivné od listu.

Udrzujme si zasobnik listd, zpocatku obsahujici listy pt-
vodniho stromu. Vsem vrcholim jesté nastavime multipli-
citu na 1. Pak postupné zpracovavame listy z vrcholu zasob-
niku. Chystame se odebrat L, majici jediného zbyvajiciho
souseda I. Odebereme z grafu L a hranu s nim incidentni.
Pak I pripo¢teme multiplicitu L. Pokud se I stal listem,
pridame ho do zasobniku.

Nahlédneme, Ze multiplicita L pfi odebirdni urcuje pocet
vrcholti na jedné strané hrany spojujici I a L. Tim padem
umime dopocist pocet vrcholi na opacné strané hrany. Pti
odebirani L mame tedy dost informaci k urceni celkové ceny
prenosu pfes hranu mezi I a L, ¢ili ji mizeme v tomto
okamziku zatuctovat.

Nakonec ztistane v grafu jeden vrchol a vSechny hrany tak
budou zauctovany. Takto jsme ziskali linearni feseni.

Jiri Skrobdnek
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