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Dostava se k vam FeSeni tfeti série tohoto ro¢niku KSP. Zvlastni pozornosti doporucujeme vénovat kompetitivni tloze,
v komentafFich k feseni brzy totiz vydame i FeSeni od nékolika FeSiteli. Zaroven si mtzete ve webové verzi feSeni prohlédnout

vizualizace.

Pfipominame, Ze serial muZete za mensi bodové ohodnoceni stale odevzdavat a to az do konce ro¢niku, takze jeho vzorové

feseni vam vydame az po skonceni celého ro¢niku.

Vzorova reseni treti série tficatého tietiho rocniku KSP

33-3-1 Bezpeclny tunel

Chceme najit nejkratsi cestu mezi polic¢ky, na kterd se umi
legalné dostat Kevin, a policky, na ktera se legalné umi do-
stat Zuzka. Nejdfive tedy najdeme, jaka policka to vibec
jsou: spustime prohledavani do sitky se startem v Kevinové
domé, navstivena policka si oznacime, a pokud se dostane-
me do vzdalenosti vice nez K metrt, skon¢ime. To samé
provedeme se startem v Zuzciné domé.

Jak nyni najit dvé rtizn€ oznacena policka, ktera jsou k sobé
nejbliz? Pouzijeme prohledavani do sirky jesté jednou. Ten-
tokrat vsak ne se startem v jediném bodé, ale za startovni
policka prohlasime vSechna policka, na ktera se umi dostat
Kevin. Tato policka vlozime do fronty, nastavime jim nulo-
vou vzdalenost a pokracujeme standardnim prohledédvanim
do sitky, ignorujicim zdi, dokud nenarazime na prvni polic¢-
ko, na které se umi dostat Zuzka. Toto bude druhy konec
tunelu, ten prvni mizeme najit, kdyz si béhem prohledava-
ni budeme ukladat zpétné odkazy a pak po nich projdeme
do jednoho z policek, odkud jsme prohledavani zacali.

Jaka bude Casova slozitost tohoto algoritmu? Pouzivame
trikrat za sebou prohledavani do sitky a pak jesté jednou
projdeme nékterd policka. Prohledavani do Sifky na ctver-
cové mapé s rozméry M X N ndm zabere O(MN) casu,
stejné jako nasledné prochézeni policek. To bude tedy vy-
slednd Casova slozitost. Samotné nacitdni mapy do paméti
zabere O(MN) ¢asu, lepsi algoritmus tedy nenajdeme.

Co kdybychom vsak mapu v paméti mit nemuseli a nacitali
jen policka, kterad potifebujeme? Zacneme stejné, najdeme si
policka, na ktera se Kevin a Zuzka umi dostat. Téchto poli-
ek je O(K?), prohled4avanim do &iiky to zvladneme v ¢ase
O(K?). Nyni predpoklddejme, ze Kevintiv dfim je vic vlevo
nez Zuz¢in dam. Nechf souradnice nejpravéjsiho policka, na
které se Kevin umi dostat, je vk, a soufadnice nejlevéjsi-
ho policka, na které se umi dostat Zuzka, je zz = rx + c.
V takovém pfipad€ libovolny tunel, ktery Zuzka s Kevinem
vykopou, musi jit alesponn ¢ poli¢ek vodorovnym smérem.
Mizeme si tedy Zuz¢in diim a vSechna policka, na které se
umi dostat, pomyslné posunout o ¢ policek doleva. To sa-
mé udé€lame i se svislym smérem a ypsilonovou souradnici.
Takto si mizeme mapu zmensit na velikost O(K) x O(K)
a opét stejnym zptisobem najit oba konce tunelu. Casova i
paméfova slozitost bude v takovém piipadé O(K?).

Ulohu pFipravili: Zuzka Urbanovd, Lucka Vomelovd

33-3-2 Ospaly student a diktat

Pohlédnéme na tlohu grafové. Délka ukolu n odpovida po-
¢tu vrcholt a kazdy tutrzek popisuje orientovanou cestu na
téchto vrcholech. Kdyz tedy rozdélime atrzky na hrany, do-
staneme néjaky orientovany graf. V ném pak chceme najit

jednoznacné poradi jeho vrcholu tak, aby vedly orientované
hrany vzdy z vrcholu s nizsim pofadim.

Jinymi slovy, graf chceme topologicky setridit. Aby toto se-
t¥idéni existovalo, v grafu nesmi existovat Zadny oriento-
vany cyklus. Nahlédnéme, ze pokud by takovy cyklus exis-
toval, tak at uz zvolime na tomto cyklu libovolny vrchol
jako prvni v poradi, bude do néj vést hrana nespravnym
smérem. Takové grafy nazyvame orientované acyklické gra-
fy nebo tézZ DAGy (zkratka z anglického nazvu).

Je potieba, aby hran v grafu bylo alesponn n — 1. Kdyby
ne, graf bude uré¢ité nesouvisly. Potadi vrcholi z rtznych
komponent Ize libovolné prohazovat, tim padem nemtize
byt jednoznacné.

Vsimnéme si, ze kazdy DAG musi obsahovat vrchol s, do
kterého nevede zadna hrana. Kdyby tomu tak nebylo, na-
jdeme orientovany cyklus: za¢néme v libovolném vrcholu sg.
Do vrcholu s; vede hrana, vydejme se tedy ,,pozpatku® po
ni do s;41. Tohle mizeme opakovat, dokud z sy nenarazi-
me na jiz navstiveny vrchol si. Orientovany cyklus je tedy
S —>S¢ —+ ... = Sk+1 — Sk-

Pokud vrchol s bez vstupnich hran existuje jen jeden, miize-
me ho bezpec¢né prohlésit za prvni v pofadi. Pokud najdeme
alespon dva ruzné vrcholy bez vstupnich hran, rovnou pro-
hlasime, Ze tyto vrcholy nemaji jasné poradi. Pokud zadny
vrchol bez vstupnich hran nenajdeme, vyskytuje se v grafu
orientovany cyklus, ktery mizeme tfeba pomoci DFS najit
a vypsat.

Pokud z DAGu odstranime libovolny vrchol v, dostaneme
znovu DAG, a v ném bude jisté existovat jiny vrchol s’
bez vstupnich hran. Obdobné, pokud graf obsahuje orien-
tovany cyklus C, vrchol s jisté nebude jeho soucasti a jeho
odstranéni C' nepferusi.

Takto muzeme topologicky tfidit. Za¢indme s prazdnym po-
fadim na pivodnim grafu. Pokud najdeme s; # so bez
vstupnich hran, rovnou prohlasime, ze s; a sy nemaji jasné
poradi. Pokud zddné s nenajdeme, mtizeme tfeba pomoci
DFS najit orientovany cyklus a ten vypiseme. Jinak pfi-
déame jednoznacné s do rozpracovaného poradi, odstranime
jej z grafu a pokracujeme dal stejnym zptsobem, dokud
neurcime potradi vSech vrcholfi.

Tohle nam jisté dava algoritmus, ktery najde spravné po-
fadi. Pokud by graf nebyl DAG, tak na orientovany cyklus
dfive ¢i pozdéji narazime tim, Ze nenajdeme s. Stejné tak
pokud by bylo poradi nejednoznacné, tak nékdy narazime
na vice raznych s; # so v néjakém podgrafu.

Pokud tento algoritmus vSak naprogramujeme takto pfimo-
¢aie, bude mit ¢asovou slozitost 2(n?). Nejvice nas totiz
zdrzuje nalezeni s, které prochazi vsechny vrcholy n-krat.
Nastésti kazdé odstranéni vrcholu snizi pocet vstupnich



hran jeho sousedti o 1.

Staci si tudiz udrzovat u kazdého vrcholu pocet aktivnich
vstupnich hran a seznam vystupnich hran. Kromé toho
chceme udrzovat seznam vrchold s nula aktivnimi hrana-
mi, ozna¢me jej S. Zpocatku pro kazdy vrchol nastavime
pocet aktivnich hran na pocet vstupnich hran. Vrcholy, kte-
ré nemaji zadné vstupni hrany, pfidame do S rovnou. To
udélame jednoduchym prichodem vsech vrchold.

Poté n-krat zopakujeme urceni i-tého vrcholu v poradi: Po-
divame se na délku seznamu |S|. Pokud |S| # 1, prohlési-
me patfiény problém. Jinak vrcholu s € S uréime poradi
i, vSem jeho vystupnim sousediim snizime pocet aktivnich
hran o 1 a smazeme jej z S. Sousedy, kterym klesl pocet
aktivnich hran na 0, pfiddme do S.

Kazdy krok trvd O(1+d), kde d je pocet hran vychazejicich
z aktudlniho s. VSech n kroku se pak seéte na ¢as O(n +
m) = O(m), kde m je poCet hran.

Zbyva dotesit, jak pfevést vstup na graf. Kazdy atrzek roz-
délime na hrany a pfidame je prislusnym vrcholim. Jesté
musime ovérit, ze ve vSech ttrzcich dohromady bylo oprav-
du n riaznych ¢isel. Pokud ne, nahlasime chybu. Cely algo-
ritmus pak bude mit slozitost O(N), kde N je délka vstupu
— soucet délek vSech utrzka.

Zatim jsme vsSak stale neresili, jak indexovat vrcholy. Po-
kud jsou vrcholy dostatecné malé prirozend ¢isla v rozsahu
O(n), mizeme je tfeba indexovat v poli. To ale nemusi pla-
tit — ¢isla mohou byt tfeba obrovska, zaporna nebo desetin-
na, zadnou blizsi vlastnost jsme neslibili. Neni vSak problém
v Case O(nlogn) vstup precislovat na ¢isla 1,...,n.

Ulohu pripravili: Jirka Kalvoda,
Vasek Koncicky, Tom Sldma

33-3-3 Stiibrnych strikacek

Vzdy budeme chtit odpovidat maximalnim moznym po-
Ctem Cisel, co jde, tedy N.

Budeme vyuzivat nazvoslovi treap. Tedy dostiik bude
kli¢ a ndhodné ¢isla budou priority.

Na prvni vstup stac¢i odpovédét 3 1 2.

Prvnim priddnim se dvakrat zavola split a dvakrat merge
(bez zadné rekurze). Druhym pak étytikrét a t¥ikrat (kazdy
split zavolany z main dostane neprazdny vstup, tedy ale-
spon jednou zavola sdm sebe a jeden merge zavola také sam
sebe, protoze oba dva parametry budou neprazdné treapy).
Poslednim pak alesponl ¢tyfikrat a ¢tyfikrat (kazdé volani
z main se alespon jednou zrekurzi).

Celkem tedy funkce budou zavolany alespon 21krat bez
ohledu na nahodn4 ¢isla.

Toto byl jen cviény vstup na uvédomeéni si fungovani treapu.

Dale si povS§imneme, Ze spoustu volani funkci na jedno ¢islo
dostaneme tehdy, kdyz budeme pracovat se stromy s velkou
hloubkou. Je tedy vhodné, aby se strom nijak nevétvil, tedy
aby se jednalo o cestu. Cestu ziskame tfeba tak, ze kazdy
vrchol bude mit stejnou hodnotu jako vahu. Pro ziskani
néjakych bodu tedy staci odpovédét stejna cisla, jako byla
na vstupu.

0 & Priorita
Ol Klic

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-3-3-1.cpg

Prvni problém tohoto feseni nastane, kdyZz generator na-
hodnych ¢isel bude rozbity a bude vracet opakované stejna
¢isla. Nase feSeni tedy nebude vytvaret nové vrcholy trea-
pu. Stadi se ale podivat na presnou implementaci treapu a
povsimnout si, ze pfi rovnosti vah se nahoru dostane levy
vrchol, tedy pfi dalsich vyskytech stejného ¢isla staci od-
povédét o trosku vétsim cislem. Diky tomu vznikne novy
vrchol a stale zlistane zachovan tvar cesty.

Diky tomu ale bude nutné vSechna ¢isla precislovat. Tedy
kazdé priorité na vstupu pfifadit unikatni kli¢ mezi 0 a
N —1 tak, aby se nezménilo uspotadani. Tedy kdyz priorita
na pozici a je mensi nez priorita na pozici b, tak musi byt
i kli¢ na pozici a mensi nez kli¢ na pozici b. Pro rovnajici
se priority musi byt klice setfidéné podle vyse popsaného
pozorovani.

Setf{dime si dvojice (priorita, index) podle priority a v pfi-
padé rovnosti podle indexu. Tuto posloupnost projdeme a
postupneé ji priradime ¢isla kli¢id od 0 do N — 1. Poté, napri-
klad pomoci setfidéni podle indexu, prejdeme k ptivodnimu
poradi.

Kdyz bude ndhodny generator generovat klesajici posloup-
nost, dosavadni feSeni také nebude fungovat. Vzdy totiz
pripoji novy vrchol nad ptivodni kofen pomoci malého po-
¢tu volani funkei.

Vzorové feseni tedy z poloviny ¢isel vytvoii predchozim al-
goritmem treap ve tvaru cesty. Zbylym prioritdm urci hod-
notu tak, aby byla té€sné za poslednim vrcholem této cesty.
Diky tomu algoritmus musi rozdélit treap tak, ze projde
celou cestu.

Pocet operaci tedy musi byt vé&tsi nez 2 - (N/2) - (N/2).
Pfidanim kazdého z N/2 vrchold v druhé skupiné se pro-
vede alespoii N/2 operaci split a nisledné merge. S timto
feSenim jiz vyfesime vSechny vstupy.

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-3-3-2.cpg

Ulohu pfipravili: Jirka Kalvoda, Michal Kodad


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-3-3-1.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-3-3-2.cpp

33-3-4 Obsazovani iizemi

Uloha s nakupovanim domti na mapé a obsazovanim
W1l izemi byla netradicni, ale o to zajimavéjsi. Stala se vel-
mi popularni i mezi organizatory, ktefi se spole¢né s tcast-
niky predhanéli v tom, komu se povede pokryt vSechny za-
stavéné plochy za co nejméné penéz.

Tato tloha patfi mezi ty, na néz je tézké najit optimal-
ni feSeni. Velikost stavového prostoru roste exponencialné
(i kdyz se d4 velmi dobfe profezévat) a mapa uZ je moc
velkd na to, aby slo vyzkouSet vSechny moZnosti. Takova
uloha se Fesi heuristicky — nehledame nejlepsi mozné feseni,
ale pokousime se odhadnout néjaké, které alespon nebude
vylozené $patné.

Reseni této tilohy tedy pojmeme tak, Ze se pokusime ukézat
nékolik rtznych heuristickych pristupi, které pouzivali or-
ganizatofi. Je poucné se podivat na rizné pristupy k tomu
samému. Zaroven jsme pozadali i nékolik nejlepSich FeSite-
la, aby také sepsali své postupy FeSeni, muzete si je precist
v komentafich k feseni.!

Nejdiive trocha statistiky. Mapa Fiktivni Prahy sestava-
la celkem ze 268 435456 (22%) poli¢ek. Domtl (zastavénych
policek) bylo 21295 829 (necelych 8 procent vSech policek),
a kdyby se nékdo rozhodl koupit vSechny, tak by ho to stalo
neuvéritelnou castku 114 338 661 881.

Nejlepsi nalezené pokryti Fiktivni Prahy bylo pokryti 332
domy za celkovou cenu 532293, za orgy tésné uhajil prvni
misto Jirka Sejkora. Nejlepsi ticastnické pokryti od Kristyny
Petrlikové skoncilo tésné v zavésu s 329 domy za celkovou
cenu 532 824.

Protoze ziskat feseni s cenou blizici se jednomu milionu bylo
celkem jednoduché a obtizny byl pfesun od jednoho milionu
k pil milionu, nastavili jsme bodovaci funkci tak, ze zhruba
do 1200000 body pfibyvaji pomalu a od této chvile se pocet
bodu zveda. Pocet ziskanych bodu pro celkovou cenu C je:

C C
body = max ( 29 — ,9 —

Y ( 55000 625000>
Maximalni pocet bodt jsme zastropovali na 15 a timto gra-
tulujeme Kristyné k jejich ziskani. Dosazené ceny a body
ostatnich (véetné organizatori) si mizete prohlédnout v ta-
bulce vysledki.?

Nyni jiz nasleduji jednotliva Feseni. Na webu muzete najit
jejich vizualizace.
Reseni Jirky Kalvody

Svij planek Prahy jsem si nejprve rozdélil na 8 svislych
sloupcti a kazdy jsem resil samostatné. Doufal jsem, Ze pre-
kryvy na hranicich feSseni moc nezdrazi a diky rozfiznuti
stacilo vyfesit mnohem mensi vstupy.

Kazdy vstup jsem pak prochazel z vrchu doli. V kazdy
moment jsem si pamatoval nékolik moznosti, jak pokryt jiz
navstivené budovy. Pro kazdou budovu, kterou jsem potkal,
jsem prosel vSechny tyto moznosti pokryti. U téch, které ak-
tualni budovu nepokryvaly, jsem vyzkousel rtizné moznosti,
jak ji pokryt, tedy koupit budovu v okruhu 500 metr. Tim
jsem jedno mozné pokryti nahradil nékolika novymi, které
jiz danou budovu pokryji.

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-3-4/komentarq
https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/33/33-3-4/vysledky|
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Takto by stacilo projit cely planek a na konci vybrat po-
kryti, které je nejlevnéjsi. OvSem je tu problém. Pocet po-
kryti pfi tomto algoritmu roste moc rychle, takze by ndm
brzy do$la pamét, a navic by algoritmus asi nestihl dob&h-
nout v dosazitelném ¢ase. Proto je nutné moznosti prubézné
dou moznost jsem se pokusil néjak ohodnotit a pak vybrat
jen urcity pocet téch nejlepsich. Zde jiz nejspise neexistuje
zadny exaktni algoritmus ohodnoceni, a proto pfichazi na
fadu heuristika.

Levnéjsi moznosti by mohly byt lepsi nez drazsi. Ale také
zalezi na tom, kolik domu (a taky které) krom jiz navsti-
venych pokryje. J&4 jsem se proto rozhodl od ceny domu
odecist jednu k-tinu ceny pokrytych domu. Za k jsem zkou-
Sel dosazovat ruzna cisla a pro kazdé jsem vybral nékolik
nejlepsich moznosti. Dalsi moznosti jsem pak vybiral na-
hodné.

Kazdou z osmi oblasti jsem se timto algoritmem pokusil
vytesit nékolikrat (s riznym generdtorem nahodnych &isel).
Pro kazdou oblast jsem pak vybral nejlepsi feSeni a ta jsem
pak spojil.

Algoritmus po chvili nasel feSeni s cenou 740 391.
Reseni Kuby Pelce

Nejdiive jsem zkusil pfimocaré hladové feSeni: postupné
prochazim vSechna policka, zleva doprava, shora dolt, a
kazdy nepokryty dtim koupim. Vysledné cena je 3174 465.

Tento hladovy algoritmus jsem trochu vylep$il: kdyZ nara-
zim na nepokryty dim, najdu ten nejlevnéjsi dim, ktery
ho dokaze pokryt, a ten koupim (bez ohledu na to, jestli uz
sdm je nebo neni pokryty). Timto postupem se lze dostat
pod million, tento postup nasel pokryti za cenu 908 980.

Poté jsem vyzkousSel spoustu ruznych veéci, které ale prilis
nepomohly. Napfiklad jsem domy kupoval podle jejich ,ce-
navykonu“, tedy pomér mezi jejich cenou a cenou vseho, co
by koupé tohoto domu pokryla.

Nejlépe fungovalo randomizované feseni s pomérné jedno-
duchou myslenkou: koupim mnoho ndhodnych domi (mno-
hem vice, nez jich je na pokryti celého mésta potieba), poté
vSechny zbyteéné domy zahodim.

Moje generovani nahodnych domt ale neni tiplné piimoca-
ré. Nejdiive vyberu ndhodny bod na mapé. Tento bod ne-
musi odpovidat zddnému domu. Poté najdu ddm co mozna
nejblizsi k tomuto bodu. K tomu jsem pouzil predpocitanou
mapu (pomoci BFS), kterd mi pro kazdé pole fik4, kterym
smérem se posunout, abych se priblizil k néjakému domu.
Nakonec v néjakém ctverci okolo takto nalezeného domu

vyberu ten nejlevnéjsi dim a ten koupim.

Abych mél zaruceno, Ze tato mnozina nahodné koupenych
domt skutecné pokryje celé mésto, vSechny nepokryté domy
pokryji pomoci predchoziho hladového algoritmu.

Nyni vim, Ze tato mnozZina pokryva celé mésto, ale také
obsahuje spoustu zbyteénych domti, které je tfeba néjak
zahodit.

Pro kazdé policko mapy si spocitam, kolikrat je mnozinou
pokryto. Poté projdu vSechny domy mnoziny od nejdrazsi-
ho po nejlevnéjsi. Pokud pro néjaky koupeny dum plati, ze
vSechny domy, které pokryva, jsou pokryty vice nez jednou,
tak dany dim zahodim, protozZe i potom bude stale pokryto


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-3-4/komentare
https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/33/33-3-4/vysledky

celé mésto.
Timto algoritmem jsem se dostal na cenu 665 550.
Reseni Jirky Sejkory

Muj pristup je zalozeny na vylepSovani uz existujicich fe-
Seni. Kombinaci rtznych postupt jsem dosel az k feSeni
s cenou 532 293.

Celou dobu jsem udrzoval databézi feseni, kterd na konci
obsahovala 21730 feSeni s celkovym poctem 7601772 do-
md.

Detailni popis véetné zajimavych optimalizaci a zdrojovych
kédii je dostupny v Gitovém repozitaii.® Nésleduje jen vel-
mi zbézné shrnuti popisu z predchoziho odkazu.

Prvotni generovani feseni bylo plné ndhodné a pozdéji se pri
generovani zacal brat ohled na jiz existujici feSeni. Domy
z dobrych feseni mély vétsi pravdépodobnost na vybrani do
feseni.

Nahodné vygenerované feSeni jsem zlepSoval pomoci pre-
sund domu na levnéjsi mista a spojovanim dvojic domu
v jeden. Tyto presuny vzdy zachovaly validitu feSeni. Jak
to délat efektivné (v linedrnim cGase s poétem pokrytych
policek) je popséno v detailni verzi.

Taktéz jsem kombinoval 1500 az 3500 nejlepsich feseni po-
moci vertikdlnich a horizontalnich fezti, pokud zachovaly
validitu feSeni. Toto vyzadovalo netrivialni mnozstvi opti-
malizaci, aby to dobéhlo v rozumném case. Findlni verze to
zvladala za deset az dvacet minut.

A jako posledni hlavni ¢ast jsem vyFezaval z nejlepsiho fe-
Seni podmésto, které jsem optimalizoval samostatné a poté
sloucil opét zpatky.

Tyto pfistupy jsem rizné str¥idal a ru¢né vybiral, které ¢asti
ma smysl vyTezavat.

Celkove feseni spotiebovalo priblizné tyden ¢istého casu pl-
ného vytiZzeni jednoho procesoru s 12 vlakny a v nékterych
momentech jsem mél problém vejit se do 32 GB paméti —
coz by slo vyrazné vylepsit za cenu mensi rychlosti.

Po vSech optimalizacich ale véfim, ze k podobné dobrému
feSeni lze dojit znovu za jednotky hodin.

Ulohu pripravili: Jirke Kalvoda,
Kuba Pelc, Jirka Sejkora, Jirka Setnicka

33-3-X1 Z(a)tracené kouzlo

Nejprve si pfipomeneme, jak v néjakém Fetézci kouzlo najit.
Pouzijeme algoritmus Knuth-Morris-Pratt neboli KMP.4
Ten vytvoii automat. To je graf, jehoz stavy (vrcholy) odpo-
vidaji prefixim kouzla. Mezi stavy vedou dva druhy hran:
dopredné, které prodluzuji prefix o jeden znak, a zpétné. Ty
pro kazdy prefix kouzla urcuji, jaky nejdelsi jeho netplny
sufix je také prefixem kouzla.

Celym fesenim nas bude provazet priklad ze zadani: Mame
abecedu {A,B, C}, spoéitejme vSechny Tetézce délky N = 5
se zaklinadlem AAA respektive ABC.

Automaty algoritmu KMP vypadaji takto:

3 https://gitea.ks.matfyz.cz/Sejsel/33-3-4

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-texty

Pomoci hran se pak pfi ¢teni fetézce pohybujeme mezi sta-
vy. Aktudlni stav vidy urcCuje, jaky nejdelsi sufix jiz pro-
slého fetézce je prefixem hesla. Kdyz dalsi pismeno fetézce
odpovida dopfedné hrané, tak se po ni posuneme. V opac-
ném pripadé se pohybujeme po zpétnych hranach do té do-
by, nez bude predchozi podminka splnéné, anebo jiz zadna
zpétnd hrana nebude existovat. Pro néas je ovSem neprak-
tické uvazovat dva typy hran, tak se jich pojdme zbavit.

Vytvofime jiné hrany, které budou pfimo reprezentovat pre-
chody mezi stavy KMP. Pro kazdy stav a kazdé pismenko
je totiz jednoznacéné urceno, do jakého stavu se dostaneme.
V ptuvodnim KMP se tam dostaneme néjakou posloupnos-
ti zpétnych hran a nejvyse jedné dopfedné. Ale my celou
tuto posloupnost nahradime jedinou hranou oznacenou pfi-
slusnym pismenem abecedy. Tim vznikne multigraf — muze
mit paralelni hrany a miZze obsahovat smycky. (Mimocho-
dem, pokud znate konefné automaty, presné takovy jsme
ted popsali.)

Nové hrany miizeme vytvorit indukei podle stavu (od prézd-
ného prefixu k celému kouzlu). Z prazdného prefixu po-
vede dopfedna hrana oznacend prvnim pismenem kouzla.
Pro ostatni pismena kouzla ziidime smycky vedouci zpét
do pocatecniho stavu. Pro kazdy dalsi stav ponechdme do-
pfednou hranu a vSechny ostatni hrany zkopirujeme z toho
stavu, do kterého v KMP vedla zpétna hrana.

Pro nase piiklady to dopadne takto:

B,C B,C
00— 0——F— QA
B.C
B,C
C A
g NA N
A

Jesté si ale tento graf mirné upravime. Zajima nas totiz jen,
jestli fetézec kouzlo obsahuje ¢i nikoliv. Je nam jedno, kde
presné vyskyty jsou, ani kolik jich je. Proto stav ,pravé jsme
na konci kouzla“ nahradime stavem ,uz jsme celé kouzlo
alespon jednou nasli“. Z tohoto stavu se v prichodu jiz
nikdy nedostaneme. Staci tedy vzit puvodni koncovy stav
a hrany nahradit smyckami, které se vraci zase do tohoto
stavu:


https://gitea.ks.matfyz.cz/Sejsel/33-3-4
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/hledani-v-textu

B,C
Q. A =0 A =0 T QA,BC
B,C
/C\ A
A

Ted se koneéné dostaneme k zadané tiloze. Ta viibec nechce
zjistit, zdali néjaky fetézec obsahuje kouzlo — misto toho
nas zajima, kolik takovych fetézci existuje. Pojdme tedy
prohledavani spustit na vSech Fetézcich soucasné.
Uvédomime si, Ze vypocet naseho vyhledavaciho algoritmu
pro né&jaky fetézec odpovidéa prévé jedné prochizce (sledu)
po predchozim grafu. Ta vede z pocéateéniho stavu (prazd-
ného prefixu) pfes hrany oznacené postupné pismeny fetéz-
ce. A pokud jsme nasli kouzlo, prochazka skon¢i v koncovém
stavu.

Retézce délky N obsahujici kouzlo tedy piesné odpovidaji
prochdzkam délky N v tomto grafu, které zacinaji v po-
Catecnim stavu a konc¢i v koncovém. Za rtizné prochazky
pritom povazujeme ty, které se lisi v alespon jedné hrané
po cesté (nestaci rozdilnost ve vrcholech, protoze vice hran
miZe spojovat stejné vrcholy).

Toto vyresime pomoci dynamického programovani. Pro kaz-
dou délku prochazky budeme pocitat, kolik existuje riznych
prochéazek koncicich v kazdém stavu. PTi zvySovani délky
prochézky pak jen projdeme vSechny hrany grafu. K cilo-
vym vrcholtim pro prochazku délky n+ 1 pficteme hodnoty
pocétecnich vrchold prochézky délky n. Odpovéd pak bude
pocet prochazek délky N hran konéicich ve stavu ,,obsahuje
kouzlo“.

Opét priklad:

Délka |0 1 2 3 4 5
e 1 2 6 18 52 152
A" 0 1 2 9 18 52
TAA" 0 01 3 6 18
Obsahuje| 0 0 0 1 5 21

Délka |0 1 2 3 4 5
" 1 2 5 14 40 115
AN 0 1 3 9 26 75
"AB" 0 01 3 9 26
Obsahuje| 0 0 0 1 6 27

Abychom nenarézeli na velikost datovych typt, cely vypo-
¢et budeme provadét modulo velké prvocislo P.

Vysledky dynamického programovani mizeme pribézné za-
pominat. Stadi si jen pamatovat aktudlni a predeslou délku
Tetézce.

Casova slozitost algoritmu je O(AZN), kde A je velikost
abecedy, Z délka kouzla a N délka fetézce. Pamétova slo-
Zitost je O(AZ).

Zrychlujeme

Déle si vSimneme, 7Ze kazda pocitand hodnota pro néjak
dlouhy Fetézec je jen linearni kombinaci pocitanych hodnot
pro o jedna kratsi fetézec. To mizeme popsat pomoci naso-
beni matic. Uvazime sloupcovy vektor x,,, ktery odpovida
poctim prochazek délky n do jednotlivych stavi. Pokud
tento vektor vynasobime zleva vhodnou matici, dostaneme
vektor x,,+1 poc¢ti prochazek délky n + 1 do jednotlivych
stavi. Hodnoty v této matici budou odpovidat koeficientim
linearnich kombinaci z pfedchoziho algoritmu — rozmysle-
te si, Ze nam vlastné budou fikat, kolik hran vede z i-tého
stavu do j-tého. Je to tedy multigrafovd obdoba matice
sousednosti.

Méme tedy matici A takovou, ze Ax,, = X, +1. Proto xy =
ANxg, kde x¢ je vektor poctii prochazek o 0 hranach (mé
tedy 1 v pocatecnim stavu a vSude jinde 0.

Pro nase priklady:

2 2 2 0 1 152
1 0 00 o) [ 58
0100 o | 18
001 3 0 21
Retézcn se zaklinadlem AAA je 21.
2 1 1 0\° /1 115
1 110 o (7
0100 o | 26
001 3 0 27

Retézct se zaklinadlem ABC je ale 27.

Ted sta¢i vyuzit standardni algoritmus pro vypocet N-té
mocniny pomoci O(log N) nésobeni. Ten funguje pro mati-
ce stejné jako pro ¢isla, takze AN spoéita pomoci O(log N)
maticovych nésobeni. Jelikoz ndsobime matice (Z + 1) x
(Z +1), jedno nasobeni trva O(Z3). Cely algoritmus proto
sebéhne v case O(Z2log N) a paméti O(Z?).

(Muzete se podivovat, kam se podéla zavislost na velikosti
abecedy. Té jsme se dovedli zbavit proto, Ze vSechny zna-
ky, které se nevyskytuji v zaklinadle, mtizeme povazovat za
yostatni“ a vzdy si poridit pfislusny pocet paralelnich hran
v grafu.)

Ulohu pripravili: Jirka Kalvoda,
Martin ,,Medvéd“ Mares
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Vysledkova listina treti série tficatého tretiho roéniku KSP

resitel

Kristyna Petrlikova
Jiri Kvapil
Daniel Skypala
Jan Adamek
Filip Hejsek
Ondrej Skacel
Robert Jaworski
Eliska Macakova
Jan Kotovsky
Viktor Fukala
Vit Skalicky
Lukas Veskrna
Jakub Surga
Vladimir Chudy
Jakub Ondrousek
Janek Hlavaty
Patrik Herman
Dominik Farhan
Ondrej Sladky
Vaclav Janacek
Matej Stencel
Pavel Jordan
Adam Kolnik
Prokop Randéacek
Simon Gencur
David Holas
Martin Havelka
Klara Grinerova
Jiri Bartosik
Albert Kucera
Kristyna Umlaufova
Jachym Tuma
Andrej Thomas Dobrev
Michal Zagek
Tomés Kaspérek
Vojtéch Biezina
Petr Filip
Vojtéch Gadurek
Stépan Kovar
Michal Pavlicek
Daniel Soltys
Filip Uradnik
Jan Racek
Bohumil Kulvejt
Josef Maly
Veronika Juzkova
Matéj Strnad

skola

SPSJi¢in
GTomkovaOL
GTomkovaOL
GKepleraPH
GPisnickaPH
GTomkovaOL
GUstavniPH
CENADA BA
GPisnickdaPH
GKepleraPH
GPisnickaPH
GKepleraPH
ParkLane

G Chrudim
GTomkovaOL
GlirsikaCB
GTomkovaOL
GMikulasPL
GMikulasPL
GJaroseBO
GPosKosice
GPOA Znojmo
SSSVTPraha
GFXSaldyLI
GBBr
SPSEMasLI
Gym Ttebon
GZborovPH
SUHr
GNadStolPH
SPSOstrov

G FrydINOs
GJHroncaBA
MensaG

G FrydINOs
GCoubTébor
GLovosice
PORGPha
GNadKavaPH
MendelGOP
GTieKosice
GyMimon
SPSEMasLI
G Sokolov
GPisnickdPH
MensaG
ZSRiegraSM

rocénik sérit
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14
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8
115
7
6,5
14
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6
8,5
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0

6,5
6

10
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6,5

3-S 3-X1

14
14
14
14
14

14
14

13
14
14
13
14

12
10

14

10

10

1

série kspr-x celkem

60,0
60,0
52,0
56,5
42,0
29,5
47,0
40,0
17,0
36,0
8,5
30,0
45,0
35,0
7,0
25,5
42,0
18,0
31,0
0,0
28,0
0,0
0,0
14,0
0,0
7,0
32,5
0,0
8,5
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

30,0
0,0
3,0
5,0

18,0
0,0
0,0
2,0

20,0
0,0

19,0
0,0
4,0
0,0
4,5
0,0
0,0
0,0
0,0

19,0

16,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
1,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

180,0
181,0
168,0
167,5
161,0
151,5
150,0
144,0
133,0
128,0
126,5
124,0
123,0
122,0
110,0
104,5
102,0
87,0
85,0
81,0
80,0
77,0
66,0
58,0
53,0
41,0
32,5
28,0
27,5
22,0
21,0
20,0
19,0
18,0
15,0
12,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
10,0
7.0
6,0
6,0
2,0
2,0

Bonusové tlohy oznacené , X“ maji svou vlastni vysledkovou listinu a nepocitaji se do normalniho bodovani ro¢niku.



Vysledkova listina KSP-X po treti sérii tficatého tietiho ro€niku

resitel skola rocnik sérii | 1-X1 2-X1 3-X1 | celkem
0. 10 10 10 30,0
1. Eliska Macdkova CENADA BA 1 3 9 1 10 20,0
2.-3. Viktor Fukala GKepleraPH 4 7 9 10 19,0

Ondrej Sladky GMikulasPL 4 10 9 10 19,0
4. Jan Adamek GKepleraPH 4 8 7 6 5 18,0
5. Véclav Janacek  GJaroseBO 4 6 8 8 16,0
6. Daniel Skypala  GTomkovaOL 3 18 4 1 0 5,0
7. Vladimir Chudy G Chrudim 4 18 4,5 4,5
8. Lukas Veskrna GKepleraPH 3 3 4 4,0
9. Jir{ Kvapil GTomkovaOL 3 17 2 1 3,0
10. Robert Jaworski GUstavniPH 3 5 1 1 2,0
11. David Holas SPSEMasLI 1 1 1 1.0

Bonusové tlohy z jednotlivych sérii se nepocitaji do bodovani ro¢niku. Maji svou vlastni vysledkovou
listinu a za jejich Gspé$né vyteseni (alespoii polovina bodi za tlohu) udélujeme specidlni odmény.

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Webové stranky:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|

E-mail:

sp @mff.cuni.c

Organizatori a kontakty:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty/|
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