Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

34. rocnik

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

KSP

Dostava se k vdm druhé ¢islo hlavni kategorie 34. roéniku KSP.

Opét se muzete tésit nekolik praktickych i teoretickych tloh, specidlné bychom vas chtéli
upozornit na jednu kompetitivni dlohu s prochazkou po Brné. V této sérii se také objevi
pokracovani Manimového seridlu, ale jeho zadani bude dostupné az po ukonceni minulé série.

Odmény & na Matfyz bez prijimacek

Za Gspésné feseni KSP miizete byt pFijati na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspésnym
Fesitelem se stava ten, kdo ziska za cely ro¢nik (této kategorie) alespoii 50 % bodi. Za letosni
rok ptjde ziskat maximalné 300 bodd, takze hranice pro ispésné fesitele je 150. Maturanti
pozor, pokud chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté série, pata uz
bude moc pozdé. Také kazdému fesiteli, ktery v tomto roéniku z kazdé série dostane alespon
5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, nalepku na notebook a mozna i dalsi pfekvapeni.

Termin série:

20. prosince 2021 ve 32:00 (tedy dalsi rdno v 8:00)

Listopad 2021

Odevzdavani:

Pies web na adrese |pittps://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko /|

Znacky tuloh: @ Leh¢i dloha (¢ jeji ¢ast) vhodné pro zacatecniky

Prakticka open-data tiloha

@ Uloha, u které doporu¢ujeme zaéist se do kuchaiky Q Serialova tloha

Odmeéna série:

Trem nejuspésnéjsim rFesitelim kompetitivni alohy posleme sladkou odménu.

Druha série tricatého ¢étvrtého ro¢niku KSP

9 bodu

34-2-2 Lezeni 10 bodu

34-2-1 Skupinova jizdenka

Alice a Bob planuji navstivit Carol. Alice bydli v Adr-
W1l $pachu, Bob v Bfeclavi a Carol v Chebu. Alice i Bob
chté&ji jet vlakem firmy HippoExpres, kterd pravé vyhlési-
la slevu na skupinové jizdné. Proto se jim vyplaci sejit se
v né€jakém meésté po cesté a odtamtud uz jet spolecné.

Vymyslete algoritmus, ktery jim cestu naplanuje. Dostanete
mapu Zelezni¢ni sité: neorientovany graf, jehoZ vrcholy jsou
stanice a hrany traté mezi nimi, ohodnocené vzdalenostmi
v kilometrech. Déle dostanete cenu jednotlivého i skupino-
vého jizdného v korunach za kilometr. Zjistéte, kde se maji
Alice s Bobem sejit, aby je cesta stala co nejméné.

Toto je praktickd open-data tiloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Format vstupu: Prvni fadek vstupu obsahuje 4 celéd ¢isla:
pocet stanic n, pocet trati m, cenu jednotlivého jizdného
v K¢ za km, cenu skupinového jizdného v K¢ za km. Na-
sledujicich m fadk® popisuje jednotlivé trati. Na kazdém
z nich jsou 3 celd ¢isla: koncové stanice trati a délka trati
v kilometrech. Stanice ¢éislujeme od 1 do n, ¢islo 1 je Adr-
Spach, 2 Breclav a 3 je Cheb.

Formdt vystupu: Vypiste jediné ¢islo: nejmensi moznou ce-
nu, kterou Alice s Bobem dohromady zaplati za jizdenky.
Ukdzkovy vstup:
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3

Ukdzkovy vystup:
9
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Sportovni lezeni na olympijskych hrach sestava ze tii dis-
ciplin: lezeni na rychlost, bouldering a lezeni na obtiZnost.
Pocet trestnych bodt, které lezec dostane za disciplinu, od-
povida jeho pofadi (poéitano od 1). Celkovy pocet trest-
nych bodi je soucin trestnych bodu za jednotlivé discipliny.
Vitézem se stava lezec, ktery méa nejmensi pocet celkovych
trestnych bodt, podobnym zpiisobem se sefadi zbyli lezci.

Napriklad pokud by lezec A skoncil v disciplindch na 1.,
4. a 7. misté a lezec B na 2., 13. a 1. misté, pak dostane
lezec A celkem 1-4 -7 = 28 trestnych bodi a umisti se tak
az za lezcem B s 2-13 -1 = 26 trestnymi body.

Prvni dvé discipliny jiz probéhly a je zndmé poradi vSech
n lezcl v obou dvou disciplinadch. Nas nejlepsi lezec je mi-
strem v lezeni na obtiznost a véfi si na prvni misto v této
discipliné. I tak ale netusi, jaké bude vysledné poradi. Po-
mizete mu zjistit, na jaké nejhorsi pficce se muiize umistit,
pokud by se mu skutecéné podafilo skoncit prvni v lezeni
na obtiznost, ale ostatni by se mohli v lezeni na obtiznost
sefadit libovolné?



https://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko/

34-2-3 Na Hrosich planich 12 bodua

Na Hrosich planich byla objevena obrovska nalezisté ¢oko-
lady! Vsichni organizatori KSP¢ka se tam hned rozjeli, aby
si kazdy z nich vykolikoval sviij claim — Gzemi, kde bude
tézit.

Kazdy claim mé tvar n-tuhelniku v roving (ne nutné kon-
vexniho). V jeho vrcholech jsou zapichané koliky, po obvodu
ocCislované postupné od 1 do n. Kazdy organizator mé svou
barvu kolikti, ale i tak je proklaté obtizné zjistit, jestli se
néjaké dva claimy protinaji. Vymyslete algoritmus, ktery
to pozna.

Vymyslete algoritmus, ktery na vstupu dostane soufadnice
kolikd urcujicich dva n-thelniky claimd. Na vystup vypi-
$e bud soufadnice n&jakého bodu lezicitho v priniku obou
claimti, nebo sdéli, ze claimy zadny spole¢ny bod nemayji.
Pokud se dva claimy jenom dotknou (vrcholem nebo hra-
nou), za prunik to nepovazujeme.

®

34-2-4 Brnénska prochazka

Kevin chce zorganizovat dlouhou prochazku po Brné
W1l a okoli, ale nechce se zbyte¢né divat na stejna mista vi-
cekrat. Proto se rozhodl, Ze zvoli ponékud netradi¢ni ome-
zeni na trasu prochézky.

Leh¢i varianta (za 8 bodu): Vyteste piipad, kdy oba
n-thelniky jsou konvexni.

14 bodt

Brno je ohodnocenym neorientovanym grafem, kde vrcholy
odpovidaji kfizovatkdm a hrany ulicim. Ulice jsou celo¢i-
selné ohodnoceny jejich délkou v metrech. Vasim tkolem je
najit co nejdelsi cestu, ze které nezahlédnete zadnou jinou
ulici dvakrat (tedy pokud vezmete libovolné dva vrcholy
cesty, které po sobé tésné nenasleduji, tak mezi nimi nebude
v grafu existovat hrana). Zacit i skoné¢it muzete na libovol-
ném vrcholu, jen od sebe také musi udrzet vzdalenost dvou
hran. Nejdelsi cesta je ta, kterda mé nejvétsi soucet délek
hran, na poc¢tu hran Kevinovi nezalezi.

Toto je specidlni soutézni tloha se statickych vstupem, kde
vSichni fesitelé dostanou stejny vstup a pres
pak odevzdaji nejlepsi feSeni, které se jim povede najit.
Obodovani tlohy provedeme aZ po konci série a to tak,
7e nejlepsi feSeni dostane plny pocet bodl a ostatni feseni
dostanou body odstupriované podle toho, jak byla dobra.
Zaroven slibujeme, ze kazdé korektni feSeni dostane alespon
jeden bod.

V pritbéhu série se mtizete s ostatnimi porovnavat pomo-
ci pritbézné pnline vysledkovkyl. Upozoriiujeme, Ze se v ni
mohou vyskytnout i feSeni od organizatori.

Jde o tézkou tulohu, pro kterou neslibujeme existenci efek-
tivniho algoritmu na nalezeni optimalniho feseni. Pro in-
spiraci, jak k této tloze pristoupit, se muzete podivat na
vzorova feseni minulé soutézni lohy . Vezméte ale
na védomi, Ze jde o vyrazné odlisnou dlohu, a tak budete
muset zvolit jiny pfistup a rozhodné se vam vyplati expe-
rimentovat.

Tuto tlohu také doporucujeme zacit fesit v¢as, vstupni da-
ta jsou relativné velkd a bude se vam velmi hodit ¢as na
postupné vylepsovani vaseho FeSeni.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku dostanete pocet vrcho-
&t N a pocet ulic M. Nasleduje N radkt s definicemi vr-
choli ve formatu v lat lon, kde v je ¢islo vrcholu a lat a lon

I https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/34/34-2-4/vysledky|
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popisuji GPS soufadnice — ty se mohou hodit pro vizuali-
zace, ale nijak je neni potfeba pouzit pro pocitani délek.
Vstup zakoncuje M 1adkt s definicemi hran. Na kazdém
tfadku je popsana jedna hrana trojici ¢isel oddélenou me-
zerami: vy, ve a D. Takova hrana spojuje vrcholy v; a vs
a ma celociselnou délku D metri. Vrcholy jsou indexované
od nuly.

Formdt vystupu: Na prvni fadek vypiste celkovou délku na-
lezené cesty v metrech. Poté vypiste ¢isla vrchola v poradi,
ve kterém je cesta navstévuje, kazdé na samostatny radek.

Odevzdavatko spocita délku cesty a prida odevzdané feseni
do priibézné vysledkovky.! Upozoriiujeme, Ze od kazdého
fesitele bereme v potaz vzdy jeho posledni odevzdané fese-
ni, i kdyby si tim mél zhorsit skére. Proto vam doporucuje-
me si sva feSeni ukladat, abyste je pripadné mohli odevzdat
ZNovU.

Zdroje: Graf k této tloze jsme ziskali zpracovanim dat z pro-
jektu OpenStreetMap.

Ukazkovy vstup:
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34-2-X1 Prevod éisel 10 bodu

Kevin zacal fesit tikol do informatiky. Chtéli po ném, aby
prevadél ¢isla mezi desitkovou a dvojkovou soustavou. Ale
tento kol ho po chvili pfestal bavit, a tak zacal pfeva-
dét cisla i mezi jinymi soustavami. Vasim tkolem bude mu
s témito pfevody pomoct. Vymyslete program, ktery bude
prevadét cisla ze soustavy o zakladu A do soustavy o za-
kladu B.

Na vstupu dostanete nejprve dvojici ¢isel A a B nasledova-
nou N ¢isly mezi 0 a A — 1 znaéici vstupni ¢islo v soustaveé
o zékladu A. Vystupem vaseho programu bude posloupnost
¢isel mezi 0 a B — 1 reprezentujici totéz ¢islo, ale v soustaveé
o zakladu B.

Ve vasem programu ovsem nemuzete pracovat s libovolné
velkymi ¢isly v konstantnim case. Nemtzete tedy prevést
¢islo na vstupu do jednoho ¢isla a to pak dale prevadét do
vystupni soustavy. Muzete ale predpokladat, ze v konstant-
nim ¢ase umite pracovat v ¢&isly velikosti O((A + B)*) pro
néjakou pevnou konstantu k.

Ndpoveéda: Existuji algoritmy, které nasobi n-ciferna cisla
s Gasovou slozitosti O(n¢) pro 1 < ¢ < 2. Najdete je napfi-
klad v Pravodci labyrintem algoritmi v kapitole Rozdé€l a
panuj. Ve svém Feseni mizete takovy algoritmus pouzivat
jako podprogram, aniz byste ho museli sami popisovat.


/h/odevzdavatko/
https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/34/34-2-4/vysledky
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/33-3-4/reseni
https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/34/34-2-4/vysledky

34-2-S Manimujeme — updatery 15 bodu fadu animaci, které se do formatu PDF nehodi. Proto je

dostupny pouze na webu.?
Serial je tento ro¢nik zaméfen na generovani anima-
ci pomoci Pythoni knihovny Manim a obsahuje tedy

Tomds Slama

Vizualizace dat pro ulohu 34-2-4 Brnénska prochazka
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Recepty z programatorské kucharky: Haldy, heapsort a Dijkstriiv algoritmus

Dnesni povidani o algoritmech a datovych strukturach se
bude zabyvat jednim z nejzndméjsich algoritmt: Dijkst-
rovym algoritmem pro hledani nejkratsSich cest v grafech.
K tomu (a nejenom k tomu) se ndm bude hodit Sikovné da-
tova strukturka zvana halda, tak si pfedvedeme nejdfive ji.

Halda

Halda je datova struktura pro uchovévani mnoziny disel
(& jakychkoliv jinych prvki, na kterych mame definovano
usporadani, tj. umime pro kazdou dvojici prvku fici, ktery
z nich je mensi). Tato datova struktura obvykle podporuje
nasledujici operace: pridani nového prvku, nalezeni nejmen-
§itho prvku a odebrani nejmensiho prvku. My si ukdZeme
jednoduchou implementaci haldy, kterd bude pii ulozeni
N prvki potfebovat ¢as O(log N) na pfidani ¢i odebrani
jednoho prvku a O(1) (tj. konstantni) na zjisténi hodnoty
nejmensiho prvku.

Nase implementace bude vypadat nasledovné: Pokud halda
obsahuje N prvki, ulozime jeji prvky do pole na pozice 1
az N. Prvek na pozici k bude mit dva ndsledniky, a to prvky
na pozicich 2k a 2k+1; samoziejmé, pokud je k velké, a tedy
napf. 2k +1 > N, mé takovy prvek jen jednoho ¢i dokonce
zadného naslednika. Naopak prvek na pozici |k/2] nazve-
me predchidcem prvku na pozici k. Ti z vas, ktefi znaji
binarni stromy, v tomto jisté rozpoznali zptsob, jak v poli
uchovavat plné bindrni stromy (néslednici jsou synové a
predchidci otcové v obvyklé stromové terminologii, prvek
¢. 1 je kofen stromu).

Prvky haldy vSak v poli neuchovavame v tplné libovolném
poradi. Chceme, aby platilo, Ze kazdy prvek je mensi ne-
bo roven vSem svym naslednikiim. Nase halda tedy mtze
vypadat napr. takto:
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Tomu odpovida tento strom:

Z toho, co jsme si pravé popsali, je jasné, Ze nejmensi prvek
je uloZzen na pozici s indexem 1, a tedy mtizeme snadno
v konstantnim case zjistit jeho hodnotu. Jesté prozradime,
jak lze prvky do haldy rychle pfidavat a odebirat:

Jestlize halda obsahuje N prvki, pak novy prvek, fikejme
mu tfeba z, pridame na konec pole, tj. na pozici s inde-
xem N 4+ 1. Nyni z porovname s jeho pfedchiidcem. Pokud
je jeho predchtidce mensi, je vSe v poradku a jsme hotovi.
V opac¢ném piipadé = s jeho predchiidcem prohodime. Tim
jsme problém napravili, ale nyni miize byt x mensi nez jeho
novy predchiidce. To lze napravit dalsim prohozenim a tak
budeme pokradovat ddle, neZ se budto dostaneme do situ-
ace, kdy uz je x vétsi nebo rovno svému piredchudci, nebo
,vybubld®“ az do kofene haldy, kde uz zadného predchidce
nema. Protoze se v kazdém kroku pozice, na niz se prvek z

prévé nachazi, zmensi alespon na polovinu, provedeme do-
hromady nejvyse O(log N) vymén, a tedy spotiebujeme ¢as
O(log N).

Odebirani nejmensiho prvku probiha podobné: Prvek z po-
sledni pozice (tj. z pozice N) pfesuneme na pozici 1, tedy
misto minima. Misto s predchtidci jej vSak porovname s je-
ho nésledniky, a v piipadé, Ze je vétsi nez néktery z jeho
nésledniki, opét je prohodime (pokud je vétsi nez oba néa-
slednici, prohodime ho s mens$im z nich). A protoZe se ndm
v kazdém kroku index ,bublajiciho“ prvku v poli alespon
zdvojnasobi, opét spotfebujeme ¢as O(log N).

Jako cvifeni si rozmyslete, ze v ¢ase O(log N) lze z haldy
smazat dokonce libovolny prvek, pokud si ovSem pamatu-
jeme, kde se v haldé nachéazi. Také muzeme prvek ponechat
a jen zménit jeho hodnotu.

Jesté si pfedvedeme program:
l

def nejmensi():
return halda[0]

halda

def swap(a,b):
(haldalal, halda[b]) = (halda[b], haldalal)

def vloz(prvek):
# Vlozime prvek na konec
halda.append (prvek)
i = len(halda) - 1
while (i > 0) and (haldal[i//2] > haldali]):
swap(i, i//2)
i i//2
def smaz_nejmensi():
N = len(halda)
nejmensi = haldal[0]
halda[0] = haldalN - 1]
# Odstranime prvek z konce
halda.pop()
N-=1
i 0
while 2*i < N:
j=1i
if halda[j] > halda[2*i]:
j o= 2%i
if (2%i+1 < N) and (halda[j]l>halda[2*i+1]):
j o= 2%i+l
if i == j:
break
swap(i, j)
i =
return nejmensi

HeapSort

KdyZ uz méame k dispozici haldu, miZzeme pomoci ni na-
ptiklad snadno tiidit ¢isla. Mame-li N ¢isel, kterd chceme
setfidit, vytvofime si z nich nejprve haldu o N prvcich (na-
priklad postupnym vkladanim do prazdné haldy), nacez z ni
budeme postupné N-krat odebirat nejmensi prvek. Tim zis-
kdme prvky puvodniho pole v rostoucim poradi. Celkové
provedeme N vloZeni, N nalezeni minima a N smazéni. To
v8e dohromady stihneme v ¢ase O(N log N).

Nez si ukdzeme program, pridame jesté dva triky, které nam
implementaci zna¢né usnadni. Pfedné si vSe ulozime do jed-



noho pole — to bude pfi plnéni haldy obsahovat na svém
zacatku haldu a na konci zbytek vstupniho pole, pfitom
zbytek pole se bude postupné zmensovat a uvolnovat tak
misto haldé; naopak v druhé poloviné algoritmu budeme
zmenSovat haldu a do volného prostoru ukladat setiidéné
prvky. K tomu se nam bude hodit ziskavat prvky v opac-
ném poradi, proto si upravime haldu tak, aby udrzovala
nikoliv minimum, nybrz maximum.

Druhy trik spociva v tom, Zze nebudeme haldu vytvaret
postupnym vkladanim, nybrz naopak zabublavanim prv-
ki (podobnym, jako déldme pfi mazani minima) od konce.
Vsimnéte si, ze takto také ziskdme spravné nerovnosti mezi
prvky a jejich nésledniky, a dokonce tak zvladneme celou
haldu vytvofit v linedrnim ¢ase (pro¢ to tak je, si zkuste
dokazat sami, staci si uvédomit, kolikrat zabublavame které
prvky). Zbytek t¥idéni bohuzel nadale ztistava O(N log N).

Tomuto algoritmu se obvykle ¥ikd HeapSort (¢ili t¥idéni hal-
dou) a je jednim z méala znamgych rychlych tfidicich algorit-
m1, které nepotfebuji pomocnou pamét.

# Zabublani prvku dolt:
# N urcuje cast pole vyhrazenou haldé
# 1 je index zabublavaného prvku
def bublej(pole, N, i):
while 2%i < N:
j o= 2%1
if (j+1 < N) and (pole[j+1] > polel[jl):
j= g+
if polel[i] >= polel[jl:
break
(polelil, polel[jl) = (poleljl, polelil)
1=

def heapsort(pole):

N = len(pole)

for i in range(N//2, -1, -1):
bublej(pole, N, i)

# Vybér maxima a jeho pfesun nakonec

for i in range(N - 1, 0, -1):
(pole[0], polel[i]l) = (pole[il, pole[0])
# Dal uz bublame jen na zbytku pole
bublej(pole, i, 0)

return pole

Dijkstruv algoritmus

Nyni jiz kone¢né k slibenému Dijkstrovu algoritmu. Tento
algoritmus dostane orientovany graf s hranami ohodnoce-
nymi nezédpornymi &sly (viz kuchatka o grafech)® a nalez-
ne v ném nejkratsi cestu mezi dvéma zadanymi vrcholy.
Ve skutecnosti tento algoritmus déla o malinko vice: Najde
totiz nejkratsi cesty z jednoho zadaného vrcholu do vsech
ostatnich.

Necht vy je vrchol grafu, ze kterého chceme urcit délky nej-
kratsich cest. Budeme si udrzovat pole délek zatim nale-
zenych cest z vrcholu vy do vSech ostatnich vrchola grafu.
Navic u nékterych vrcholi budeme mit poznamenano, ze
cesta nalezend do nich je uz ta nejkratsi mozna. Takovym
vrcholim budeme fikat definitivni. Na zacatku inicializuje-
me v poli vSechny hodnoty na oo kromé hodnoty odpovida-
jict vrcholu vy, kterou inicializujeme na 0 (délka nejkratsi
cesty z vg do vg je 0). V kazdém kroku algoritmu pak pro-
vedeme néasledujici: Vybereme vrchol w, ktery jesté neni
definitivni, a mezi vSemi takovymi vrcholy je délka zatim

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

nalezené cesty do néj nejkratsi mozna. Vrchol w prohlasi-
me za definitivni. Déle otestujeme, zda pro néjaky vrchol
v cesta z vrcholu vg do w a pak po hrané z w do v neni
kratsi, nez zatim nalezené cesta z vy do v, a je-li tomu tak,
upravime délku zatim nalezené cesty do v. Toto provede-
me pro vSechny takové vrcholy v. Cely algoritmus skonci,
pokud jsou uz vsechny vrcholy definitivni nebo vSechny vr-
choly, které nejsou definitivni, maji délku cesty rovnou oo
(v takovém piipadé se graf sklad4 z vice nesouvislych ¢ésti).

Predtim, nez dokazeme, Ze pravé predstaveny algoritmus
opravdu nalezne délky nejkratsich cest z vrcholu vy, se za-
mysleme nad jeho ¢asovou slozitosti.

Pro kazdy z N vrcholi si délku dosud nalezené cesty ucho-
vame v poli. Cely algoritmus provede nejvyse N krok,
protoze v kazdém kroku nam pfibyde jeden definitivni vr-
chol. Ten vybirame jako minimum z délky aktualni cesty
pres vSechny dosud nedefinitivni vrcholy, kterych je O(N).
V kazdém kroku musime zkontrolovat tolik vrchold v, kolik
hran vede z vrcholu w. Pocet takovych zmén pro vsech-
ny kroky dohromady je pak nejvyse O(M), kde M je po-
¢et hran vstupniho grafu. Z toho vyjde casova slozitost
O(N? + M), ¢ili O(N?), jelikoz M je nejvyse N2. Tuto
implementaci Dijkstrova algoritmu najdete na konci nasi
kucharky.

K uchovavani délek dosud nalezenych nejkratsich cest mii-
zeme ovsem pouzit haldu. Ta bude na zacatku obsahovat
N prvku a v kazdém kroku se pocet jejich prvki snizi o je-
den: Nalezneme a smaZeme nejmensi prvek, to zvladneme
v ¢ase O(log N), a pfipadné upravime délky nejkratsich cest
do sousedti pravé zpracovavaného vrcholu. To pro kazdou
hranu trva rovnéz O(log N), celkové za vSechny hrany tedy
O(Mlog N). Z toho vyjde celkova ¢asova slozitost algorit-
mu O((N+ M)log N), a to je pro ,Fidké* grafy (tedy grafy
s M < N?) vyrazné lepsi.

Vratme se nyni k dikazu spravnosti Dijkstrova algoritmu.
Ukézeme, Ze po kazdém kroku algoritmu plati nasledujici
tvrzeni: Necht A je mnozina definitivnich vrcholt. Pak dél-
ka dosud nalezené cesty z vy do v (v je libovolny vrchol
grafu) je délka nejkratsi cesty vgv ... viv takové, Ze vSech-
ny vrcholy vg, v1, ..., v jsou v mnoziné A. Tvrzeni dokaze-
me indukci dle poc¢tu krokt algoritmu, které jiz probéhly.
Tvrzeni zfejmé plati pfed a po prvnim kroku algoritmu.
Necht w je vrchol, ktery byl v pfedchozim kroku prohla-
Sen za definitivni. Uvazme nejprve néjaky vrchol v, ktery
je definitivni. Pokud v = w, tvrzeni je trividlni. V opac¢ném
ptipadé ukdzeme, Ze existuje nejkratsi cesta z vy do v pres
vrcholy z A, kterd nepouziva vrchol w. Oznatme D dél-
ku cesty z vg do v pfes vrcholy A bez vrcholu w. Protoze
v kazdém kroku vybirame vrchol s nejmensim ohodnocenim
a ohodnoceni vybranych vrcholi v jednotlivych krocich tvo-
i neklesajici posloupnost (vahy hran jsou nezdporné!), tak
délka cesty z vy do w pfFes vrcholy z A je alesponn D. Ale
potom délka libovolné cesty z vy do v pres w pouzivajici
vrcholy z A je alespont D. Z volby D pak vime, Ze existuje
nejkratsi cesta z vy do v pres vrcholy z A, kterd nepouziva
vrchol w.

Nyni uvazme takovy vrchol v, ktery neni definitivni. Necht
voU1 - . - Vg je nejkratsi cesta z vy do v takova, Ze vSechny
vrcholy vy, vy, ..., v jsou v mnoziné A. Pokud v, = w, pak
jsme ohodnoceni v zménili na délku této cesty v pravé pro-
béhlém kroku. Pokud vy # w, pak vgvy, ..., vs je nejkratsi
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cesta z vg do v pfes vrcholy z mnoziny A, a tedy miZeme
predpokladat, Ze zadny z vrcholt vy, ..., v, neni w (pod-
le toho, co jsme si rozmysleli na konci minulého odstavce).
Potom se ale délka cesty do v rovnala spravné hodnoté uz
pred pravé probéhlym krokem.

Vzhledem k tomu, Zze po poslednim kroku mnozina A obsa-
huje prave ty vrcholy, do kterych existuje cesta z vrcholu vy,
dokazali jsme, Ze nas algoritmus funguje spravné.

Na zavér jesté poznamenejme, ze Dijkstriv algoritmus je
mozné snadno upravit tak, aby ndm kromé urceni délky
nejkratsi cesty i takovou cestu nasel: U kazdého vrcholu si
v okamziku, kdy mu ménime ohodnoceni, poznamename,
ze kterého vrcholu do néj prichazime. Nejkratsi cestu do

néjakého vrcholu pak zrekonstruujeme tak, ze u posledniho
vrcholu této cesty zjistime, ktery vrchol je predposledni,
u predposledniho, ktery je predpfedposledni, atd.

Poznamka pro zvidavé: existuji i jiné druhy hald, napfi-
klad k-regularni haldy, v nichz mé kazdy prvek k nésled-
nikt (rozmyslete si, jakd je v takové haldé ¢asova slozitost
operaci a jak nastavit k v zavislosti na M a N, aby byl
Dijkstriiv algoritmus co nejrychlejsi), nebo tzv. Fibonacci-
ho halda, kterd dokaze upravit hodnotu prvku v konstant-
nim ¢ase. S tou pak umime hledat nejkratsi cesty v Case
O(M + NlogN).

Dnesni menu Vam servirovali

Dan Krdl, Martin Mares a Petr Skoda

Implementace Dijkstrova algoritmu s haldou

# Struktura pro vrchol jako dvojici (index, vzdalenost)
# (definuje vlastni porovndvani, aby Slo pouZit haldu vyse)

class vrchol():
def __init__(self, index, vzdalenost):
self.index index
self.vzdalenost vzdalenost
# Predefinovani operatoru >
def __gt__(self, obj):
return self.vzdalenost.__gt__(obj.vzdalenost)

halda = []

def dijkstra(N, cesty, start):
final = [False] * N
vzdalenost = [None] * N

# Inicializace startu:
vloz(vrchol(start, 0))
vzdalenost [start] = 0
while halda:
# Vytahneme z haldy nejmenSi nezpracované mis
v = smaz_nejmensi()
if final[v.index]:
continue
# Oznacime misto za pouZité
final[v.index] = True
# Projdeme v8echny sousedy
for (i, delka) in cesty[v.index]:

to

if vzdalenost[i] is None or v.vzdalenost + delka < vzdalenost[i]:

vzdalenost [i] v.vzdalenost + delka
vloz(vrchol(i, vzdalenost[i]))
return vzdalenost
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