Korespondenc¢ni Seminar z Programovani
34. ro€nik KSP

Brezen 2022

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Dostava se k vam ¢tvrté ¢islo hlavni kategorie 34. ro¢niku KSP.

Opét se muzete tésit na dvé praktické a dvé teoretické tlohy. Tentokrat neptidavame zadnou
téz81 ulohu kategorie X, protoze na ulohu z minulé série ndm nepfislo Zadné spravné
feSeni. Tak jsme jeji termin prodlouZzili do konce této série a pridali napovédu do jejiho
zadani. Nakonec je zde tradi¢né pokracovani Manimového seridlu, tentokrat s podtitulem 3D.

Odmény & na Matfyz bez prijimacek

Za Gspésné feseni KSP miizete byt p¥ijati na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspésnym
Fesitelem se stéva ten, kdo ziskd za cely ro¢nik (této kategorie) alespoii 50 % bodti. Za leto$ni
rok pijde ziskat maximéalné 300 bodi, takze hranice pro tspésné fesitele je 150. Maturanti
pozor, pokud chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté série, pata uz
bude moc pozdé. Také kazdému fesiteli, ktery v tomto roéniku z kazdé série dostane alespon

5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, nalepku na notebook a mozna i dalsi pfekvapeni.

Termin série: nedéle 10. dubna ve 32:00 (tedy dalsi rano v 8:00)

Odevzdavani: Pies web na adrese pittps://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko /|

Znacky tloh: () Lehd dloha (G jeji ¢st) vhodna pro zadatecniky

Praktickd open-data tloha

8 Uloha, u které doporuc¢ujeme zadist se do kuchaiky Q Serialové tloha

Odména série: Kazdému, kdo z této série ziska alesponn 42 bodi, posleme sladkou odménu.

Ctvrta série tricatého étvrtého roéniku KSP

34-4-1 No pun indented! 9 bodu

Kristyna pravé napsala feSeni tulozky z KSP-X v Py-
1l thonu. Ovsem stalo se nemyslitelné. Jeji oblibeny edi-
tor (ktery si sama napsala pfedchozi noc) ji pfi ukladani
souboru smazal vSechny mezery na zacatku radkt. Co ted
s tim? pomyslela si Kristyna. Psdt znovu se mi to nechce,
tak preci nemize byt tolik moznosti, jak doplnit mezery, aby
se jednalo o validni Python. Projdu vsechny a vyzkousim,
kterd z nich na zadangch vstupech funguje.

Ukazte, ze se Kristyna myli, a zjistéte, Ze pro jeji kod je
vice validnich odsazeni, nez zvladne vyzkouset do terminu
ulohy. Spocitejte, kolik takovych odsazeni je.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechéte vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Na vstupu je nejprve ¢islo N, nasleduje N tadkd programu.
Radky na svém zac¢atku ani konci nemaji mezery (uprostied
v8ak byt mohou) a kazdy obsahuje alesponl jeden znak. Na
kazdém tadku je bud ridici pFikaz nebo normdini pFikaz.
Radky ifdicich pifkazti (jako napiiklad cykly, podminky,
definice funkci, ...) se poznaji tak, ze kon¢i dvojteckou.

Prvni prikaz v programu nesmi mit zadné odsazeni. Ve va-
lidnim programu musi za kazdym fidicim piikazem nésle-
dovat tfadek s o jedna vySsim odsazenim. Za normalnim
ptrikazem se nesmi velikost odsazeni zvysit. Muze ovSem
zustat stejnd nebo se snizit, a to o libovolné mnoho trovni.
Je zaruceno, ze posledni fadek na vstupu neni fidici piikaz.

Za validni programy povazujeme vSechny takové, které spl-
nuji vyse popsané podminky. Neresime jind pravidla platna
v Pythonu, napriklad jestli jsou splnény vztahy mezi fidi-
cimi pfikazy, nebo jestli jsou v daném odsazeni definované

1=

vSechny identifikatory. Kristyna totiz i takovéto programy
vyzkousi spustit a az pak zjisti, ze program spadne.

Jako vystup odevzdejte pocet validnich odsazeni. Protoze
toto ¢islo muze snadno nartst, tak na vystup vypiste jeho
zbytek po déleni 10° + 7 (coz je Sikovné velké prvodislo).
Zbytek po déleni doporucujeme aplikovat uz v pribéhu vy-
poctu pfi séitani a nasobeni, vysledek to nezméni a zabrani
to pfeteceni datového typu.

Ukazkovy vstup: Ukazkovy vystup:
12 12
#!/usr/bin/env python3

from random import *

seed (42)

print (100)

for i in range(100):

try:

s = "".join(choice("abc") for i in range(10))
finally:

if random()<0.4:

print(s+":")

elif True:

print(s)

I kdyz jen jeden zptisob odsazeni vytvofi skutecné valid-
ni Python, nasi definici vyhovi 12 riznych odsazeni. Kdy-
bychom si vzali onen validni Pythoni kéd a spustili jej,
v§imneme si, Ze by opét vytvoril zaddni pro tuto tlohu.
Prozradime, Ze na néj by spravna odpovéd byla 792 306 071.

34-4-2 Pisemka z analyzy 10 bodu

Profesor Nilpferd u¢i matematickou analyzu a neustale udr-
zuje své studenty ve stfehu nenadalymi pisemkami. Studen-
ti vymysleji ¢im dal silenéjsi hypotézy (hippotézy?) o tom,
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jak se rozhoduje, kdy pisemku zada a kdy ne. Alice si je jis-
ta, Ze je to podle faze mésice. Bob mé podezieni na vecerni
éervanky. Podle Cyrila se zarucené fidi ligou ve famfrpalu.
Kazdy vecer se zeptate svych spoluzaki. Kazdy fekne svij
nazor na to, zda bude zitra pisemka. Vy si na zadkladé vy-
slechnutych tipu vytvorite vlastni nazor a podle néj jdete
budto klidné spét, nebo se zacnete na zitiek zufivé udit.
Dopoledne se dozvite, zda pisemka nastala nebo ne. Podle
toho miiZzete upravit, jak se budete dalsi vecer chovat. Toto
se opakuje kazdy den v semestru.

Svou predpovéd muiZzete popsat algoritmem. Ten kazdy den
dostane vsech n tipi spoluzak, vyda predpovéd, a pak se
dozvi, jestli se vyplnila. Podle toho si upravi sviij vnitini
stav pro dalsi den (napiiklad nazor na to, jak dobry je tip
kterého spoluzaka).

Myslite si, ze mezi spoluzaky je alespon jeden, ktery uhodl,
jak se profesor rozhoduje, a tim padem tipuje vzdy spravné.
Jen védét, kdo to je...

Vymyslete co nejlepsi predpovédni algoritmus, tedy takovy,
ktery za téchto predpokladt udéla co nejméné chyb v zavis-
losti na poctu spoluzakt n a poctu dni semestru d. Snazte
se minimalizovat pocet chyb v nejhorsim piipadé. Mtzete
predpokladat, ze d je mnohem vétsi nez n. Casova sloZitost
algoritmu nas nezajima.

34-4-3 Korelace nejsou tranzitivni 11 bodu

ﬁ Ondra si nedavno precetl dvé studie — ze ¢im vice lidé
W1l piji mléko, tim vyssi v priméru jsou, a ze vyssi lidé jsou

pit vice mléka.

Je na vas, abyste mu vysvétlili, ze takové uvazovani nedava
smysl. Nejen Ze korelace neimplikuje kauzalitu, ale to, ze
spolu néco koreluje, vitbec neni tranzitivni. Je klidné moz-
né, ze ¢im vice lidé piji mléko, tim jsou v primeéru méné
uaspésni!

Mate k dispozici m studii, kde kazda ukazuje silnou korelaci
mezi dvéma veli¢inami (napf. éim vice lidé piji mléko, tim
nost korelujicich veli¢in takovou, ze skonc¢ite u negace prvni
veli¢iny, abyste demonstrovali, ze korelace nejsou tranzitiv-
ni.

Napriklad posloupnost:

® ¢im jsou lidé bohatsi, tim vice penéz utraci za vino,
® ¢im vice penéz utraci za vino, tim vice vina piji,

® ¢im vice vina piji, tim vice alkoholu konzumuji,

® ¢im vice alkoholu konzumuji, tim jsou méné bohati,
by mohla byt korektnim feSenim.

Toto je praktickd open-data tiloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na véas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku dostanete pocet veli¢in n,
kterych se studie tykaji, a pocet studii m. Na kazdém z na-

http://ksp.mff.cuni.cz/viz/34-4-§

sledujicich m fadkd bude trojice x;, y; a k;, kde x; a y;
udavé, kterych dvou velidin se studie tyka, a k; je vzdy bud
1 nebo -1, coz udava, kterym smérem byla korelace namé-
fena. Cislo 1 odpovida kladné korelaci (naptiklad &m jsou
lidé bohatsi, tim vice penéz utraci za vino) a -1 zadporné ko-
relaci (napiiklad ¢im lidé vice konzumuji alkohol, tim jsou
méné bohati).

Uvedené korelace jsou obousmérné. Pokud x koreluje s y,
koreluje také y s x, a to se stejnym znaménkem.

Plati, ze 0 < x;,y; < n (veli¢iny ¢islujeme od nuly), Vi :
x; # y; a neexistuji dvé rtzné studie, které by se tykaly
stejné dvojice velicin.

Formdt vystupu: Prvni fadek vystupu bude obsahovat po-
¢et veli¢in ve vasem cyklu. Na dalsim fadku pak budou ty-
to velic¢iny. Musi platit, Ze mezi kazdymi dvéma sousednimi
veli¢inami existuje studie a posledni veli¢ina v je rovna té
prvni. Navic musi posloupnost korelaci vyjadfovat, ze ¢im
vice v, tim méné v.

Pokud existuje vice feSeni, vypiste libovolné.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:

45 5

03 -1 03210
23 -1

121

10-1

201

34-4-4 Geometrie 15 bodu

Jirka upekl dort a chtél se o néj podélit se svymi kama-
é rady. Jelikoz to neni zadny cukraf, tak jeho dort mél
pomérné neobvykly nepravidelny tvar. Dokonce ani nebyl
konvexni. Rikal si, Ze Ze by této vlastnosti dortu mohl vy-
uzit. Rad by dort rozdélil na co nejvice ¢asti (nevi totiz,
kolik jeho kamaradd jesté dorazi) za pouziti pouze jednoho
fezu.

Na vstupu jsou souradnice N bodu nekonvexniho N-thel-
niku. Mtzete predpokladat, ze zadné tii body nejsou koline-
arni, tedy nelezi na jedné piimce, a zadné dva body nemaji
shodnou ani jednu ze soutadnic.

Popiste algoritmus, ktery spocita, na kolik ¢asti lze rozdélit

N-thelnik pouze za pomoci jednoho fezu primkou.

@ Lehéi varianta (za 8 bodu): Pro zisk ¢asti bod@ mizete
predpokladat, Zze optimalni fez je rovnobézny s osou x.

34-4-S Manimujeme — 3D 15 bodua

Serial je tento ro¢nik zameéfen na generovani anima-

ci pomoci Pythoni knihovny Manim a obsahuje tedy
fadu animaci, které se do formatu PDF nehodi. Proto je
dostupny pouze na webu.!

Tomds Sldma

Webové stranky:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/|

K
BN matfyz
|4

E-mail:

sp @mff.cuni.c

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Organizatori a kontakty:
lhttps: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty/|
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Recepty z programatorské kucharky: Geometrie

Geometrické algoritmy

V dnesnim dile naseho kuchatrkového specidlu se budeme
ulit valit geometrické problémy. A co Ze si predstavujeme
pod pojmem geometricky problém? Trochu analytické geo-
metrie, naptriklad zjisténi, na které strané orientované prim-
ky bod lezi, trocha plotii, neboli konvexnich obal, a obecné
mnoho zametani.

V celé kuchaice se omezime pouze na dvourozmérné pro-
blémy, tedy na algoritmy v roviné. Nékteré postupy se daji
zobecnit pro trojrozmérné, a vétsinou i pro n-rozmérné pro-
blémy, ale to je jiz nad ramec této kucharky.

Geometrické zaklady

Nejdiive trocha stiedoskolské analytické geometrie pro ty,
kdo ji jesté neméli. Ostatni mohou tuto sekci preskocit.

Kazdy bod v roviné mtizeme urcit jeho souradnicemi vi-
¢i osdm. Nejbéznéji se pouziva takzvany kartézsky sourad-
ny systém, tedy dvé na sebe kolmé osy oznacované jako
x-0vé osa (vodorovnd) a y-ové osa (svisld). Obvykle se uva-
Zuje, ze hodnoty na oséch rostou smérem doprava (osa x)
a smérem nahoru (osa y), my se toho budeme v nasi ku-
chafce drzet.

Misto, kde se obé osy protinaji, se oznacuje jako pocdtek
soustavy soutadnic. Samotné soutadnice bodu zapisujeme
jako dvojici ¢isel, kterd udavaji, o kolik jednotek se musime
posunout ve sméru které z os, abychom z pocatku dorazili
do bodu, kterému souradnice patfi. Pocatek mé souradni-
ce [0,0]. Bod se soufadnicemi [a,b] lezi na pozici, kterou
ziskame tak, ze se od pocatku posuneme o a jednotek ve
sméru prvni osy (z-ové) a o b jednotek ve sméru druhé osy
(y-ové).

Vse ostatni funguje tak, jak jsme se ucili pfi geometrii na
zakladni skole, tedy tisecka je urcena dvéma krajnimi body,
obdélnik ¢tyfmi a podobné. Jesté si ale fekneme, co je to
vektor, a zavedeme nékteré dalsi pojmy.

Casto potiebujeme popsat vzajemnou polohu dvou bodii.
Miizeme napiiklad udat jejich vzdalenost a smér (tfeba jako
thel vzhledem k ose x). Prakti¢té&jsi ale byva Fici, o kolik se
lisi jejich x-ové a y-ové souradnice. To nam da dvojici ¢isel,
které fikame vektor.

Pokud napfiiklad k bodu [1, 1] pfi¢teme vektor a = (2, —1),
dostaneme se do bodu [3,0]. Stejné tak, pokud odeéte-
me napiiklad bod [4,2] od bodu [1, 3], tak dostaneme vek-
tor b = (—3,1) udavajici jejich vzajemnou polohu.

Pomoci vektoru a bodu tedy lze urcit pfimku. Bod nam
urc¢i, kam umistit vektor, a vektor ndm urci smér pfimky
z daného bodu. Tomuto vektoru se fika smérovy vektor,
nebo také nékdy smeérnice, dané primky nebo tsecky.
Samotné vyjadreni pfimky nebo tsecky poté muze byt ve
dvou tvarech. Prvnim z nich je parametricky tvar. Zakladem
je né&jaky bod A = [ay, ay]. Od toho se ve sméru smérového
vektoru u = (uy,u,) mizeme pohybovat libovolné a stéle
budeme na piimce. To nam vede na nasledujici tvar, kde
t je libovolny realny parametr, neboli proménna, za kterou
si mizeme dosadit jakékoliv realné ¢islo a vzdy nam vyjde
bod na pfimce. Parametricky tvar vypada takto:

T = a; + tu,

Y = ay + tuy

To samé muzeme vyjadrit i vektorové, tedy X = A + tu.

Pro ilustrovani funkce parametru, kdyz bude ¢t = 0, tak do-
staneme vychozi bod pfimky. Pokud poté budeme s para-
metrem hybat od —oco do +00, dostaneme postupneé vsechny
body na primce.

Druhym zptisobem zapisu je obecny tvar primky. K jeho
vyjadieni budeme potfebovat kolmy vektor ke smérovému
vektoru, tomu se také fikd mormdlovy vektor. V roviné ho
ziskdme jednoduse. Pokud je v = (v, v,) smérnice piimky,
tak vektor na néj kolmy ma tvar n = (v, —v,). Jako po-
znamku pro zvidavé mizeme uvést, ze skaldrni soucin téch-
to vektort, tedy soucin po slozkich (v-n = ab+ b(—a)), je
roven 0, coz je také jedna z definic kolmosti.

A jak tedy vypada slibovany obecny tvar primky? Pokud je
n = (a, b) normélovy vektor piimky, tak obecny tvar pfim-
ky je rovnice ax + by 4+ ¢ = 0. Dobfe, a a b mame, jak ale
zjistit ¢? Normalovy vektor urc¢uje smér, kterym piimka po-
vede, ale stale ji mizeme libovolné posouvat. Potfebujeme
jesté znat jeden bod, ktery na nasi piimce lezi, aby byla
urcend jednoznacné.

Kdyz dosadime soufadnice takového bodu do rovnice prim-
ky s neznamou c, ziskdme tak rovnici pro ¢, kterou vy-
fesime. A mame hotovo, zndme hodnoty vSech koeficient
v rovnici. Jesté si mizeme v§imnout, ze pro ¢ = 0 prochézi
primka pocatkem.

Takovéto tvary se hodi nejen pro né€jaké zapsani pirimek,
ale také pro zjisténi jejich priseciku. Kdyz hledame prise-
¢ik, hledame vlastné misto, kde maji obé pfimky navzajem
stejné z-ové a y-ové souradnice. A to vede na jednoduché
soustavy linedrnich rovnic, které jisté€ jiz vyresit umite.

Jesté si ale zdaraznéme rozdil tsecek oproti primkam. V pfi-
padé parametrického tvaru omezujeme velikost parametru
t (napiiklad t € (0,1)) a v piipadé obecného tvaru ome-
zujeme rozsah jedné ze souradnic (napiiklad z € (—2,2)).
V pripadé, ze bychom chtéli vyjadrit polopiimku, si para-
metr nebo soufadnici omezime pouze z jedné strany.

Nakonec si ukdzeme jednu zakladni aplikaci parametru a pa-
rametrického vyjadreni tsecky. Jak snadno spocitat stied
néjaké tsecky AB? V takovém piipadé neni nic jednodussi-
ho, nez si vzit vektor B — A, pfendsobit ho parametrem 1/2
(stfed tisecky je v poloviné jeji délky) a pii¢ist k bodu A.
Trivialni tpravou pak zjistime, Ze stfed tsecky muzeme spo-
Citat jako aritmeticky primeér jejich krajnich bodi:

1 A+ B
At :

S(B—A4)=

Jako pfiklad na rozkoukani si ukazeme, jak zjistit, na které
strané pfimky lezi bod.

Zjisténi polohy bodu vuéi pfimce

Nejdiive si zavedeme pojem orientovana pfimka. Kdyz bu-
deme mit piimku uréenou dvojici bodi A a B, budeme se
na ni divat, jako kdybychom stali v prvnim bodé (bod A)
a divali se smérem ke druhému (bod B). Pak jiz mame jas-
né definovanou pravou a levou stranu a muzeme fici, kde
viuci piimce bod lezi.

Vezméme si tedy piimku uréenou body A a B a bod X.
Uréime si vektory u = X — A av =B — A (s prvky ug, uy,
respektive v, v,) a porovndme thel mezi nimi.



Pokud jste uz méli analytickou geometrii, urcité znate vzo-
recek na vypocet thlu mezi dvéma vektory. Vzorecek méa
tvar:

U-v

cosa =
|uf|v]

Jeho nevyhodou je, Ze vypocet inverzni funkce cos™! trva

dlouho. Je proto lepsi pouzit jiny zptsob vypoctu, kde si

vystac¢ime pouze s nasobenim.

Tim jinym zptsobem je vypocet determinantu matice ur-
¢ené témito vektory. Matice je pouze tabulka, kde jsou vek-
tory posklddany pod sebe (ta nase tedy bude velkd 2 na 2
policka).

Determinant matice této velikosti nam udava obsah rov-
nobé&zniku uréeného zadanymi vektory. A navic znaménko
determinantu ndm ¥ikd, jestli je thel mezi vektory (méfe-
ny v kladném sméru, tedy proti sméru hodinovych rucicek)
mensi nez m, nebo vétsi nez .

Kdo se jesté s determinanty nesetkal, mize brat nasledujici
vzorec pro vypocet determinantu matice dva krat dva ja-
ko kouzelnou formuli. Kdo pfesto chce zdtivodnéni, mutze si
zkusit udélat rozbor vSech vzajemnych poloh dvou primek
(a jejich smérovych vektort), které mohou nastat. Po chvi-
li dojdete ke vztahu presné odpovidajicimu nasledujicimu
vzorecku:

d = uyVy — UyVsy.

Pokud vyjde d kladné, je bod napravo od primky, pokud
vyjde d zaporné, je bod nalevo od pfimky, a kone¢né, pokud
vyjde d = 0, tak bod lezi na pfimce.

Bod a konvexni mnohothelnik

Konvexni mnohotuhelnik je takovy, ktery nema zadny vniti-
ni thel vétsi nez 180°. Jinou definici je, ze pokud si zvolime
libovolné dva body v mnohothelniku a natdhneme tsecku
mezi nimi, nikdy nam nevyleze z mnohothelniku ven.

Kdyz uz vime, co konvexni mnohothelnik je, jak zjistime,
jestli néjaky bod lezi v ném, nebo ne? Vyuzijeme vlastnosti
konvexnosti. Sta¢i nam jit po hranach na obvodu a zjisto-
vat, jestli hledany bod lezi na stejné strané vSech hran (tedy
pfimek uréenych koncovymi body hran), nebo nelezi.

Pokud bod lezi na stejné strané vsech hran, nachazi se
uvnitf mnohothelniku. Pokud se ale vuci jen jediné hra-
né nachazi na jiné strané nez vuci ostatnim, lezi bod vné
mnohotthelniku. Nejlépe to vysvétli obrazek:

Tomuto postupu se také nékdy Fika test polorovinami. Kaz-
d4 kontrola nam zabere konstantné mnoho ¢asu. Casova

slozitost tohoto postupu je tedy linearni vzhledem k poctu
hran, neboli O(N).

Bod a nekonvexni mnohotthelnik

Pro nekonvexni utvary je jiz postup o néco tézsi, protoze
jak si mizeme vSimnout, postup s kontrolovanim polohy
bodu vuéi vSéem hrandm fungovat nebude.

Mizeme si ale na chvili zahrat na Robina Hooda a ze zkou-
maného bodu vystrelit sip, respektive vést polopfimku. Pék-
né se nam bude pocitat, pokud polopfimku povedeme rov-
nobézné s néjakou z os (tfeba ve sméru (1,0)). Celé Feseni
pak spociva v pocitani, kolikrat polopfimka protne hranici
mnohotthelniku.

MiuZeme si totiz v§imnout, Ze findlné polopfimka skon¢i ven-
ku a nikdy vice jiz do mnohothelniku nevstoupi. A pokazdé,
kdyz do mnohotthelniku vstoupi, musi z néj zase nékdy vy-
stoupit. Pokud tedy bod lezi venku, zacali jsme polopfimku
vést zvenku, a tedy bude pocet protnuti sudy, pokud bod
lezi uvnitt, tak bude pocet protnuti hranice lichy.

Jediné, na co je potfeba dat pozor, je situace, kdy polo-
pfimka povede presné skrz néjaky vrchol. V takovém pii-
padé se musime podivat na opa¢né krajni body hran, které
se v tomto vrcholu stykaji. Pokud se obé nachézi ve stejné
poloroviné urcené polopfimkou, jen jsme se vrcholu dotkli,
ale neprosli jsme skrz (a tedy nepocitdme zadny prusecik).
Pokud se ale krajni body hran nachézi v opac¢nych polo-
rovindch, znamend to, Ze jsme ve vrcholu hranici protali
a musime zapocitat jeden prusecik.

Jako cviceni na rozmyslenou nechame situaci, kdy se druhy
krajni bod jedné z hran nachézi na polopfimce.

N
Opét musime zkontrolovat polopfimku vic¢i vSem hranam,
takze Casova slozitost je znovu O(N) (i kdyZ s o néco vyssi
konstantou, protoze spocitani priseciku je vice pocetnich
operaci nez jeden test polorovinou).

Konvexni obal a zametani roviny

Podivame se na jeden z nejznaméjsich geometrickych pro-
blému, totiz hledani konvexniho obalu mnoziny bodu v ro-
viné. Konvexni obal je nejmensi konvexni mnohothelnik,
ktery obsahuje vSechny zadané body. MuzZeme si vS§imnout,
ze vSechny vrcholy vysledného mnohothelnika musi byt né-
jaké body ze zadané mnoziny, jinak bychom mohli mnoho-
thelnik jesté zmensit (a nebyl by to konvexni obal).

Jako motivaci si pfedstavte tieba situaci, ze mate sad ovoc-
nych stromi a chcete je oplotit co nejkratsim plotem. Jak
takovy plot, nebo obecné obal, nalézt?

Vlevo neobalené body, vpravo obalené.

Ukéazeme si postup, kterému se fikd zametdnt roviny. Je to
trik, ktery najde uplatnéni u mnoha rtiznych geometrickych
problémt a vyplati se ho umét.



Zakladni myslenka spociva v tom, ze néjakou pfimkou, Ti-
kejme ji zametact primka, piejedeme pfes celou rovinu (od
minus nekone¢na do plus nekonecéna, zleva doprava nebo
shora doli) a vzdy, kdyZ zametaci pfimka protne néjaky pro
nas zajimavy bod, zpracujeme ptislusnou udélost. Uddlost
je néco vyznamného, co souvisi s p¥islusnym bodem (pri-
se¢ik pfimek, vrchol mnohothelnika apod.)

Ale jak jet pfimkou postupné od minus nekonec¢na do plus
nekonec¢na? To neni vibec nutné. Pohyb pfimky miZeme
zadit v néjakém startovnim bodé (vétsinou prvni udédlost
v setfidéné posloupnosti udélosti) a ukonéit ho po zpraco-
vani vSech udalosti. Navic nebudeme pfimkou pohybovat
plynule, ale budeme ji vzdy skdkat z udélosti na udalost
(protoZe mezi udalostmi se nic zajimavého nedéje).

Vratme se k naSemu problému s konvexnim obalem. Jako
udélosti budeme brat vSechny body, které dostaneme na
vstupu. V tomto pripadé ndm zadné nové udalosti v pribé-
hu vypoctu vznikat nebudou, takze frontu udalosti mtzeme
implementovat jako linearni spojovy seznam.

Na zacatku si body setfidime podle jejich z-ové soufadnice
(zatim budeme pro jednoduchost pfedpokladat, ze zaddné
dva body nemaji stejnou xz-ovou soufadnici), zacneme je
zametaci pfimkou postupné prochézet zleva doprava a bu-
deme si udrzovat konvexni obal bodt, které jsme uz zpra-
covali.

V pribéhu vypoctu si budeme konstruovat horni a dol-
ni obalku. Obé obalky budou urcité zacinat v nejlevéjsim
a kon¢it v nejpravéjsim bodé (jednoduchym pozorovéanim
lze nahlédnout, Ze tyto body do obalu urcité patii). A jak
uz nazev napovida, horni obalka ptjde vrchem a bude se
zatéacet stale doprava, a dolni obalka naopak piijde spodem
a bude se stale zatacet doleva.

Mzeme se pro zjednoduseni dohodnout, ze nejlevéjsi i nej-
pravéjsi bod patifi do obou obalek. Kdyz pak horni a dolni
obalku spojime, dostaneme konvexni obal.

Horni (respektive dolni) obéalku si budeme udrzovat jako
linedrni seznam vrcholi.

Ted si ukaZzeme, jak bude probihat jeden krok zpracovani.
Vypocet se bude provadét samostatné pro horni a dolni
obalku, my si ho ukdzeme jen pro horni (pro dolni je az na
zrcadleni stejny).

Uvazujme, Ze uz mame néjakou ¢ast horni obalky, skodi-
li jsme zametaci pfimkou na dal$i bod a ten ted chceme
pridat. Podivame se na posledni bod v horni obalce a zkon-
trolujeme thel posledni hrany v obdlce a useCky mezi po-
slednim bodem obalu a novym bodem.

K tomu mtzeme vyuzit napiiklad test polorovinami z tvo-
du kuchatky (pokud novy bod lezi viiéi posledni hrané hor-
ni obalky napravo, je vnitini thel konvexni, pokud nalevo,
je thel konkavni). Jestlize se horni obélka zataci doprava,
mame vyhrano, pfiddme novy bod do obalky a mutzeme se
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vevs

posunout na dalsi bod. Zajimavéjsi je ale situace, kdy se
nam obalka stoc¢i doleva a vznikne konkéavni thel.

Pokud se podivame na obrazek vyse, jasné vidime, Ze je po-
tfeba dosavadni posledni bod obalky odebrat a zkusit spojit
nové pridavany bod s pfedposlednim. Odstranime tedy po-
sledni bod obalky a budeme test opakovat s predposlednim
bodem.

Takto budeme pokracovat (a pfipadné vyhazovat dalsi bo-
dy), bud nez bude thel hran konvexni, nebo dokud ndm
v obélce nezistane pouze jeden bod (poéatecni). Pak novy
bod priddme do obalky a pokracujeme s dalsim.

Vyse popsany postup je nejvyhodnéjsi provadét najednou
pro obé dvé obalky. Tedy kazdy bod se pokusime pfipojit
k horni i dolni obélce a podle toho obé obalky prislusné
upravime.

Proc¢ tento postup funguje? Postupné projdeme vSechny bo-
dy a kazdy z nich se alespon na chvili stane poslednim bo-
dem obéalky. P¥i zméné obalky se obsazend plocha v konvex-
nim obalu vzdy pouze zvétsi a zadny bod nam tedy nemiize
zustat mimo konvexni obal.

Jesté jsme zapomnéli na ptipad, kdy thel neni ani konvex-
ni, ani konkévni. V takovém piipadé se rozhodneme, jestli
budeme vrchol tohoto thlu zapocitavat mezi vrcholy kon-
vexniho obalu. Obvykle se takovy vrchol z konvexniho obalu
vyhazuje, ale nakonec vzdycky zalezi, k ¢emu ten konvexni
obal vlastné potfebujeme.

Skon¢ime, az zametaci primkou sko¢ime na posledni bod
a zpracujeme ho. V tomto bodé se nam obalky spoji a do-
staneme cely konvexni obal. Ted ale pfichdzi otdzka, kolik
¢asu nam tento postup zabere?

Muze se zdat, ze hodné, protoze pfi vyhazovani bodu z obal-
ky mtizeme postupné vyhodit skoro vsechny body. Oznac-
me si velikost zadané mnoziny (pocet bodi na vstupu pro-
gramu) N. Musime si uvédomit, ze kazdy bod do obalky
ptiddme pouze jednou a vyhodime ho také maximalné jed-
nou, tedy casova slozitost je linearni k velikosti mnoziny,
¢ili O(N), v pfipadsé, Ze jiz mame setfidény vstup. Pokud
ne, musime jesté pricist ¢as potiebny k setfidéni bodt, tedy
O(N log N) pfi pouziti néjakého rychlého tfidiciho algorit-
mu.?

Nakonec jesté zbyva dofesit vice bodu se stejnou x-ovou
soufadnici. Pokud to nejsou krajni body, tak nam to v po-
stupu nevadi. Mensim problémem je, kdyz to jsou pocatec-
ni, nebo koncové body. Problém ale snadno vyfeSime tim,
kdyz body sefadime lexikograficky, tedy nejdfive podle z,
a pokud je stejné, pak podle y. To nam jednoznacné urci
poradi bodti a pocatecni i koncovy bod.

Také si to mizeme predstavit tak, Ze rovinu nepatrné nato-
¢ime. Tim se ur¢ité konvexni obal (aZ na nato¢eni) nezméni,
nikde nebudou dva body nad sebou a z pohledu algoritmu
je to vlastné totéz, jako bychom prosli body v lexikografic-
kém poradi.

Hledani pruseciku usecek

Nakonec si ukdzeme jesté jeden typicky zametaci problém,
ktery principu zametani vyuziva o trochu vice nez konvexni

obal. Predstavte si, ze mate v roviné N tsecek a chcete najit
vSechny jejich pruseciky.

Hledame samoziejmé co nejrychlejsi algoritmus vzhledem
k N a poctu prusecika P.
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Bystii si jiz jisté spocitali, ze pruseciki mize byt v extrém-
nim piipadé az N?, a tedy nic rychlejsiho neZ zkontrolovat
kazdou tisecku se vSemi dalSimi v tomto pripadé neni.

Ale takové piipady se moc Casto nestavaji, spiSe naopak.
Uvazujme tedy, ze priseciki je fadove tolik, kolik je tGsecek
a v tom pripadé je vyse popsany algoritmus jiz pomaly.

Ptredpokladejme pro zjednoduseni, ze v zadném bodé se ne-
protinaji t¥i a vice tsecek, zddné dveé tisecky nemaji vice nez
jeden spole¢ny bod (nelezi pies sebe) a zddné tsecka neni
ani presné svisla, ani pfesné vodorovna. VyfeSeni takovych-
to pripadi spociva v snadnych tpravach uvedeného feseni.

Pouzijeme opét zametaci piimku (pro lepsi predstavu ted
jdouci shora dolti, obecné ale nem4 smér zametani vyznam),
kterou budeme skakat pres udélosti, a na ni si budeme udr-
zovat aktualni stav. Nazvéme ji tfeba prurezem. Jak uz na-
zev napovida, bude udrzovat poradi tisecek, které aktualné
protinaji zametaci pfimku. Jelikoz se prarez bude po kazdé
udélosti ménit, budeme pro néj potrebovat Sikovnou da-
tovou strukturu. Ale na to se podividme aZ potom, co si
rozebereme udalosti, at vime, co od priifezu budeme chtit.

Stejné jako v minulém p¥ipadé budou mezi udalostmi vSech-
ny body na vstupu (tedy pocatecni i koncové body tsedek),
vyskytnou se tam ale i dalsi. Pojdme si tedy trochu lépe ro-
zebrat udalosti a akce, které se pfi nich maji stat:

® Zacdtek usecky: Pfidame tsecku na spravné misto do pri-
fezu, spocitame pripadné pruseciky s okolnimi tseckami
a ptridame je do seznamu udalosti.

Konec isecky: Smazeme tseCku z prufezu, a jelikoz se
nam dvé okolni tisecky dostanou smazénim této k sobé,
musime jeSté spocitat jejich pfipadny prusecik a pridat
ho do seznamu udéalosti.

Prasecik: Zapocitame a zapiSeme si prusecik tsecek, pro-
hodime poradi téchto dvou tsecek na prirezu, a jelikoz
se ndm k sobé na prifezu dostaly nové tisecky, musime
spocitat, jestli se nékde protinaji, a pfipadné priseciky
pridat do seznamu udalosti.

Spocitani priseciki tsecek je jednoducha analytickd geo-
metrie. Nejdiive porovname jejich smérnice. Pokud jdou
od sebe, nemusime se o nic starat, pokud jdou k sobé, spo-
Gitame, ve kterém bodé se protnou. A kdyZz mame tento
bod, jenom ovéiime, jestli lezi na obou tseckach (neboli Ze
usecky nekonéi jesté pred spocitanym prisecikem).

Kdyz se podivame na pozadavky, hodilo by se ndm umét
v prufezu rychle vyhledavat, pridavat a mazat, k cemuz
nam nejlépe poslouzi vyhledavaci strom. Ale co za informa-
ce si budeme o tuseckach ve vrcholech stromu pamatovat?
Jejich aktudlni z-ovou pozici (tedy presnéji z-ovou souiad-
nici bodu této tGsecky na trovni zametaci pfimky)? Tu by-
chom museli po kazdé udalosti u vSech tsecek prepocitat,
budeme na to tedy muset jit chytfeji.

Ve vrcholech stromu si budeme uklddat pouze néjaky rovni-
covy tvar tsecky (napiiklad jeji obecnou rovnici, nebo smér-
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nici a bod) a vzdy, kdyZ budeme vyhleddvat ve stromu, tak
si na zakladé aktualni y-ové pozice zametaci pfimky spo-
¢itame v konstantnim cCase aktualni z-ovou pozici tsecky
(jednoduchym doplnénim do obecné rovnice) a podle toho
se budeme ve vyhledavacim stromu pohybovat.

Méme tedy datovou strukturu pro priifez, ale jak dlouho
budou trvat operace s ni? Jelikoz v kazdou chvili bude ve
vyhledévacim stromu maximalné N vrchold (tedy maximél-
né tolik, kolik je tseéek), budou vSechny operace se stro-
mem trvat O(log N).

Do seznamu udéalosti budeme potifebovat také pridavat prv-
ky, takze tentokrat se nAm mnohem vice hodi pouziti néjaké
haldy. Opét si mizeme uvédomit, ze v haldé bude najednou
pouze O(N) prvki (za kazdou usecku jeji zac¢dtek a konec
a pruseciky tsecek vedle sebe na prufezu, tedy maximéalné
N — 1 priisecikil), takze operace v ni bude trvat O(log V).

Kdyz uz mame vybudované datové struktury, podivejme se
na to, jak algoritmus pobézi. Na zacatku pridame do pru-
fezu prvni tsecku a do seznamu udalosti vSechny zacatky
i konce tsecek. Pak jiz jen postupujeme po udalostech, kaz-
dou udalost zpracujeme podle postupu vyse a skoncime ve
chvili, kdy nam dojdou vsechny udalosti.

Algoritmus funguje spravné, jelikoZ postupné projde pies
vSechny pruseciky (kdyZ jedna tsecka protiné vice dalsich,
tak postupnym prohazovanim v prurezu se dostanou vsech-
ny tyto dvojice vedle sebe a vSechny priseciky pfidame do
udélosti) a zddny priseéik neprojdeme vicekrat.
Zpracovani jakékoliv udalosti nas stoji konstantni mnozstvi
operaci s datovymi strukturami, a protoze kazda z téchto
operaci stoji maximalné O(log N), tak nas zpracovani jed-
né udélosti stoji O(log N). Pocet udélosti je 2N + P kde
N je pocet tiseCek a P pocet prisecikti na vystupu, tedy
celkova Casova slozitost je O((N + P)log N). Pro poradek
jesté uvedme pamétovou slozitost, které je diky pouzitym
datovym strukturdm O(N).

Mizeme si vSimnout, ze pokud by priisecikti bylo radoveé
N2, tak jsme si vlastné pohorsili. Pfedpokladali jsme ale
situaci, kdy je prisecikl fadove stejné jako tisecek. V tomto
pripadé je nas algoritmus vyrazné rychlejsi.

Zavér

Prosli jsme si zédkladni geometrické algoritmy pro rovinn-
né problémy a ukézali jejich zékladni myslenky. Riaznou
aplikaci a kombinaci téchto postupti muzeme Fesit vétsinu
lehéich geometrickych problémt v roviné, které potkame.

Jen jako ochutnavku si jesté uvedeme naptiklad Voroného
diagramy, coz je rozklad roviny na oblasti, které jsou vzdy
nejbliz danému bodu (motivaci mize byt naptiklad pfifaze-
ni obci na mapé k nejblizsimu krajskému méstu). P¥i jejich
konstrukci se také uplatni zametéani roviny, ovSem tentokrat
jiz ne primkou, ale pomoci zametacich parabol.

A jak jsme si uvedli na za¢atku, mnohé z uvedenych po-
stupt 1ze zobecnit z roviny i do prostoru, ale o tom nékdy
jindy. Pokud méte zajem o dalsi informace o geometrickych
algoritmech, tak vids mtizeme odkazat na Pruvodce labyrin-
tem algoritms stahnutelny ze stranek Martina Marege.?

Pokud stale nemate geometrie dost, miizete si jesté zku-
sit vyhledat pojmy kombinatorickd a vypocetni geometrie.
Dostanete se tak ke spousté dalsich zajimavych materidld.

Jirka Setnicka
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