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35-1-1 Hrosi preslicka

Celou situaci prevedeme do Feéi teorie grafi. Horu si pred-
stavime jako graf, ktery je stromem. K¥izovatky budou od-
povidat vrcholim grafu, cesticky pak hrandm mezi nimi.
Vrchol hory odpovida kofenu stromu.

Misto toho, abychom postupné zkouseli vSechny trasy a zjis-
tovali jejich nejvyssi bod, zamysleme se nad tim, kolikrat
je dany vrchol nejvyssim bodem néjaké trasy.

Nejprve rozeberme situaci, kdy je uvazovany vrchol kote-
nem. Necht kofen r sousedi s N, vrcholy, ozna¢me je vy aZ
vn,.. Velikost podstromu zacinajiciho ve v; ozna¢me ¢;, do
podstromu pocitame i v; samotny. Hodnota ¢; také odpovi-
da poctu vsech vrcholti, ze kterych vede cesta do r pfes v;.

Kolikrat je kofen nejvyssim bodem néjaké trasy? Zcela jis-
té, pokud néjaka trasa vede pres kofen, pak je kofen jejim
nejvyssim vrcholem. Zajima nés tedy pocet cest, které ve-
dou pres kofen.

Prvni moznost je, Ze trasa v kofenu kon¢i. V takovém pripa-
dé zacind v podstromu jednoho ze syni kofene vy,...,vp,.
Pocet vsech vrcholi v nich zjistime sec¢tenim velikosti téchto
podstromii:
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Stejny pocet dostaneme, pokud nam trasa zac¢ina v kofenu
a kon¢i v jednom z vrcholi.

Jinak trasa v kofenu nekon¢i, ani neza¢ina. Pak musi kraj-
ni vrcholy trasy spadat do rtiznych podstromi. Kdyby totiz
spadaly do stejného podstromu pod v; a kofen by lezel na
trase, znamenalo by to, Ze hrana vedouci z kofenu do v;
by byla na trase dvakrat, coz ze zadani neni mozné. Stejné
tak plati, ze pokud lezi koncové vrcholy v riznych podstro-
mech, pak kofen na trase byt musi. Trasa vede mezi riznymi
podstromy a mezi nimi miZe trasa vést pouze pres kofen.

Takovych tras je:

Pocatecni vrchol mtzeme vybrat z libovolného podstromu,
k nému koncovy pouze z podstromut néjakého jiného syna.

Dvojitda suma se nam ale nelibi — nelze ji rychle spocitat.
Proto ji zkusme spocitat néjak jinak. Vezméme vSechny ces-
ty, které nemaji koten jako pocatecni ani koncovy vrchol
(dovolime i cesty, které zac¢inaji a konéi stejnym vrcholem).
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Téch je (Zf&l c1;> . Timto bychom ale zapocitali navic ces-
ty, které maji jak koncovy, tak pocatecni vrchol v témze
podstromu. Téch je > ;™" c2. Pokud je tedy od ptivodni-
ho poc¢tu odecteme, dostaneme pocet tras, které prochézeji
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pres koren, ale nemaji jej jako krajni vrchol:
N, 2N,
() -3
i=1 i=1

Celkové tak umime z velikosti podstromt synt spocitat,
kolikrat se kofen vyskytne jako nejvyssi vrchol néjaké trasy:
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Nyni se zamysleme, jak by se situace zménila pro vrchol u,
ktery neni kofenem. Kromé ptipadti, které jsme jiz rozebra-
li, se nyni mohlo stat, ze alespon jeden z krajnich vrchold
trasy neni v podstromu u. Pak ale u nemtize byt nejvyssim
vrcholem trasy — jeho otec musi byt rovnéz na trase.

Zajimaji nas tedy pouze takové dvojice, kde oba vrcholy lezi
v podstromu w. Nyni jako v; oznac¢ime podstromy synt u.
Zbytek vypoctu bude stejny jako pro kofen.

Umime tedy pro kazdy vrchol ve stromu spocitat, kolikrat
je nejvyssim bodem trasy. Jak to spocitat efektivné pro cely
strom?

Mizeme to udélat upravenym prohledédvanim do hloubky —
pfed navratem z rekurze vratime velikost daného podstro-
mu. Tu spocitame snadno jako soucet velikosti podstromu
synt plus jedna. Stejné tak pfed tim, nez se vratime, mize-
me spocitat, kolikrat dany vrchol bude nejvyssim na trase,
a pfipadné upravit udrzované globalni maximum (a v jakém
vrcholu to maximum je).

Jaka je Casova slozitost takového algoritmu?

V kazdém vrcholu travime cas linearni vzhledem k poctu
synu. Jenze celkovy pocet syni pres vSechny vrcholy nemu-
ze byt vétsi, nez kolik je vrcholu, tedy celkova slozZitost je
linearni.

JelikoZ si pamatujeme strukturu celého grafu, je i pamétova
slozitost linearni.

Ulohu pripravili: Vojta Kdné,
Kristyna Petrlikovd, Ondra Sladky

35-1-2 Vareni lektvaru
Nejprve provedme nésledujici pozorovani — pokud chce
W1l Demivirtos zacit varit néjaky lektvar v néjakém case,
ale mohl by jej zacit dfive, pak si urc¢ité nepohorsi, kdyz jej
zacne varit dfive. Nasledujici lektvar by totiz mohl nechat
vafit ve stejny Cas, anebo diive a tak dale az do posledniho
lektvaru, ¢imz by dovafeni posledniho lektvaru mohl pouze
uspisit. To ale znamend, ze se mu vyplati kazdy lektvar
uvarit, co nejdfive to lze, tedy hned, jakmile se dovarily
jeho prerekvizity.

Zbyva tedy pro kazdy lektvar zjistit, kdy se dokondi, po-
kud vSechny lektvary dame vafit hned, jak to ptjde. Na to
pouzijme nasledujici algoritmus — upravené hledani topolo-
gického uspofadani.!
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V priubéhu si udrzujme mnozinu vSech lektvari, které ne-
maji zadné nehotové prerekvizity. Jeji stav na zacatku mi-
zeme zjistit tak, ze projdeme vSechny prerekvizity a nasled-
né si poznamendme ty lektvary, které nemaji zadnou prere-
kvizitu. U téch zbylych si poznamename, kolik prerekvizit
mayji.

Nyni vzdy vezmeme jeden lektvar, ktery nemé zadnou pre-
rekvizitu — mame zaruceno, Ze takovy existuje, jinak by na
sebe dva nebo vice lektvart navzajem cekalo. Dame jej va-
fit v Case, kdy dovafila nejpozdéjsi z jeho prerekvizit — to
si budeme ukladdat a pribézné aktualizovat u kazdého lek-
tvaru — a poznamename si, ze skon¢i v case, kdy zacal, plus
doba jeho vareni. Nyni u kazdého lektvaru, jehoz prerekvizi-
tou dany lektvar je (to si pamatujeme u daného lektvaru),
snizime pocet zbyvajicich prerekvizit o jedna a pripadné
upravime, kdy se dovarii nejpozdéjsi prerekvizita.

Zbyvé aktualizovat mnozinu lektvari, které jiz nemaji ne-
uvafené prerekvizity. Jenze to mohou byt pouze ty, které
mély jako prerekvizitu lektvar, ktery se pravé uvaril, jinak
bychom je pfidali jiz predtim. Stac¢i tedy pouze u téchto
zkontrolovat, zda jsou splnéné jejich prerekvizity (to po-
zndme tak, ze pocet zbyvajici prerekvizit je nula). Pokud
ano, pak je priddme mezi lektvary, které lze hned uvaftit.
Jakmile dovafime vSechny lektvary, staci je znovu projit
a najit ten, ktery se dovafi nejpozdéji.
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A jakou to ma slozitost?

Na zacatku jen prochazime vsechny lektvary a prerekvizito-
vé vztahy, na konci vSechny vrcholy — to oboji méa linearni
velikost vzhledem k poctu lektvara plus celkovému poctu
prerekvizit. Zbyva analyzovat prostfedni Cast — jenze tam
na kazdy lektvar sdhneme pouze jednou a aktualizace lek-
tvarid, kterym je prerekvizitou, miizeme naictovat prere-
kvizitovému vztahu, na ktery sdéhneme také pouze jednou.
Tedy i tato ¢ast ma linedrni ¢asovou slozitost vzhledem k
délce vstupu.

V paméti mame ulozené vsechny lektvary a vSechny prere-
kvizity, tedy i prostorova slozitost je linearni.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-1-2.py

Ulohu pripravili: Jan Addmek,
Risa Hladik, Jirka Kalvoda, Michal
Kodad, Dan Skypala, Ondra Sladky
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35-1-3 Letadélko

ProtoZe pocet otazniku byl ze zaddni velmi maly, oznac-
W1l me si ho K a pocitejme casovou sloZitost i vzhledem
k nému.

Prvni, co nas napadne, je vyzkouSet vSechny moznosti, jak
mohlo letadlo letét. Viech moznosti je 2%, a kdyz kazdou
doplnime a zkontrolujeme, dostaneme pocet validnich moz-
nosti. Tento algoritmus bude ale ukrutné pomaly: O(N-25)

Zlepsujeme

Ted tedy budeme muset prijit na néco lepsiho — v§imnéme
si, ze pokud letadlo ménilo nékolikrat vysku, nezalezi, jak
pfesné tyto vysky ménilo, ale staci jen védét, v jaké vysce
skonéilo (za pfedpokladu, Ze se neutopilo).

Z toho mizeme vSechny lety, které skonéi ve stejné vysce,
seskupit a chovat se k nim stejné.

Oznacme si d[i][h] polet letd, které po i zménach vysek
skon¢i ve vysce h.

Pojdme si najit zfejmé hodnoty. Letadlo zacind ve vySce 0:
d[0][0] = 1, a pokud vyska nulova neni: d[0][h] = 0. A nikdy
nesmi klesnout pod hladinu: d[i][—h] = 0.

Nyni ndm jen zbyva vymyslet, jak vypocitat d[i + 1] z d[i].
Pokud jsme v letu stoupli, tak vSechny lety zvysily vysku
o 1: dli + 1][h] = d[i][h — 1], pokud jsme naopak klesli:
d[i4+1][h] = d[i][h+1]. A zbyva ndm vyTFesit posledni piipad,
kdy nevime, co se stalo. Pak se mohlo stat oboji: d[i+1][h] =
dli][h — 1] + d[i][h + 1].

Potom, co toto vSechno spocitdme, chceme, aby letadlo
skonéilo v nulové vysce, tedy odpovéd je d[N][0].

A jakou mé toto slozitost? Mame N sloupci, letadlo muze
za let vystoupat az do vysky N a vypocty jednotlivych poli
provedeme v konstantnim ¢ase. Celkem O(N?).

ZlepSujeme jesté jednou

Vsimnéme si ale, ze rozptyl vysek, ve kterych se letadlo
miuze v jeden ¢asovy okamzik nachézet, je velmi maly, totiz
2K. Vétsina tabulky tak bude zaplnéné nulami. Kdyz si bu-
deme udrzovat okénko velikosti 2K, tak ndm to zredukuje
¢asovou slozitost na O(NK).

A jesté jednou

Nicméné nase FeSeni muzeme jesté zlepsit. Pokud totiz na
nasi pozici neni otaznik, tak se cely sloupec pouze posu-
ne o 1 nahoru nebo dolii, a tedy ho mizeme zachovat (jen
ofizneme utopend letadla — protoze jsme klesli v aktualnim
kroku jen o jedna, tak muze byt utopené letadlo jen jedno).
Vypocitat nové okénko velikosti 2K potrebujeme pouze na

kazdém otazniku, tedy K-krat. Tim zlepSime casovou slo-
zitost na O(N + K?).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-1-3.py

Ulohu pripravili: Jirka Kalvoda, Dan Skypala

35-1-4 Atlas zlomku

Méme najit vSechny zlomky a/b € (0, 1), které jsou v za-
kladnim tvaru a 1 < b < N. Zlomek 0/1 vypiSeme zv1ast,
pak uz se mtizeme spolehnout na to, ze ¢itatel je nenulovy.
Postaci tedy najit vSechny uspofaddané dvojice (a,b) tako-
vé, % 1 < a < b < N a¢sla aab jsou nesoudélni (to
znamend, Ze jejich nejvétsi spoleény délitel je 1).
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Drevorubecké FeSeni

Mizeme si vzit vSechny dvojice (a,b) s 1 < a < b < N,
pro kazdou z nich spocitat nejvétsiho spolecného délitele
(NSD), a pokud vyjde 1, dvojici vypsat.

Jak pocitat NSD? K tomu se hodi Fuklidiv algoritmus. Zde
ho popiseme jen strucné, detaily najdete v kuchafce o teo-
rii ¢isel.? Jednodussi verze algoritmu opakované od vétsiho
¢isla odecitd mensi, a az se vyrovnaji, prohlasi vysledek za
NSD. Vypocet se urcité zastavi, protoze kazdym krokem se
zmensi soudet a + b asponi o 1. Vysledek je spravng, nebot
kazdy krok zachovava mnozinu vSech spoleé¢nych délitelu,
a tedy i NSD.

Algoritmus muze potfebovat az a + b krok, coZz v nasem
piipadé je O(N). To je hodné, ale 1ze to jednoduse zrychlit.
Pokud by tfeba bylo a = 999 a b = 7, opakovanym od-
¢itanim b od a nakonec spocitame 999 mod 7 = 5. Misto
odcitani tedy mizeme vétsi Cislo rovnou vymodulit men-
§im. Jen pozor na to, ze takto udélame o krok navic, takze
algoritmus se nezastavi s a = b, nybrz aZ s a = 0 — tehdy je
NSD rovno b.

V kuchafce dokazujeme, ze modulici verze Euklidova al-
goritmu provede O(log(a + b)) prichodt. Tim padem nase
feseni vyzkousi O(N?) dvojic (a,b), pro kazdou z nich v éa-
se O(log(2N)) = O(log N) spoc¢itd NSD a ptipadné dvojici
vypiSe. Celkova ¢asova slozitost tedy ¢ini O(N?log N).

KeSovani mezivysledku

Pfedchozi feseni pocitda NSD mnoha dvojic. P¥itom urcité
mnohokrat dojde ke stejnému mezivysledku. Pomiizeme si
tedy myslenkou z dynamického programovani a budeme si
ve dvojrozmérném poli D pamatovat, pro které dvojice jsme
uz NSD spocitali, a nebudeme je pocitat znovu. Jelikoz se
vSechny mezivysledky pohybuji mezi 0 a N, bude pole D
zabirat prostor O(N?).

Postac¢i nam odcéitaci verze Euklidova algoritmu. Zapiseme
ji rekurzivneé:

Algoritmus NSD(a, b)

1. Pokud Dia,b] = 0: <A NSD(a, b) jesté nezndme

2. Pokud a = b: Dla,b] = a.
3. Pokud a > b: D[a,b] = NsD(a — b, b).
4. Pokud a < b: D[a,b] = NsD(a,b — a).

5. Vratime Dla, b].

Predstavme si, Zze jsme tuto funkci postupné zavolali pro
K riznych dvojic. Ona sama se nejspis rekurzivné zavolala
pro spoustu dalsich dvojic. Ale pouze v O(N?) ptipadech se
miZe stat, Ze policko Dla,b] jesté neni vyplnéné, takZe re-
kurze bude pokracovat. V ostatnich piipadech se hned vra-
time — tento ¢as mizeme natuc¢tovat tomu, kdo néas zavolal,
coZ je budto vypliiovani poli¢ka, nebo jedno z K plivodnich
volani ,zvenku*.

Celkem tedy vypocty NSD stravime ¢as O(N2+ K). V nasi
tiloze je oviem K také O(N?), takze cely algoritmus dobéh-
ne v ¢ase O(N?).
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Euklidav algoritmus pozpatku

Uloha po nés chce optimalizovat ¢asovou slozitost vzhledem
k poctu vypsanych zlomki — budeme mu fikat tfeba Z. Jak
dobré je v tomto ohledu predchozi feseni? To zélezi na tom,
jak velké je Z vzhledem k N?2. Pokud je vyrazné mensi, tra-
vime spoustu ¢asu dvojicemi (a, b), které se nakonec ukazi
byt soudélné, takze je zahodime. Tak radéji vymyslime, jak
se soudélnym dvojicim rovnou vyhnout.

Vypocéet NSD pro kazdou nesoudélnou dvojici skonéi ve
dvojici (1,1). Co kdybychom zkusili provadét Eukliduv al-
goritmus pozpatku a kdykoliv bychom drzeli v ruce néjakou
dvojici (a,b), prozkoumali bychom vSechny moznosti, od-
kud se do ni algoritmus mohl dostat. To jsou jenom dvojice
(a+b,b) a(a,a+Db).

Budeme pokracovat rekurzivné. Jakmile a nebo b prekro-
¢éi N, rekurzi zastavime — vSechny dalsi dvojice v této vétvi
vypoctu by byly jesté veétsi. Jesté si vSimneme, ze na kazdy
zlomek narazime pravé jednou, protoze Euklidiv algorit-
mus ma v kazdém kroku jednoznacné urceny nasledujici
krok.

Jediny hécek je v tom, Ze nevynucujeme a < b, takze vy-
psané zlomky mohou byt vétsi nez 1. Vsimnéte si, ze tuto
podminku nelze vynucovat pribézné, jelikoz ke dvojicim
s a < b muze byt potfeba dojit pres dvojice s a > b. Na-
Stésti staci zlomky vétsi nez 1 prosté nevypisovat — jelikoz
tvori nejvyse polovinu vSech vygenerovanych zlomki, ¢aso-
vou slozitost si tim nezhorsime.

Program bude vypadat takto:
Algoritmus ZLOMKY(a, b)

1. Pokud a > N nebo b > N, vratime se.
2. Pokud a < b, vypiSeme zlomek a/b.

3. Zavolame ZLOMKY (a + b, b).

4. Zavolame ZLOMKY(a, a + b).

Vypocet odstartujeme zavolanim ZLOMKY(1,1).

Casovou slozitost odhadneme snadno. Kazdé volani funkce,
které proslo pfes podminku v 1. kroku, vypise jeden zlomek.
Témito volanimi tedy stravime ¢as O(Z). Ostatni volani se
hned vrati, takze je mtizeme natactovat tomu, kdo je zavolal.

Tak jsme ziskali jednoduchy algoritmus s ¢asovou slozitosti
O(Z), coz je zjevné optimélni.
Calkinuv-Wilfav strom

Mimochodem, vsechna volani nasi funkce ZLOMKY miiZe-
me zndzornit nasledujicim stromem. Rika se mu Calkintv-
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Wilfuv strom, a jak jsme dokézali, obsahuje kazdy kladny
zlomek pravé jednou.

» / \ .
3/1 2/3 3/2 1/3
4/1 3/4 5/3 2/5 5/2 3/5 4/3 1/4

AN A

5/1 4/5 7/4 3/7 8/3 5/8 7/5 2/7 7/2 5/7 8/5 3/8 7/3 4/7 5/4 1/5

Trocha asymptotiky na zavér

Jesté jsme nezjistili, jaky je vztah mezi Z a N2, tedy jak
daleko je keSovaci algoritmus od optima. V této ponékud
matematic¢téjsi sekci dokazeme, ze Z > cN? pro néjakou
konstantu ¢ > 0. Takze N? je ve skute¢nosti O(Z) a keSo-
vaci algoritmus je (aspon asymptoticky) optimdlni.

Ozna¢me M mnozinu vSech dvojic (a,b) takovych, ze

1 < a,b < N. Zjevné je |[M| = N2. Dale bud S C M
podmnozina obsahujici vSechny soudélné dvojice. Dokaze-
me, Ze |S| < dN? pro néjakou konstantu 0 < d < 1. Nesou-
délngch tedy bude alespoii (1 — d)N?, z toho s a < b aspoti
(1-d)/2- N2

Pro libovolné prvocislo 2 < p < N oznacime S, mnozinu
téch dvojic (a,b) € M, v nichz je jak a, tak b délitelné prvo-
¢islem p. Vsechny dvojice v .S, jsou tedy soudélné, a naopak
kazda soudélnd dvojice lezi v alespon jedné mnoziné S,.
Plati tedy S = J, Sp, a proto [S| < 3 |Sp[, kde 3_  scita
pres vSechna prvocisla mezi 2 a N.

Kolik prvkt mé jedna mnozina S,? Ve dvojici (a,b) € S,
musi byt jak a, tak b nasobkem p. Celkem tedy mame
nejvyse N/p moznosti pro a a stejné tolik pro b. Proto
1Syl < (N/p)?.

O velikosti mnoziny S tedy vime, ze |S| < 37 (N/p)*> = N*-
>, 1/p*. Tato nerovnost plati i tehdy, s¢itdme-li pies uplné
vechna prvodisla. Suma > o1 /p? bude kyzena konstanta d,
ovSem musime ukazat, ze lezi ostfe mezi 0 a 1.

Pomtizeme si jinou sumou, znamou pod nazvem Basilej-
sky problém:* B8 = >°>7  1/n?. O ni se vi, ze m4 soucet
B = 72/6 = 1.645. To neumime dokazat bez pokro¢ilé ma-
tematické analyzy. Vystacime si proto se slabsim odhadem
B < 2, ktery ponechame jako cviceni: ukazte indukci pod-
le k, ze soucCet prvnich k ¢lenti fady je mensi nebo roven
2—-1/k.

Pro nasi konstantu d jisté plati, Zze d < . To ale nestaci na
d < 1. OvSem kdy?# si uvédomime, Ze 1/12 a 1/42 jsou v f3,
ale nejsou v d, dostaneme d < §—1—-1/16 <2—-1-1/16 =
15/16. A to uz nase pozadavky spliiuje.

Ulohu p¥ipravili: Jirka Kalvoda,
Martin ,Medvéd“ Mares, Dan Skypala

35-1-X1 Rejstiik zlomknu

Pokrac¢ujme v tivahach z feSeni tlohy . Hodil by se
nam podobny strom, ale usporfadany podle hodnot zlomk1,
abychom je uméli vyjmenovat v rostoucim poradi. Tak si
ho potidime.

Strom zlomkovnik
Nejprve definujeme mediant dvou zlomki a/b a ¢/d. To je

zlomek (a + ¢)/(b + d). VSimneme si, Ze pokud plati a/b <
¢/d, pak mediant lezi mezi nimi:
a < a—+c <
b b+d d
(snadno ovéfime vynasobenim spoleénym jmenovatelem).

Cc

Pomoci medianti budeme vytvaret posloupnosti zlomkd.
Posloupnost Ay obsahuje zlomky 0/1 a 1/0 (ten druhy je
nase soukroma reprezentace nekonecéna). Posloupnost A; 4
ziskdme z A; tak, Zze mezi kazdé dva zlomky vloZime jejich
mediant:

11
A1:97777
1°'1°0
1121
A2:957777777
1'2°1°'1°0
011213231
A3:7;7»7a7777737a777
1 2°'3'1°2 1°0

o

7 vlastnosti mediant
ostfe rostouci.

=

Vytvareni posloupnosti vkladanim mediantti mtzeme také
popsat stromem. Riké se mu Sterndv-Brocotiv strom nebo
také strom zlomkounik (rostou na ném preci zlomky). Jeho
prvnich par hladin vypada takto:

0/1 e 10
B V5 R -
1/2/ \2/1
N N
1/3 2/3 3/2 3/1
/NN SN N
1/4 2/5 3/5 3/4 4/3 5/3 5/2 4/1

AN A

1/5 2/7 3/8 3/7 4/7 5/8 5/7 4/5 5/4 7/5 8/5 T/4 7/3 8/3 7/2 5/1

Kazdy vnitini vrchol stromu je mediantem svého levého
a pravého predka — kdyz jdeme z vrcholu nahoru, prvni
vrchol, do néjz prijdeme zleva, je pravy predek; symetricky
levy piedek (bud levy nebo pravy piedek je otec, druhy
predek lezi nékde vyse).

Posloupnost A; je tedy sjednocenim prvnich ¢ hladin stro-
mu. Navic pro libovolny vrchol v plati, ze vSechny zlomky
v levém podstromu pod v jsou mensi nez zlomek ve v, a ten
je mensi nez vSechny zlomky v pravém podstromu. Zlom-
kovnik je tedy uspofddany jako vyhledavaci strom, a proto
se v ném zadné racionalni ¢islo neopakuje.

Vsechny zlomky ve stromu bychom mohli vypsat v rostou-
cim pofadi nasledujici rekurzivni funkei (nenechte se zmést
tim, ze bézi nekonecné dlouho; v praxi bychom samoziej-
meé rekurzi v¢as zafizli, a tak vypsali vhodny koneény pod-
strom). Jeji parametry jsou zlomek ¢, /¢, coby levy predek
vypisovaného podstromu a zlomek p,/p, coby jeho pravy
predek.

Algoritmus ZLOMKOVNIK (£, /ly, Da/Db)
l.a+ Ly +pa, b b+ py

2. ZLOMKOVNIK (¢, /€y, a/b)

3. VypiSeme a/b.

4. ZLOMKOVNIK(a/b, p./pb)

< levy podstrom

<4 pravy podstrom

3 https://cs.wikipedia.org/wiki/Basilejsk%C3%BD_probl%C3%A9r]

—4-


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-1-4/reseni
https://cs.wikipedia.org/wiki/Basilejsk%C3%BD_probl%C3%A9m

Rekurzi spustime zavolanim ZLOMKOVNIK(0/1,1/0).

Brzy dokézeme, ze ve stromu lezi vSechny zlomky a jsou
v zékladnim tvaru. Pfedtim si ale rozmyslime, jak pomoci
zlomkovniku vytesit zadanou tlohu.

Reseni tlohy

Zlomkovnik budeme pouzivat jako vyhledévaci strom. Je
trochu nepraktické, ze je to strom nekonecny. Jelikoz vsak
vSechny cesty do ,,malych® zlomku s Citatelem i jmenovate-
lem z {1,..., N} vedou jen pfes dal$i malé zlomky, staci se
prosté pii prohledavani stromu zastavovat o velké zlomky.
Staci tedy umét vypsat nejmensich K kli¢d ve vyhledava-
cim stromu. Na to si pofidime rekurzivni funkci, ktera bude
postupné vypisovat klic¢e a vrati, kolik jich vypsala:
Algoritmus PrRvNICHK (v, K)

. Pokud v = 0, vratime 0.

i < PrvNIcHK (levy_syn(v), K)

. Pokud i < K:

VypiSeme klic(v).

1 1+1

. Pokud i < K:

i < i + PrRvNICHK (pravy_syn(v), K — 1)
. Vratime s.

[ B N R

Jak rychla tato funkce je? Predstavme si cestu ve stromu
mezi kofenem a poslednim vypsanym klicem. Vse nalevo od
této cesty bylo vypsano. Vse napravo je moc velké a viibec
jsme tam nezalezli. Nékteré vrcholy na cesté jsme vypsa-
li, nékteré nevypsali, ale téch nevypsanych je nejvys tolik,
kolik je hloubka stromu — v nasem pripadé tedy nejvys N.

Navstivime tedy O(N + K) vrcholi, pokazdé v konstantnim
Case spocitame, jaky zlomek se tam nachazi. Algoritmus méa
tedy ¢asovou slozitost O(N+K), a to je O(K), nebot méme
slibeno, ze K > N.

Mimochodem, kdyby bylo K malé, stejné si umime poradit:
zlomky na nejlevéjsi cesté ve stromu jsou 1/, takze bychom
rovnou mohli skocit spravné hluboko a vypisovat odtamtud.
To by dalo slozitost O(K) nezavisle na N.

Zlomky jsou v zakladnim tvaru
Zbyva ovérit, ze zlomkovnik mé slibené vlastnosti.
Indukci podle ¢ budeme dokazovat, ze pro kazdé dva zlomky
a/b a c/d, které sousedi v posloupnosti A;, plati:
bc —ad = 1.

7 toho ihned plyne, ze kazdy spolecny délitel ¢isel a a b
musi také délit bc — ad, procez jedini spolecni délitelé jsou
1 a —1. Cisla a a b jsou tedy nesoudélna. Analogicky jsou
nesoudélnd i ¢ a d.

Nyni sliben4 indukce. Pro Ag tvrzeni evidentné plati. Kdyz
z A; vyrdbime A;y1, mezi kazdé sousedni zlomky a/b a ¢/d
vkladdme (a+c)/(b+d). Tim jsme vytvorili dvé nové dvojice
sousednich zlomki. Pro prvni z nich méa platit:
bla+c)—alb+d) =1,

coz je po roznasobeni totéz jako

ab+ bc —ab—ad = 1.

To plati, jelikoz obé ab se navzdjem odectou a bc — ad =1
je indukéni predpoklad.

Podobné pro druhou dvojici sousednich zlomkt chceme

(b+dc—(a+c)d=1,

coz je opét ekvivalentni s bc — ad = 1.

Vsechny zlomky ve zlomkovniku jsou tedy v zakladnim tva-
ru.

Cesty ve zlomkovniku

Zlomkovnik nam také dava dalsi zpuasob, jak zapisovat ra-
cionélni ¢isla — cestami z korene. Oznacime-li L krok doleva
a P krok doprava, bude napiiklad LPPL = 5/7. UkdZeme,
jak prevadét mezi zlomky a cestami.

Jelikoz zlomkovnik je vyhledévaci strom, mtizeme kazdé-
mu vrcholu pfifadit néjaky interval (¢, /€y, pa/pp). VSechny
zlomky v podstromu lezi v tomto intervalu, vSechny zlomky
mimo podstrom lezl mimo interval. P¥itom ¢,/¢, a p./pp
jsou levy a pravy predek vrcholu.

Intervaly budeme popisovat pomoci matic 2 x 2:
by po

(&)

Z intervalu prifazeného vrcholu mtzeme spocitat zlomek,

ktery v tomto vrcholu bydli. Je to mediant levé a pravé

meze. PopiSeme ho funkci z, jeZ maticim pfifazuje zlomky:
Ly _ Lo + pa

Z((ﬂ )) TS

Nyni popiSeme, co se déje pri prochézeni po cesté. Zacneme
10

v koFenu:
- <0 1).

Odboc¢ime-li doleva, nahradime pravou mez intervalu aktu-
alnim zlomkem. To lze zapsat nasobenim matic:

by b lo+py )

by by +py

(za )'L:<ea ea+pa)’kdeL:(
Py
e(l g(l—’—pa/ '

Podobné pro krok doprava:

Pa
Slozitéjsi cestu tedy muzeme popsat tak, Zze vezmeme mati-
ci I (to je jednotkovd matice), postupné ji zprava nasobime
maticemi L a P pro jednotlivé kroky cesty, a nakonec funk-
ci z ziskdme zlomek na konci cesty.

Naprtiklad

Jelikoz zlomkovnik je bindrni vyhledavaci strom, mtzeme
v ném zadany zlomek vyhledavat rekurzivné: kdykoliv pri-
jdeme do vrcholu se zlomkem vétsim nez hledany, pokra-
¢ujeme doleva; kdyz s mensim, pak doprava. Mtzeme to
zapsat nésledovné, pti¢emz a/b je hledany zlomek a V ma-
tice reprezentujici interval aktudlniho vrcholu (na pocétku
jeVv=I):

Algoritmus HLEDEJZLOMEK (a/b, V')

Pb
Pa

11
0 1

Pb
Pa

1 0
1 1

Pb
Pa

3 4
2 3

243

=T 5/
5v4° 7/

zﬂLPPL%zALPPL)zz((

Opakujeme:
Vo /vy = 2(V)
Pokud a/b = v, /vp:
Nalezli jsme a skonéime.
Pokud a/b < v, /vp:
HLEDEJZLOMEK (a/b, VL)
Jinak:

1.
2
3
4.
5.
6
7
8 HLEDEJZLOMEK( (a/b, VP)



Pokud se zlomek a/b ve stromu vyskytuje, tento algorit-
mus ho najde. Pokud by se nevyskytoval, algoritmus pobé-
7i donekonec¢na a bude se nofit do ¢im dal uzsich interva-
14 obsahujicich a/b. (Mimochodem, pokud bychom algorit-
mus nechali hledat iracionalni ¢islo, najde nekonec¢nou cestu
konvergujici k zadanému ¢islu, na které lezi ¢im dal lepsi
racionalni aproximace. To ale nebudeme dokazovat.)

Na hledani se da také divat jinak: misto abychom postupné
upravovali matici V, budeme upravovat zlomek a/b.

Vsimneme si jedné zajimavé vlastnosti algoritmu. Pokud
prvni krok vedl doprava, ve v8ech dalsich krocich bude pla-
tit V = PX, kde X je néjakd matice zavisld na aktudl-
nim kroku. Budeme tedy a/b porovnavat s z(PX), které je
ovsem pro

Oy pb)
X:
(Ea Pa
rovno
Z(PX) =2 gb Db _ ga +£b +pa +pb
Lo+ Ly pa+pp Ly + Py
Lo+ pa
— +1=2(X)+1.
) X)

Tedy a/b < z(PX) pravé tehdy, kdyz a/b < 2(X) + 1, ¢ili
a/b—1 < z(X). V algoritmu tedy miizeme misto vynasobeni
matice V zleva P prosté od a/b odeéist 1, neboli zavolat
HLEDEJZLOMEK ((a — b)/b, V).

Podobnou tivahu miizeme provést pro krok doleva a rekurzi
na(a/b, PV) nahradit za (a/(b—a), V). Odvozeni nemusime
opakovat, stac¢i si uvédomit, Ze prohozeni kroku doleva a
doprava v cesté zpisobi prohozeni Citatele a jmenovatele
v cilovém zlomku.

Ted uZ se v rekurzi matice V neméni a ziistava porad rovna
pocatecni jednotkové matici. Test a/b < z(V) je tedy a/b <
2(I), coz je a/b < 1, tedy a < b.

To je ale preci Eukliduv algoritmus! Pokud je a < b, ode-
¢teme a od b, jinak b od a. V jednom pripadé jdeme doleva,
v druhém doprava. Dokazali jsme tedy, ze vyhledavani ve
zlomkovniku je ekvivalentni s Euklidovym algoritmem. Tim
padem se hledani vzdy zastavi, ale to miize jen tehdy, pokud
zlomek najde. Zlomkovnik tedy obsahuje vSechny zlomky.

Kouzlo na zavér

Podivejte se na néjakou hladinu zlomkovniku a srovnejte ji
s odpovidajici hladinou Calkinova-Wilfova stromu z pred-
chozi tlohy. Obsahuji tytéz zlomky, jen v jiném pofadi! Di-
vod je prosty: cesta k uréitému zlomku v obou pripadech
odpovida pribéhu Euklidova algoritmu, jen poprvé priibéh
zapisujeme popiedu, podruhé pozpatku. Ocislujeme-li tedy
zlomky na k-té hladiné jednoho stromu k-bitovymi binarni-
mi ¢isly, bude poloha zlomku v jednom stromu rovna poloze
v druhém stromu zapsané pozpatku.

Ulohu pripravili: Jirka Kalvoda,
Martin ,Medved“ Mares, Dan Skypala

35-1-S Linearni rovnice

Ukol 1 — Robot na Marsu [5b]:
Oznacme si vektory na vstupu x, y. Tyto vektory jsou tvo-
feny dvéma slozkami: x = (21, 22) ", obdobnéy = (y1,v2) .

Predstavme si, #e se nachazime na soufadnicich (0,0)".
Chceme se pohnout o m metra dopfedu, tedy se dostat
na soufadnice v = (m,0)".

Potfebujeme nalézt linearni kombinaci vektort x a y tako-
vou, aby vysledny vektor byl roven vektoru v. Tedy chceme
nalézt Cisla a a b takova, Ze:

ax+by =v
Nyni tuto rovnici mizeme rozepsat po slozkach:
ar1+byy =vy =m
axe +bys = v =0

Dostali jsme dvé rovnice o dvou neznamych. Tuto soustavu
by 8lo vyfesit pomoci Gaussovy eliminace, nicméné v tomto
pripadé neni tézké zapsat feseni explicitné. Z druhé rovnice
vyjadiime b:

axro
b= ——2

Y2

A dosadime do prvni rovnice:

>y1:m
>:

a =

alxr9

ary, + (—
Y2

T2Y1
al|xry —

Y2
Odtud lze dopocitat i b, povSimnéte si symetrie:

mys
T1Y2 — T2Y1

ax
h=_——2—
Y2

mysz - misz

T2
T1Y2 — T2Y1 Y2 Y12 — Y21

Sondé tedy fekneme, aby se pohla o a metri vpred a o b me-
tri doleva. Pohyby pro povel ,,0 m metra doleva® spocitame
obdobné.

Pro Uplnost je tfeba ukazat, ze jmenovatel vySe uvedenych
vyrazi neni nulovy. Jsou-li vektory x, y nenulové a maji-li
rizny smér, poté plati x1/xa # y1/y2, tedy x1y2 # T2y1.

Ukol 2 — Nezavislost a soustavy [3b]:

Méjme d-rozmérné vektory xi,Xas, ..., X,, chceme ovéfit je-
jich linedrni nezévislost. Prvné si musime uvédomit, co ne-
zévislost vlastné znamena. Zminovali jsme dvé definice, my
pouzijeme tu druhou, tedy Ze rovnice

n
E a; X; = 0
i=1

plati jediné, pokud a; = 0 pro vsechna 3.

Staci pracovat s touto rovnici, konkrétné ji rozepiseme po
slozkach. Potfebujeme hodné indexi, vyrazem (x;); znadi-
me j-tou slozku vektoru x;.

al(xl)l + a2(x2)1 + ...+ an(xn)l = 0

a1(X1)d + a2<X2)d + ...+ an(xn)d =0

Opét dostavame soustavu rovnic. Reseni a; = 0 bude exis-
tovat vzdy. Pokud se jedna o jediné feSeni, pak jsou vektory
nezavislé. Jinak existuje nenulové a;, ptislusny vektor mii-
7zeme prevést na druhou stranu a koeficientem a; rovnici
vydélit, ¢imz dostaneme vyjadreni jednoho vektoru jako li-
nearni kombinaci zbytku.

Jednoduché pozorovani na zavér: Pokud n > d, pak vzdy
plati, ze vektory jsou linedrné zavislé.



Ukol 3 — Algoritmus eliminace [7b]:

Samotny algoritmus byl popsany v zadani, bylo vsak nutné
rozmyslet mnoho implementac¢nich detaili.

Zacnéme reprezentaci soustavy. Jisté dava smysl si ji ulo-
zit jako seznam rovnic. Pro rovnice samotné lze také po-
uzit seznamy, pak si budeme muset naimplementovat je-
jich nasobeni a s¢itani. Také by slo vyuzit néjaky vekto-
rovy typ, ktery uz tyto operace umi, v Pythonu naptiklad
numpy .ndarray.

Je tfeba se zamyslet i nad ¢iselnym datovym typem. V za-
dani jsou sice cela ¢isla, v pribéhu vypoctu nam vsak mo-
hou vzniknout i zlomky. Jako jednoduché feSeni se nabizi
pouzit desetinna cisla, pak si ovSem musime dat pozor na
zaokrouhlovaci chyby. Hodnoty, které by spravné mély byt
nulové, mohou byt nepatrné vétsi ¢i mensi. Vzorové feSeni
v prubéhu eliminace pouziva celd ¢isla, tento postup by ale
nefungoval pro velké soustavy, kde by ¢isla ve vypoctech
mohla rychle vzrist.

Pokud soustava nema jednoznac¢né feseni, nékdy v pribéhu
eliminace se stane, Zze ve vSech fadcich v aktualnim sloupci
budou nuly. Poté neni co eliminovat, takze dany sloupec
preskocime.

To bude mit za dusledek, Ze koeficient u posledni neznamé
v poslednim fadku bude nulovy. Podle toho tedy jde po-
znat typ TeSeni. Jesté se musime podivat na pravou stranu
v posledni rovnici, podle toho rozlisime soustavu bez feseni
a parametrizované TeSeni.

Zpétna substituce

Jakmile mame eliminaci hotovou, zbyva dopocitat feseni
zpétnou substituci. Doted stacila celd éisla, nyni jiz bude
nutné pouzit zlomky.

V jednoznac¢ném piipadé je vypocCet pomérné primocary.
Staci prochézet rovnice od konce, v kazdé bude jedina ne-
znama, zbytek uz zname. Prevedeme tedy jiz spocitané ne-
znamé na pravou stranu, ¢imz vyjadfime tu hledanou.

Parametrizovany ptipad je zajimavéjsi, jedna rovnice nam
mize pridat vice novych nezndmych. Poté musime vSechny
az na jednu prohlasit za parametry.

Pfi dopocitavani neznadmé musime dopocitat i to, jak zavisi
na parametrech. K tomu se hodi mit neznamé reprezen-
tované v rovnicovém zapisu a az na konci jej prevést na
vektorovy.

Zbyva jen se zamyslet nad slozitosti feseni. Chceme eli-
minovat polovinu koeficientt, kterych je O(d?). Pokazdé
nasobime a s¢itdme celé fadky délky O(d), celkem tedy
O(d?). Vypocet feseni v jednoznaéném piipadé je O(d?), to-
lik spoc¢itanych neznamych totiz pfevadime na pravou stra-
nu. Parametrizovany pripad se chova podobné, jen pracuje-
me s vektory misto &isel, takze O(d?). Paméti potiebujeme
vzdy O(d?).

Gaussova-Jordanova eliminace

Existuje zpusob, jak si vypocet feseni trosku zjednodusit.
Pfi eliminaci budeme vytvaret nuly nejen pod aktualnim
fadkem, nybrz i nad nim. Tento postup se nazyva Gaussova-
Jordanova eliminace.

Je-li feSeni jednoznac¢né, zbude v kazdé rovnici pouze jediny
koeficient. Pak je vyjadieni neznamé trividlni, staci podélit
pravou stranu koeficientem.

Je-li feseni parametrizované, pak v rovnici navic zbudou
koeficienty parametri. Staci je tedy prevést na pravou stra-
nu a rovnou ziskdme vektorovy zapis.

Kvili vytvafeni nul i nad aktualnim fadkem provedeme
dvakrat tolik operaci nez pii Gaussové eliminaci. Asym-
ptoticka slozitost ovSem ztstane stejna.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-1-S3.py|

Ulohu pripravili: David Klement,
Michal Kodad, Martin ,,Medvéd“ Mares
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resitel skola
57.-58. Alexandr Bihun GJiroveCB 3
Jakub Vicek GPribor 4
59. Vit Mitas GPolicka 1
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Vysledkova listina KSP-X po prvni sérii tficatého patého roéniku

resitel

Patrik Cihal
Benjamin Swart
Anna-Kristina Migel
Erik Jezek

Erik Sabol

Stépan Mikéska
Filip Prasil

Patrik Pritrsky

skola rocnik sérii
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Bonusové tlohy z jednotlivych sérii se nepocitaji do bodovani ro¢niku. Maji svou vlastni vysledkovou
listinu a za jejich Gspésné vyfeSeni (alespori polovina bodf za ulohu) udélujeme specidlni odmény.

K
BN matfyz
| | 4

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|

E-mail:

sp @mff.cuni.c
_9-

Organizatori a kontakty:
https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|
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