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Vzorova feSeni druhé série tficatého patého roéniku KSP

35-2-1 Kde je Dan?

Jesté nez se pustime do popisu feseni, pojdme si ujasnit
W1l nékolik véci. Béhem popisu feseni budeme ¢asto mluvit
o néjaké skupiné lidi, co stoji vedle sebe (napf. téch K lidi,
které Dan vidi). Tuto skupinu lidi popiSseme pomoci inter-
valu pozic, na které stoji. Jelikoz ale stoji v krouzku, tak
rozlisujeme interval 3-6, coz jsou pozice 3,4,5 a 6, a inter-
val 6-3, coz jsou pozice 6,7,8,...,N —1, N, 1,2 3. Délkou
takového intervalu rozumime pocet pozic, které pokryva.
Primocaré feSeni
Jisté bychom mohli alohu vyfesit tak, ze vyzkousime vSech-
ny Danovy pozice. Ke kazdé si spocitame, v jakém intervalu
musi byt pozice ¢lovéka, aby ho Dan vidél. Potom se podi-
vame, kolik organizatori je v tomto intervalu, a pokud jich
je X, tak jsme nasli dalsi moznou pozici Dana.

Vsimnéme si ale, ze kazdé Danové pozici odpovida jiny in-
terval pozic délky K a taky ze kazdému intervalu délky K
odpovida jedna Danova pozice. Nemusime tedy prochéazet
Danovy pozice, ale jenom mozné intervaly délky K.

Spocitani poctu organizatori v daném intervalu zvladneme
jednim prichodem seznamu organizatort, ktery ma velikost
M. Moznych umisténi intervalu je N. Takze vysledna slo-
Zitost je O(NM).

To je hodné pomalé

Neslo by to rychleji? Slo. Vytvoiime si pole N jedniéek a
nul. Cislo na pozici N je jedna, pokud na pozici N stoji or-
ganizator, jinak je nula. Pomoci tohoto pole mizeme pocet
organizatorti v uréitém intervalu vyjadrit pomoci souctu
¢isel na odpovidajich pozicich. Takovéto pole si vytvorime
v Case O(N), viude dédme nuly, a pak projdeme seznam
organizatorii a na odpovidajici mista v poli zapiSeme jed-
nicku, coz trvé ¢as O(M). Celkovy ¢as je ale O(N), jelikoz
M < N.

Zatim se zd4, Ze jsme si moc nepomohli. Kdyz si vezmeme
intervaly zacinajici na pozicich 7 a i + 1, jejich velka cast
se prekryva (resp. prekryvaji se na K — 1 pozicich). Toho-
to prekryvani mtzeme vyuzit pro rychly pfepocet souctu —
odecteme cislo, které bylo ve starém intervalu, ale ne v no-
vém, a pricteme to, které je v novém, ale nebylo ve starém.

Bereme-li tedy postupné intervaly 1-K, 2-K +1 atd., muze-
me vzdy v konstantnim case prepocitat pocet organizatort
v aktudlnim intervalu. To vede k ¢asu O(N).

Dodavame, ze pocitat soucet daného intervalu v néjakém
poli jde v konstantnim ¢ase i pomoci prefixovych soucti.!

Ale N muze byt velké

V pozdéjsi vstupech bylo N = 10'°, coz je pro predchozi
feSeni prilis velké. Nedalo by se s tim néco délat?

Jelikoz M je relativné malé, vSimneme si, ze organizatori
musi stat daleko od sebe. Respektive existuji dlouhé inter-

valy, kde nestoji zadny organizator. Tyto intervaly bychom
mohli Sikovné preskakovat a tim si usSetfit ¢as. Organiza-

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy|
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tory si nejprve setfidime podle jejich pozice. Na zacatku
umistime zkoumany interval tak, aby zacinal tésné za pozi-
ci prvniho organizatora, a spocitdme, kolik je v ném orga-
nizatori. Budeme si pamatovat, ktery organizator je prvni
v intervalu a ktery je prvni tésné za aktualnim intervalem.
Nyni se podivame, co se stane, kdyz intervalem budeme po-
souvat — pribyde dfiv novy organizator do intervalu, nebo
z néj diiv néjaky vypadne? Na tuto pozici pfeskocime a
upravime aktualni pocet organizatori. Pokud béhem toho-
to skoku byl pocet organizatorti X, tak kazda preskocena
pozice (i ta, ze které jsme skakali) je pozice, kterd spliiuje
zadani a musime je tedy vSechny zapocitat. Kdyz se pozice
intervalu vrati na startovni pozici, tak skon¢ime.

Jak jsme zlepsili ¢as? No, na setfidéni pozic organizato-
ri potfebujeme cas O(M log M) a na néasledné posouvani
intervalu potiebujeme ¢as O(M), jelikoz kazdy organizétor
préavé jednou do intervalu vstoupi a pravé jednou ho opusti.
Vysledny ¢as je tedy O(M log M).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-2-1.py|

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-2-1.cpp

Ulohu pripravili: Robert Jaworski, Ondra Sladks

35-2-2 Zapisky z prednasky

KdyZz uz mame v ruce haldu, tak proc¢ ji rovnou nepou-
7it? Provedeme v této haldé K-krat operaci extract-min a
vypiseme K-ty odebrany prvek. Operace extract-min mé
Casovou slozitost O(log V), tedy celkem O(K log N)

Nebudeme uklizet

Vzhledem k tomu, zZe je K vyrazné mensi nez N, radi by-
chom se zbavili zévislosti na N. Na to si vSimnéme, ze K-ty
nejmensi prvek uré¢ité bude nejhloubéji v K-té hladiné. (Ji-
nak by bylo nad nim alespori K mensich prvki, a potom
by nebyl K-ty nejmensi.)

Proto si mizeme predstavit, ze halda obsahuje pouze téchto
K vrstev. Pfi operaci extract_min zastavime probublavani
ve chvili, kdy se dostaneme do K té hladiny. Hloubé&ji nas
hledany prvek jiz nebude, tudiz tam uz miizeme nechat nasi
haldu rozbitou.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-2-1.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-2-1.cpp
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/zakladni-algoritmy

A jakou toto mé casovou slozitost? Udélame K operaci
extract_min a kazda z nich projde K hladin, tedy celkova
slozitost bude O(K?).

KdyZ jedna halda nestadi. ..

Podivejeme se na nasi situaci jinak. Uvazujme, ze mame
mnozinu L nejmensich prvkta v nasi haldé. Pokud bychom
chtéli tuto mnozinu rozsirit, tak nam do mnoziny staci pfi-
dat nejmensi prvek mimo ni. OvSem prvek nad pridavanym
vrcholem musi byt mensi nez on, tedy musi byt mensi nez
nejmensi prvek mimo L. Pfidany vrchol tedy musi byt sy-
nem néjakého vrcholu z L.

Opakovanym prochazenim vSech synt a postupnym prida-
vdnim se dostaneme na slozitost O(K?), ale vSimnéme si,
7ze mnozina synd se méni jen malo — konkrétné jeden pr-
vek odebereme a dva prvky priddme. Tedy mizeme si nase
prvky udrzovat v néjaké sikovné datové struktuie — tieba
halde.

Pojdme si tedy potidit (mini)haldu, ve které si budeme udr-
zovat aktudlni syny. Na zacatku do minihaldy ddme kotfen
puvodni haldy. Poté K — 1-krat budeme opakovat:

— Odstranime nejmensi prvek z minihaldy.

— Pfidame jeho dva syny v ptivodni haldé do minihaldy.

A na zavér vypiseme nejmensi prvek z minihaldy.

A jakou toto bude mit slozitost? Odstranéni z minihaldy
bude trvat O(log M), kde M je velikost minihaldy. Pfida-
ni synt bude téz trvat O(log M). Ale jaké je velikost mi-
nihaldy? V kazdé z K — 1 iteraci pfiddme 2 prvky, tedy
v minihaldé bude nejvyse O(K) prvka. A odstranéni a pfi-
dani provedeme O(K)-krat, tedy vysledné slozitost bude
O(K log K)

Ulohu pripravili: Jirke Kalvoda,
Kristyna Petrlikovd, Dan Skypala

35-2-3 Hrosi Santa

Grafy, grafy, vSude grafy

Jak ndm nadpis napovida, miuzeme problém prevést na
W1l graf. Vrcholy budou dvojice objem vody v prvni nadobé
a objem vody v druhé nadobé. Ty budeme znadit (a,b).
Hrany budou odpovidat jednotlivym akcim (naliti, vyliti,
preliti).

Nyni nam sta¢i najit nejkratsi cestu z vrcholu (0,0) do kte-
réhokoliv z vrcholt (K, b) nebo (a, K), kde a,b miizou byt
libovolné. A hledani mtZeme provést prohledavanim do Sii-

ky, pro jehoz oziveni muzete nahlédnout do kuchaiky o gra-
fech.?

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-2-3a.py|

Par dukazu

Piedchozi algortitmus mé ¢asovou slozitost O(AB). Neslo
by pouzit néjaky mensi graf?

Podivejme se, jak se méni objemy vody ve dzbénech. Pojd-
me si vzit napiiklad dva dzbany s kapacitami 4 a 11:
(0,0) = (0,11) — (4,7) — (4,0) — - --

7Zda se, ze vzdy je alespon jeden dzban plny nebo prazdny.
Pojdme si to dokézat.

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

Lemma o plnoprazdnosti: Vzdy bude alespori jeden ze
dzbant plny nebo prazdny.

V za¢ateénim stavu (0,0) to zfejmé plati. A poté pro jed-
notlivé operace:

® Po naplnéni bude alesponi tento dzban plny.
® Po vyliti bude alespon tento dzban prazdny.

e Preliti skoncéi tak, ze vyprazdnime jeden dzban nebo na-
plnime druhy. Tak ¢i tak bude na konci jedna z podminek
splnéna.

Tedy nas algoritmus mize uvazovat pouze stavy, kde jedna
z nédob je plné nebo prazdna. Takovych stavi je O(A+ B).

Pojdme nase FeSeni jesté vylepsit. Vsimnéme si, ze celkovy
objem vody v obou nadobach muzeme napsat vyjadrit jako:

ClA -+ CQB

kde c1,ce € Z. Proc¢ to plati? Kdyz prelevame, ziejmé se
stav vody neméni. KdyZ plnime prazdny nebo vylévame
plny dzban, tak ménime pfislusné c o 1. Pokud plnime nebo
vylévame z ¢asti naplnény dzban, tak druhy je plny nebo
prézdny, a potom novy stav urcité ptjde zapsat v tomto
tvaru.

Mizeme si v§imnout, ze pfedchozi soucet je urcité nasobek
ged(A, B), takze nebude mozné dosdhnout objemu, ktery
neni délitelny nejvétsim spoleénym délitelem. A zase z lem-
matu o plnoprazdnosti, jeden ze dZbanti musi byt plny, tak-
ze stavii bude nejvyse O ((A + B)/ged(4, B))

MoZnosti je malo

Ukazeme, ze predchozi postup je zbytecné slozity. Staci
vSimnout, ze vétsinou je dalsi akce jasné dand, protoze
ostatni akce by nam byly k ni¢emu.

Stav, kdy je prvni dzban plny nebo prazdny a druhy dzban
je plny nebo prazdny nazvéme trividlni stav. Do trividlnich
stavi se z pocatecni pozice zvladneme dostat pomoci nej-
vyse dvou operaci, nedava tedt smysl se tam vracet pozdéji.

Pojdme provést rozbor pripadt podle toho, jakou akci jsme
prévé provedli. Bez Gjmy na obecnosti prvni dzban je pl-
ny nebo prazdny, coz mizeme predpokladat diky lemmatu
o plnoprazdnosti a tomu, Ze na potradi dzbant nezalezi.

® Posledni akce byla vyliti dzbanu (a). Potom stav je (0,b)
a akce bB nas dostanou do trividlniho stavu, akce >a nic
nedélaji a na akci A jsme nemuseli dzban A vylivat. Je-
dina rozumna akce je tedy <.

e Posledni akce byla naplnéni dzbanu (A). Potom stav je
(A,b) a akce bB nés dostanou do trividlniho stavu, akce
<A nic nedélaji a na akci a jsme nemuseli A plnit. Jedina
rozumna akce je tedy >.

® Posledni akce byla preliti dzbdnu (>). Stav miize byt jed-
na ze dvou moznosti:

— (a, B): aA vedou do trividlniho stavu, >B nic nedélaji,
pro < nebylo nutné pfedchozi >. Jedina rozumna akce
je tedy b.

— (0,b): bB vedou do trividlniho stavu, >a nic nedélaji,
pro < nebylo nutné pfedchozi >. Jedina rozumna akce
je tedy A.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-2-3a.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

A na zadatku mame dvé moznosti, co délat: Nalit prvni
nebo druhy dzban. Dale je zbytek akci dany. Sta¢i nam
prochéazet obé vétve najednou, a neprojdeme urcité vice nez
je velikost vystupu, takze dosdhneme optimalni sloZitosti,
totiz linedrni s velikosti vystupu O(V).

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-2-3b.py|

Drobnost na zavér

Podivejme se jesté jednou na celkovy objem vody ve
dzbanech a poloZme jej rovny K (za podminky, Ze se
K do jednoho dzbanu vleze):

citA+ceB=K

Tohle je ve skutec¢nosti Bézoutova identita, ktera je resitelna
Rozsifenym Eukleidovym algoritmem. (Co neni v kuchai-
kach?3)

Z Bézoutovych koeficienth mtizeme vyrobit pfesny navod,
jak dosdhnout vysledného postupu. Kladny koeficient fika,
kolikrdt mame dany dzbén naplnit (z kohoutku, ne z dru-
hého dzbanu). Zaporny koeficient fikd, kolikrat mame dany
dzbén vylit (do dfezu).

Nejjednodussi je pripad, kdy ¢ = 0, tedy K je nasobkem
objemu jednoho ze dzbani. Poté nam staci dany dzban plnit
a prelévat do druhého.

V opaéném piipadé jeden z koeficienttt bude zéporny. (Ji-
nak by rovnice zfejmé neplatila, protoze jeden ze dzbanu
m4 vétsi objem nez K.) Potom staci plnit dzban s kladnym
koeficientem a vzdy pfelit do druhého dzbanu, dokud ne-
bude plny. Potom, co ho bude plny, ho vylejeme, nalejeme
do néj zbytek z prvniho dzbanu a za¢neme znova, dokud
nedosdhneme kyzeného vysledku.

Potom nam stac¢i najit takové dva koeficienty, které nam
daji nejmensi pocet akci. Jsou dvé moznosti, totiz nejmensi
kladné a nejvétsi zaporné c; a k nim jejich odpovidajici cs.
Celkovy pocet akci potom bude 2(c; + ¢2). Staci obé moz-
nosti porovnat a vyslednou posloupnost akci vygenerovat.
Mimochodem to znamend, ze pocet akci umime najit v ¢ase

O(log(min(A, B))).

Ulohu pripravili: Jirka Kvapil, Martin ,Medveéd“
Mares, Kristyna Petrlikovd, Dan Skypala

35-2-4 Kaminky

Primocary pristup

Primocaré feSeni spociva v tom, Ze budeme Ffadu kaminkt
opakované prochazet a odstraniovat sousedni stejnobarevné
kaminky. SloZitost tohoto pifstupu je viak O(N?).

Pokud m4& tloha TeSeni, urc¢ité ma i feseni s maximalnim
poctem hladovych odebrani, tedy takovych, ktera vyradi
prvni stejnobarevnou dvojici. Predstavme si tedy, ze exis-
tuje Teseni, které preskocilo néjakou stejnobarevnou dvojici.
Zaméfme se na tu nejlevéjsi dvojici takto neodebranych ka-
minkt k1 a ko. Pokud se jedna o platné feSeni, znamen3 to,
7e ki se v FeSeni odebira spole¢né s néjakym ¢; a ko spo-
leéné s néjakym go. MuZzeme nahlédnout, ze 1ze tyto Ctyfi
kaminky eliminovat v jiném usporadani, to jest k; spolu
s ko a ¢ spolu s ¢, ¢imz jsme dosahli feSeni, které déla
vice hladovych odebrani.

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel]
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Tak jsme tedy dokazali, Ze feSeni s maximalnim poctem
hladovych odebrani je to feseni, které déla hladové odebrani
vzdy.

ReSeni s pouZitim zasobniku

Vytvofime si zasobnik a budeme do néj postupné ukladat
navstivené barvy. V pfipadé, ze bychom méli do zasobniku
ptidat kaminek barvy b a v zasobniku byl soucasny vrchni
kaminek také barvy b, prosté je oba odstranime.

Takto projedeme celou posloupnost a pokud v zdsobniku na
konci néco zbylo, ma pravdu Svétlana a neni mozné vyhrat.
Pokud je vSak zasobnik na konci prazdny, znamena to, ze
Khebir vyhrat muze.

Protoze jsme pro kazdy prvek posloupnosti vykonali fadové
O(1) operaci, ma cely algoritmus slozitost O(N).

Proc¢ algoritmus funguje?

V zésobniku mame vzdy uloZeny kaminky tak, ze zde nejsou
dva kaminky stejné barvy vedle sebe. Na zacatku zasobnik
tuto podminku splniuje a vzdy, kdyz pridame novy kaminek,
tak odstranime posledni dvojici, pokud jsou to dva stejné
vedle sebe (a na zbytku zdsobniku uz riiznobarevnost sou-
sedtt pfedpokladdme). Tudiz se tato vlastnost zachovava.

Kdyz projdeme celou posloupnost a takto ji vlozime do za-
sobniku, mame na konci zajisténé, ze v zasobniku je po-
sloupnost, ve které nejsou dvé stejné barvy vedle sebe, a
do zasobniku byly pridany vSechny kaminky. Pokud je te-
dy na konci délka zasobniku nenulové, znamena to, ze uz
zadnou dalsi eliminaci provést nelze a tudiz nelze vyhrat,
naopak pokud je zasobnik na konci prazdny, znamena to,
ze vsechny kaminky vyfadit lze.

Ulohu ptipravili: Martin Korecek,
Dan Skypala, Lukds Veskrna

35-2-X1 Oblazky

Zacneme jednoduchym pozorovanim: Kdyz mame posloup-
nost sousednich kaminkt stejné barvy delsi nez jedna, tak
se ji umime zbavit. Existuje spousta moznosti jak na to.
Napriiklad sudé posloupnosti budeme odebirat po dvou a
u lichjch za¢neme odebranim trojice, pokud néco zbude,
tak muzeme opakovat odebirani dvojic. Mtzeme tedy po-
volit odebirat i vice nez dva nebo t¥i kaminky a hra se tim
nijak nezméni.

Déle nahlédneme, ze mtzeme predpokladat o poslednim ka-
minku, Ze bude odebran jako posledni. Podivejme se na
néjakou validni posloupnost tahi jak odebrat vsechny ka-
minky. Posledni kaminek bude odebrany spolu s néjakymi
dalsimi stejné barvy (tém budeme fikat kamaradi). VSechny
kaminky mezi kamarady a poslednim musely byt odebrany
jesté pred poslednim (jinak by neslo provést uvazované ode-
brani). Po odebrani uz tedy zbudou jen kaminky nalevo od
prvniho kamarada. Libovolna nésledujici operace tedy uz
mize odstranovat pouze kaminky z této ¢asti. Viibec tedy
nezalezi na tom, jestli tyto operace probéhnou ptfed nebo
po odebrani nejpravéjsiho kaminku. Miazeme tedy operaci
odebirajici posledni kaminek provést az tplné nakonec a
stale mame validni zpiisob odebirani.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-2-3b.py
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/teorie-cisel
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Nyni jiz k samotnému algoritmu: Vyuzijeme dynamického
programovani. Pro kazdy souvisly tsek kaminkd uréime,
jestli jde nebo nejde odstranit. Prazdné tseky jsou vzdy
feSitelné, protoze jiz neni co odstranovat. Pri pocitani né-
jakého tiseku jiz budeme mit spocteny vSechny jeho souvislé
poduseky. To mtzeme snadno zafidit tim, Zze budeme po-
¢itat od nejkratsich tseku k delsim. Zkusime vSechny moz-
nosti, jak mohl vypadat posledni tah pfi odstranovani da-
ného useku. Tedy vyzkousime vSechny dvojice nebo trojice
kaminkt stejné barvy obsahujici posledni kaminek. Kdyz
alespon jedna bude fungovat, tak mame vyhrano. Vsechny
ostatni kaminky tseku jiz musely byt odstranény. Ovsem
kaminky odstranéné v poslednim tahu tvori jakousi barié-
ru: Casti tiseku, které oddeéluji, spolu nemohly nijak inter-
agovat, a tedy kazda z ¢asti (coz je zase tsek) musela byt
odstranéna samostatné. Jestli bylo mozné odstranit kazdou
z Casti zjistime z jiz spocitanych hodnot dynamického pro-
gramovani.

Pokud je celd posloupnost feSitelna, tak snadno zvladne-
me zjistit vyherni posloupnost taht. U kazdého poduseku
si zapamatujeme, jakym poslednim tahem jsem nasi feSe-
ni, a pak vyuZijeme jednoduché rekurzivni funkce, ktera se
nejprve zarekurzi na vSechny tseky, které oddéluje posledni
tah, a pak vypiSeme i onen tah.

Jak to bude rychlé? Pocitame ©(N?) souvislych podiseki.
V kazdém ovsem zkousime spoustu moznosti posledniho ta-
hu. Pokud budeme pocitat s ptivodni hrou bez zadnych po-
zorovani, tak mame O(N3 + N?) moznosti posledniho tahu
a kazdou z nich je nutné ovérit. Celkem tedy algoritmus bé-
7 v O(N®). Kdy#z vyuzijeme druhé pozorovéni, tak vime,
ze staci zkouset pouze posledni kaminek a jeden nebo dva
z predeslych. Celkem tedy O(N?).

Nyni pojdme uvazovat nad hrou, kde je mozno odebrat i
vétsi celky nez trojice (v ivodnim pozorovani jsme si uvé-
domili, Ze je to ekvivalentni). To na prvni pohled vypad4,
7e jsme si viibec nepomohli, protoZe ted je tfeba uvazovat
az exponencidlné mnoznosti posledniho tahu. Pojdme to
napravit. Zvlast uvazime moznost, ze posledni tah odebral
dvojici. Takové tahy prosté vyzkousime v linedrnim case.
Zbyvaji tedy uz jen odstranéni alespon troji¢ek. Podivejme
se na predposledni z odstranénych kaminki v poslednim
tahu (ozna¢me x). Vimneme si, Ze Gsek od zacatku po z
(véetné) musi byt také Fesitelny. Mizeme odstranit vechny
tseky oddélené poslednim tahem stejnym zptisobem a pak
jen pouzijeme stejny posledni tah bez posledniho kaminku.
Jelikoz uvazujeme jen posledni tahy odstranujici alespon
t¥i kaminky, tak nam ztstane stale validni tah. Ovsem to-
to plati i opacné. Kdyz mame néjaké x stejné barvy jako
posledni kaminek a tseky od za¢atku po = (véetné) a od x
(mimo) po posledni kaminek (mimo) jsou FeSitelné, tak i to

celé je Tesitelné. Dikaz ponechavame ¢tenéfi jako cviceni.
Staci tedy jen vyzkouSet vSechny stejné obarvené x a ovérit

ptredeslou podminku.
X

7

bccbabaabaccaaca
— | [

\ I |
Stac¢i ovérit fesitelnost téchto dvou useku

Celkova ¢asova slozitost tohoto feseni je O(N?). Paméfova
je O(N?).

Ulohu ptipravili: Jirka Kalvoda, Dan Skiyjpala

35-2-S Linearni zobrazeni

Ukol 1 — Nelinearni zobrazeni [2b]:

Téchto zobrazeni existuje mnoho. My si ukdzeme dveé jed-
noducha.

Pro prvni zobrazeni si predstavme, ze mame obrazek na-
kresleny na prithledné félii. Tuto folii pfehneme podle vo-
dorovné osy, ¢imz se spodni ¢ast obrazku zrcadlové prevrati.
Takové zobrazeni lze zapsat pomoci absolutni hodnoty:

f(($17$2)T) = (21, |332|)T

Absolutni hodnota oc¢ividné neni linearni funkce, ale piesto
oveéfime, ze naSe zobrazeni neni linearni. DokaZzeme najit
protipiiklad jak pro soucet:

f((_373)T + (37 _3)T) = f((ovo)—r) = (070>T #
f((_37 S)T) + f((3’ _3)T) = (_3a 3)T + (3a 3)T = (0’ 6)T

Tak i pro nasobek skalarem:
F1-LD)) = (L) #A -1 (L)) = (-1, -1 T

Druhé zobrazeni je podobné pfimocaré, obrazek o kus po-
suneme, konkrétné ve sméru néjakého vektoru a.

fl(w1,22) ") = (21 + a1, 22 + a2)

Ac¢ se posunuti muze zdat jako prirozena transformace, de-
finici linearity nespliiuje. Ovéime to pro a = (1,1)':

F((=3,3)T +(3,-3)") = £((0,0) ") = (1,1) " #
f((_37 3)T) + f((37 _3)T) = (_2’4)1' + (4, _2)T = (27 2)T
F(=1-1,1)T)=(0,0)" # —1- f((1,1)T) = (-2, -2)7

Miuzeme jednoduse nahlédnout, ze dané zobrazeni neni li-
nearni, kdykoli vektor a neni nulovy.

Ukol 2 — Fibonacciho é&isla [5b]:

Nejdiive potfebujeme vytvorit matici Q, kterda bude gene-
rovat postupné dalsi Fibonacciho ¢isla. Tedy kdyz udélame
soucin matice Q a vektoru (F,, Fy, 1), chceme ziskat vek-
tor (F11, Fyi2)" neboli

F, \ _
@ () = (55 )

Fn+1
Fn+Fn+1



Prvni fadek matice je jednoduchy, chceme okopirovat dru-
hou slozku vektoru do prvni slozky. Hleddme tedy koefici-
enty, kterymi vynasobit slozky prvniho vektoru:

Fn—i—l :O'Fn+1'Fn+1
Druhy fadek neni o moc té€zsi, potfebujeme cleny F,, Fi, 11

seCist.
Fn+Fn+1:1'Fn+1'Fn+1

Vysledna matice Q bude vypadat nasledovné:

(1)

Mizeme provést rychou kontrolu, ze mame vse spravneé:

() ()= (a5R) = (52)

Nyni mtizeme zacit Fesit, jak vypocitat F;,. Budeme zac¢inat
s Fy a Iy, tedy s vektorem fy = (0,1) 7. Vime, Ze matice Q
nam vypocita nasledujici ¢len. Kdyz vysledny vektor vy-
nasobime znovu matici Q, tak dostaneme jesté dalsi clen.
Napriklad F3 bychom spocitali takto:

Technicky by nam stacilo o jedno nasobeni matici Q mé-
né a vysledek bychom precetli z druhé slozky vypocteného
vektoru. Poté bychom vSak museli oSetfit specialni pfipad
pro vypocet Fj.

01
1 1

01
11

Fy
Fn+1

Fn+1
Fn+2

Fn+1
Fn+Fn+1

3

Q@@ ) == 1

JelikoZ je nasobeni matic asociativni, miZeme vypocet za-
psat bez zavorek:

Q-Q-Q-f
Coz lze jesté vice zjednodusit na Q3 - fy.
N&s obecny algoritmus tedy nejprve spocitda Qm, posléze
touto matici vynasobi vektor f; a vysledek pfecte z prvni
slozky.
V obecnosti nasobeni dvou ¢étvercovych matic velikosti n
podle definice trva O(n?), ale jelikoZ my nisobime jen ma-
tice 2 x 2 a velikost téchto matic neni zavisla na velikosti
problému, ktery fesime, tak jedno nasobeni budeme brat
jako konstantni, tedy O(1). Pro vypocet Q" potiebujeme
n néasobeni, celkem tedy néas algoritmus bézi v ¢ase O(n).
To je vSak pomalé. Vzdyt totéz umime jednoduse bez line-
arni algebry! Zbyva posledni dilek skladanky — jak rychle
vypocitat mocninu matice Q.
Rychlé mocnéni

Vyuzijeme mocninovy trik. Jisté ze stfedni skoly znate pra-
vidlo s¢itani mocnin:

3(1 . 3b — 3a+b
Tuto vlastnost vyuzijeme obracené. Dejte tomu, Ze chceme
vypoditat 3", kde n je sudé. Pak stali spoéitat 3"/2, protoze
poté jiz dopocitame 3" = 37/2 . 37/2,

Kdyby bylo n liché, spo&itame 3(*~1/2, Diky tomu dopo-
éitdame 3" = 3(n_1)/2 . 3(”-1)/2 . 3.

Spojenim téchto dvou pravidel:

3" = 3'.”/2J . 3Ln/2j .gn mod 2

Zapis |n/2] znadi podil zaokrouhleny dold. Pro sudé n do-
staneme n/2, pro liché n zase (n — 1)/2, pfesné jako vyse.
Dale zapis n mod 2 znaci zbytek po déleni dvéma.

Pokud znadme mocninu 3"/21, vysledek spoéitame na kon-
stantné mnoho operaci. Pokud danou mocninu nezname,
tak ji mtizeme rekurzivné vypocitat. V kazdém rekurziv-
nim volani se mocnina snizi na pilku, celkem tedy budeme
potiebovat log, n volani. Tedy celkovy ¢as rychlého mocné-
ni bude O(logn).

Dany algoritmus jsme si ukazovali na ¢islu 3, pochopitelné
vsak plati i pro matice, jen musime provést maticové na-
sobeni. To v disledku znamena, ze n-té Fibonacciho ¢islo
dokazeme vypoditat v ¢ase O(logn).

Ukol 3 — Dosazitelnost [5b]:

Umime spocitat sledy délky ¢ z i do j. Pokud je tento pocet
pro néjaké ¢ nenulovy, pak existuje cesta z i do j. Prvni
myslenka tedy bude poéitat A¢ pro rtizna ¢, hledat nenulové
hodnoty a na pfislusnd mista v matici dosazitelnosti psat
jednicky. Pro n vrchold nam staci projit 0 < ¢ < n, protoze
kazda cesta bude mit nejvyse n — 1 hran.

Pocet sledi vSak muze rust exponencidlné, chceme se vy-
hnout pocitani s takto velkymi ¢isly. Nastésti nepotrebuje-
me znat pocet sledil presné, zajimé nas pouze to, jestli je
tento pocet nenulovy. Po kazdém kroku tedy vSechny ne-
nulové hodnoty v A¢ zménime na jednicky.

Tento postup provede n nasobeni matic n x n. P¥i pouziti
nésobeni dle definice dostaneme ¢asovou slozitost O(n?).

Neslo by to 1épe? Pouzijeme-li rychlé mocnéni, zvladneme
A" spocitat jen na O(logn) nasobeni. Jenze to ndm moc
nepomiize, potfebujeme i vSechny mocniny mezi tim. Z ma-
tice A™ samotné totiz matici dosazitelnosti sestavit nedo-
kézeme. Pokud naptiklad mezi vrcholy 7, j existuje pouze
jediny sled délky 1, bude (A™); ; = 0.

Jakmile je jednou pro néjaké ¢ pocet sledit nenulovy, chce-
me zaiidit, aby uz nenulovy ztistal. Reseni je jednoduché,
do grafu pfidame smycky (hrany vedouci zpét do téhoz vr-
cholu). V matici sousednosti to znamenda vyplnit diagonalu
jednickami.

S takto upravenou matici A jiz mazeme pouzit rychlé moc-
néni. Pfidame nahrazovani velkych ¢isel za jednicky a mame
finaln{ algoritmus. Jeho ¢asova sloZitost bude O(n3logn).

Jak je toto feseni vlastné rychlé? Srovnejme jej s pfimoca-
rym Fesenim, které z kazdého vrcholu spusti prohledavani
do sitky. Jedno prohleddni mé slozitost O(n + m), coz by
pro husty graf s mnoho hranami bylo O(n?). Prohledani ze
viech vrcholit by zabralo O(n?).

Zda se, ze naSe sofistikované feSeni je vlastné k ni¢emu.
Staci si vSak vzpomenout na Strasseniv algoritmus, ktery
nasi slozitost vylepsi na O(n?87logn), coz uz je lepsi nez
primocaré prohledavani. Nutno vSak podotknout, Ze pro
praktické velikosti grafu je rozdil minimalni.

Ukol 4 — Obecn4 inverze [3b]:

Inverzi by jisté slo spocitat feSenim soustav rovnic. Zde vsak
nabidneme geometricky nahled.

Konstanta ¢ pouze obrazek zvétsuje, z matice ji mizeme

vytknout.
A= (C > =c ( )
c

1
1

-1
1

—C
c



Zjistime, Ze matice otaci o 45°. Navic vektory jesté trochu
protahne, ptivodni jednotkové vektory mély délku 1, nyni

maji délku V12 + 12 = /2.
f(e2)

Sestavme tedy obdobnou matici pro otofeni v opac¢ném

)

sméru:

11
B<1 1

To uz je skoro hledana inverzni matice. Jesté musime zajis-
tit, aby mély vektory spravnou velikost. Matice A zvétSo-
vala cv/2-krat, matice B zvétsuje /2-krat. Podélime tedy
¢lenem 2¢ a mame inverzi.
1 1
(4 1)

1 1
Pro ¢ = 0 inverze existovat nemtize, protoze takova mati-

A'=_—_B=
ce A kazdy obrazek zmensi do jediného bodu.

2 2

Ulohu pripravili: David Klement,
Michal Kodad, Martin ,Medvéd® Mares
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13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
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25.
26.
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28.
29.
30.
31.
32.
33.-34.

35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.-47.

48.-49.

50.
51.
52.
53.
54.-56.

Vysledkova listina druhé série tficatého patého roéniku KSP

resitel

Benjamin Swart
Vojtéch Lancaric
Stépan Mikéska
David Kolar
Viktor Helmich
Katefina Doubkova
Erik Jezek

Filip Prasil
Jachym Kouba
Ondrej Pupik
Patrik Cihal
Marek Raska
Zuzana Aubrechtova
Krystof Tahal
Albert Bako¢
Matus Pall
Anna-Kristina Migel
Honza Kocourek
Patrik Pritrsky
Adam Cervenka
Adam Jahoda
Daniel Culliver
Vit Kadéra
Michael Jarvis
Adam Kolnik
Jakub Ondrousek
Robert Klimt
Petr Slonek
Martin SindelaF
Jakub Konc

Petr Némec

Jan Sliva

Viktor Cihal
Krystof Marek
Jakub Hampl
Jan Sevedek
Katefina Vomelova
Erik Sabol

Jakub Binter
Oto Skypala
Julie Krejci
Finley Stuart
Richard Dobisek
Martin Skypala
Lucian Poljak
Janek Hlavaty
Adam Houdek
Petr Dymanus
Ondfej Novak
Michal Martinek
Radomir Budinek
Tomas Kazimir
Vladimir Sklenar
David Bojko
Jakub Kopd¢il
Jan Kotovsky

skola

MensaG

SPSG Tiebesin

GJaroseBO
GJirovcCB
GTMannaPH
GNAlejiPH
SPSSmichov
GJiriPodéb
GJSkodyPR
GRoznovPR
SSKKamPard
GTii
GHeyrovPH
GUBalvanJN
GZborovPH
GZborovPH
GNAlejiPH
ParkLane
GGrossBA
GJaroseBO
GKepleraPH
GZborovPH
G Wicht
GSpitalsPH
SSSVTPraha
GTomkovaOL
GDobris
GJaroseBO
GGrossBA
GPéaroNitra
G Wicht
MensaG
SPSSmichov
SGPCE
GMe¢élnik

G UherBrod
GUstavniPH
GCeskoliPH
GCeskaCB
GJSkodyPR
PraKonz
GPisnickdPH
MensaG
GJSkodyPR
GJSkodyPR
GJirsikaCB
SOS Biezova
GSpitalsPH
G Brandys
GUstavniPH
GRi¢

GNPr
GTerVans
GM¢élnik
GMikulasPL
GPisnickdaPH
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2-1
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

2
11
11
11
11

6
11

6

6
11
11
11

11
4
11
11
11
11

convo o

(=2}

11

2-2 2-3 2-4 2-S 2-X1

12
12
12
12
10
10
12
12
12
12
12
4

12
12
5

7

7

12
2

12
12

10
10

10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
1
7
9
10
10
10
1
10
10
10
10
10
10
10

10
10

10

10

12
12
12
12
10
7

12
12
10
12
12
12
10
12
12
10
10
12
8

9

9

12
10
8

12

11
11

15 10
14,5 10
14,5
15 8
13,5
14
13,5
14,5
15
13,5
13,5
135 9
115
8
13,5
9
7,5

12,5
14

13,5
13,5

15

série ksp-x celkem

60,0
59,5
59,5
60,0
54,5
52,0
58,5
59,5
58,0
58,5
58,5
50,5
54,5
44,0
42,5
44,0
44,5
45,0
38,5
42,0
42,0
46,5
51,5
33,0
29,0
34,0
21,0
14,0
11,0
29,0
48,0
11,0

0,0

0,0
42,0
27,0
12,0
18,0

6,0

0,0
14,0

4,0

0,0

0,0
21,0
10,0

0,0
19,0
16,0

7,0

0,0

0,0
11,0

3,0
10,0

0,0

0,0

20,0
18,0
0,0
9,0
0,0
0,0
0,0
5,0
1,0
0,0
0,0
17,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
6,0
0,0
1,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
2,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0
0,0

120,0
1195
117,5
117,5
112,5
109,0
108,0
107,0
106.,0
105,5
101,5
99,0
99,0
93,0
90,5
89,0
88,5
88,0
85,5
84,0
83,5
79,5
75,5
73,0
68,5
65,0
62,5
62,0
59,5
56,5
48,0
46,0
45,0
42,0
42,0
41,5
40,0
38,0
36,5
30,0
28,0
26,0
24,0
22,0
21,0
20,0
19,0
19,0
16,0
16,0
15,0
12,0
11,0
10,5
10,0
10,0
10,0



resitel skola rocnik sérii | 2-1 2-2 2-8 2-4 2-S 2-X1 | série ksp-x celkem
57. Dominik Maly GBSucany 4 1 6 1 70 0,0 7,0
58.-61. Vojtéch Bizek GPisnickaPH 3 1 5 1 6,0 0,0 6,0
Adam Bures SPS Pierov 3 1 6 6,0 0,0 6,0
Samuel Lipovsky GBSucany 4 1 6 6,0 0,0 6,0
Toméas Macholda GCoubTéabor 4 1 6 6,0 0,0 6,0
62.—64. Vojtéch Prochazka  MensaG 2 1 5 50 0,0 5,0
Matéj Smetana AkademGPH 2 1 0,0 0,0 5,0
Jan James Soukup GKlatovy 4 1 0,0 0,0 5,0
65. Jachym Lowenhoffer GEvolutionJM 2 1 0,0 0,0 4,0
66.—71. Martin Dobrusky SSKKamPard 4 1 0,0 0,0 3,0
Lida Kacenkova GBudéjovPH 4 1 3 3,0 0,0 3,0
Miroslav Kolouch GJirovcCB 3 1 0,0 0,0 3,0
Andrea Mikulova BGOstrava 4 3 0 0,0 0,0 3,0
Vit Mitas GPolicka 1 2 2 2,0 0,0 3,0
Petr Siglak GZborovPH 2 1 0,0 0,0 3,0
72.-73. Alexandr Bihun GJirovcCB 3 1 0,0 0,0 2,0
Jakub Vlcek GPrfibor 4 1 0,0 0,0 2,0




Vysledkova listina KSP-X po druhé sérii tficatého patého ro€niku

resitel skola rocnik serii | 1-X1 2-X1 | celkem
0. 10 10 20,0
1. Benjamin Swart MensaG 4 7 8 10 18,0
2. Patrik Cihal SSKKamPard 3 6 8 9 17,0
3. Stépan Mikéska GJaroseBO 4 2 1 8 9,0
4. Anna-Kristina Migel GNAlejiPH 0 2 6 6,0
5. Erik Jezek SPSSmichov 1 2 5 5,0
6. Erik Sabol GCeskoliPH 3 3 2 2,0
7-8. Filip Prasil GJiriPodéb 4 3 1 1,0

Patrik Pritrsky GGrossBA 2 2 1 1,0

Bonusové tlohy z jednotlivych sérii se nepocitaji do bodovani ro¢niku. Maji svou vlastni vysledkovou
listinu a za jejich Gspé$né vyteseni (alespoii polovina bodi za tlohu) udélujeme specidlni odmény.

KSP pro vas pripravuji studenti Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.
Realizace projektu byla podpofena Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy.

.‘ ma tf\[Z Webové stranky: E-mail: Organizatori a kontakty:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/| https: //ksp.mff.cuni.cz/kontakty /|
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