Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

35. rocnik KSP

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal
Dostava se k vam tfeti ¢islo hlavni kategorie 35. ro¢niku KSP.

Letos se miiZete tésit v kazdé z péti sérii hlavni kategorie na 4 normalni dlohy, z toho alespori
jednu praktickou opendatovou. Také na kucharky obsahujici néjaka zajimava informaticka
témata, hodici se k lohdm dané série. Obcas se nam také objevi bonusova X-kova tloha,
za kterou lze ziskat X-kové body. Kromé toho bude soucasti sérii serial na linedrni algebru.

Autorskéa feseni tloh budeme vystavovat hned po skonceni série. Pokud nés pak pfi opravo-
véani napadnou néjaké komentare k feSenim od vas, zverejnime je dodatecné.

Odmény & na Matfyz bez prijimacek

Za Gspésné feseni KSP miizete byt pFijati na MFF UK bez pfijimacich zkousek. Uspésnym
FeSitelem se stava ten, kdo ziskd za cely roc¢nik (hlavni kategorie) alespori 50 % bodd. Za
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letosni rok ptjde ziskat maximélné 300 bodt, takze hranice pro tspésné fesitele je 150. C,‘u',".i 7l
Maturanti pozor, pokud chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté Z’\/%\\ B-AJ )ﬁ; "y
série, pata uz bude moc pozdé. Také kazdému Tesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série A ! WS ij /"‘/( ,'/
dostane alespoii 5 bodti, darujeme KSP propisku, blok, ndlepku na notebook a mozna i dalsi 1:1 WTF v/ W"/\,’...“f;g;*/ s /fg’// v
prekvapeni. L’ ”{ :

Termin série:

19. Gnora 2023 ve 32:00 (tedy dalsi réno v 8:00)

Odevzdavani:

Pies web na adrese |https://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko /|

Znacky uloh:

(@ Lehei dloha (& jeji cést) vhodna pro zatatecniky

Praktickd open-data tiloha

é’ Uloha, u které doporuc¢ujeme zadist se do kuchaiky Q Serialova uloha

Odména série:

Sladkou odménu si vyslouzi ten, kdo ndm k FeSeni pfiloZi ruéné kresleny obrazek hrosika. Hrosik

by mél vykonavat né&jakou netrividlni ¢innost, predstavivosti se meze nekladou :). Pokud FeSeni
odevzdavate elektronicky, mizete ndm oskenovany obrazek poslat emailem na znamou adresu.

Treti série tficatého patého roéniku KSP

10 bodu

35-3-1 Cajovod

Ondra dostal praci v perspektivni technologické firmé.
1l Programétofi si zde velmi potrpéli na kvalitu ¢aje, a tak
se vedeni rozhodlo postavit centralni ohfivarnu — zde se
Caj pripravuje. Dale bylo z ni zapotfebi ¢aj distribuovat
cajovodem, ktery dostal na starosti pravé Ondra.

Jak se brzy dozvédél, ¢ajovod sestava z uzll a trubek mezi
nimi. Kazda trubka spojuje dva uzly. Poté mame (kromé
oby¢ejnych) specidlni typy uzli — ohfivdrnu a mistnosti.
V ohfivarné se vyrabi ¢aj a v mistnostech se ¢aj miize spo-
tfebovavat. V mistnostech ¢ajovod vzdy kon¢i — do kazdé
z nich vede jen jedna trubka. Kromé toho z ohfivarny se
do kazdého uzlu mize ¢aj dostat pravé jednou posloupnos-
ti trubek a uzlt. Formalné ¢ajovod tvoii strom, ohfivarna
se nachézi v kofeni a mistnosti v listech.

Neni to ale tak jednoduché. V mistnostech bud sedi progra-
matori, manazefi, nebo jsou prazdné. Pokud v mistnosti se-

di programatofi, je zapotfebi, aby tam ¢aj dotekl. Naopak
manazeri piji kafe, a proto do mistnosti s manazery téct ¢aj
nesmi. U prazdnych mistnosti je to jedno.

Aby se tok ¢aje dal regulovat, na kazdé trubce je uzavér,
ktery je bud otevieny, nebo uzavieny, a podle toho skrz ni
tece, nebo netece ¢aj. Caj dotede do mistnosti, kdyz viechny
trubky z ohfivarny k ni jsou oteviené. Ondra potfebuje
popfehazovat nékteré uzavéry tak, aby do mistnosti tekl
¢aj, podle toho, kdo tam je. Aby se co nejméné napracoval,
rad by jich zménil co nejméné. Pomuzete mu?

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechéte vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vés, jak vystupy vyrobite.

Format vstupu: Na prvnim fadku dostanete dvé ¢isla, pocet
uzlit N a pocet mistnosti M. Ohfivarna se nachézi v uzlu
Cislo 1. Na dalsich NV — 1 fadcich dostanete dveé ¢isla uz-
1%, mezi kterymi vede prislusna trubka, a znak 0, kdyz je
oteviend, jinak Z. Na poslednich M ftadcich jsou popsany
mistnosti. Na kazdém tadku je ¢islo uzlu a pismeno, které
udava, kdo v ni sedi:

® P — v mistnosti jsou programéatofti

® M — v mistnosti jsou manazefti

® E — mistnost je prazdna

Formdt vystupu: Vypiste nejmensi pocet uzaveri, ktery On-

dra musi pfepnout, aby do mistnosti tekl nebo netekl ¢aj
(podle pozadavk).


https://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko/

@ Leh¢i varianta (za 4 body): V lichych vstupech mana-
zefi sidli ve vedlejsi budové — v mistnostech jsou bud
programatofi, nebo tam neni nikdo.

Ukazkovy vystup:
3

Ukdzkovy vstup:
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10 bodu

35-3-2 Hrosi hortenzie

Lucce se na Internetu podafilo sehnat bylinny ¢aj Ama-
é’ cha z fermentovanych listt hortenzie hrosi (Hydrangea
hippopotamina). Tyto listy obsahuji chemikalii zvanou hip-
popodulcin, coz je latka 400-800krat sladsi nez sachardza.

Lucka by rada N svych kamarad® pohostila timto sladkym
cajem. O kazdém kamaradovi Lucka vi, jakou nejmensi a
nejvétsi koncentraci hippopodulcinu (méfenou v mikrogra-
mech na litr) by chtél ve svém ¢aji mit. Zaroveii ale chce
spotfebovat co nejméné lista.

K pripravé ¢aje mize Lucka vyuzit nékterou z K misticek
rozliénych velikosti. Pfiprava ¢aje v ¢-té misti¢ce probihé
tak, Ze se cela vystele listy hrosi hortenzie, k ¢emuz je jich
potfeba pravé L;. Nasledné se az po okraj zalije 90stuprio-
vou vodou, ¢imz po minuté vznikne ¢aj s koncentraci C;
mikrogramt hippopodulcinu na litr. Zde pro jednoduchost
predpokladame, ze listy jsou stejné velké a kazdy z nich
vylucuje stejné mnozstvi hippopodulcinu. Z listd Ize takto
pripravit pouze jediny nalev.

Poradte Lucce, ve které misti¢ce mé pro kazdého z kamara-
dt pripravit jeden nalev ¢aje tak, aby vyhovéla jejich naro-

kim, a pritom spotiebovala celkové co nejméné listt. Mis-
ticky se daji vymyvat, takze dvéma riznym kamaraddm
mize Lucka pfipravit ¢aj ve stejné nadobé.

Vsechny zadané hodnoty jsou nezaporné cela ¢isla, pricemz
koncentrace hippopodulcinu mohou byt velké az 10° ug/l.
Mizete predpokladat, ze kamaradt je fadoveé vice nez mis-
ticek.

Toto je teoretickd tlloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdava se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

35-3-3 Prodluzovacky 12 bodu

Kevina trapi problém. Rad si kuti a vytvari riizné elektrické
pristroje. Kazdy tento pristroj ale potfebuje byt zapojeny
do elektfiny. Jelikoz je ale Kevin nepotradny, vzdy jen sdhne
po nejblizsi prodluzovacce, pristroj zapoji a kuti dal. Obcas
taky zapoji novou prodluzovacku, klidné i do jiné.

Nedavno ale zjistil, Ze kazda prodluzovacka mé urcéeny ma-
ximalni pfikon, ktery snese. Aktualni pirikon, kterému je
prodluzovacka vystavena, jde urcit jako soucet prikonu pri-
pojenych zafizeni. Pro tyto potieby se prodluzovacka, za-
pojena do jiné prodluzovacky, chova jako zarizeni, jehoz
prikon se zjisti pravé zminénym zptisobem.

Kevin si tedy zjistil pro kazdou prodluzovacku, jaky pfikon
snese, pro kazdé zafizeni, jaky méa prikon, a taky si udé-
lal potadek v tom, co je kam zapojené. Zjistil, Ze nékteré
prodluzovacky jsou pretizené. Nyni by chtél nékterd zafi-
zen{ prepojit do zdsuvek (téch ma uréité dost a ty nemaji
omezeny piikon) tak, aby Zadna prodluzovacka pretizena
nebyla. Prodluzek se momentalné boji dotykat, takze chce
prepojovat pouze zarizeni a nikoliv celé prodluzovacky. Je-
likoz se chce ale co nejdiiv pustit znovu do kuténi, chce
prepojit co nejméné zafizeni. PomizZete mu?

Zmatek v Kevinové pokoji tvor{ zakofenény strom (tj. Zddné
zapojeni prodluzovacek do sebe netvori cyklus) a vSechna
zafizeni jsou v listech tohoto stromu. Kofenem tohoto stro-
mu je zed, kterd mé neomezeny pocet zasuvek. Pro kaz-
dy list tohoto stromu (tj. pro kazdé zafizeni) zndme jeho
prikon, coz je kladné celé ¢islo. Pro kazdy vnitini vrchol
(tj. pro kazdou prodluzovacku) znadme jeho kapacitu, coZ
je nezaporné celé ¢islo urcujici maximalni povoleny soucet
ptikont list v podstromu.

Navrhnéte algoritmus, ktery pro zadanou soustavu prodlu-
zovacek a zafizeni vypisSe, kolik nejméné a ktera zarizeni
odpojit z prodluzovacek a prepojit do zdi tak, aby nebyla
pro zadnou prodluzovacku prekrocena kapacita.

Toto je teoretickd tlloha. Neni nutné ji programovat, ode-

vzdéva se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

13 bodu

35-3-4 Zachrana listi

Honza se rozhodl zalozit si svou vlastni ¢ajovnu. Vse
1l potfebné uz koupil a rozmistil. Protoze mista mél malo,
rozhodl se skladovat krabice s ¢aji na stiese své cajovny.

Aby se v krabicich s ¢ajem dobfe vyznal, tak je skladuje
v fadé. Kazd4 krabice obsahuje ur¢ité mnozstvi ¢aje. Kromé
toho na nékterych krabicich jsou umisténd vika.

Honza Sel na stfechu sehnat ¢aj pro zdkazniky, jenze ouha:
Zacalo prset. Honza by samoziejmé chtél zabranit tomu,
aby jeho drahocenné listi zmoklo v krabicich. Vsiml si, ze
do krabic s vikem neprsi. Proto se rozhodl, Ze popfemistuje


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfo
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfo

vika tak, aby hmotnost suchého ¢aje byla co nejvétsi. Ma
to jeden hacek: Vika jsou pfivazanda, a daji se premistit
jen do omezené vzdalenosti. Honza ale nemé ¢as na slozité
pldnovani, jak vika pfemistit (jinak mu ¢aj zmokne), proto
se pta, jestli mu pomuzete.

Toto je praktickd open-data tiloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechéte vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.
Format vstupu: Na prvnim fadku najdete dvé cisla N a
K — pocet krabic a délku provazku. Na dalsich NV fadcich
dostanete dvé ¢isla m; a v;, popisujici i-tou krabici. Cislo
m; udava hmotnost ¢aje v ni a v;, zdali ma na sobé viko
(1 pokud ma4, jinak 0).
Hodnota délky provazku urcuje, o kolik krabic vedle se da
viko presunout. Napr. K = 1 znamena, Ze viko se da nejdale
posunout na krabice hned vedle.
Format vystupu: Na prvni fadek vypiSte nejvetsi mozné
mnozstvi ¢aje, které ma Sanci Honza zachranit. Poté vy-
piste pro kazdé viko index ptivodni krabice, ke které je pfi-
vazané, a ¢islo krabice, na které je ted poloZené.
@ Leh¢i varianta (za 7 boda): Slibujeme, Ze v prvnich
Ctyfech vstupech se daji vika presunout nejdale na sou-
sedni krabice. Je tam tedy tedy K = 1.

Ukdzkovy vstup: Ukazkovy vystup:

6 2 12
11 35
20 6 6
41 13
00
50
31

10 bodu

35-3-X1 Obvody

@ Toto je bonusovd uloha pro zkuSenéjsi resitele, t€Zsi
nez ostatni ulohy v této sérii. Neziskdte za ni klasic-

ké body, nybrz dobry pocit, Ze jste zdolali néco vyjimecného.

Kromé toho za sprduvné Teseni dostanete specidlni odménu a

body se vdm zapocitaji do samostatnych vysledki KSP-X.

Jirka se snazil spravit Danovu rozbitou mysku. Proto si na-
vrhl obvod se spoustou souc¢astek. Chystal se obvod spajet a
podival se tedy do svého Supliku na soucastky, jenze zjistil,
ze mu dosly veskeré rezistory.

Proto Jirka vyhrabal svoji zasobu souc¢astek do nejvétsi kri-
ze. Tam ma pro kazdou kladnou celociselnou hodnotu od-
poru pravé jeden rezistor. Vi, ze do i-tého mista v obvodu
potfebuje praveé jeden rezistor, ktery miize mit hodnotu od-
poru v jednom z M; intervalti:

[, 71], [l2, 7], - - [ar, s T, ],
kde 1 <1y </ly <71y <...akazdé gj,’l’j czZr.

I http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-1-9

Po vés by chtél kazdému mistu na obvodu priradit jeden
rezistor, ktery ma odpor v jednom z pro néj povolenych
intervalti. Bohuzel pro kazdou hodnotu odporu ma rezistor
pouze jeden.

Napf. pro mista v obvodu s povolenymi rozsahy:
[1,2]
[1,1],[3,3]
[3,4]
[3,4]
[1,1],[3, 5]

je jedno z moznych pfifazeni 2,1,4,3,5.

Slozitost algoritmu urcujte vzhledem k poctu volnlgch mist
v obvodu N a celkovému poctu intervali M = ." | M;.

35-3-S Vektorové prostory 15 bodua

Prdvé ctete treti dil seridlu. Pokud jste predchozi dily
neresili, pro pochopent ndsledujicich odstavcu je vhod-
né si je prinejmensim precist. Navic je stale mozZné ode-
vzdavat ulohy z nich za polovinu bodd.
V tomto dilu se vratime k jiz zndmym pojmim, jen se na
né tentokrate podivame o trochu obecnéji.

Vsechny tlohy z tohoto dilu odevzdavejte dohromady v jed-
nom zazipovaném archivu. Prvni termin odevzdani je shod-
ny s terminem pro tieti sérii. Poté lze odevzdéavat za snizeny
pocet bodi az do konce roc¢niku.

Souradnice

Ve druhém dilu jsme zavedli pojem béaze. Pro pfipomenuti,
béaze prostoru U je soubor vektora z U, které tento prostor
generuji a zaroven jsou linearné nezavislé. Také jsme potkali
kanonickou bazi, tedy bazi prostoru R slozenou z jednot-
kovych vektort.

S kanonickou bazi se dobfe pracuje, nebot souradnice vekto-
ri standardné pisSeme vzhledem k ni. Mtzeme je vSak psat
i vzhledem k jiné bazi B = by, ..., b,. Vezméme si néjaky
vektor v a zapisme jej jako linedrni kombinaci:

n
vV = E a;b;
i=1

Poté jako soutadnice vektoru v vzhledem k bazi B nazve-
me koeficienty ay, ..., a,. Matematicky zapisujeme [v]p =
(al, ey an)T.

Ukazme si na piikladu. Vektor v = (5,2) T ma soufadnice
vzhledem ke kanonické bazi [V]xan = (5,2) . Jeho soutad-
nice vzhledem k bazi B = (1,4)7,(-2,1)" jsou [v]p
(1,-2)7.

Povsimnéte si, ze potiebujeme obé vlastnosti baze, aby byly
soufadnice jednoznac¢né. Kdyby bazické vektory negenero-
valy prostor, nékteré vektory z néj by nemély soutadnico-
vé vyjadreni. Kdyby byly linedrné zavislé, jeden vektor by
mohl mit vice soufadnic.

5,
(

Soutadnice jsme jiz pocitali diive, byt jsme jim samozfejmé
neifkali takto, napiiklad v tiloze Robot na Marsu.! Piipo-
merite si, jak vypocet probihal.

Od té doby se vsak nase znalosti rozsifily. Nyni mizeme na
vypocet soufadnic pohlizet také jako na zobrazeni, které
vektory béaze B zobrazi na vektory kanonické baze. Nebot
je toto zobrazeni linearni, plati linearita i pro soufadnice:

(x+yls=[xs+[yls


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-1-S

[ax]p = a[x]p

Jesté se ndm bude hodit jedno pozorovani, totiz Ze vSechny
béaze prostoru U mayji stejny pocet vektoru. Jiz v prvnim
dilu jsme nahlédli, ze mezi linedrné zavislymi vektory jsou
nékteré nadbytecné, i po jejich odebrani budou ty zbylé ge-
nerovat stejny prostor. Obecné plati (byt to nebudeme do-
kazovat), Ze pocet generatori prostoru U bude vzdy vétsi
nebo roven poctu linedrné nezavislych vektorti v U. Mame-li
dvé baze By a By, miZzeme tento fakt pouzit v obou smé-
rech. Nejprve budeme B; povazovat za generatory a By za
nezavisly soubor, ¢imz dostaneme nerovnost |Bi| > |Bs|.
Prohozenim ziskdme opac¢nou nerovnost, spojenim obou ne-
rovnosti kyzenou rovnost.

Jelikoz jsou vSechny baze prostoru stejné veliké, muzeme
definovat dimenzi prostoru jako velikost libovolné z bazi.

Obecné prostory

Soufadnice ndm nyni umozni zobecnit myslenku vektoro-
vych prostorti. Dosud to pro nés byl pouze pojem popi-
sujici mnoziny RY, takzvané aritmetické prostory. Pomoci
soufadnic budeme schopni prevést na aritmetické prostory
i jiné mnoziny.

Tuto myslenku si ukazme na jiz znamém linearnim obalu.
Zvolme dva trojrozmérné vektory, naptiklad u; = (2,2,2)7,
uy = (3,4,5)7, a zavedme linearni obal U = span{u;,uy}.
Mnozina U mé podobu roviny, nejedn4 se viak o prostor R?
(tieba u; v R? nelezi). Pfesto s nim tizce souvisi.

Danéa souvislost vynikne, pokud prostor U popiSeme po-
moci baze B = uj,usy. Soufadnice jakéhokoli vektoru z U
vzhledem k béazi B maji podobu dvourozmérného vektoru,
tedy vektoru z R%. Dokud tedy pracujeme se soufadnice-
mi, oba prostory jsou totozné; rozdil tkvi pouze v pouzité
bazi. Poznatky, které jsme ziskali pro aritmetické prostory,
mizeme prevést do obecnych prostori:

® Chceme-li ovétit nezavislost vektori x,y € U, staci ovérit
nezévislost jejich soufadnic [X]g, [y]5.-

® Obdobné, chceme-li vyjadrit vektor v € U jako linearni
kombinaci jinych vektorw, stac¢i najit koeficienty, které
vyjadii [v]p pomoci soutadnic danych vektort.

Zminénd tvrzeni plati diky linearité soutadnic.
Prostory funkci

Proc¢ se vSak omezovat na prostory aritmetickych vektoru?
Kdyz uz umime reprezentovat prostory pomoci soufadnic,
mizeme si dovolit exotiC¢téjsi prostory.

Vektorovym prostorem muze byt napiiklad mnozina @ kva-
dratickych funkei q(z) = ax?+bx+-c. Slovo vektor se v kon-
textu prostor pouzivéd jako obecny termin pro jednotlivé
prvky mnoziny, v tomto pripadé pro konkrétni funkce. Je-
den mozny vektor by tedy byl q; (z) = 32%2+5. Po vektorech
chceme, abychom je mezi sebou mohli séitat a nasobit ska-
larem, coz kvadratické funkce splnuji — se¢teme odpovidaji-
ci koeficienty, pfipadné je vSechny vynasobime prislusnym
skalarem. Aby se jednalo o vektorovy prostor, jesté musi
byt splnéno par dalsich podminek, jak si ukdzeme za chvili.

Jedna mozn4 baze tohoto prostoru je B = 1, z, 2%. Soufad-
nicemi vektoru by byly jednoduse koeficienty (c,b,a)’.

Pro rtizné pouziti se vSak hodi riizné baze. Mohlo by byt vi-
hodnéjsi reprezentovat funkce pomoci jejich funkénich hod-
not v bodech x = —1,0,1 (t¥i body uréuji kvadratickou
funkei jednoznaéné). Hleddme tedy béazi C' = ¢, co, c3, aby
soufadnice vzhledem k C byly [q]c = (q(—1),q(0),q(1)) .

—4-

Jak takovou bazi najit? Inu, musi platit [c1]c = (1,0,0)T.
Dostavame soustavu tfi rovnic pro neznamé a, b, c:
a(-1)=a—-b+c=1
q(0)=c=0
ql)=a+b+c=0

ReSenfjea = 1/2,b = —1/2,¢ = 0, takze c; = 1/22%—1/2z.
Obdobné pro cs a cj.

ci(z) = 3z(z — 1)
cz)=—(+)(z-1)
cs(z) = %(x—ﬁ—l)w

@ Tuto myslenku lze rozsirit. Mame n 4+ 1 bodt v roviné
(4,9;) a hleddme polynom n-tého stupné, ktery témi-
to body prochazi. Reseni nabizi Lagrangeiv interpolancéni

polynom. Zvolime bazi L = py,...,pn, kde
T —x;
J
p7, = . . :
o<j<n L1 T )
i#i

Jedna se o stejné polynomy, jaké jsme dostali pro kvadra-
tické funkce. Po polynomu p; chceme, aby mél v bodé x;
hodnotu 1, v ostatnich x; hodnotu 0. Nulové hodnoty zajis-
time vyrazem x — x;, ktery navic vhodné pfenasobime, aby
byl cely vyraz v bodé z; roven 1. Polynom se souradnicemi
(Y0,---,Yn)" vzhledem k bazi L tedy prochazi viemi body.
Prevedenim do baze 1,x,...,z"™ ziskdme jeho koeficienty.

Sila abstrakce

Prostor funkci nebyl dosti exoticky? Tak co mnozina smé-
jicich se a mracicich se hrochu?

Dokonce i to muze byt vektorovy prostor, jen bychom mu-
seli zadefinovat, jak se bude chovat s¢itani hrochi a jejich
nasobeni skalarem. Nejspise bychom chtéli séitat jejich na-
lady, prictenim smeéjiciho se hrocha by se tsmév zvétsil,
prictenim mraciciho se hrocha zase zmensil. Nepiijde vyuzit
standardni sé¢itani a nasobeni, vzdyt se nejedn4 o ¢isla, mu-
seli bychom si tak vymyslet vlastni operace. Jak se dozvime
za chvili, tyto operace vSak musi spliovat urcita pravidla.

Pomalu prichazi ¢as uvést si presnou definici vektorového
prostoru. Co vlastné od takové definice ocekavame? Na jed-
nu stranu bychom chtéli, aby pro kazdy vektorovy prostor
platily poznatky, které jsme ucinili o aritmetickych prosto-
rech. Na druhou stranu bychom radi umoznili, aby si kazdy
mohl vymyslet svij vlastni vektorovy prostor, s vlastnim
sC¢itanim a nasobenim, tfeba sméjici se hrochy.

Nemtizeme tedy popsat vektorovy prostor pfimo. Misto to-
ho ponechame definici plné abstraktni, pouze vyjmenujeme
vlastnosti, které musi spliiovat. Tyto vlastnosti se nazyvaji
axiomy a jsou to jediné, z ¢eho miuzeme chovani vektoro-

vych prostort odvozovat.

@ Pro vyreseni uloh neni nutné axiomy zndt, ba ani po-
chopit. Daji vam vsak maly ndhled do svéta matematiky

za hranict stredoskolského uciva.



Vektorovy prostor je mnozina V', kde plati:

1) Asociativita séitani: x + (y +z) = (x+y) + 2z

2) Komutativita séitani: x +y =y + x

3) Existence nuly: 30Vx:0+x=x+0=x

4) Existence opa¢ného prvku: VxIx":x+x' =x'+x=0
5) Asociativita ndsobeni: a(bx) = (ab)x

6) Existence jednicky: 1x = x

7) Distributivita poprvé: a(x +y) = ax + ay

8) Distributivita podruhé: (a + b)x = ax + bx

Neni-li uvedeno jinak, dané vlastnosti musi platit pro vsech-
ny vektory x,y,z € V a vSechny skalary a, b.

Standardni séitani a nasobeni vSechny tyto axiomy spliiu-
je. V prostoru hrochti by napiiklad pravidlo 3 znamenalo,
ze musi existovat hroch s neutralnim vyrazem, ktery se ani
nesmeéje, ani nemraci, a jeho pfic¢teni k jinému hrochovi ne-
zpusobi zadnou zménu. Pravidlo 4 1ika, Ze hrochy lze rozdé-
lit do dvojic s opacnou naladou, jen chudak neutralni hroch
bude ve dvojici sdm se sebou. Posledni 4 pravidla piedur-
Cuji, ze nasobeni se musi chovat jako opakované séitani.
Napriklad z pravidel 8 a 6 vyplyva:

2x=(14+Dx=1x+1x=x+x

Aby toho nebylo malo, lze pfidat jesté jedno zobecnéni.
Misto skalart z R mtzeme vektorovy prostor definovat nad
jakymkoli télesem, napiiklad nad Q nebo nad C. (Pozor,
obory N a Z télesa nejsou!) V informatice se hodi téleso Z,
které ma prvky 0 a 1 a s¢itani se tam chova jako binarni
XOR.

Zobrazeni mezi prostory

Zobrazeni jsme doted vnimali jako transformace obrazki,
tedy transformace v R%. Nic vSak nebrani tomu, aby zob-
razeni jako vstup dostalo vektor z prostoru U a jako vy-
stup vydalo vektor z prostoru V. Rikdme, Ze zobrazeni f je
z U do V, matematicky f:U — V.

Mensi zadrhel ptijde ve chvili, kdy budeme chtit zobrazeni
popsat matici. Jak jsme odvodili v minulém dilu, ve sloup-
cich matice jsou obrazy jednotkovych vektord. Jednotko-
vych proto, Zze jsme pracovali v kanonické bazi. Dokonce
i obrazy samotné jsme zapsali vzhledem k ni. Jenze v obec-
nych prostorech zadné kanonicka baze existovat nemusi.

Musime si tedy vybrat bazi, kterou bude matice pouzivat.
A to hned dvé, jednu pro prostor U a jednu pro prostor V.
Matice tak vlastné bude zobrazeni popisovat v fec¢i souiad-
nic. Pro bazi By prostoru U a bazi By prostoru V budeme
matici zobrazeni f znacit g, [f]B, -

Ukazme si priklad na prostoru kvadratickych funkci @ za-
vedeném vyse. Nejprve uvazime zobrazeni f:Q — R, které
vyhodnoti funkci v bodé x = 3. Prostor () ma dimenzi 3,
prostor R dimenzi 1, matice tak bude mit rozméry 3 x 1.
Pouzijeme-li bazi B = 1, z, 22, dostaneme matici:

kan[flz = (1 3 9)

A obraz vektoru q;(z) = 322 + 5 vypocteme nasledovné:

)
0
3

[f(ql)]kan = kan[f]B : [Q1]B = (1 3 9) = (32)

Povsimnéte si, ze v dolnich indexech jsou stejné baze u sebe,
jediné tak jsou vektory s matici kompatibilni.

Jako druhy prfiklad pouzijeme zobrazeni g:Q — @, kte-
ré funkci zrdcadlové prevrati podél osy y. To bude nao-
pak jednodussi v bazi C', pouze se prohodi funkéni hodnoty
v bodechz=—-1lax=1:

clgle =

= o o
O = O
S O =

Pfechod mezi bazemi

Matice vyse pracuje s bazi C'. Pokud bychom méli vektor
v bazi B, museli bychom jej prelozit. Matice, ktera to zajis-
ti, se nazyva matice prechodu a znadi se ¢[id]p. Ve znaceni
vyuzivame tdentitu — zobrazeni, které nic neméni. Podobu
této matice jsme jiz naznacili v sekci o souradnicich, v jejich
sloupcich budou vektory baze B zapsané v bazi C.

clidlp =

SloZenim zobrazeni dokonce zvladneme spocitat matici zob-
razeni g, kterd pracuje rovnou v bazi B:

Blgls = Blidlc - clglc - clid]s

Ukol 1 — Matice pfechodu [7b]:

Sestavte obé matice pfechodu, z baze B do C (popsanych
vyse) a zpét. Poté pomoci nich spoéitejte g[g]p. Popiste,
jak by ji slo pfimo odvodit interpretaci zobrazeni g, podob-
né jako jsme odvodili ¢[g]c.

Maticové prostory

Hezké vektorové prostory vychazi z matic. Pro A € R™*"
definujeme sloupcovy prostor S(A) jako linearni obal sloup-
cl matice, tedy span{(A).i,...,(A).,}. Pokud matici A
popiSeme zobrazeni, pak sloupcovy prostor odpovida oboru
hodnot. Pro¢ tomu tak je? Obor hodnot je mnozina vyraztu
Ax pro v8echny x € R". Slozky vektoru x se p¥i nasobeni
s matici chovaji jako koeficienty, kterymi se nasobi sloup-
ce A, vytvari se tedy jejich linedrni kombinace.

Podobnym zptisobem zavedeme 7ddkovy prostor R(A) ja-
ko linedrni obal fadkd, tedy span{(A)i.,..., (A)m}. Jeho
vyznam nahlédneme zanedlouho.

Poslednim prostorem je mnozina vSech x € R", pro ktera
plati Ax = 0. Tento prostor je nazyva jddro matice a znaci
se ker(A). Zde jiz nemusi byt na prvni pohled zfejmé, zZe
se jedna o vektorovy prostor. Jedna se o podmnozinu pro-
storu R", coz zajisti vétsinu vlastnosti, které od prostoru
pozadujeme. Jesté je potfeba ukazat, ze tato podmnozina je
neprazdnd a ze je uzaviend na soucet a nasobek skalarem.
Pfinejmensim plati 0 € ker(A), protoze souc¢in AQ uréité
bude roven nule. Pokud x,y € ker(A), poté jejich pro jejich
soucet plati A(x +y) = Ax+ Ay = 0+ 0 = 0, ten tedy
v jadru lezi. Pro nasobek skaldrem obdobné.

Jadro mé taktéz vyznam ve spojitosti s linedrnimi zobraze-
nimi. Jadro obsahuje jen a pouze nulovy vektor praveé tehdy,
kdyz je zobrazeni prosté, tedy kdyz se zadné dva vektory
nezobrazi na stejny obraz. Nahlédnéme odtvodnéni alespon
implikace zprava doleva: Pro kazdé linearni zobrazeni pla-
ti f(0) = 0 a prosté zobrazeni jiz Zadny dalsi prvek na 0
zobrazit nemize.

Bez dikazu uvedeme nasledujici vétu (dim V' znaéi dimenzi
vektorového prostoru V):

dimS(A) = dimR(A) = n — dimker(A)



Co nam véta ¥1ka? Uvazme vyraz Ax, kde x € R". Pokus-
me se sestavit néjakou bazi prostoru R". Za ¢ast bazickych
vektori, konkrétné za k = dimker(A) z nich, miZeme zvo-
lit bazické vektory jadra. Jesté potfebujeme dalsich n — k,
dle véty vyse je tento pocet roven r = dim R(A). Bazi te-
dy doplnime bazickymi vektory fadkového prostoru. Pozna-
menejme, ze takové doplnéni neporusi linedrni nezavislost
a tudiz jej lze provést, odtivodnéni uvidime ve ¢tvrtém dilu.
V dtsledku lze kazdy vektor x € R™ jednoznaéné rozlozit
jako x = xp + xk, kde xp € R(A) a xg € ker(A).

Navic, diky shodné dimenzi fadkového a sloupcového pro-
storu existuje mezi vektory téchto prostort parovani neboli
bijekce. V rovnici Axg = b tedy pro kazdé xp existuje
jediné b a naopak.

Ukol 2 — Soustavy pomoci maticovych prostorii [5b):

Pro danou matici A € R™*" zndme S(A),R(A), ker(A).
VsSechny mame reprezentované pomoci jejich bazi:

e Baze S(A) sestava z r vektort sq,...,s,,
® baze R(A) sestava z r vektoru ry,...,r,,
® baze ker(A) sestava z k vektort kg, ..., kg.

Nové dostaneme zadané b.

1) Rozhodnéte, kolik feSeni mé soustava Ax = b.

2) Znéte-li jedno Feseni xg, vyjadfete mnozinu vSech FeSeni.
Porovnejte ¢asovou slozitost vaseho pristupu s pfimocarym
hledanim vsech feseni pomoci Gaussovy eliminace. Ve kte-
rych pripadech je vas pristup vyhodnéjsi?

Prostory posloupnosti

Na zavér se podivejme na posloupnosti zadané rekurent-
nim vztahem. V jedné z tloh minulého dilu jsme zjistili,

jak rychle spocitat ¢len Fibonacciho posloupnosti. Pomoci
vektorovych prostori dokazeme pro podobné posloupnosti
odvodit explicitni vzorec.

UvaZme posloupnost (sg, s1, 82, ...) zadanou rekurentnim
vztahem s, 49 = 25,41 + 3s,. Takovych posloupnosti je vi-
ce, oznacme jejich mnozinu S. Kdyz bychom uréili prvni
Cleny sg, s1, ziskali bychom konkrétni posloupnost. Mnozi-
na S tvori vektorovy prostor, séitame a nasobime po cle-
nech. Podobné jako dfive, pouzitim standardniho sc¢itani
a nasobeni splnime vétSinu axiomil. Nulova posloupnost do
prostoru pat¥i, uzavienost na operace také plati.

Konkrétni posloupnost je urcena dvéma prvnimi ¢leny, pro-
stor S ma tedy dimenzi 2. Pokusme se najit jeho bazi. Reku-
rentni posloupnosti vétSinou rostou exponencialné, zkusme
tedy zjistit, jestli neni exponencialni posloupnost a” sou-
¢asti prostoru S pro vhodné a. Pro tuto posloupnost plati
Sn+1 = QSy, coz dosadime do rekurentniho vztahu:

Sp42 = 25p41 + 38,

a2

Sn = 208y, + 3sp,
a?-2a—-3=0

(a—=3)(a+1)=0
Nasli jsme dva bazické vektory: by = 3", by = (—1)". Kaz-

dé posloupnost prostoru S jde vyjadrit jako jejich linearni
kombinace.

Ukol 3 — Rekurence [3b]:

Najdéte explicitni vzorec pro ¢len s, posloupnosti zadané
rekurentnim vztahem vyse a prvnimi ¢leny so = 0,51 = 1,
tedy 0,1,2,7,20,61,182, 547, ...

David Klement

Recepty z programatorské kucharky: Intervalové stromy

Predstavme si, Ze mame posloupnost celych ¢isel

Do P15 -

se kterou budeme pribézné provadét tyto dveé operace:

--PN-1,

1. zména jednoho ¢isla v posloupnosti
2. zjisténi souctu ¢isel na néjakém intervalu [a, b], tedy p, +
Pat1+ ...+ D

Nejdiive se ale zkusime zamyslet, jak bychom tlohu fesili,
kdybychom méli jen druhou operaci, tj. dotazy na soucty
na konkrétnich intervalech. K feSeni vyuzijeme pole prefi-
zovych soucti.

Pole prefixovych souctt je pole délky N + 1, ve kterém na
indexu 7 lezi souCet prvku posloupnosti od indexu 0 az do
indexu ¢ — 1. Tedy

prefli] = p[0] + ... +pli — 1], prefl[0] =0
Neni tézké si rozmyslet, Ze toto pole dokazeme jednoduse
spocitat v case O(N).
Nyni, kdyz uz zname vsechny prefixové soucty posloupnos-
ti, umime snadno spocitat soucet na libovolném intervalu
[a, b]:

sla, b] = pref[b + 1] — pref[a]

Kazdy dotaz dokazeme zodpovédét v konstantnim case. Ce-
1y algoritmus mé tedy slozitost O(N + D), kde N je délka
posloupnosti a D je pocet dotazt.

Kdyz si do tlohy pfiddme i operaci ¢. 1 (zména ¢isla v po-
sloupnosti), tak se ndm pokazi ¢asové slozitost. S prefixo-
vymi soucty stale dokazeme dotaz ¢. 2 provadét v konstant-
nim Case, ale pfi operaci ¢. 1 se nAm muze stat, ze musime
zménit az vSechny prefixové soucty, takze slozitost této ope-
race je O(N) a celkova slozitost pro Z zmén a D dotazt je
v nejhorsim piipadé O(NZ + D).

S touto slozitosti se samoziejmé nespokojime a budeme
se snazit, abychom vysledné intervaly uméli co nejrychle-
ji skladat z predpocitanych hodnot a abychom pfi zméné
posloupnosti museli zménit co nejméné hodnot. K tomu
se nam bude hodit datova struktura jménem intervalovy
strom.

Zavedeni intervalového stromu

Intervalovy strom je dokonale vyvazeny binarni strom, je-
hoz kazdy list predstavuje néjaky interval a vSechny ostatni
vrcholy reprezentuji interval, ktery vznikne slozenim inter-
valtl jejich synti. Zaroven intervaly vrcholid jedné hladiny na
sebe navazuji (vzdy smérem zleva doprava). Z toho vyply-
va, ze slozenim intervalid z vrcholt jedné hladiny dostaneme
interval, ktery si pamatujeme v kofeni.

[1,4]




Intervalovych stromi existuje vice druhtt. Obvykle je roz-
liSujeme podle toho, jaké informace si v nich pamatujeme.
Napftiklad ve stromu pro soucty si kazdy vrchol pamatuje
soucet na svém intervalu, ve stromu pro maxima si pama-
tuje maximum na intervalu, apod. MuzZeme ale klidné mit
strom, ktery si pamatuje, jestli cely jeho interval obsahuje
jen jednu hodnotu, a pokud ano, tak jakou.

[1,4],s[1,4]=7

[1,2],s[1,2]=9 [3, 4], s[3, 4] =-2

Souctovy strom

7 2 -3 1

My se ted zaméfime na intervalovy strom pro soucty a po-
moci néj vyresime tvodni tlohu.

Na zacatku budeme chtit, aby v listech intervalového stro-
mu byly hodnoty ptuvodni posloupnosti, pfiCemz prvni a
posledni list stromu nechdme volné, pozdéji uvidime, proc.
Zaroven ale chceme, aby tento strom byl dokonale vyvaze-
ny.

Posloupnost tedy prodlouzime tak, aby jeji velikost byla
mocnina dvojky minus dva (na jeji konec pfiddme néjaké
prvky). VSimnéte si, Ze tim jsme strom nezvétsili vice neZ
dvakrat a ze ndm nezalezi na tom, jaké prvky jsme do stro-
mu pridali, protoZe s nimi nikdy nebudeme pracovat. Nyni
k jednotlivym operacim.

Zménu cisla v posloupnosti udélame jednoduse. Zjistime,
o kolik se hodnota prvku posloupnosti zméni, najdeme od-
povidajici list a k tomuto listu a ke vSem jeho predktim
pfi¢teme dany rozdil. Tim jsme upravili vSechny intervaly,
do kterych tento prvek patii.

Nyni se podivejme, jak ze stromu zjistime soucet na néja-
kém intervalu [a,b]. Jinymi slovy: potfebujeme ze stromu
vybrat takové vrcholy, aby sjednoceni jejich intervald byl
nas dotazovany interval, a zaroven chceme, aby téchto vr-
cholt bylo co nejméné.

Soucet intervalu [a, b] zjistime tak, Ze si ve stromu najdeme
listy reprezentujici pozice a — 1 a b+ 1 posloupnosti a jejich
nejblizsiho spoleéného predka p. Nyni budeme postupovat
z listu od @ — 1 az do p a vzdy, kdyz do néjakého vrcholu
pfijdeme z levého syna, tak do vysledku prfidame interval
pravého syna. Stejné tak postupujeme od b+ 1 k p, a po-
kud do vrcholu pfijdeme z pravého syna, tak pridame jeho
levého syna.

Vsimnéte si, ze pii takovémto prichodu slozime cely inter-
val. VSe je vidét na nasledujicim obrazku:

Vybér intervalu [2, 6]

1 2 3 4 5 6 7 8

Zptusobt, jak pracovat s intervalovym stromem a zjistovat
z néj informace, je vice. Toto byl jeden z nich.

Zmeéna prvku posloupnosti ma ¢asovou slozitost O(log N),
protoze jsme na kazdé hladiné zménili pouze jeden interval

a strom mé O(log N) hladin. Zjisténi sou¢tu na intervalu
ma4 také slozitost O(log N), jelikoz jsme do vysledku pfidali
maximalné 2log N intervalt: nejvyse log N pfi cesté z listu
a—1alogN prii cesté z b+ 1.

Implementace intervalového stromu

Pii implementaci intervalového stromu vyuzijeme jeho do-
konalé vyvazenosti a budeme jej implementovat v poli (stej-
né jako se do pole uklad4 halda). Kofen stromu bude v poli
na indexu 1, vrcholy z druhé hladiny budou mit postupné
indexy 2 a 3, ..., az listy budou mit indexy N, ..., 2N —1.
V této reprezentaci plati pro vrchol s indexem ¢ nasledujici
pravidla:

1. 2i a 2i + 1 jsou jeho synové.
2. 14/2] je jeho predek (pro i > 1).
3. Pokud je i sudé, tak je vrchol levym synem, jinak pravym.

4. Pro sudé i je ¢ + 1 pravy bratr, pro liché i je i — 1 levy
bratr.

Nyni vime vSe potfebné, tak se podivejme na samotnou
implementaci v jazyce C:

int N = 100; // velikost posloupnosti
int posl[100]; // posloupnost
int *strom; // intervalovy strom

// Deklarace funkci

void inic(int N);

void pricti(int index, int hodnota);
int soucet(int A, int B);

// Inicializace intervalového stromu
// Pozor: prvky posloupnosti indexujeme 1, ..., N
void inic(int N) {
// Najdeme nejblizsi vy835i mocninu dvojky
int listy = 1;
while (listy<N+2) listy = listy*2;
// Pro strom potfebujeme 2*(pocet listd) vrchold
// (nepouzivéame strom[0])
strom = (int*)malloc(sizeof (int)*2*listy);
N = listy;
for (int i=0; i<2#listy; i++) strom[i] = O;
// Na pfislusna mista p¥i&teme hodnoty posloupnosti
for (int i=0; i<N; i++)
pricti(i, posll[il);
}

// P¥i&teni hodnoty na dané misto posloupnosti
void pricti(int index, int hodnota) {
int k = N + index;
while(k>0) {
strom[k] = strom[k] + hodnota;
k = k/2;
}
}

// Zjisténi souétu na intervalu
int soucet(int A, int B) {
int souc = 0;
int a =N+ A - 1;
int b=N+ B + 1;
while (a!=b) {
// Pokud je a levy syn, tak pfi&ti pravého bratra
if (a%2==0) souc = souc + strom[a+1];
// Pokud je b pravj syn, tak pfiéti levého bratra
if (b%2==1) souc = souc + strom[b-1];
// Pfesun na otce
a=a/2; b =Db/2;



// Navic jsme p¥icetli syny spole&ného predka.
souc souc - strom[2*a] - strom[2*a+1];
return souc;

}

V této implementaci jsme strom upravovali zdola smérem
nahoru. Existuje jesté rekurzivni implementace, v niz se
strom upravuje od kofene smérem dolu, ale tu si zde uka-
zovat nebudeme.

Cviceni
e Naprogramujte rekurzivni implementaci operaci (strom
se prochdzi shora dolu).

e Jak by vypadala implementace intervalového stromu pro
maxima?

Pouziti intervalového stromu

Intervalovy strom je silny nastroj, kterym se da vyftesit
spousta uloh. Ale nez ho za¢nete pouzivat, tak si vzdy roz-
myslete, zda tlohu nelze Fesit elegantnéji bez intervalového
stromu. Ne vSechny druhy intervalovych stromu se dobte
implementuji.

Intervalovy strom obvykle pouzijeme, pokud potfebujme
priubézné zjistovat informace o intervalech a zaroven je i
ménit. Pokud pouzivame jen jednu z téchto operaci (a tu
druhou jen ziidka), existuje casto lepsi feSeni neZ interva-
lovy strom — viz tvodni priklad.

Fenwickuv strom

Fenwickiv strom, nékdy také nazyvany finsky strom, je zpu-
sob, jak strom reprezentovat v poli. Jeho pouzivani je po-
dobné jako pouzivani intervalového stromu pro soucty. Roz-
dil je jen v implementaci danych funkci. My si Fenwicktv
strom opét ukazeme na tvodnim prikladu. Zase tedy bude-
me potiebovat funkci pro zménu hodnoty v posloupnosti a
funkci pro zjisténi sou¢tu na intervalu. (Ve skutecnosti zjis-
time dva prefixové soucty a z nich pak spoc¢itdme vysledny
interval.)

Fenwicktiv strom je ponékud magickd datova struktura.
Abychom si tuto magii mohli uzit, zvolime trochu netradic-
ni zpusob vysvétlovani a nejdiive si ukazeme, jak se Fen-
wickav strom implementuje, a teprve pak si vysvétlime, jak
to vSechno funguje.

Fenwickiv strom bude pole velikosti N 41, kde index 0 ne-
budeme pouzivat. Pouzivat budeme pouze prvky 1,..., N,
které vSechny na zacatku nastavime na 0. Pokud v po-
sloupnosti zménime hodnotu, stejné jako u intervalového
stromu, ve Fenwickové stromu na néktera mista pri¢teme
rozdil oproti predchozi hodnoté.

void pricti(unsigned int index, int rozdil) {
while (index<=N) {

strom[index] += rozdil;
index = index + (index & -index);
// "&" znali bitovy AND

}

}

A zde je funkce pro zjisténi prefixového souctu:

int pref_soucet(unsigned int index) {
int soucet 0;
while (index>0) {
soucet soucet + strom[index];
index index & (index-1);
}

return soucet;

}

Tot celd implementace. No, nevypadd na prvni pohled ma-
gicky? Pokud chcete védét, jak tohle celé funguje, tak ¢téte
dal.

Ve Fenwickové stromu je na indexu 1 ulozen prvni prvek,
na indexu 2 soucet prvniho a druhého, na indexu 3 tfeti
prvek, na indexu 4 soucet prvnich ¢étyf, ...na indexu N
je uloZen soucet poslednich 2% hodnot, kde K je pozice
prvniho jednic¢kového bitu v bindrnim zapisu ¢isla N. Ve
stromu mame tedy ulozenou takovou pravidelnou strukturu
intervalt.

Nyni se podivame, co délaji nase magické funkce na po-
souvani ve stromu a pak najednou bude vSechno jasné. Ve
vyrazu index & (index-1) z funkce pref_soucet() se ne-
déje nic jiného, nez ze se vynuluje nejpravejsi jednickovy bit
v indexu. Tim se dostaneme na prvni interval, ktery jsme
jesté nepricetli. V momenté, kdy se dostaneme na index 0,
tak uz mame dotazovany interval kompletni a vypocet mii-
zeme ukondit.

Vyraz index + (index & -index) déla to, Ze se v pomy-
slném stromu intervalfi posune o troven vys.?2 Pokud jsme
tedy v intervalu o velikosti 2, tak se dostaneme do intervalu
velikosti 4, ktery dany interval obsahuje (tento interval je
jednoznaény). Samotny vypodcet déla to, Ze v ¢isle index
vezme nejpravejsi jednicku a znova ji pricte.

Fenwicktiv strom se pouziva hlavné kvuli jednoduchosti je-
ho naprogramovani a také kvili efektivité samotného vypo-
¢tu a nevelké narocnosti na pamét. Pfi jeho implementaci
doporucujeme davat si pozor na spravnost bitovych funkci.

Cviceni
® Rozmyslete si, Ze oba magické vypocty opravdu délaji to,

co maji, a také, pro¢ vse vlastné funguje.

Karel Tesar

Magickd operace index & -index funguje jen v piipadé, Ze se jako reprezentace zaporného ¢isla pouziva tzv. dvojkovy

doplnék: -

== "k + 1, neboli vSechny bity ¢isla se zneguji a pak se pricte jednicka.

Webové stranky:
lhttps: //ksp. mff.cuni.cz/|
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