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36-1-1 Strom v zrcadle

Mame rozhodnout, zda je zadany strom symetricky. Tedy
jestli kdyz prohodime pravého a levého syna kazdého vr-
cholu, dostaneme tvarem i hodnotami ve vrcholech stejny
strom jako na zacatku. Dale nesmime zapominat, Ze zadany
strom nemuzeme nikam kopirovat, protoze muzeme pouzit
pouze konstantni mnozstvi paméti navic.
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Pro rozhodovani o symetri¢nosti si pofidime dva ukazatele.
Jeden nazveme hlavni, druhy bude kontrolni. Hlavnim uka-
zatelem budeme prochézet vrcholy v poradi, jako bychom
strom prohledavali do hloubky. Kontrolnim ukazatelem bu-
deme postupovat symetricky opac¢né. Kdyz tedy hlavnim
ptjdeme do levého syna, kontrolnim se presuneme do pravé-
ho syna, a naopak. Na zacatku jsou oba ukazatele v kofeni.
Méjme na paméti, Ze si nemusime (dokonce ani nemiizeme)
udrzovat zdsobnik rekurze, nebot v kazdém vrcholu pozné-
me, kam se mame vydat dal, podle toho, odkud jsme do
néj prisli. Vsimnéme si, ze kontrolni ukazatel mifi vzdy na
vrchol, na ktery se ozrcadli vrchol hlavniho ukazatele. Do-
kazeme tedy separatné o kazdém vrcholu rozhodnout, jestli
ma spravny obraz.

i

Kdyz hlavnim ukazatelem prochazime strom, miiZe se stat,
7e po kontrolnim ukazateli budeme pozadovat presun na
neexistujiciho syna. To ale také znamend, Ze strom neni
symetricky — néjaky prvek by po ozrcadleni nemél obraz.

Jestlize projdeme cely strom, aniz by nastala néjaka z pod-
minek preruseni, mame vyhrano. Nyni uz musi byt strom
symetricky. Prohleddvanim do hloubky jsme jej prosli cely a
pro kazdy vrchol zkontrolovali, Ze se shoduje jeho hodnota
s hodnotou jeho obrazu.

Kazdym ze dvou ukazatelt jsme jednou prosli cely strom.
Casovou slozitost tedy dostavdme O(N). Pii priichodu stro-
mem jsme alokovali pouze konstantni mnozstvi promén-
nych, pamétova slozitost je proto O(1).

Ulohu pripravili: Honza Cerng,
Vojta Lancari¢, Jirka Setnicka

36-1-2 Tanecni

Oznacme jako P[i] pozici pana zvoleného i-tou ddmou.
W1l Jak pro dvé damy poznat, zda se jejich drahy kiizi?
Nahlédneme, Ze drahy i-té a j-té damy se nekfizi, pravé

kdyz P[i] < Plj]. To lze zobecnit: dréhy dam na pozicich
i1, ..., 1k se nekiizi, pravé kdyz Pli1] < -+ < Plig], tedy je-
li podposloupnost P[i1], ..., Plig] rostouci. Vskutku: pokud
pro néjaké ¢ neplati P[ig] < Pligy1], pak se tyto dvé damy
nutné kiizi, a naopak, pokud pozice pant rostou s pozicemi
vybranych dam, pak je nemozné, aby se libovolné dvé drahy
zk¥izily.

Nemusime tedy vtbec Tesit néjaké kiizeni dam, staci nam
nalézt co nejdelsi podposloupnost pole P, ktera je rostouci.
Jinymi slovy, pravé jsme tlohu pfevedli na problém hledéani
nejdelsi rostouct podposloupnosti (NRP). To je zndmy pro-
blém, ktery umime fesit v O(N log N) ¢asu a O(N) paméti,
a ve zbytku Teseni si ukdzeme, jak na to.

NRP budeme hledat pomoci dynamického programovani.
Pokud jste o ném jesté neslyseli, mazete nakouknout do
nasi kuchaiky! — ale nebojte, feseni by mélo byt pochopi-
telné i bez toho. Jeho obecny princip je prosty: abychom
spocetli feSeni celého problému, budeme pocitat feSeni ma-
Iych, ale ¢im dal vétsich, podproblémi, ze kterych pak na-
konec celé feseni poskladame. Pro nas problém se konkrét-
né nabizi spocitat nejdiive NRP pro prvni prvek, pak pro
prvni dva prvky, ..., az spo¢teme NRP celého P, pricemz
se vzdy k dosavadnimu NRP v kazdém kroku pokousime
pridat aktualni prvek. To je tivaha spravnym smérem, ale
sama o sobé nefunguje: dikazem budiz P = [4,5,1,2,3],
kde nespravné odpovime [4,5]. Potiz je v tom, Ze si toho
pocitame prili§ mélo a neumime pak z odpovédi pro men-
§1 problémy pocitat odpovédi pro problémy vétsi. Hladoveé
se pak zafixujeme na néjakou podposloupnost, ktera se ze
zacatku jevi optimalni, ale nakonec neni.

Pojdme to napravit. Misto, abychom si udrzovali jen pri-
béznou NRP, budeme si rostoucich podposloupnosti (RP)
udrzovat vice. Konkrétné si pro kazdé k& budeme udrzovat,
jestli z dosavadnich prvkd umime vyrobit RP délky k, a
pokud ano, tak na jakou nejnizsi hodnotou takova RP mii-
ze kon¢it. Formalné tuto hodnotu oznaéime A[i][k], kde i je
pocet zatim zpracovanych prvki P a k kyzenad délka RP.
Snadno nahlédneme, Ze finalni délku NRP na konci ziska-
me z A[N] tak, ze se podivame, pro jaké nejvétsi k jesté
A[N][k] existuje.

Zbyva popsat, jak pomoci A[i — 1] a aktuédlniho prvku PJi]
spocitat Ali][k]. K tomu staéi rozlisit dvé moznosti, jak ta-
kova RP miuze vypadat, a vzit z nich tu lepsi: Bud nejlepsi
RP reprezentovanad v A[i][k] mé konéit na P[é], nebo ni-
koliv. Pokud RP na P[i] nem4 konéit, pak nutné Ai][k]
Ali—1][k], jelikoZ nové pridany prvek v RP nijak nevyuziva-
me. Pokud naopak RP na P[i] konéit ma, pak Afi][k] = PJi].
Tuto moznost ale smime pouzit pouze v ptripadé, ze néjaka
takova RP vskutku existuje — to jest, pokud mizeme vzit
néjakou podposloupnost délky k —1 a za ni P[i] nalepit. To
ovéfime snadno — prosté P[i] porovname s A[i — 1][k — 1],
a pokud je P[i] mensi, znamend to, %e ani za co nejniZe
konéici RP délky k& — 1 ho nalepit nejde, a tudiz ho pouzit
nesmime.
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Aby mél nés algoritmus kde zacit, inicializujeme A[0][0] na
minus nekonec¢no. Tuto prazdnou posloupnost ptijde rozsitit
kazdym prvkem z P.

Pro diikaz spravnosti stac¢i nahlédnout, Ze jsou-li hodnoty
Ali — 1] spocitany spravng, pak i kazdé A[é][k] bude sprav-
né. Spokojime se s neformalnimi tvahami z ptredchoziho
odstavce, pro forméalni dikaz bychom méli dikladnéji ove-
Tit, ze kazda potencialné lepsi RP bude pokryta jednou ze
dvou rozebiranych moznosti.

Casové slozitost tohoto feseni je O(NK), kde K < N je
délka NRP. Pamétova slozitost je téz O(NK), ale miZeme
ji zlepsit na O(K), budeme-li si misto celého A pamatovat
vzdy jen dva posledni Fadky.

Zrychlujeme

K rychlejsimu feSeni nas dovede pozorovani: Umime néco
Fict o vzajemném vztahu A[i][0], A[¢][1], ..., A[¢][k]? Jinymi
slovy, kdyz z néjakého pole vybirame stale delsi a delsi RP,
co muzeme Fict o nejnizsich dosazitelnych hodnotach po-
slednich prvka? Nahlédneme, Zze museji rist: Mame-li RP
odpovidajici A[i][k], miZeme z ni odebrat posledni prvek
x, ¢imz dostaneme néjakou RP délky k — 1, s poslednim
prvkem y < z. Ted sice nevime, jakd optimalni RP je
v Ali][k — 1], ale jelikoz to je optimdlni RP délky k — 1
a my jsme prave vyrobili néjakou RP délky k — 1, musi
nutné platit, ze A[i][k — 1] <y < z = A[i][k].

Uc¢inime jesté druhé pozorovani: A[i] se od A[i — 1] lisi nej-
vyse jednim prvkem. Kazdy odlisny prvek v A[i] totiz musi
mit hodnotu rovnou PJi], a ta se v ostfe rostouci posloup-
nosti A[i] mize objevit nejvyse jednou.

Konkrétné, pokud jsme zménili prvek A[i][k], pak urcité
P[i] < Ali — 1][k] (jinak bychom v posloupnosti nechali
Ali — 1][k], protoze je lepsi) a zaroveni P[i] > Ali — 1][k — 1]
(jinak P[i] nesmime pouzit). To ndm ale davd névod na
rychly algoritmus: misto, abychom A[i] vzdy v O(N) poci-
tali z Afi — 1], sta¢i nejprve bindrnim vyhleddvanim najit
spravné k, Ali—1][k] upravit, a pak A[i —1] prosté prohlasit
za Ali]. Nemusime si tedy viibec poéitat dvojrozmérnou ta-
bulku, ale bude nam stacit obyc¢ejné pole, které pod rukama
meénime.

Casova slozitost takového feseni je O(Nlog N), paméto-
vad O(N). Na zavér si jesté rozmysleme, jak kromé délky
NRP i tuto podposloupnost vypsat. K tomu si staci v kaz-
dém kroku poznagcit, jakou hodnotu jsme pravé upravili. Po
spocteni NRP pak tento zdznam tprav mizeme pozpatku
projit a vypsat ta ¢, ve kterych jsme nasi budouci NRP
prodluzovali. Pro detaily nahlédnéte do vzorového feseni.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/36-1-2.py

Ulohu pripravili: Risa Hladik,
Jirka Setnicka, Dan Skypala

36-1-3 Vyslap

Cesta vzhuru

Nejprve vytresime o néco jednodussi tlohu. Bude néas
W1l prozatim zajimat jen cesta nahoru, chceme tedy pfijit
na to, kam mizeme ze startu co nejdelsi cestou vylézt.

Poridime si tedy tabulku, do které budeme chtit pro kazdé
policko zapsat, jak dlouha je nejdelsi cesta ze startu do
néj, nebo si tam poznamenat, Ze tam zadna cesta nevede.
Vzdélenost startu je zjevné jedna.
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Spocitat jednu chybéjici hodnotu této tabulky zvladneme
snadno: Do néjakého policka mtzeme dojit tak, ze nejpr-
ve dojdeme do nize polozeného sousedniho policka, a pak
udélame jeden dalsi krok. Vzdalenost néjakého policka te-
dy bude o jedna vétsi, nez nejvétsi vzdalenost vsech jeho
nize polozenych sousedii. Pokud policko nema nize poloze-
né sousedy, do kterych se da dojit, tak se do néj také neda
dojit.

Mizeme si vSimnout, ze na vzdalenost néjakého policka ne-
maji vliv zadné policka, co jsou polozena stejné vysoko ¢i
vyse. Staci nam tedy projit policka v poradi od nejnizsiho
po nejvyssi a pro kazdé z nich rychle spocitat jeho vzdale-
nost.

Co kdybychom chtéli cestu do néjakého policka vypsat?
Jednou moznosti by bylo si ke kazdému dosazitelnému po-
licku poznamenat Sipku ukazujici tim smérem, ze kterého
do néj vede nejdelsi cesta. Poté bychom mohli snadno cestu
vypsat prochézenim z cile do startu po téchto Sipkach.

Existuje ale i snazsi varianta: Vime, ze kazdé dosazitelné
policko kromé startu sousedi s polickem s o jedna mensi
vzdalenosti. Pokud za¢neme v cili a budeme se dokola pie-
souvat na nize polozené policko s o jedna mensi vzdalenosti,
tak nutné dojdeme do startu, a to po presné tak dlouhé ces-
té, jaka je vzdalenost cile.

Cela cesta

Jak vyftesit celou tlohu a najit nejdelsi vyslap? Podle zadani
se muze cesta nahoru a cesta doli libovolné kiizit. Nejdelsi
vyslap, ktery ma nejvyssi bod v néjakém policku, se tedy
bude sklddat z nejdelsi cesty vzhiru ze startu do toho po-
licka a nejdelsi cesty doli z tohoto policka do cile. Nejdelsi
cestu ze startu do vsech policek uz najit umime. Nejdelsi
cesta dolu do cile je jen cesta nahoru z cile, ale pozpatku.
Pro kazdé policko tedy uré¢ime délku nejdelsi cesty do néj ze
startu i z cile a vybereme to, kde je soucet téchto délek co

nejvétsi. V piipad€ rovnosti vybereme to nejvyse polozené.

Vypsat vyslap pak zvlddneme snadno: Nejprve vypiseme
cestu ze startu a potom vypiSeme cestu z cile pozpatku.
Jen si musime dat pozor, abychom nevypsali nejvyssi bod
dvakrat.

Casova slozitost tohoto feseni je O(RSlog(RS)), protoze
musime sefadit policka podle vysky. VSechny ostatni ¢asti
algoritmu bézi v O(RS). Pamétova slozitost tohoto algorit-
mu bude O(RS).

Rychlejsi feseni
Popsany algoritmus sice staci pro ziskani plného poc¢tu bo-
di, ale je mozné dlohu vyftesit i o néco rychleji.

Abychom nas algoritmus urychlili, musime se vyhnout t¥i-
déni policek podle vysky. Uvédomime si, ze abychom moh-
li spocitat vzdalenost néjakého policka, tak nemusime mit
spocitané vzdalenosti vSech nize poloZzenych, ale stac¢i mit
spocitané vzdélenosti vSech nize poloZzenych sousedi.

Budeme si o kazdém policku pamatovat, jestli jsme uz je-
ho vzdélenost spocitali. Déle si vytvorfime frontu, ve které
budou vSechna policka, jejichz vzdalenost uz spocitat mu-
zeme. Na zacCatku do fronty dame vSechna policka, ktera
nemaji zadné nize polozené sousedy.

Poté budeme opakované brat policka z fronty a pocitat je-
jich vzdalenost. Po spocitani vzdalenosti néjakého policka
se podivame na vSechny jeho sousedy a zjistime, jestli uz
mizeme spocitat jejich vzdélenost, tj. zda jsme spocitali
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vzdalenost vSech jejich niZze poloZzenych sousedi. Pokud to-
mu tak je, tak daného souseda pridame do fronty. Jakmile
se fronta vyprazdni, tak jsme spocitali vzdalenost vSech po-
licek.

Tim tlohu vyfesime v ¢ase O(RS), coz je zajisté optimal-
ni, protoZze musime piedist cely vstup. Pamétova sloZitost
upraveného algoritmu bude také O(RS).

Program (C++):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/36-1-3.cpp

Ulohu p¥ipravili: Risa Hladik, Kristyna
Petrlikovd, Dan Skypala, Ben Swart

36-1-4 Medianovy filtr

Naivni pristup k feseni problému by byl spoc¢itat medidnovy
filtr pro kazdy pixel v obrazku N x N. To by znamenalo, Ze
bychom pro N2 pixelti museli pokazdé od za¢atku spoéitat
median ve étverci o K2 bodech. Na tomto Fefeni si miZeme
vSimnout, ze pri pocitani medidnovych filtri dvou po sobé
jdoucich pixeld jsme pracovali s velkym mnozstvim stejnych
¢isel. Mohli bychom najit feSeni, které by nam umoznilo tu
samou praci vykonavat jen jednou a Settit tak Casem.

Pro hodnoty ve ¢tvercich okolo pixelti si budeme udrzovat
binarni vyhledavaci strom. Jak budeme postupné prochéazet
vSechny pixely obrazku, pfi kazdém posunuti ze stromu od-
stranime hodnoty pixeli, které uz v novém c¢tverci nejsou,
a naopak pridame hodnoty téch, které byly nové vybrany.
Pojdme se na tento pfistup podivat detailnéji.

Hledani medianu

Median je hodnota, ktera déli fadu vzestupné razenych prv-
ki na dvé stejné pocetné poloviny. Jinak feceno, median se
nachézi uprostred sefazené posloupnosti, ze které median
vybirame.

Pii pocitani medidnového filtru pro dané policko mame ve
stromu H hodnot pixelii okolo (véts§inou bude H = K?, ale
na krajich obrazku to bude méné). Pokud budeme umét na-
jit prvek na indexu M v sefazené posloupnosti, zvladneme
snadno najit i median. Pro liché H zvolime M = (H —1)/2
a tento prvek vratime jako medidan. Pro sudé H najdeme
prvky na indexech H/2 — 1 a M = H/2 a vratime jejich
aritmeticky prameér.

Abychom mohli takovyto prvek v nasem stromu najit, mu-
sime si u kazdého prvku udrzovat velikost jeho levého pod-
stromu (to lze délat jednoduse pii kazdém vloZeni & od-
stranéni prvku).

P1i hledani samotném budeme prochézet strom a udrzovat
si proménnou %, ve které si budeme pocitat, kolik je vrcholu
vlevo od aktudalniho, tedy na jakém indexu by skoncil aktu-
alni vrchol v poli s hodnotami ze stromu. Za¢neme v kofeni
a nastavime ¢ na velikost levého podstromu. VSechny prvky
levého podstromu jsou totiz mensi nez aktualni vrchol.

V kazdém vrcholu porovname aktuélni pozici ¢ a M. Pokud
jsou si rovny, nasli jsme hledany prvek a mizeme skoncit.
Pokud je ¢+ > M, hledany prvek se nachézi v levém pod-
stromu, sestoupime tedy do levého syna. Pokud je ¢ < M,
aktudlni vrchol a cely jeho levy podstrom jsou mensi nez
hledany prvek, proto sestoupime do pravého syna.

Pri sestoupeni musime upravit 7. V pripadé i > M odecte-
me velikost levého podstromu aktualniho vrcholu a pricte-
me velikost levého podstromu vrcholu, kam jsme sestoupili.
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V ptipadé ¢ < M pri¢teme jedna za aktudlni vrchol a po-
té pricteme velikost levého podstromu vrcholu, do kterého
jsme sestoupili.

V obréazku vysSe jsme jako prostfedni hodnoty nalezli ¢isla
3 a 5. Medidnem hodnot tohoto stromu je ¢islo 4.

SloZitost

N43 strom bude vzdy obsahovat nejvyse K2 prvki. P¥i po-
sunuti o jeden pixel v obrazku musime vzdy nejvyse K hod-
not smazat a K hodnot vlozit dovniti. Vkladani a mazani
prvki bindrniho vyhledévaciho stromu velikosti K2 mé slo-
zitost O(log K?2), coz lze upravit na O(log K) a jedno posu-
nuti bude mit tedy slozitost O(K log K'). Samotné hledani
medidnu je taktéz logaritmické, tudiz se stale vejde pod téze
¢asovou slozitost. Tuto operaci musime provést pro N2 pi-
xeltt, celkovéa Casova slozitost je tedy O(N2K log K).

Pokud predpokladédme, Zze mame cely obrazek jiz nacte-
ny v paméti, musime si navic udrzovat jen vyhledéavaci
strom o maximalni velikosti K?2. Pamé&tova slozitost je tedy
O(K?).

e v

kladali, Ze nas strom ma logaritmickou hloubku. To se ndm
nemusi vzdy povést a je tedy dilezité strom chytfe vyva-
zovat tak, abychom se stale vesli do ndmi zvolené horni
hranice ¢asové slozitosti. Pro to muzeme napt. vyuzit AVL
strom popsany v kuchaikéch.?

Ulohu ptipravili: Kacka Doubkovd, Jirka Kalvoda,
Martin Korecek, Jirka Setnicka, Ben Swart

36-1-5 Nejlepsi programovaci jazyk, ¢ast I.
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Dékujeme za vase originalni instrukce.

Ulohu pripravil: Jirka Sejkora

36-1-S Seznameni se s linearni regresi

Doplnéni derivace

Trochu se vratime k derivacim, protoze jsme zapomnéli zmi-
nit, jak se derivuje souc¢in. Obcas jste se potykali s tim, jak
se zderivuje 1,2 - w2 nebo obecné a - wa, kde a je libovolna
konstanta napt. 7°.

V obecném pFipadé se derivace soudinu f(x) - g(z) rovna
f'(x)-g(x)+ f(x)-¢'(x). NAm vSak postaci jednodussi pravi-
dlo, nebot ndsobime pouze konstantou. V takovém pripadé
je vypocet jednoduchy: konstantu lze vytknout pred deriva-
ci, tedy derivace a- f(z) je a- f'(x). Toto pravidlo jsme ne-
zminovali, protoze jsme jej brali jako samoziejmost. Mzete
si jej ovérit pomoci obecného vzorce pro derivaci soucinu.

Prvni 3 dlohy byly zaméfené na implementaci teorie ze se-
ridlu. V nasem vzorovém feSeni mame naimplementované
dlohy tak, jak jsme je od véds ocekdvali (jen pomoci Py-
thonu), tak i pomoci knihovny numpy, kde vypocty jsou
vektorizované.
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Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/36-1-S.py

Ukol 4 — Tézky bonusovy tikol: Explicitni vypoéet vah [0b]:

Tento tikol nebyl viibec komplikovany. Ukol byl pfevést ten-
to zapis na jeho ,zvektorizovanou® formu, tedy aby zapis
pouzival maticové operace a pocital vSe ,naraz“:

Pr-Ti1t .. FPn Tp1 =t T11+ ... +Hln Tpa
pl'x1,2+---+pn'xn,2:tl'x1,2+-~-+tn'xn,2

kde p; jsou predikce naseho modelu, ¢; jsou spravné vystupy
a x; ; znamend j-ta fearura i-tého data. Nebo jesté o néco
lepsi zapis:

(pr—t1) zi1+... 4+ (Pn—tn) Tp1=0
(p1—t1) 12+ ...+ (Pn—tn) Tpn2=0

Necht predikce a targety (spravné vystupy) jsou vektory
p at a X je matice, kde i-ty fadek je i-té dato. Odecist
dva vektory neni problém, ted jen potfebujeme dany rozdil
vektorové pronasobit s matici X. Vidime, Ze v prvni rov-
nici pouzivame jen prvni featury dat, v druhé rovnici jen
druhé featury atd. KdyZ matici transponujeme a vynéaso-
bime zprava rozdilem vektori, tak dostaneme pozadovany
vysledek.

XT~(p—t):O

Nyni jesté budeme trochu upravovat. Jak vypocitadme pre-
dikce? Pronasobime vahy s featurami a secteme, tedy p =
X - w. Dosadime do predchozi rovnice a dostaneme:

X" (X-w—1t)=0

Ted targety ddme na pravou stranu rovnice:

XT . X w=X"-t

A nyni zbyva posledni krok, vynasobit rovnice zleva matici
inverzni k X ' - X:

w=(X"-X)71. X"t

Posledni krok miizeme udélat, protoze matice X - X je
Ctvercova, ale nikdo nadm nezarucuje, Ze tato matice bu-
de invertovatelnd (mize se jednat o singularni matici). Na
béznych datech tato situace spiSe nenastane, ale da se Te-
§it pomoci Ly regularizace, kde je dokézané, Ze tato matice
bude vzdy invertovatelna. Povidani o L regularizaci nalez-
nete v 2. dile serialu.?

Ukol 5 — Prozkoumavame scikit-learn [5b]:

Tento kol byl zaméreny, abyste se trochu seznadmili s kni-
hovnou scikit-learn. Nejdfive bylo potfeba pouzit funkci
train_test_split, kterd rozdéli data na trénovaci a tes-
tovaci. Této funkci je potieba predavat nardz data i targety
(spréavnd vystupni data), aby funkce védéla, ze k danému
datu patii dany vystup.

import sklearn.datasets
from sklearn.model_selection import train_test_split

# nacteni datasetu
diabetes sklearn.datasets.load_diabetes()

# rozdéleni datasetu na trénovaci a testovaci
X_train, X_test, y_train, y_test train_test_split(
diabetes.data, diabetes.target, test_size=0.2)

)

Poté jste méli natrénovat a spocitat chybu modelu.

import sklearn.linear_model as 1m
import sklearn.metrics

model = lm.LinearRegression()
# natrénovani modelu
model.fit(X_train, y_train)

predikce = model.predict(X_test)

# vypolet chyby modelu

mse = sklearn.metrics.mean_squared_error(
y_test, predikce

)

print (mse)

Nakonec jste se méli podivat na jiné metriky urcené na tlo-
hu regrese a vybrat si néjakou, ktera se vam zdala nejvice
vhodna nebo zajimava. Pro dany dataset dava smysl napft.
maximalni absolutni chyba, protoze v 1ékarstvi se klade di-
raz na presnost. Predikce modelu by se neméli mit velké
odchylky od skuteénych hodnot.

Zaokrouhlovani

Ve strojovém uceni se moc nepotkavame se zaokrouhlova-
nim a moc vam ho nedoporucujeme délat, pokud nevite,
pro¢ by to mélo poméhat. Typicky tim miiZzete zhorsovat
model na dané metrice. Pokud chcete zaokrouhlovat nebo
jen ofezavat hodnoty, tak vam to doporucujeme délat po
6.—7. desetinném misté. Rozhodnuti je samoziejmeé ale jen
na vas.

Ulohu pripravili: Michal Kodad, Ondra Sladks
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Nejprve zavedeme trochu prakti¢téjsi terminologii: V po-
sloupnosti n barev z rozsahu 1,...,k chceme najit nejdel-
§1 bily Gsek, coz je ten, ve kterém jsou vSechny barvy za-
stoupeny stejnym poctem. Zjevné mizeme piedpokladat,
ze k < n, protoze jinak je bily jenom prazdny tsek.

Dvé barvy

Nejprve si rozmyslime, jak se tloha chova pro malé pocty
barev. Zacneme se dvéma. Tehdy staci jednu barvu povazo-
vat za 1 a druhou za —1. Bilé tiseky budou presné ty, které
maji nulovy soucet.

Ted uz do toho stacéi prastit standardnim kladivkem, totiz
prefixovymi soucty. Hledame nejdelsi Gsek, ktery ma na za-
¢atku stejny prefixovy soucet jako na konci. Budeme pro-
chazet posloupnost od zacatku do konce. Pokazdé se podi-
vame, jestli jsme danou hodnotu prefixového souc¢tu uz vi-
déli. Pokud ne, zapamatujeme si, Ze na této pozici to bylo
poprvé. Pokud uz ano, zkontrolujeme, zda tisek od prvniho
vyskytu k aktudlnimu neni delsi nez dosavadni maximum.

Potfebujeme tedy slovnik, jehoz klice budou prefixové souc-
ty a hodnoty budou pozice ve vstupu. Jenze prefixové souc-
ty vzdy lezi v rozsahu —n,...,n, takze jimi mtzeme inde-
xovat pole.

Toto feSeni bézi v ¢ase O(n) vletné inicializace pole.

3 https://ksp.mff.cuni.cz/h/ulohy/36/zadani2.html#task-36-2-g
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Tt barvy

Pridejme barvu. Ted bychom mohli nahradit barvy kom-
plexnimi tfetimi odmocninami z jednicky a tim tulohu zase
prevést na hledani tseku s nulovym souctem. Ale to by
jednak znamenalo zachazet s iraciondlnimi ¢isly, a jednak
by to neslo déale zobecnovat pro pocty barev, které nejsou
prvocisla.

Misto toho se inspirujeme tim, Ze v nasem feSeni pro 2 bar-
vy je prefixovy soucet roven bq[i] — bo[i], kde b;[¢] Fik4, ko-
likrat se v tiseku od 1 do ¢ vyskytla j-ta barva.

Pro 3 barvy si pofidime vektor (b1[i] — ba[é], ba[i] — bsd]).
Opét si vSimneme, Ze bilé tseky pozname podle toho, Ze
konéi stejnym vektorem jako zacaly. (Rovnost v prvni sloz-
ce znamend, ze barvy 1 pfibylo béhem useku stejné jako
barvy 2, druha slozka pak zarudi, ze barvy 2 pribylo stejné
jako barvy 3.)

Hodila by se ndm tedy datova struktura, ktera si pro kazdy
vektor zapamatuje, kdy jsme ho poprvé vidéli. To by mohl
byt néjaky vyvazovany vyhledavaci strom, coz by vedlo na
dotaz v ¢ase O(logn) a celé feseni v ¢ase O(nlogn). Nebo
by to mohla byt hesovaci tabulka s primérnou ¢asovou slo-
Zitosti dotazu O(1), takze by celé feSeni béZzelo primérné

v O(n).

Nam by se ale daleko vice libilo Tfeseni, které by bylo linearni
i v nejhorsim pripadé. V§imneme si, ze slovnikovou datovou
strukturu mtizeme jednoduse nahradit t¥idénim. Ke kazdé-
mu vektoru si poznamename pozici ve vstupu. Vektory pak
setfidime lexikograficky, ¢imz se stejné vektory dostanou
k sobé. Postaci tedy v kazdém bloku stejnych vektorid najit
prvni a posledni vyskyt. Dvojice ¢isel z rozsahu —n,...,n
mizeme setiidit dvouprichodovym piihradkovym ti¥idénim
v lineadrnim case. Toto feSeni uz bude linearni i v nejhorsim
pripadé.

Vice barev

Predchozi feSeni snadno zobecnime pro k > 2 barev. Vek-
tory budou (k — 1)-slozkové a budou obsahovat

(b1]i] — bafd], bali] — bsld], .- ., be_1li] — bx[i)).

Operace s nimi potrvaji O(k) a prihrddkové t¥idéni pobézi
v k — 1 pruchodech o celkové slozitosti O(kn). Takovd bude
i celkova slozitost algoritmu.

Rozdél a panuj

K teseni s lepsi ¢asovou slozitosti pro hodné barev se mu-
7eme dostat naptiklad metodou Rozdél a panuj. Ulohu pro
k barev budeme pfedvadét na dvé podilohy pro k/2 barev.
Prvnim |k/2] barvam budeme fikat dolni, zbylym [k/2]
barvam horni.

Vsimneme si, Ze bily tsek v k barvach je pfesné ten, ktery
spliiuje soucasné tyto tfi podminky:

1. Je bily v dolnich barvich (pfi¢emz horni ignorujeme).
2. Je bily v hornich barvach (dolni ignorujeme).

3. Je v ném stejné prvni horni barvy jako prvni dolni.

Abychom na prvni dvé podminky mohli snadno pouZit re-
kurzi, budeme rekurzivné fesit nasledujici problém: Pozicim
ve vstupu chceme ptiradit celociselné kody tak, aby bilé tse-
ky byly pfesné ty, které na zacatku a na konci maji stejny
kéd. Pro k = 2 barev definici kédu spliuji prefixové souc-
ty, pro k = 3 muzeme po setfidéni kazdému bloku stejnych
vektort prifadit unikatni kéd.

Pro vétsi k budeme postupovat takto: Nejprve si necha-
me zkonstruovat kédy a[i] pro dolni barvy, a to tak, Ze se
zavolame rekurzivné na posloupnost, z niz jsme odstranili
v8echny horni barvy. Tim ziskdme a[i] na pozicich dolnich
barev; hornim zkopirujeme hodnotu od predchozi dolni bar-
vy (pokud Z&dn4 pfedchozi nebyla, pouzijeme pevné pridé-
leny kéd pro 0 vyskytit). Obdobné vyrobime kédy b[i] pro
horni barvy.

Tteti podminku oSetfime pomoci ¢[i] definovaného jako roz-
dil po¢tu prvka prvni horni barvy a prvni dolni na poca-
tecnich 7 pozicich. VSechna c[i] spocitame v linedrnim case.

Nakonec vytvoiime vektory (a[i], b[i], c[¢]), poznamendme si
k nim pozici i a setfidime je lexikograficky pomoci pfihrad-
kového tfidéni. Kazdému souvislému bloku stejnych vektort
prifadime stejny kod.

Rekurzi ukonéime pro k = 1, kde je tloha trividlni: vSechny
pozice dostanou stejny kod.

Jakou casovou slozitost toto feseni ma? Na problém délky n
s k barvami pouzijeme dvé rekurzivni volani na problémy
délek ng any (pocet prvka dolnich a hornich barev, pfi¢em?
ng+np = n). Navic spotiebujeme O(n) ¢asu na prihradkové
tiidéni, pridélovani kédf a dalsi rezii. Casova sloZitost tedy
splituje (az na zaokrouhlovani) rekurenci

T(n, k) =T(ng, k/2) + T(np, k/2) + O(n).

Predstavme si strom rekurze. Kazdy vnitini vrchol ma 2 sy-
ny s polovi¢nim k, takze existuje log k hladin. Podproblémy
na jedné hladiné maji soucet délek n (kazdy prvek vstupu
patii do pravé jednoho z téchto podproblémit), takze rezie
algoritmu se pfes celou hladinu se¢te na O(n). Celkem tedy
algoritmus bézi v ¢ase O(nlogk).

Kédovani stromecku

Ukézeme jesté jeden pristup, ktery také vede k efektivnimu
feSeni pro hodné barev. Prvktim pfifadime (k — 1)-slozkové
vektory stejné jako v feSeni z ¢asti ,Vice barev“. Vektortim
budeme chtit zase pfifazovat kédy tak, aby stejné vektory
odpovidaly stejnym kédim, a budeme hledat nejvzdalenéjsi
vyskyt stejnych kédi. OvSsem kédy budeme vytvaret jinak.

Pro kazdy vektor vytvorime tplny bindrni strom. V jeho
listech budou slozky vektoru. Pro jednoduchost vektory do-
plnime nulami na nejblizsi vyssi mocninu dvojky K (vime,
7e k—1 < K < 2(k—1)). Strom tedy bude mit hloubku
log K <logk+ 1.

Vsechny vrcholy stromu opatfime kédy tak, aby pro kazdy
podstrom platilo, ze kéd v jeho kofeni jednoznac¢né identifi-
kuje hodnoty v listech. Kéd kofene tedy jednoznac¢né urcuje
cely vektor.

Koédy vrcholti miizeme pocitat od listl ke koreni. Kéd listu
bude prosté jeho hodnota. Pokud uz zname kédy na i-té
hladiné (po¢itano od kofene) a chceme zakdédovat (i — 1)-ni
hladinu, staci kazdému vrcholu pfifadit usporadanou dvo-
jici kédu synt a pak stejnym dvojicim pridélit stejny kod.
Potidime si néjakou slovnikovou datovou strukturu, ktera
si pamatuje vSechny dvojice, jeZ jsme zatim potkali, a jejich
kédy. Pokazdé, kdyz chceme zakédovat vrchol, zeptame se
datové struktury, a pokud se tam dvojice jesté nevyskytla,
pridélime novy kéd a zapiseme do struktury.

Takto bychom cely strom zakédovali pomoci 2K —1 operaci
se strukturou, coz je prilis. Tak si vSimneme, ze za kazdy
prvek vstupu se vektor zméni v nejvyse dvou slozkéch (pr-
vek barvy ¢ zméni b;_; — b; a b; — b;11). A po zméné jedné



slozky staci prekddovat cestu z listu do kofene. Celkem te-
dy staci 2log K € O(log k) operaci se strukturou na prvek
vstupu, takze O(nlogk) operaci celkem, pfi nichZ vznikne
O(nlog k) kéda. Pomoci kédu tedy miizeme indexovat po-
le a pamatovat si v ném prvni vyskyt kédu; na inicializaci
pole budeme mit dost casu.

Pokud jako datovou strukturu zvolime vyhledavaci strom,
jedna operace s nim potrva O(log(nlogk)) C O(logn?)
O(logn). Cely vstup tedy projdeme v ¢ase O(nlognlogk).
Jestlize misto stromu pouzijeme hesovaci tabulku, projde-
me cely vstup v primérném ¢ase O(nlogk).

Persistence

Rovnéz stromeckové feseni muzeme upravit, aby mélo slozi-
tost O(nlogk) i v nejhorsim piipadé. Opét zabere nahradit
online dotazy na datovou strukturu pfihradkovym tridé-
nim. Jest€ se ale musime vyporadat s tim, ze kédy vrcholi
zavisi na kdédech jejich syntii, coz vynucuje néjaké potradi
pridélovani kéd.

Stromecky zpersistentnime — kdykoliv budeme chtit pfepo-
¢itat néjakou cestu, nebudeme upravovat existujici vrcholy,
nybrz si poridime kopii cesty (kazdy vrchol cesty kromé lis-
tu bude ukazovat na jednoho syna v kopii cesty a druhého
syna v puvodnim stromu). Takto na kazdé hladiné vznik-

ne celkem O(n + k) = O(n) vrcholt. Pro kazdy vrchol si
zapamatujeme jeho hloubku, identifikdtor (v rdmci hloub-
ky budeme vrcholy éislovat sekvenéné) a identifikatory sy-
ni. Pro kazdou pozici ve vstupu si zapamatujeme aktualni
identifikator kofene.

A7 projdeme cely vstup, za¢neme kédovat. Budeme postu-
povat po hladinach od listd ke koreni, kazda hladina bude
mit své vlastni kédy. Listy zakédujeme do jejich hodnot. Na
kazdé dalsi hladiné vrcholy prepiSseme na dvojice obsahujici
kédy synii (ty najdeme podle identifikdtori syna), doplné-
né o identifikator vrcholu. Dvojice setfidime lexikograficky,
pridélime jim kédy a zapiSeme je k vrcholtim.

Jak dlouho potrva t¥idéni? JelikoZ na nizsi hlading je O(n)
vrchold, pfidélili jsme jim O(n) kddd; listim pridélujeme
kédy jinak, ale také jsou v rozsahu velkém O(n). Tfidime
tedy nejvyse O(n) dvojic ¢isel o velikosti O(n), coz zvlad-
neme v ¢ase O(n). Toto opakujeme na O(log k) hladinich.
Cely algoritmus m4 tedy ¢asovou slozitost O(nlog k) v nej-
horsim piipadé, stejnou jako feseni metodou Rozdél a pa-
nuj.

Ulohu ptipravili: Jirka Kalvoda,
Martin ,Medvéd“ Mares, Jirka Setnicka
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