Korespondenc¢ni Seminar z Programovani

37. ro€nik KSP

Mili resitelé, tesitelky a resitelcatal

Dostava se k vam prvni ¢islo hlavni kategorie 37. roéniku KSP.

Letos se miiZete tésit v kazdé z péti sérii hlavni kategorie na 4 normalni dlohy, z toho alespori
jednu praktickou opendatovou. Déle na kucharky obsahujici néjaka zajimava informaticka
témata, hodici se k lohdm dané série. Obcas se nam také objevi bonusova X-kova tloha,
za kterou lze ziskat X-kové body. Kromé toho bude soucasti sérii serial, jehoz dily mohou
vychazet samostatné.

Autorska feseni iloh budeme vystavovat hned po skonceni série. Pokud nas pak pfi opravo-
véani napadnou néjaké komentafe k feSenim od vas, zverejnime je dodatecné.

Odmény & na Matfyz bez pfijimacek

Za Gspésné feseni KSP miizete byt p¥ijati na MFF UK bez piijimacich zkousek. Uspésnym
FeSitelem se stava ten, kdo ziskd za cely ro¢nik (hlavni kategorie) alespoii 50 % bodd. Za
letosni rok piijde ziskat maximalné 300 bodti, takze hranice pro tspésné feSitele je 150.
Maturanti pozor, pokud chcete prominuti vyuzit letos, musite to stihnout do konce ¢tvrté
série, patad uz bude moc pozdé. Také kazdému tesiteli, ktery v tomto ro¢niku z kazdé série
dostane alespon 5 bodi, darujeme KSP propisku, blok, nalepku na notebook a mozna i dalsi

Zari 2024

prekvapeni.

Termin série:

nedéle 3. listopadu 2024 ve 32:00 (tedy dalsi rano v 8:00)

Odevzdavani:

Pies web na adrese |pittps://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko /|

Znacky tloh: () Lehdi dloha (G jeji ¢st) vhodna pro zadatecniky

Praktickd open-data tiloha

@’ Uloha, u které doporuc¢ujeme zadist se do kuchaiky Q Serialovéa tloha

8 Experimentalni (neobvykld) tloha

Odmeéna série:

Odznacek do profilu na webu si vyslouZi ten, kdo z kazdé ulohy série ziska alespon 2 body.

Prvni série tficatého sedmého ro¢niku KSP

37-1-1 Tramvajova zastavka 10 bodu

Kevin si pozval na navstévu nékolik kamaradi. Nikomu

W1l se od Kevina nechce odchézet, ale dfive nebo pozdéji
budou muset jit. Kazdému kamaradovi jede domi néjaky
spoj z blizké tramvajové zastavky, a tak Kevin navrhl, ze
na zastavku mohou jit vSichni naraz v dobé, kdy se to vSem
,tak néjak” bude hodit. Kdy to ale nastane?

Dostanete plan odjezdu prislusnych tramvajovych linek pro
dany den a vasim tukolem bude najit co nejkratsi casovy
tsek, kdy mé kazda linka alespon jeden odjezd.

Toto je praktickd open-data tiloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku dostanete dvé ¢isla K a N.
K je pocet riznych tramvajovych linek (éisel tramvaji). Na

dalsich N fadcich dostanete vzdy cas odjezdu tramvaje a
jeji ¢islo. Cas bude v klasickém formatu HH:MM: SS, dvé ¢is-
lice pro hodiny, dvé pro minuty a dvé pro sekundy, oddélené
dvojteckami.

Spoje budou vypsané chronologicky, tedy ¢asy pujdou vze-
stupné. Muze se stat, Ze ve stejny ¢as odjede vic tramvaji.
Slibujeme, ze tramvaj kazdé linky odjede alespon jednou za
den.

Formadt vystupu: Vypiste Cas za¢atku tseku (odjezd prvni
tramvaje) a jeho délku v sekundach. Cas zac¢atku zapiste
opét ve forméatu HH:MM:SS. Ve vami nalezeném intervalu
musi odjizdét kazdé z K linek.

Pozor, hledany tisek miiZe trvat pfes ptilnoc (tramvaje jezdi
kazdy den stejné)!

Ukadzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
36 09:13:40 80

09:10:00
09:13:40
09:13:40
09:14:32
09:15:00
09:22:15

W NP = W


https://ksp.mff.cuni.cz/h/odevzdavatko/

11 bodu

37-1-2 Povoden

é’ Po velkém pozaru Smolince se mistni obyvatelstvo
LN rozhodlo zabranit budoucim pozarim jednou pro-
vzdy a postavilo megahydrant. Bohuzel pfi slavnostnim pie-
stfihavani pasky omylem starosta zavadil o kohoutek a nyni
se Smolincem 8ifi velka povoden ...

Nastésti je obyvatelstvo Smolince pfipraveno na katastrofy
vseho druhu a maji zasobu protipovodinovych bariér. Sa-
mi maji dost prace s evakuaci, a tak se na vas obraceji
s prosbou: Zjistéte, kam bariéry umistit.

Mapu Smolince si miZzeme predstavit jako mfizku R x S,
kde kazdé pole je bud prazdné, zastavéné nebo megahyd-
rant. Voda se $ifi od megahydrantu pouze skrz prazdna
pole. Na prazdné pole muizeme postavit protipovodiiovou
bariéru, ¢imz zabranime $ireni vody skrz néj. Nicméné ba-
riéra musi mit pevné podpéry — Abychom na pole mohli
postavit bariéru, bud severni a jiZni pole musi byt zastavé-
né, nebo vychodni a zapadni musi byt zastavéné.

Najdéte umisténi bariér takové, ze pocet zatopenych neza-
blokovanych poli bude co nejmensi. Pokud takovych umis-
téni existuje vice, vypiste to s nejmensim poc¢tem pouzitych
bariér.

Toto je praktickd open-data tloha. V odevzdavacim sys-
tému si nechate vygenerovat vstupy a odevzdate prislusné
vystupy. Zalezi jen na vas, jak vystupy vyrobite.

Formdt vstupu: Na prvnim Ffadku dostanete dvé ¢isla R a .S:
pocet fadkt a pocet sloupcti. Na kazdém z dalsich R radkt
naleznete S znakt popisujicich mapu Smolince. Znak H zna-
¢i megahydrant, . znaéi prazdné pole a # znaci zastavéné
pole.

Formdt vystupu: Na prvnim fadku vypiste ¢islo M — pocet
pouzitych bariér. Na dalsich M fadcich vypiste ¢isla x;, y; —
sloupec a radek i-té postavené bariéry.

Ukdzkovy vstup: Ukdzkovy vystup:
6 5

#it . #.
#H. #4#
#....
#.###
#.#..

N W W
D> w -

Pfi postaveni bariér na prislusna pole bude Smolinec zato-
pen nésledovné (B znadi bariéru, W vodu):

##B#.
HWWHH#
#WWB.
#B###
#.o#..

Nelze mit méné nez 4 zatopena pole. Neni mozné dosdhnout
4 zatopenych poli s méné jak 3 bariérami.

37-1-3 Zprehazena fronta 12 bodu

Na studijni oddéleni Hrosi univerzity v Hrosim Tynci do-
razila skupina N studenttl, kteri se dopfedu objednali pro
vyzvednuti studentského priikazu. Kazdy z nich stoji na né-
jaké z vyznacenych pozic, které na studijnim zistaly z pro-
tipandemickych opatieni.

Studenti ale dorazili v jiném potadi, nez ve kterém byli
objednéani. Nyni je potfeba je spravné seradit, aby se pani
ufednici nerozbil informacni systém. Kazdy student vi, na
kterou pozici byl pfedem objednan a na jaké pozici nyni
stoji.

Aby se organizace pfesunu studentt ve fronté zjednodusila,
chtéla by pani Gfednice pro kazdou pozici na studijnim od-
déleni urcit, odkud se na ni ma patiicny student pfemistit.

Je tu vSak mensi problém. Pani trednice, ktera studenty
potfebuje preradit, trpi anterogradni amnézii a nedokaze si
pamatovat idaje o vSech studentech najednou.

Trochu formalnéji: Vyznacené pozice na podlaze studijniho
oddéleni si muZete predstavit jako pole A, které mate jiz
nac¢tené v paméti a mizete ho ménit. Na zacatku vypoctu
Ali] fik4, na kterou pozici se ma pfesunout student, ktery
ptivodné stél na na pozici i. Na konci vypoctu mé byt A[i]
rovno puvodni pozici studenta, ktery se ma presunout na
pozici ¢. Po celou dobu vypoc¢tu smi pole obsahovat pou-
ze celd ¢isla od 1 do N. Jedinad dal$i pamét, kterou mate
k dispozici, je konstantné mnoho proménnych pro celé cisla
velkd O(N).

Toto je teoretickéd tiloha. Neni nutné ji programovat, ode-
vzdéva se pouze slovni popis algoritmu. Vice informaci zde:
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfd

37-1-4 Nuly a jednicky 12 bodua

Barnabas se zacetl do Pohadek tisice a jedné noci. P¥i tom
si uvédomil, jak zajimavé je ¢islo 1001 — je délitelné nejen 7,
ale také 11 a 13. Tak zacal hledat jina ¢isla z nul a jednicek,
kterd maji zajimavé délitele.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/tinfo

Napiste mu program, ktery pro zadané N > 1 najde nej-
mensi celé kladné ¢islo délitelné N, v jehoz desitkovém za-
pisu se vyskytuji jen nuly a jednicky. P¥ipadné odpovi, ze
zadné takové Cislo neexistuje.

Napriklad pro N = 4 je fesenim ¢islo 100, pro N =5 je to
10, pro N =7 je to 1001 a pro N = 11 ¢islo 11.

37-1-X1 Bomberman 10 bodu

Toto je bonusovd uloha pro zkusenéjsi resitele, téZsi neZ
ostatni ulohy v této seérii. Neziskdte za ni klasické body,
nybrz dobry pocit, Ze jste zdolali néco vyjimecného. Kromé
toho za sprdvné Tesent dostanete specidlni odmeénu a body
se vdm zapocitaji do samostatnych vysledki KSP-X.

Uz to bylo chvili, co slavny Bomberman pokladal vybusni-
ny... Po vIné velké slavy si koupil vzducholod, se kterou
procestoval svét. Poté ale zacal starnout, jeho bomby se za-
Caly rozbijet a uz nemohl chodit jako diiv. Nyni se vSak
rozhodl vsem ukézat, ze jesté bomby pokladat umi.

Bomberman se rozhodl vyprazdnit mrizku R x S, kde kaz-
dé policko je bud prézdné, nebo znicitelné. Momentalné se
nachézi ve své vzducholodi, a tak mtze pokladat bomby na
uplné libovolné pole (i znicitelné). Nicméné jeho bomby
éastecnd nefunguji. Bomba dokdze znic¢it bud sloupec, ve
kterém je polozena, nebo Fadek, ve kterém je polozena, ale
ne oboji zaroven. Bomberman by mél jit co nejdrive do po-
stele, a proto chce poloZit co nejméné bomb tak, aby znicil
vSechna znicitelnd poli¢ka. Poradte mu, kam je m4 polozit.

15 bodu

37-1-S Navrat virtualniho stroje
C} Letosnim roénikem vds bude provdzet serial. V kazZdé
sérii se objevi jeden dil, ktery bude obsahovat néjake
poviddni a navic ukoly. Za ukoly budete moci ziskdvat bo-
dy podobné jako za klasické ulohy série. Abyste se mohli
zapojit i béhem rocniku, seridl bude mozné odevzddvat i po
terminu za snizeny pocet bodu. Vzorové tesent seridlu proto
pred koncem celého rocéniku KSP wvidi jen ti, kdo uz seridl
odevzdali.

V tomto roc¢niku jsme si pro vés pfipravili prakticky serial
o ptrekladacich programovacich jazykt. Programovaci jazy-
ky a prekladace predstavuji obrovskou krajinu k prozkou-
mavani. Spousta informatika stravila celé kariéry tim, Ze se
touto zemi prochazeli, aniz by nékdy dosahli jejiho konce.
Pokud do této zemé pravé vstupujete poprvé, vitejte.

V pribéhu pristich nékolika mésict si ukazeme Cast této
krajiny. Konkrétné si spolu sestrojime jednoduchy prekla-
da¢ naseho vymysleného programovaciho jazyka. Priblizi
nam to vhled do produkénich prekladaci a jazykiu, které
preklddaji. Se zdkladnimi znalostmi jazyka a mistnich zvy-
ki muze kazdy z vas pokracovat svou vlastni cestou.

Ukolem piekladaée je prelozit zdrojovy kéd do kédu strojo-
vého. Zdrojovym kédem pro nas bude text v nasem vymys-
leném programovacim jazyce (ktery si predstavime pisté).
Strojovy kéd je sekvence primitivnich instrukei, které né-
jaky stroj dokéze vykonat. Jeden strojovy kod si ukazeme
dnes.

Préace prekladace se da rozdélit do nékolika fazi. Kazda faze
transformuje vstupni program z jedné reprezentace do jiné
(na zacatku zdrojovy kdd, na konci strojovy kéd). VSechny
reprezentace jsou pritom dost rizné.

Transformace se daji rozdélit do dvou skupin. Prvni analy-
zuji a vytvari strukturu — tém se ¥ika frontend prekladace.
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Neékde v poloviné prekladu nastane zlom a ptrekladac se pus-
ti do druhé skupiny transformaci — backend. Ty pak tuto
analyzovanou strukturu rozkladaji a tvori finalni reprezen-
taci.

Cely priubéh prekladu si mizeme predstavit jako vylet za-
¢inajici v udoli Zdrojového Koédu, ktery pokracuje vylezem
na vrcholek hory Programové Analyzy, ze které pak zase
musime slézt dolt na druhou stranu do tudoli Strojového
Kdédu.

V ramci tohoto seridlu si celou tuto stezku projdeme. In-
spirovali jsme se ale Georgem Lucasem a dneska zacneme
uprostied nasi cesty: na ttulné horské chaté tésné za vrcho-
lem.

Navrat virtualniho stroje

Skutecné stroje dnesni doby jsou pro nase ucely zbytecné
slozité. Dnes tedy zacneme tim, Ze si vyrobime simulator
jednodussiho stroje. V pristich dilech si postavime pfekla-
da¢ do tohoto virtualni stroje a na konci seridlu opustime
virtualni stroj a pfesuneme se ke strojum fyzickym.

Ackoliv se muze zdat, Ze virtualni stroj ma vyuziti pouze ja-
ko mezikrok ke skute¢nym strojam, interprety jsou v dnesni
dobé velmi popularni. Python, JavaScript, a do jisté miry
i C# nebo Java jsou vSechny zalozené na néjakych virtu-
alnich strojich. Vyhodou tohoto pfistupu je napriklad, ze
stejny kéd muze bézet na raznych fyzickych strojich bez ja-
kychkoliv modifikaci. Virtualni stroj slouzi jako abstrakce
nad skuteénym hardwarem a poskytuje identické prostiedi
na ruznych platforméach. Na druhou stranu virtudlni stroj
s sebou nese i velkou cenu. Napriklad simulace virtudlni-
ho stroje nam casto fddové zpomali béh programu. Stejné
jako vSechno v zivoté, je to kompromis. Zpatky k nasemu
virtualnimu stroji.

Od naseho virtualni stroje budeme chtit, aby umél vykona-
vat primitivni instrukce které operuji (zatim pouze) s ¢isly.
Vsechny hodnoty, se kterymi stroj pracuje, si budeme ukla-
dat na zasobnik a instrukce budou uloZené v poli. Operace
stroje bude vypadat takto:

1.
2.
3.
4.

precti aktudlni instrukei

vykonej ji

posuil se o 1 instrukei dal (,instruction pointer” zvys o 1)
opakuj

Vykonani instrukce bude ¢asto vypadat priblizné takto:

1. odeber nékolik hodnot ze zasobniku
2. proved na nich danou operaci
3. pridej vysledek na zasobnik

Jak jste méli moznost si vyzkouset v a , pro-
gramovani Cisté zasobnikového stroje neni tplné privétivé.
Bez instrukce pro indexovani zasobniku je to dokonce prak-
ticky nemozné. Kromé zasobniku tedy naucime nas stroj
zaroven pracovat s pojmenovanymi proménnymi a pridame
instrukce na zkopirovani hodnoty ze zasobniku do promén-
né a naopak. Zasobnik pak budeme pouzivat primarné pro
mezivysledky a ostatni véci ukladat do proménnych.

Data, se kterymi bude nas virtualni stroj pracovat, mizeme
reprezentovat napiiklad takto:

(V prtibéhu serialu budeme pouzivat C++23. Reseni akcep-
tujeme prakticky v libovolném jazyce, ale pokud chcete plny
pocet bodi, tak svoje feSeni napiste v jazyku, ktery sam ne-
ni interpretovany. Speciadlné povazujeme za rozumné: C++


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/36-2-4
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/35-4-1

(ehm), Rust, Zig, Go, C#, F#, ML, OCaml, Java, Kotlin,
Scala, Nim, Swift, D, Odin, Crystal.)
#include

#include
#include

<string>
<unordered_map>
<variant>

#include <vector>

using namespace std;

enum Opcode {
OP_PRINT,
OP_PUSH,

OP_LOAD,
OP_STORE,

OP_ADD,

0P_SUB,

0P_MUL,

0P_DIV,

0P_DUP,
};

struct Instruction {
// typ instrukce
Opcode op;

// nékteré instrukce si pot¥ebuji
// pamatovat dalZi hodnoty
variant<monostate, int, string> value

};

vector<Instruction> instrukce;
vector<int> stack;
unordered_map<string, int> promenne;
int ip;

monostate{};

Ukol 1 — Aritmetické operace [7b]:

Prvnim tkolem bude naimplementovat instrukce pro za-
kladni aritmetické operace (séitani, od¢itani, ndsobeni a dé-
leni) a instrukci DUP. Aritmetické instrukce délaji, co byste
ze jména Cekali. Odeberou dvé hodnoty ze zasobniku, pro-
vedou na nich operaci, kterou maji ve jméné, a vysledek
pridaji zpatky na zasobnik.

Napriklad pokud méame na zasobniku hodnoty 6 12 33 -3,
po provedeni instrukce OP_MUL bude zasobnik vypadat tak-
to: 6 12 -99. Pokud by néasledovala instrukce 0P_SUB, bude
zasobnik obsahovat hodnoty 6 111.

Budeme chtit, aby druhy operand byla prvni hodnota ze
zasobniku a prvni operand druhé hodnota ze zasobniku. To
se muze zdat lehce neintuitivni, ale usnadni nam to praci
v pristich dilech seridlu.

Instrukce OP_DUP odebere hodnotu ze zasobniku a ihned ji
tam zase dvakrat pfida. Vypada to, jako kdyby se vrchni
hodnota zasobniku duplikovala.

Dnesni tkoly miizete implementovat do nasledujici sablo-
ny virtualniho stroje. Nezapomerite si zkopirovat definice
Opcode a Instruction vyse.

#include <print>
using namespace std;

void interpret(

vector<Instruction> const &instrukce,
vector<int> &zasobnik,
unordered_map<string, int> &promenne) {

int ip = 0; // index aktualni instrukce

// (instruction pointer)

while (true) {

if (!(ip >= 0 && ip < ssize(instrukce)))
break;

auto ins = instrukce.at(ip);

switch (ins.op) {
case OP_PRINT: {

println("PRINT: {}", zasobnik.back());
} break;

case OP_LOAD: {
zasobnik.push_back(
promenne [get<string>(ins.value)]);

} break;

case OP_STORE: {
promenne [get<string>(ins.value)] =
zasobnik.back();
zasobnik.pop_back() ;
} break;

case OP_PUSH: {
zasobnik.push_back(get<int>(ins.value));
} break;

case OP_ADD: {
// TODO

} break;

case 0OP_SUB:
// TODO

} break;

case 0OP_MUL:
// TODO

} break;

case OP_DIV:
// TODO

} break;

case 0OP_DUP:
// TODO

} break;

}

ip += 1;

¥
}

Funkci interpret bychom pak mohli volat takto:

int main() {

vector<int> zasobnik;

vector<Instruction> instrukce(
{Instruction{.op = OP_PUSH, .value = 8},
Instruction{.op = OP_STORE, .value = "x"},
Instruction{.op OP_LOAD, .value "x"},
Instruction{.op = OP_PRINT}});

unordered_map<string, int> promenne;

interpret(instrukce, zasobnik, promenne);

}

Pro pfijemné€jsi vyvoj doporucujeme zapnout sanitizatory
a varovani:

c++ —-std=c++23 -Wall -Wextra \
-fsanitize=address,undefined ./main.cpp

V kazdém poraddném programovacim jazyce se 1ze doneko-
neéna zacyklit, ale nas virtualni stroj to zatim vtibec ne-
podporuje. Pokud jste zvykli, Ze podminky i cykly vyzadu-
ji néjaké vnofovani blokt, tak se ted mozné bojite, Ze je-
jich pfidanim vSechno zkomplikujeme. Nastésti je to presné
opac¢né. Nic jako OP_SLOZENA_ZAVORKA nebudeme potiebo-
vat a cykly i podminky vyfesime jednou trivialni instrukci.

Bude to instrukce podminéného skoku, typicky nazyvana
,branch“. Takova instrukce sebere vrchni hodnotu ze za-
sobniku a podle ni se rozhodne, jestli bude prosté pokraco-
vat na dalsi instrukci v pofadi, anebo sko¢i a program bude
pokracovat nékde jinde. If pomoci této instrukce mizeme



nasimulovat tak, ze dany blok pfeskoc¢ime, pokud podmin-
ka neplati. While cyklus udélame velmi podobné, akorat na
konec bloku pfiddme nepodminény skok zpét.

Ukol 2 — Podmiiienj skok [7b]:
Pridejte instrukci OP_BRANCH, ktera skoci na instrukei s in-
dexem uvedenym ve value za podminky, ze hodnota sebra-

na ze zasobniku neni nula. Kde bude interpret pokracovat,
ovlivnite zménou instruction pointeru ip.

Bude se nam hodit nékolik dalsich instrukei pro praci s hod-

notami TRUE a FALSE. Specialni datovy typ nepotfebujeme,

FALSE budeme reprezentovat jako nulu a TRUE jako jednic-

ku. Pridejte také nasledujici ,logické” operace:

® OP_NOT — Sebere hodnotu ze zasobniku. Pokud to byla
nula, prida 1, jinak prida 0.

® OP_EQ — Sebere dvé hodnoty ze zasobniku. Pokud se rov-
naji, pfida 1, jinak pfida 0.

® OP_LT — Sebere ze zasobniku hodnoty B a A. Pokud je
A < B, pfida 1, jinak pfida 0.

Ukol 3 — Jednoduchy program [6b]:

Dnes$nim poslednim tkolem bude vyuzit vSechny funkce vir-
tualniho stroje, které jsme si pfipravili, a napsat si néjaky
jednoduchy program.

NapiSte program pro vas virtudlni stroj na pocitani fakto-
ridli. Muzete si vybrat, jestli vstup zadratujete jako pro-
ménnou, nebo jako hodnotu na zasobniku. Vyuzijte pfitom
instrukce pro presun hodnot mezi proménnymi a zasobni-
kem, aritmetiku a skoky.

Predpokladame, Ze vas program bude i se vstupem zadrato-
vany ve funkci main a ze vysledek vypiSe do konzole pomoci
instrukce OP_PRINT.

Vsechny 3 tkoly odevzdejte najednou jako jeden ZIP sou-
bor obsahujici vSechen vas zdrojovy kéd. Ocenime i slovni
popis zvoleného feSeni, bohaté by mély stacit komentare
v kédu. Kdyz budete mit jakykoliv dotaz nebo problém,
tak se nebojte zeptat na nasem Discordu ¢i pomoci emailu.

Prokop Randdacek, Standa Lukes & Ondra Machota




Recepty z programatorské kucharky: Grafy

V dne$nim vydani zndmého bestselleru budeme péci grafy
souvislé i nesouvislé, orientované i neorientované. Rekne-
me si o zakladnim prochéazeni grafem, komponentach sou-
vislosti, topologickém usporadani a dalsich grafovych algo-
ritmech. Abychom ale mohli za¢it, musime si nejprve fici,
s ¢im budeme pracovat.

Ingredience

Neorientovany graf je ur¢en mnozinou vrcholi V' a mnozi-
nou hran F, coz jsou neusporadané dvojice vrcholt. Hrana
e = {x,y} spojuje vrcholy x a y. Vétsinou pozadujeme, aby
hrany nespojovaly vrchol se sebou samym (takovym hra-
ndm fikdme smycky) a aby mezi dvéma vrcholy nevedla vice
ne7 jedna hrana (pokud toto neplati, mluvime o multigra-
fech). Obvykle také pfedpokladédme, Ze vrchold je koneéné
mnoho. Neorientovany graf vét§inou zobrazujeme jako body
pospojované Carami.
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Neorientovany graf a multigraf

Podgrafem grafu G rozumime graf G’, ktery vznikl z gra-
fu G vynechdnim nékterych (a nebo zadnych) hran a vr-
chold.

Casto nés zajima, zda se da z vrcholu z dojit po hranach
do vrcholu y. OvSem slovo ,dojit* by mohlo byt trochu
zavadéjici, proto si zavedeme par pojmi:

® sled budeme fikat takové posloupnosti vrcholi a hran
tvaru vy, e1, va, €2, ..., €n_1, Up, %€ €; = {v;, Vi+1} Pro
kazdé i. Sled je tedy néjakd prochazka po grafu. Délku
sledu mérime poctem hran v této posloupnosti.

® tah je sled, ve kterém se neopakuji hrany, tedy e; # e;
pro i # j.

® cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy, ¢ili v; # v;
proi # j. Vsimnéte si, Ze se nemohou opakovat ani hrany.

Lehce nahlédneme, Ze pokud existuje sled z vrcholu = do y
(vi = x, v, = y), pak také existuje cesta z vrcholu z
do vrcholu y. Kazdy sled, ktery neni cestou, totiz obsa-
huje néjaky vrchol u dvakrat. Existuje tedy ¢ < j takové,
e u = v; = v;. Pak ale miiZeme z naseho sledu vypustit
posloupnost e;, viy1, ..., €;—1, v; a dostaneme také sled
spojujici v1 a v,, ktery je urcité kratsi nez puvodni sled.
Tak mtizeme po koneéném poctu tprav dospét az ke sledu,
ktery neobsahuje zadny vrchol dvakrat, tedy k cesté.

Kruznici neboli cyklem nazyvédme cestu délky alespon 3,
ve které oproti definici cesty navic plati v; = v,,. Nékdy se
na cesty, tahy a kruznice v grafu také divame jako na pod-
grafy, které ziskame tak, ze z grafu vypustime vSechny ostat-
ni vrcholy a hrany.

Jesté si ukdzeme, ze pokud existuje cesta z vrcholu a do
vrcholu b a z vrcholu b do vrcholu ¢, pak také existuje cesta
z vrcholu a do vrcholu c. To vyplyva z faktu, Ze existuje sled
z vrcholu a do vrcholu ¢, ktery mtzeme dostat naptiklad
tak, Ze spojime za sebe cesty z a do b a z b do c. A jak jsme
si ukazali, kdyz existuje sled z a do ¢, existuje i cesta z a
do c.

V mnoha grafech (napiiklad v téch na predchozim obrazku)
je kazdy vrchol dosazitelny cestou z kazdého. Takovym gra-
fam budeme fikat souvislé. Pokud je graf nesouvisly, mize-
me ho rozlozit na casti, které jiz souvislé jsou a mezi ktery-
mi nevedou zadné dalsi hrany. Takové podgrafy nazyvame
komponentami souvislosti.

Ted se podivejme na péar pojmi z pfirody: Strom je souvisly
graf, ktery neobsahuje kruznici. List je vrchol, ze kterého
vede pouze jedna hrana. UkadZeme, Ze kazdy strom s alespon
dvéma vrcholy mé nejméné dva listy. Pro¢ to? Staci si najit
nejdelsi cestu (pokud je takovych cest vice, zvolime libovol-
nou z nich). Oba koncové vrcholy této cesty musi byt nutné
listy: kdyby z nékterého z nich vedla hrana, musela by vést
do vrcholu, ktery na cesté jesté nelezi (jinak by ve stromu
byla kruznice), ale o takovou hranu bychom cestu mohli
prodlouzit, takze by ptivodni cesta nebyla nejdelsi.

Graftim bez kruznic budeme obecné fikat lesy, jelikoz kazda
komponenta souvislosti takového grafu je strom.
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Les, jak ho vidi matematici

Nékdy se hodi jeden z vrcholu stromu prohlasit za koten,
¢imZ jsme si v kazdém vrcholu uréili smér nahoru (ke ko-
feni — je to zvlastni, ale matematici obvykle kresli stromy
kofenem vzhtiru) a dolt (od kofene). Souseda vrcholu smé-
rem nahoru pak nazyvame jeho otcem, sousedy smérem do-
1a jeho syny.

Kostra souvislého grafu fikdme kaZzdému jeho podgrafu,
ktery je stromem a spojuje vSechny vrcholy grafu. Muze-
me ji napriklad ziskat tak, Ze dokud jsou v grafu kruznice,
odebirame hrany lezici na néjaké kruznici. Pro nesouvis-
1é grafy nazveme kostrou les tvofeny kostrami jednotlivych
komponent. Na prvnim obrazku je jedna z koster levého
grafu znazornéna silnymi hranami.

Cuiceni: Zkuste si dokazat, Ze stromy jsou praveé grafy, které
jsou souvislé a maji o jedna méné hran nez vrcholt.

Orientované grafy

Casto potiebujeme, aby hrany byly pouze jednosmérné.
Takovému grafu fikdme orientovany graf. Hrany jsou ny-
ni usporddané dvojice vrcholt (z,y) a Fikdme, Ze hrana
vede z vrcholu = do vrcholu y. Hrany (z,y) a (y,z) jsou
tedy dvé rtizné hrany. Orientovany graf vétsinou zobrazuje-
me jako body spojené sipkami. Vétsina pojmu, které jsme
definovali pro neorientované grafy, dava smysl i pro grafy
orientované, jen si musime dat pozor na smér hran.
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Silné a slabé souvisly orientovany graf

Se souvislosti orientovanych grafi je to trochu slozitéjsi.
RozliSujeme slabou a silnou souvislost: slabé souvisly je graf
tehdy, pokud se z néj zapomenutim orientace hran stane
souvisly neorientovany graf. Silné souvislym ho nazveme
tehdy, vede-li mezi kazdymi dvéma vrcholy x a y oriento-
vana cesta v obou smérech. Pokud je graf silné souvisly,



je i slabé souvisly, ale jak ukazuje nas obrazek, opacné to
platit nemusi.

Komponenta silné souvislosti orientovaného grafu G je ta-
kovy podgraf G’, ktery je silné souvisly a neni podgrafem
zéddného vétsiho silné souvislého podgrafu grafu G. Kom-
ponenty silné souvislosti tedy mohou byt mezi sebou pro-
pojeny, ale zddné dvé nemohou lezet na spole¢ném cyklu.

Ohodnocené grafy

Dalsi moznosti, jak si graf ,vyzdobit“, je ohodnotit jeho
hrany ¢isly. Naptiklad v grafu silni¢ni sité (vrcholy jsou
mésta, hrany silnice mezi nimi) je zcela pfirozené ohod-
notit hrany délkami silnic nebo tfeba mytnym vybiranym
za prujezd silnici. Pfifazenym ¢islim se proto ¢asto rika dél-
ky hran nebo jejich ceny. Pojmy, které jsme si pred chvili
nadefinovali pro obycejné grafy, mizeme opét snadno roz-
§ifit pro grafy ohodnocené — napi. délku sledu budeme na-
misto poc¢tu hran sledu pocitat jako soucet jejich ohodno-
ceni. Neohodnoceny graf pak odpovida grafu, v némz maji
vSechny hrany jednotkovou délku.

Podobné muzeme prifazovat ohodnoceni i vrcholim, ale
radéji si vSechny operace s ohodnocenymi grafy nechame
na nékteré z dalsich dili Kuchatky. I tak budeme mit prace
dost a dost.

Reprezentace grafu

Nyni uz vime o grafech hodné, ale jesté jsme si nefekli, jak
graf reprezentovat v paméti pocitace. To muzeme udélat
napiiklad tak, Ze vrcholy oc¢islujeme pfirozenymi ¢isly od 1
do N, hrany od 1 do M a odkud kam vedou hrany, popiseme
jednim z nasledujicich tii zptsobi:

® matice sousednosti — to je pole A velikosti

C e 9 123456789

N x N. Na pozici Ali, j] ulozime hodnotu 0 ;| 511000011
nebo 1 podle toho, zda z vrcholu ¢ do vrcho- 2 100110001
. 3 100100000

lu j hrana vede (1), nebo nevede (0). S ma- 4 411010000
tici sousednosti se zachdzi velmi snadno, ale & 010101000
p hodu. e je vidy kvadraticky vel. & 000010110
ma tu nevyhodu, Ze je vzdy kvadraticky vel- 7 500001011
ka bez ohledu na to, kolik je hran. Vyhodou 8 100001100
9 110000100

naopak je, ze misto jednicek muzeme ukla-
dat néjaké dalsi informace o hranach, t¥eba jejich délky.
Vpravo od tohoto odstavce najdete matici sousednosti
grafu z prvniho obrazku.

seznam sousedu je obvykle tvofen dvéma poli: polem sou-
sedti S[1...M] obsahujicim postupné ¢&isla vSech vrcholt,
do kterych vede hrana z vrcholu 1, pak z vrcholu 2 atd.,
a polem zac¢atkt Z[1...N], v némz se pro kazdy vrchol
dozvime zacatek odpovidajicitho tseku v poli S. Pokud
navic do Z[N + 1] ulozime M + 1, bude platit, Ze souse-
dé vrcholu i jsou ulozeni v S[Z[d]], ..., S[Z[i + 1] — 1].
Tato reprezentace ma tu vyhodu, zZe zabird pouze pro-
stor O(N + M) a sousedy kazdého vrcholu mame pékné
pohromadé a nemusime je hledat. Pro graf z 1. obrazku:

i 123456 7891011121314
Sl 238914591423 5 2
i 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Slij 46578680916 7127
i 123456738910
Z[i 1 5 9 1114172023 26 29

Reprezentace grafu seznamem sousedi

® piulhranami — tato reprezentace se pouziva tehdy, pokud
potiebujeme béhem vypoctu graf slozité upravovat. Je
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univerzalni, ale dost pracna na naprogramovani. Spociva
v tom, Ze si kazdou hranu ulozime jako dvé ptlhrany
(zacatek a konec hrany), kazdy vrchol bude obsahovat
spojové seznamy prichéazejicich a odchéazejicich ptlhran a
kazda pulhrana bude ukazovat na svou druhou polovici
a na vrchol, ze kterého vychaazi.

V nésledujicich receptech budeme vzdy pouzivat seznamy
sousedi, poli S budeme fikat sousedi, poli Z zacatky.
Pole sousedi bude mit rozsah od 0 do M —1, pole zacatky
od 0 do N (kde N je pocet vrchold a M pocet hran).

Prohledavani do hloubky

Nase povidani o grafovych algoritmech za¢neme dvéma z4-
kladnimi zptusoby prochéazeni grafem. K tomu budeme po-
tfebovat dvé podobné jednoduché datové struktury: Fronta
je konecna posloupnost prvki, kterd ma oznaceny zacatek
a konec. Kdyz do ni priddavame novy prvek, pfidame ho na
konec posloupnosti. Kdyz z ni prvek odebirame, odebere-
me ten na zacatku. Proto se tato struktura anglicky nazyva
first in, first out, zkracené FIFO. Zdsobnik je také kone¢na
posloupnost prvki se za¢atkem a koncem, ale zatimco prv-
ky pridavame také na konec, odebirame je z téhoz konce.
Anglicky nazev je (ptekvapivé) last in, first out, ¢ili LIFO.

7 PROMLEDAVALY

Do HLouBkYy
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Algoritmus prohledévani grafu do hloubky:

1. Na zacatku mame v zasobniku pouze vstupni vrchol w.
Daéle si u kazdého vrcholu v pamatujeme znacku z,,, kte-
ra 1ika, zda jsme vrchol jiz navstivili. Vstupni vrchol je
oznaceny, ostatni vrcholy nikoliv.

2. Odebereme vrchol ze zasobniku, nazvéme ho wu.

. Kazdy neoznaceny vrchol, do kterého vede hrana z u,
pridame do zasobniku a oznacime.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.

Na konci algoritmu budou oznaceny vsechny vrcholy dosa-
zitelné z vrcholu w, tedy v pripadé neorientovaného grafu
celd komponenta souvislosti obsahujici w. To mtizeme snad-
no dokazat sporem: Predpokladejme, Ze existuje vrchol z,
ktery neni oznacen, ale do kterého vede cesta z w. Pokud je
takovych vrcholi vice, vezmeme si ten nejblizsi k w. Oznac-
me si y predchiidce vrcholu x na nejkratsi cesté z w; y je
ur¢ité oznaceny (jinak by x nebyl nejblizsi neoznaceny).
Vrchol y se tedy musel nékdy objevit na zasobniku, tim pa-
dem jsme ho také museli ze zasobniku odebrat a v kroku 3
oznacit vSechny jeho sousedy, tedy i vrchol z, coz je ovSem
spor.



To, ze algoritmus nékdy skonc¢i, nahlédneme snadno: v kro-
ku 3 na zasobnik pfidavdme pouze vrcholy, které dosud
nejsou oznaceny, a hned je znac¢ime. Proto se kazdy vr-
chol mtze na zasobniku objevit nejvyse jednou, a jelikoz
ve 2. kroku pokazdé odebereme jeden vrchol ze zasobniku,
musi vrcholy nékdy (konkrétné po nejvyse N opakovanich
cyklu) dojit. Ve 3. kroku probereme kazdou hranu grafu
nejvyse dvakrat (v kazdém sméru jednou). Casova slozitost
celého algoritmu je tedy linearni v poc¢tu vrcholi N a po-
¢tu hran M, ¢ili O(N + M). Pamétova slozitost je stejnd,
protoze si tak jako tak musime hrany a vrcholy pamatovat
a zasobnik neni vétsi nez pamét na vrcholy.

Prohledavani do hloubky implementujeme nejsnaze rekur-
zivni funkci. Jako zdsobnik v tom pripadé pouzivame ptimo
zasobnik programu, kde si program uklada navratové adre-
sy funkci. Muze to vypadat tfeba nasledovné:

[False] * N

oznacen

def projdi(v):
oznacen[v] = True
for i in range(zacatkyl[v], zacatky[v+1]):
if not oznacen[sousedi[i]]:
projdi(sousedil[i])

Rozdélit neorientovany graf na komponenty souvislosti je
pak uz jednoduché. Projdeme postupné vsSechny vrcholy
grafu, a pokud nejsou v zadné z dosud oznacenych kompo-
nent grafu, priddme novou komponentu tak, ze graf z tohoto
vrcholu prohledame do hloubky. Vrcholy zna¢ime pfimo ¢is-
lem komponenty, do které patii. Protoze prohledavame do
hloubky nékolik oddélenych ¢asti grafu, kazdou se slozitosti
O(N; + M;), kde N; a M; je pocet vrcholi a hran kompo-
nenty, vyjde dohromady slozitost O(N + M). Nic nového
si uklddat nemusime, a proto je pamétova slozitost stale
O(N + M).
def projdi(v):

komponental[v] = nova_komponenta

for i in range(zacatkyl[v], zacatkyl[v+1]):

if komponental[sousedil[i]] == -1:
projdi(sousedil[il)

for i in range(N):
komponentali] = -1
nova_komponenta = 1
for i in range(N):
if komponentali] == -1:
projdi(i)
nova_komponenta += 1

Priabéh prohledavani grafu do hloubky mutzeme znazornit
stromem (fikd se mu DFS strom — podle anglického ndzvu
Depth-First Search pro prohledavani do hloubky). Z poéa-
teéniho vrcholu w uéinime kofen. Pak budeme graf procha-
zet do hloubky a vrcholy zakreslovat jako syny vrcholi, ze
kterych jsme pfisli. Syny kazdého vrcholu si usporadame
v poradi, v némz jsme je navstivili; tomuto poradi bude-
me fikat zleva doprava a také ho tak budeme kreslit. Hra-
nam mezi otci a syny budeme rikat stromové hrany. Protoze
jsme do zaddného vrcholu nesli dvakrat, budou opravdu tvo-
fit strom. Hrany, které vedou do jiz navstivenjych vrcholt
na cesté, kterou jsme prisli z kofene, nazveme zpétné hrany.
Dopredné hrany vedou naopak z vrcholu blize kofeni do uz
oznaceného vrcholu déle od koiene. A koneéné priéné hrany
vedou mezi dvéma raznymi podstromy grafu.

Vsimnéte si, ze pfi prohledavani neorientovaného grafu ob-
jevime kazdou hranu dvakrat: budto poprvé jako stromovou
a podruhé jako zpétnou, a nebo jednou jako zpétnou a po-
druhé jako dopfednou. P¥i¢né hrany se objevit nemohou —
pokud by prfi¢na hrana vedla doprava, vedla by do dosud
neoznaceného vrcholu, takze by se prohledavani vydalo tou-
to hranou a nevznikl by oddéleny podstrom; doleva rovnéz
vést nemiize: predstavme si stav prohledédvani v okamziku,
kdy jsme opoustéli levy vrchol této hrany. Tehdy by nase
hrana musela byt pfi¢nou vedouci doprava, ale o té uz vime,
Ze neexistuje.

Prohleddvani do hloubky lze tedy také vyuzit k nalezeni
kostry neorientovaného grafu, coz je strom, ktery jsme pro-
sli. Rovnou pii tom také zjistime, zda graf neobsahuje cyk-
lus: to pozname tak, Ze nalezneme zpétnou hranu rdznou
od té stromové, po niz jsme do vrcholu pfisli.

vvvvvv

Pro orientované grafy je situace opét trochu slozitéjsi: stro-
mové a dopfedné hrany jsou orientované vzdy ve stromu
shora dolti, zpétné zdola nahoru a ptri¢né hrany mohou exis-
tovat, ovSem vzdy vedou zprava doleva, ¢ili pouze do pod-
stromt, které jsme jiz prosli (nahlédneme opét stejné).

— stromova
zZpétna

dopiedna

rrrrrrrrrrrrrr » prictna

Strom prohleddvani do hloubky a typy hran
Prohledavani do $irky
Prohledavani do $itky je zaloZené na podobné myslence jako

prohledavani do hloubky, pouze misto zasobniku pouziva
frontu:

1. Na zacatku mame ve fronté pouze jeden prvek, a to za-
dany vrchol w. Daéle si u kazdého vrcholu z pamatuje-
me Cislo H[z]. VSechny vrcholy budou mit na zac¢dtku
Hiz] = —1, jen H[w] = 0.

2. Odebereme vrchol z fronty, ozna¢me ho w.

3. Kazdy vrchol v, do kterého vede hrana z u a jehoz H[v] =
—1, priddme do fronty a nastavime jeho H[v] na H[u]+1.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni fronta prazdna.

Podobné jako u prohledévani do hloubky jsme se dostali
pravé do téch vrcholt, do kterych vede cesta z w (a ozna-
¢ili jsme je nezdpornymi ¢isly). Rovnéz je kazdému vrcholu
prifazeno nezaporné ¢islo maximalné jednou. To vse se do-
kazuje podobné, jako jsme dokézali spravnost prohledavani
do hloubky.

Vrcholy se stejnym ¢islem tvori ve fronté jeden souvisly ce-
lek, protoZe nejprve odebereme z fronty vSechny vrcholy
s Cislem n, nez zacneme odebirat vrcholy s ¢islem n + 1.
Navic plati, ze H[v] udavé délku nejkratsi cesty z vrcholu w
do v. Ze neexistuje kratsi cesta, dokdzeme sporem: Pokud
existuje néjaky vrchol v, pro ktery H[v] neodpovidd délce
nejkratsi cesty z w do v, ¢ili vzdélenosti D|v], vybereme si
z takovych v to, jehoz D[v] je nejmensi. Pak nalezneme nej-
kratsi cestu z w do v a jeji pfedposledni vrchol z. Vrchol z je
blizsi nez v, takZe pro né&j uz musi byt D[z] = H[z]. OvSem
kdyz jsme z fronty vrchol z odebirali, museli jsme objevit i
jeho souseda v, ktery jesté nemohl byt oznaceny, tudiz jsme
mu museli ptidélit H[v] = H[z] + 1 = D[v], a to je spor.



Prohledavani do sitky ma casovou slozitost taktéz linearni
s po¢tem hran a vrchold. Na kazdou hranu se také ptame
dvakrat. Fronta ma linearni velikost k poc¢tu vrcholi, tak-
7e jsme si oproti prohledavani do hloubky nepohorsili a i
pamétova slozitost je O(N + M). Algoritmus implementu-
jeme nejsnaze cyklem, ktery bude pracovat s vrcholy v poli
predstavujicim frontu.

for i in range(N):
H[i] = -1
prvni 1
posledni = 1
fronta[prvni] = pocatecni_vrchol
H[pocatecni_vrchol] = 0

while True:
v = fronta[prvni]
for i in range(zacatkyl[v], zacatky[v+1]):
if H[sousedi[i]] < O:

H[sousedi[il] = H[v] + 1
posledni += 1
fronta[posledni] = sousedil[i]

prvni += 1
if prvni > posledni: break

Prohledévani do sitky 1ze také pouzit na hledani komponent
souvislosti a hledani kostry grafu.

Topologické usporadani

Ted si vysvétlime, co je topologické uspordddni grafu. Mame
orientovany graf G s N vrcholy a chceme ocislovat vrcholy
Cisly 1 az N tak, aby vSechny hrany vedly z vrcholu s vét-
§im ¢islem do vrcholu s mensim ¢islem, tedy aby pro kazdou
hranu e = (v;,v;) bylo ¢ > j. Pfedstavme si to jako srov-
nani vrcholu grafu na primku tak, aby ,Sipky“ vedly pouze
zprava doleva.

Nejprve si ukazeme, zZe pro zadny orientovany graf, ktery
obsahuje cyklus, nelze takovéto topologické poradi vytvo-
fit. Ozna¢me vrcholy cyklu vy, ..., v,, takZe hrana vede
z vrcholu v; do vrcholu v;_1, resp. z v; do v,. Pak vrchol
vvvvv o,
nez v,_1. Ale vrchol v; musi mit zdroven vyssi ¢islo nez v,,,
coz nelze splnit.
Cyklus je ovSem to jediné, co muze existenci topologického
usporadani zabranit. Libovolny acyklicky graf Ize uspotradat
nasledujicim algoritmem:

1. Na zac¢atku mame orientovany graf G a proménnou p = 1.

2. Najdeme takovy vrchol v, ze kterého nevede zadna hrana
(budeme mu fikat stok). Pokud v grafu zadny stok nen,
vypocet konéi, protoze jsme nasli cyklus.

3. Odebereme z grafu vrchol v a vSechny hrany, které do néj
vedou.

4. Prifadime vrcholu v ¢islo p.

5. Proménnou p zvysime o 1.

6. Opakujeme kroky 2 az 5, dokud graf obsahuje alespon

jeden vrchol.

Pro¢ tento algoritmus funguje? Pokud v grafu nalezneme
stok, miizeme mu urcité priradit ¢islo mensi nez vsem ostat-
nim vrcholtim, protoze prekdzet by nam v tom mohly pou-
ze hrany vedouci ze stoku ven a ty neexistuji. Jakmile stok
ocCislujeme, mtizeme jej z grafu odstranit a pokracovat ¢islo-
vanim ostatnich vrcholti. Tento postup musi nékdy skoncit,
jelikoZ v grafu je pouze koneéné mnoho vrcholi.

Zbyva si uvédomit, ze v neprazdném grafu, ktery neobsahu-
je cyklus, vzdy existuje alesponl jeden stok: Vezméme libo-
volny vrchol v1. Pokud z néj vede néjaka hrana, pokrac¢ujme
po ni do néjakého vrcholu vy, z néj do v3 atd. Co se pii tom
muze stat?

® Dostaneme se do vrcholu v;, ze kterého nevede zadna
hrana. Vyhrali jsme, mame stok.

e Narazime na v;, ve kterém jsme uz jednou byli. To by ale
znamenalo, Ze graf obsahuje cyklus, coz, jak vime, neni
pravda.

¢ Budeme objevovat stale nové a nové vrcholy. V konecném
grafu nemozno.

Algoritmus muzeme navic snadno upravit tak, aby netra-
til prilis ¢asu hledanim vrcholt, z nichz nic nevede — staci
si takové vrcholy pamatovat ve fronté, a kdykoliv néjaky
takovy vrchol odstranujeme, zkontrolovat si, zda jsme né-
jakému jinému vrcholu nezrusili posledni hranu, které z néj
vedla, a pokud ano, pfidat takovy vrchol na konec fronty.
Celé topologické tiidéni pak zvlddneme v éase O(N + M).

Jind moznost je prohledat graf do hloubky a vsSimnout si,
7e poradi, ve kterém jsme se z vrcholu vraceli, je pravé to-
pologické poradi. Pokud zrovna opoustime néjaky vrchol
a Cislujeme ho dal$im ¢islem v potadi, rozmysleme si, ja-
ké druhy hran z néj mohou vést: stromova nebo dopiedna
hrana vede do vrcholu, kterému jsme jiz prifadili nizsi ¢islo,
zpétnd existovat nemiize (v grafu by byl cyklus) a pfi¢né
hrany vedou pouze zprava doleva, takze také do jiz ocislo-
vanych vrcholti. Casova slozitost je opét O(N + M).
def projdi(v):

# zatim V jen oznacime

ocislovani[v] = 0

for i in range(zacatkyl[v], zacatky[v+1]):

if ocislovanil[sousedi[i]] == -1:
projdi(sousedil[il]
posledni += 1
ocislovani[v] = posledni

for i in range(N):
ocislovani[i] = -1
posledni = 0
for i in range(N):
if ocislovanil[i]
projdi(i)

-1:

Hranova a vrcholova 2-souvislost

Nyni se podivame na trochu komplikovanéjsi formu souvis-
losti. Rikame, ze neorientovany graf je hranové 2-souvisly,
kdyz plati, Ze:

® m3 alespon 3 vrcholy,
® je souvisly,

¢ ziistane souvisly po odebrani libovolné hrany.

Hranu, jejiz odebrani by zptsobilo zvyseni poc¢tu kompo-
nent souvislosti grafu, nazyvame most.

Na hledani mosti ndm poslouzi opét upravené prohleda-
vani do hloubky a DFS strom. VSimnéme si, Ze mostem
mize byt jediné stromova hrana — kazd4a jina hrana totiz
lezi na néjaké kruznici. Odebranim mostu se graf rozpadne
na ¢ast obsahujici kofen DFS stromu a podstrom ,visici“



pod touto hranou. Jediné, co tomu miize zabranit, je exis-
tence néjaké dalsi hrany mezi podstromem a hlavni ¢asti,
coz musi byt zpétna hrana, navic takovéa, ktera neni jenom
stromovou hranou vidénou z druhé strany. Takovym hra-
nam budeme fikat ryzi zpétné hrany.

Proto si pro kazdy vrchol spocitame hladinu, ve které se
nachdzi (kofen je na hladiné 0, jeho synové na hladiné 1,
jejich synové 2, ...). Déle si pro kazdy vrchol v spo¢itdme,
do jaké nejvyssi hladiny (s nejmensim éislem) vedou ryzi
zpétné hrany z podstromu s kofenem v. To miZeme udélat
pfimo pii prochazeni do hloubky, protoze nez se vratime
z v, projdeme cely podstrom pod v. Pokud vSechny zpétné
hrany vedou do hladiny stejné nebo vétsi nez té, na které
je v, pak odebranim hrany vedouci do v z jeho otce vznik-
nou dvé komponenty souvislosti, ¢ili tato hrana je mostem.
V opacném pripadé jsme nalezli kruznici, na niz tato hrana
lezi, takze to most byt nemuze. Vyjimku tvoii kofen, ktery
zadného otce nemé a nemusime se o néj proto starat.

Algoritmus je tedy pouhou modifikaci prochéazeni do hloub-
ky a mé i stejnou ¢asovou a pamétovou slozitost O(N+ M).
Zde jsou dulezité ¢asti programu:
def projdi(v, nova_hladina):

hladinalv] = nova_hladina

spojeno[v] = hladina

for i in range(zacatkyl[v], zacatky[v+1]):
w = sousedil[i]
if hladinalw] == -1:
projdi(w, nova_hladina + 1)
if spojeno[w] < spojenol[v]:
spojeno[v] = spojeno[w]
if spojeno[w] > hladinalv]
dvoj_souvisle = False
else:

if hladinal[w] < nova_hladina - 1
and hladina[w] < spojenol[v]:
spojeno[v] = hladinalw]

for i in range(N):
hladinali] = -1

dvoj_souvisle = True

projdi(1, 0)

Dalsi formou souvislosti je vrcholovd souvislost. Graf je vr-
cholové 2-souvisly, prave kdyz:

® m4 alesponl 3 vrcholy,
® je souvisly,
® zilistane souvisly po odebrani libovolného vrcholu.

Artikulace je takovy vrchol, ktery kdyz odebereme, zvysi se
pocet komponent souvislosti grafu.

Algoritmus pro zjisténi vrcholové 2-souvislosti grafu je vel-
mi podobny algoritmu na zjistovani hranové 2-souvislosti.
Jen si musime uvédomit, zZe odebirdme cely vrchol. Ze stro-
mu prochazeni do hloubky mutze odebranim vrcholu vznik-
nout az nékolik podstromt, které vsechny musi byt spojeny
zpétnou hranou s hlavnim stromem. Proto musi zpétné hra-
ny z podstromu uréeného vrcholem v vést az nad vrchol v.
Specialné pro kofen nam vychéazi, Ze mize mit pouze jedno-
ho syna, jinak bychom ho mohli odebrat a vytvorit tak dvé
nebo vice komponent souvislosti. Algoritmus se od hledani
hranové 2-souvislosti lisi jedinou zménou ostré nerovnosti
na neostrou; sami zkuste najit, které nerovnosti.
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