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37-1-1 Tramvajova zastavka

Na vstupu jsme dostali rozpis n tramvajovych odjez-
W1l dd, sefazenych vzestupné podle ¢asu. V tomto rozpisu
budeme pracovat s ,posuvnym okénkem*, predstavujicim
néjaky Casovy interval, a budeme si udrzovat, kolik riz-
nych linek béhem tohoto intervalu odjizdi. Nakonec vypise-
me nejkratsi interval, béhem kterého odjizdi vSech k linek.

S

Ptesnéji feceno, na zacatku okénko bude obsahovat jen prv-
ni tramvaj dne. Dale budeme opakovat nasledujici:

® odjizdi-li béhem aktudlniho okénka vSechny linky, a toto
okénko je zatim nejkratsi takové, zapiseme si ho. Potom
posuneme levym okrajem okénka o jednu tramvaj dal.

® Neodjizdi-li béhem néj vSechny linky, posuneme pravy
okraj okénka o jednu tramvaj dal.

Pri implementaci jen musime dat pozor, ze pravy okraj mu-
7e sahat az za pulnoc, do dalsiho dne. Jakmile ale levy okraj
okénka presahne pulnoc, program ukoncime a vypiSeme nej-
kratsi nalezeny interval.

Miuizeme promyslet, ze tento jednoduchy algoritmus oprav-
du nalezne nejkratsi ¢asovy tisek. Na konci nejkratsiho moz-
ného tseku nutné odjizdi linka, ktera béhem tseku drive
nejede (jinak se tsek dal zprava zkratit a neni nejkratsi).
Proto v momentu, kdy se pravy okraj naseho okénka pfti
béhu algoritmu dostal na konec tohoto tseku, byl nas le-
vy okraj nanejvys v levém okraji tseku, ale ne dal (levy
okraj posouvame jen tehdy, kdyz okénko obsahuje odjezdy
v8ech linek). Diky tomu taky algoritmus dojde do bodu,
kdy okénko obsahuje pfesné nejkratsi casovy usek, jen tam
musi dojit levy okraj.

Algoritmus potiebuje pouze linedrni ¢as O(n), protoze uka-
zatel na levy okraj okénka, ktery si udrzujeme, se zvysi ma-
ximéalné 2n-krat, a stejné tak pravy okraj. V kazdé iteraci
pritom udélame jen konstantni mnozstvi operaci.

Abychom kaZdou iteraci stihli v konstantnim ¢ase, musime
jeSté spravné udrzovat informaci o tom, zda v aktudlnim
okénku odjizdi vSechny linky. Pojdme tedy v proménné p
udrzovat pocet raznych linek, které béhem okénka odjiz-
di. Pokud jsou linky ¢islované od 1 do k, nabizi se pouzit
k-prvkové pole, ve kterém i-té ¢islo predstavuje pocet tram-
vaji s ¢islem 4, které béhem uvazovaného intervalu odjizdi.

I https://mj.ucw.cz/vyuka/1516/ds2/

Tak pfi posunuti libovolného ukazatele miizeme toto ¢islo
zvysit, nebo snizit, a pokud tim klesne na 0, resp. stoupne
z nuly na 1, upravime i proménnou p. Tim skutecné dosta-
neme konstantni ¢as.

Generator vstupt tlohy opravdu generuje ¢isla tramvaji
od 1 do k, ale zadani to technicky neslibuje. Pokud na to
nechceme spoléhat, d4 se misto pole pouZit slovnik (heSo-
vaci tabulka). Ten pracuje v konstantnim ¢ase v priméru
(v tom smyslu, Ze nasich m operaci s prvky slovniku zabe-
re ve stfedni hodnoté méné nez cm operaci procesoru pro
néjakou konstantu ¢, a navic je velmi nizka pravdépodob-
nost, ze toto omezeni piekroc¢i). Nejde vSak o konstantni
Cas v nejhorsim pripadé. Touto cestou se vydal nas vzoro-
vy program. Dalsi variantou, ktera nespoléha na pravdépo-
dobnost, je napfiklad misto heSovaci tabulky pouzit binarni
vyhledavaci strom. Ten ale bude udrzovat az k rtiznych hod-
not, a misto konstantniho ¢asu tak dostaneme ¢as O(log k)
na operaci.

Program (Python):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-1-1.py

Ulohu pripravili: Katia ,Cici“
Konczycki, Martin Korecek

Medvédi poznamka: V této Gloze by nam stacil staticky slov-
nik — to je takovy, ktery jednou vytvorime pro konkrétni
mnozinu kli¢t, a pak uz v ném jenom hledame. Existuji da-
tové struktury pro statické slovniky s k prvky, které jdou
vybudovat v ¢ase O(klogk) a pak hledaji v O(1), oboji
v nejhorsim pitipadé. Jestli to jde 1épe, se povazuje za jed-

které zatim nezndme odpovéd. Kdyby vés zajimaly detaily,
poslechnéte si prednasku.’

37-1-2 Povoden

Nejprve se podrobné podivejme na mechaniku barikad.
W1l To, zda policko mtizeme zabarikaddovat, zalezi pouze na
tom, jestli se kolem néj nachézeji stény. Barikady tedy mu-
zeme pokladat nezavisle na sobé. To specialné znamena, ze
kazdé rozmisténi barikad lze doplnit na rozmisténi, které
m4 zabarikddované vSechna moZné policka (tomuto rozmis-
téni budeme Fikat mazimdlni).

Nyni si pfedstavme, Ze uZ jsme nasli optimaln{ feseni (tedy
takové, ve kterém zatopime co nejméné poli, a sekundarné
pouzijeme co nejméné barikdd). Co o ném jesté zvladneme
Fet?

Nahlédneme, ze pocet zatopenych poli v optimalnim feSeni
bude aspon tak velky jako v feSeni maximéalnim. To plyne
z obecného pozorovani, ze ptriddnim barikady do libovol-
ného rozmisténi pocet zatopenych poli¢ek nestoupne. Tim
padem libovolné rozmisténi musi vzdy zatopit aspon tolik
poli jako maximalni feSeni, nebot po doplnéni vSech bari-
kéad do tohoto rozmisténi mize pocet zatopenych poli pouze
klesnout nebo ziistat stejny.


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-1-1.py
https://mj.ucw.cz/vyuka/1516/ds2/

Také si vSimneme, Ze optimalni feSeni zatopi nejvyse tolik
poli jako maximéalni. Kdyby tomu tak nebylo, tedy v ma-
ximalnim FeSeni bychom zatopili méné policek nez v maxi-
malnim, nase feSeni by nemohlo byt optiméalni.

——

Suma sumarum optiméalni rozmisténi zatopi stejné policek
jako rozmisténi maximalni. Tato informace se nam pfi hle-
déni optimélniho feseni bude velmi hodit, nebot maximalni
feSeni umime pfimocafe zkonstruovat.

V neposledni fadé ukazeme, ze v optimalnim feSeni se na-
chézi vsechny bariéry, které sousedi s aspon jednim zatope-
nym polem v maximalnim feSeni. Jiz vime, Ze kazdé rozmis-
téni lze vyrobit z toho maximalniho odebranim nékterych
barikad. Po odebrani barikady se pocet zatopenych policek
bud nezméni, nebo stoupne. Pokud stoupne, dojde k tomu
prévé tehdy, kdyz dana barikada stala na hranici s vodou.

Tim padem libovolné rozmisténi, které nema stejnou hrani-
ci s vodou jako maximéalni feSeni, zatopi vic polic¢ek, nez je
optimum. Z toho plyne, Ze optimélni feSeni musi mit stejné
barikddy na hranici s vodou jako feseni maximalni.

To celé ndm dava jednoduchy navod, jak z maximéalniho
feSeni zkonstruovat reseni optiméalni. Jelikoz vime, Ze obé
feSeni maji tu samou hranici s vodou, sta¢i z maximalni-
ho feseni odebrat vSechny barikady, které na hranici nele-
7i. 7 ptredchozich tvah tak zarucené dostdvame rozmisténi,
které Smolinec zatopi co nejméné, a spotifebuje pritom co
nejméné barikad.

Hledani optima pak miizeme naprogramovat napf. pomoci
t¥1 pruchodid vstupni mfizkou. V prvnim prichodu polozi-
me barikddy na vSechna poli¢ka, kam umistit jdou (vytvo-
fime maximalni rozmisténi). Ve druhém prichodu simu-
lujeme velkou potopu, coz jde naptiklad pomoci algoritmu
prohledévani do §itky.2 V poslednim priichodu najdeme ba-
rikady, které lezi na hranici s vodou, nahlasime je a mame
hotovo.

JelikoZz nad mfizkou velikosti R x S provadime konstantné
mnoho linedrnich prichodd, éasovd i pamétova slozitost Fe-
Seni ¢inf O(RS). Rychleji to zfejmeé neptijde, nebot samotné
nacteni a uloZeni vstupu rovnéz zabere O(RS) ¢asu i pamé-
ti. Prozradime ale, Ze feSeni lze nalézt v jediném prtichodu
naétenym vstupnim polem (zkuste si to! ;-).

Program (JavaScript):
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-1-2.jg

Ulohu ptipravili: Katia ,Cici“ Konczycki,
Kristyna Petrlikovd, Dan Skypala

2 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

37-1-3 Zprehazena fronta

Zadani ulohy si muzeme pfedstavit jako orientovany graf.
Jednotlivé pozice ve fronté si piedstavime jako vrcholy a
hrana z vrcholu v do vrcholu v pak fika, Ze z mista vrcho-
lu v se ma néjaky student presunout na misto vrcholu v.
Vsimneme si, ze z kazdého vrcholu pravé jedna hrana vy-
chazi a do kazdého vrcholu také pravé jedna prichéazi.

Na vstupu mame graf zadany tak, ze v kazdém vrcholu ma-
me napsané, kam z néj vedou hrany. Na vystup pak chceme
mit v kazdém vrcholu zapsano, odkud tam vede hrana. To
si také mtizeme predstavit tak, Ze chceme otocit smér vSech
hran a ztstat u puvodniho formatu.

Jelikoz maji vSechny vrcholy pravé jednu vstupni a vystup-
ni hranu, tak jednotlivé komponenty grafu jsou orientované
cykly. Ty mohou byt i degenerované — napf. jen s jednim
vrcholem s hranou do sebe (student uZ je na spravném mis-
t&) nebo s dvéma vrcholy reprezentujici dvojici studenti,
co se maji prohodit.

9
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Kazdou komponentu zvladneme jednoduse otocit. Zacneme
v néjakém vrcholu a projdeme cyklus dokola a priibézné bu-
deme otacet hrany, kterymi projdeme. To miizeme imple-
mentovat tak, ze predposlednimu navstivenému vrcholu na-
stavime nasledujici vrchol na predpfedposledni navstiveny
(pokud oba uz existuji, jinak nic nedéldme). Toto budeme
opakovat az do doby, nez se vratime do vrcholu, kde jsme
zacali. Takto oto¢ime vSechny hrany aZ na posledni, ale tu
snadno zpravime. Rozmyslete si, ze tento postup funguje i
na degenerované cykly.

c)
L,u

Cyklus timto algoritmem umime otoc¢it v case linedrnim
vzhledem k jeho délce. Staci si pamatovat jen vrchol, kde
jsme zacali, aktualni a dva predchéazejici vrcholy.

Nyni by se nam hodilo pouzit tento algoritmus na vsech-
ny cykly v grafu. V tom je ale drobna komplikace. Kdy-
bychom postupné prochazeli vrcholy a u kazdého otocili
cyklus, na kterém je, tak bychom nékteré cykly otocili vi-
cekrat a findlné by skoncili v ptivodni orientaci. Kdybychom
méli k dispozici vice paméti, tak bychom si u kazdého vr-
cholu mohli pamatovat, jestli jeho cyklus byl uz zpracovan.
Takto bychom ziskali algoritmus s ¢asem v O(N), nicméné
diky omezenému mnozstvi paméti ho nemizeme pouzit.

Pottebujeme tedy bez pridané paméti u kazdého cyklu za-
ridit aby pocet jeho otoceni byl lichy — v nasem pfipadé to
bude vzdy praveé jednou. Vyuzijeme toho, ze mame vrcholy
ocCislované jejich pozici ve fronté. Na kazdém cyklu je pra-
vé€ jeden vrchol nejmensi hodnotou. Pro kazdy vrchol tedy
ovéiime, jestli se jednéd o vrchol nejmensi hodnotu a pokud
ano, tak ho oto¢ime. V pribéhu algoritmu tedy budeme
mit néjaké cykly jiz otocené a néjaké ne, ale to na nejmensi
hodnotu cykl nemé vliv. Dle naseho algoritmu vsak kazdy
cyklu oto¢ime hned, jak na néj poprvé narazime. Zjisténi,


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/37-1-2.js
http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/grafy

jestli je vrchol nejmensi, budeme délat tak, ze vzdy cely
cyklus projdeme a zjistime, jestli je tam néjaky mensi.

Celkovéa ¢asova slozitost je O(N?) — z kazdého vrcholu pro-
chazime dvakrat cyklus o az N vrcholech. S trochou preciz-
nosti se da rozmyslet, Ze potfebujeme jen Ctyfi proménné
obsahujici ¢isla vrchold.

Ulohu ptipravili: Jirka Kalvoda,
David Kolar, Ben Swart, Lukds Veskrna

37-1-4 Nuly a jednicky

A jak dlouhy bude vystup?

Protoze neni vibec jasné, jak vystup bude dlouhy, ukazme
horni odhad. Konstruujme ¢isla ze samych jednicek:

a1:17a2:11,a3:111,...,a]\7+1:1---1

Rozdélme ay az an41 do piihradek podle zbytku po déleni
N. Protoze existuje pouze N zbytki, v alespon jedné pfi-
hradce budou alesponi dvé¢ ¢isla, oznacme je a;,a;. Potom
la; — a;| je slozené z jednicek a nul a méa hledany zbytek.
(Nicméné pozadované ¢islo miize byt mensi.) Toto nadm ale-
spoii dava odhad, Ze vystup nebude delsi nez O(N).

Dynamika

Pouzijme dynamické programovéni.> Ozna¢me si dp[/][2][j]
to, jestli zvladneme vyrobit Cislo délky ¢ se zbytkem z po
déleni N. Navic si udrzujme j — jestli jsme pouzili alespon
jednu jednicku:

dp|0][0][lez] = pravda
Vsechny ostatni nastavme zatim na lez.

Vyrabét nova zvladneme piidanim nuly nebo jednicky na
zacatek. Mohou ale obsahovat nuly na zacatku, takze jim
fikejme ¢isla*. Pokud mé ¢islo* délku £ a priddme na za-
¢atek nulu, tak jeho zbytek po déleni se nezméni:

dplt +1][2][5] = dpl€ + 1) [z][5] V dp[€][=][J]

Pridanim jednicky na zacatek ¢isla* k jeho hodnoté pricte-
me 10%:

dpl + 1][(z + 10°) mod N][pravda] =
dplt + 1][(z + 10°) mod N][pravda] V dp[€][][/]

(Cisla 10° si miizeme piedpocitat az do 10™.)

Skonc¢ime, kdyz dojdeme k dp[¢][0][pravda]. Toto ¢islo* ma
alespon jednu jednicku, zaroven tato jednicka bude na za-
¢atku, jinak bychom vzali mensi ¢ pfed pfidinim nuly. Je
to tedy cislo.

Nicméné nyni vime jen spravnou délku. Nejmensi mozné
¢islo zkonstruujeme zpétné pomoci zpétnych ukazateli. Po-
kud to jde, vZdy budeme skakat zpét po pfidani nuly. (VSim-
néme si, ze do dp[f][z][j] se d4 dostat pouze ze dvou ¢isel*.)
A jaka je nase vysledna casova slozitost? Pro stav déla-
me konstantni pocet operaci — pridavame jednicku a nulu.
Stavii mame nejvyse (N + 1) x N x 2, tedy O(N?). Cel-
kové ¢asova slozitost bude tedy O(N?). Na zpétné ukaza-
tele si pamatujeme vSechny stavy, tedy pouzijeme celkem
O(N?) paméti.

Predstavme si graf

Na to abychom nase feSeni zrychlili, si pfedstavme tplné
jiny graf, neZ by nam nabizelo dynamické programovani.

Vrcholy budou tvofit zbytky 0 az N — 1 a hrany budou
odpovidat pridani jednicky nebo nuly doprava. Pokud ma-
me zbytek z, pfidani nuly na konec ndm vytvoii zbytek
10z mod N, jedni¢ky (10z + 1) mod N.

Naptiklad pro N = 6 by graf vypadal nasledovné (Sedé hra-
ny odpovidaji pfidani nuly a ¢erné pridani jednicky, smycky
nejsou vyznadeny):

O
@Fi

N Lo

Na zac¢atku mame k dispozici ¢islo 1 a budeme ptidavat ¢is-
lice doprava. Chceme skoncit se zbytkem 0. Cisla délitelna
N tedy odpovidaji sledim z 1 do 0 v tomto grafu.

Nyni tedy chceme najit nejmensi ¢islo. Hledany sled tedy
bude nejkratsi a zaroven bude od prednich pozic prefero-
vat nuly pfed jedni¢kami. A nejkratsi sled je cesta (staci
skrtnou ¢ast mezi prvnim opakujicim se vrcholem), tedy
pojdme najit nejkratsi cestu — pouzijme BFS.

A jak vyfeSime preferovani nul? Staéi v kazdém vrcholu
nejdiive pfidat do fronty hranu s nulou a teprve potom
hranu s jednickou. Podivejme se jaké bude potradi vSech
cest délky i ve fronté. Cestu délky 0 mame jednu, a poté
vzdy ke kazdé pfidame doprava nulu a pak jednicku:

[0, 1]
(00,01, 10, 11]

[000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111]

Tedy BFS pfida do fronty hledana cesty v pofadi od nej-
mensi. Proto prvni nalezena cesta do nuly bude odpovidat
nejmensimu ¢islu.

Pro samotnou konstrukei ¢isla staci jit po zpétnych ukaza-
telich v BFS a na zacdatek ¢isla pridat 1.

Protoze poustime BFS na graf s N vrcholy a N hranami,

¢asova i pamétova slozitost bude O(N).

Ulohu pripravili: Martin ,Med-
véd“ Mares, Dan Skypala

3 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani|

-3 -


http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/dynamicke-programovani

37-1-X1 Bomberman

Predstavme si mfizku s vyznacenymi policky, kterd mame
znicit:

ABCDE

YTk W N

Staci nam polozit ¢tyfi bomby, aby znic¢ily fadky 1 a 3 a
sloupce A a D.

0d mrizky ke grafu

Situaci muzeme ekvivalentné popsat bipartitnim grafem:

Vrcholy v levé partité budou odpovidat radktim, v pravé
sloupcim. Hranu mezi fadek a sloupec natdhneme, kdyko-
liv v jejich pruseciku lezi policko ke zniceni. Chceme te-
dy oznacit co nejméné vrchold tak, abychom kazdé hrané
oznacili aspon jeden konec. Tomu se fika nejmensi vrcho-
lové pokryti grafu a pro obecné grafy je NP-tézké ho najit.
Pro bipartitni grafy je ovSsem spousta NP-tézkych problé-
mu polynomialni ... a ¢asto je miZeme FeSit pfevodem na
toky v sitich.

0d pokryti k parovani

Jeden takovy znamy problém je nejvétsi parovdni — chceme
vybrat co nejvétsi mnozinu hran tak, aby zadné dvé nemély
spoleény vrchol. Na nasem obrazku je jedno z nejvétsich
parovani vyznaceno tucné.

Jak souvisi parovani s pokrytimi? Jelikoz jeden vrchol muze
pokryt nejvyse jednu hranu parovani, musi mit kazdé vr-
cholové pokryti aspon tolik vrcholi, kolik hran mé nejvétsi
parovani. Pro bipartitni grafy dokonce plati rovnost — to-
mu se Tikéd Konigova véta, ale jeji tvrzeni nam nefika, jak
pokryti z parovani vyrobit.

0d parovani k tokum

Kdyz uz jsme narazili na parovani, vzpomeneme si na stan-
dardni pfevod parovani na toky, ktery nejdeme naptiklad
v kuchaice o tocich? nebo v Priivodci labyrintem algoritmi.

Vyrobime nésledujici sit:

4 http://ksp.mff.cuni.cz/viz/kucharky/toky-v-siticl

—4-

K bipartitnimu grafu pfidame ,,aplné doleva“ zdroj z a
,aplné doprava® spotfebi¢ s. Pivodnim vrcholim budeme
tikat vnitrni, zdroji a spottebici vnéjsi. K ptuvodnim vniti-
nim hrandm pfiddme vnéjsi: zdroj spojime vnéjsimi hrana-
mi se vS§emi vrcholy levé partity, spotfebic¢ se vSemi vrcholy
pravé partity. VSechny hrany zorientujeme zleva doprava a
nastavime jim kapacitu 1. Najdeme maximalni celociselny
tok, naptiklad Fordovym-Fulkersonovym algoritmem, kte-
ry mé pro jednotkové kapacity slozitost O(nm), kde n je
pocet vrcholi a m pocet hran sité.

Ted si v§imneme, Ze vnitini hrany, po kterych néco tece,
tvori parovani: kdyby se néjaké dvé potkaly napravo, bude
do néjakého vrcholu pravé partity pritékat aspon 2, ale od-
téci muze maximalné 1. Podobné kdyby se hrany potkaly
nalevo. Vyrobili jsme tedy z toku velikosti ¢ parovani o ¢
hranéch. Naopak z parovani mizeme vyrobit tok stejné ve-
likosti: kdykoliv je uv hrana parovani, nechame téci 1 po
hranach zu, uv, vs. Sestrojili jsme tedy bijekci mezi toky
a parovanimi, kterd zachovava velikost, takze nejvétsi tok
odpovida nejvétsimu parovani. V ¢ase O(nm) tedy umime
najit nejveétsi parovani.

0Od toku k fezim

7Z teorie toku vime, ze mazimdlni tok odpovidd minimalni-
mu Tezu. A zatimco toky v na$i siti odpovidaji parovanim,
fezy odpovidaji vrcholovym pokrytim.

Bude se ndm hodit trochu obecnéjsi pohled na fezy: zs-rez
(budeme Fikat kratce fez) je mnozina hran takova, Ze kazdd
(orientovand) cesta ze z do s obsahuje aspofi jednu hranu
fezu. Tedy pokud z grafu odstranime vSechny hrany fezu,
prerizneme vSechny cesty ze z do s.

Ukazeme, jak z jakéhokoliv minimélniho fezu vyrobit mini-
malni vrcholové pokryti. Nejprve fez upravime do special-
niho tvaru, budeme mu fikat tfeba okrajovy rez. To je Tez,
ktery pouziva jen krajni hrany (ty vedouci ze zdroje nebo
do spottebice). Kdyby minimdlni fez nebyl okrajovy, mize-
me kazdou vnitini hranu uv nahradit hranou zu nebo wvs.
Tim ho nezvétsime, a pritom bude stale fezat vSechny ces-
ty. (Alternativné bychom mohli vnitinim hrandm nastavit
kapacitu +oo, takze by ne-okrajové fezy nemohly byt mi-
nimélni. Ale pak bychom museli znovu analyzovat sloZitost
F-F algoritmu.)

Ted uz stac¢i pro kazdou vnéjsi hranu fezu vybrat jeji vnitini
vrchol a vznikne vrcholové pokryti. Vskutku: kdyby existo-
vala nepokryta hrana uwv, cesta zuvs by nebyla prefiznuta.
A naopak: z kazdého vrcholového pokryti umime vyrobit
stejné velky okrajovy fez — staci uvazit hrany mezi z resp. s
a vrcholy pokryti.
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Méme tedy bijekci mezi okrajovymi fezy a vrcholovymi po-
krytimi, kterd zachovava velikost. Takze minimalni okrajo-
vy fez odpovidda minimalnimu vrcholovému pokryti. Navic
ho umime vyrobit z jakéhokoliv minimalniho fezu.

Ford a Fulkerson se vraci

Zbyva dotesit, kde vzit minimélni fez. Rezy z teorie toku
jsou takzvané elementdrni fezy

E(A,B)={abe E|ac A,bc B},

kde A a B jsou mnoziny vrcholu takové, ze AUB =V,
ANB =10,z € A, s € B. Kazdy elementérni fez je zs-fezem
podle nasi definice, ale opacné to platit nemusi. (Mizete si
zkusit dokazat, ze jsou-li vSechny kapacity kladné, je kazdy
minimélni zs-fez elementarni. Ale potfebovat to nebude-
me.)

Pripomenme si diikaz korektnosti Fordova-Fulkersonova al-
goritmu. Po zastaveni algoritmu oznac¢ime A mnoZinu vSech
vrcholu dosazitelnych ze zdroje po nenasycenych hranach
(to jsou jednak hrany, po kterych tece méné nez jejich ka-
pacita, a jednak hrany opac¢né k tém, po nichz néco tece).
Pro nas priklad toku a sité to vyjde takto:

(Tuéné hrany jsou ty nenasycené — vSimnéte si, Ze pro sit
s jednotkovymi kapacitami to jsou hrany s tokem 0 a hrany
opa¢né k tém s tokem 1. Tucné vrcholy lezi v A.) Zdroj lezi
v A a jelikoz se algoritmus zastavil, spotfebi¢ tam nelezi.
Polozime-li B =V \ A, dostaneme nésledujici elementarni
fez E(A, B):

Kazda hrana E(A, B) pfitom musi byt nasycena. Takze po
hranach z A do B tece tolik, co kapacita, a po hranach z B
do A netece nic. Velikost toku je tedy rovna kapacité fezu.
A jelikoz kazdy tok je shora omezen kazdym Fezem, musi
byt tento tok maximéalni a fez minimalni.

MnozZiny A a B miZeme snadno najit v éase O(m), stejné
tak hrany E(A, B). Tento Fez staél prevést na okrajovy,
a pak z néj vyrobit vrcholové pokryti.

Konverzi fezu na okrajovy si dokonce muzeme odpustit —
ukazeme, Ze E(A, B) je sdm okrajovy. Sporem: Co by se
stalo, kdyby néjakd hrana ab € E(A, B) nebyla okrajova?
Vrchol a je dosazitelny po nenasycenych hranéach, vrchol b
nikoliv. Tim padem hrana ab je nasycend, takze po ni tece 1.
Tato 1 ovsem do a mohla pfitéci jen ze zdroje, takze za je
také nasycend. Aby bylo a € A, musi do a vést néjaka
dalsi nenasycend hrana pa z vrcholu p v pravé partité. Ta
v pivodni siti nebyla (vSechny hrany vedly zleva doprava),
takze se musela stat nenasycenou diky tomu, Ze po opacné
hrané ap néco tefe. Ale to by znamenalo, Ze z a odtékaji
aspon 2 jednotky, které nemély kudy ptitéci. Hle, spor.

Rozmyslete si, ze vrcholové pokryti mtizeme popsat prosté
tak, ze obsahuje vrcholy levé partity, které lezi v B, a vr-
choly pravé partity, které lezi v A.

Zavérem

Pro mfizku R x S poli¢ek jsme vyrobili bipartitni graf s R+
S vrcholy a O(RS) hranami. Z néj pfidanim zdroje a spo-
tfebi¢e a R+ S hran sit. Oboji stihneme v ¢ase O(m + n),
kde n € O(R+ S) a m € O(RS) je pocet vrcholt a hran
site.

Fordiv-Fulkresoniiv algoritmus dobéhne v ¢ase O(nm) =
O((R+ S) - RS). Nalezeni minimélniho fezu a jeho pfevod
na minimalni vrcholové pokryti se do tohoto ¢asu pohodlné
vejdou. Pokud by mfizka byla ptiblizné ¢tvercova, mohli
bychom vyjraz zjednodusit na O(P3), kde R, S € O(P).
Casovou slozitost miizeme zlepsit pouzitim rychlejsiho al-
goritmu na toky, napfiklad Dinicovym algoritmem se do-
staneme na slozitost O(y/n - m) = O(P?%).

A mimochodem ...
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